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“O conhecimento é o processo pelo qual o
pensamento se aproxima infinita e eternamente do
objeto.”

Vladimir llyich Lenin.



RESUMO

O ponto chave deste trabalho € o aprendizado da matematica na sua forma mais
prazerosa, com seus encantos que explicam muito daquilo que os alunos gostariam
que fosse justificado sobre o seu cotidiano. Porém nao deixara de ser analisada a
importancia da transmissdo do conhecimento cientifico, cujo prazer normalmente &
diminuido, pois o aluno necessita dessa bagagem do saber produzido socialmente
para se elevar culturalmente, proporcionando-lhe enriquecimento intelectual. A pipa
tetraédrica de Graham Bell sera o elemento motivador para o estudo de alguns
tépicos da matematica do ensino médio, a saber: progressbes geométricas,

semelhanca de triangulos e piramides.

Palavras-chave: Pipa tetraédrica de Graham Bell. Progressdes geométricas.

Semelhanca de triangulos.



ABSTRACT

The key point of this work is the mathematics in tis more pleasant way, with its
charms that explain much of what students would like to see justified on their daily
lives. It is also considered the relevance of the transmission of scientific knowledge,
whose pleasure is usually reduced because the student needs the previous
knowledge socially produced to raise oneself culturally, providing to the student with
intellectual enrichment. The Graham Bell tetrahedral kite is the motivating factor to
study some topics of mathematics in high school, namely geometric progressions,

similar triangles and pyramids.

Keywords: The Graham Bell tetrahedral kite. Geometric progressions. Similar

triangles.
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1 INTRODUCAO

O objetivo deste trabalho € apresentar alternativas para tornar a aula de Matematica da
educacdo basica atrativa ao aluno. Conhecer o interesse do aluno e relaciona-lo com o
conhecimento elaborado para ganhar sua atracdo no ensino médio € primordial aqui. Através
do interesse inicial do aluno, suscitar nele outros interesses (aprofundamentos) sobre o
conhecimento. Mostrar que o aprofundamento o ajudard olhar o mundo com uma visédo
cultural superior: critica ou multifocal. Além da experiéncia do autor dessa dissertagdo como
professor de matematica no ensino médio e da orientacdo do prof. Dr. Vanderlei Minori
Horita que inspiraram este trabalho, foi feita uma pesquisa em cima das pedagogias de
Newton Duarte e Dermeval Saviani e das psicologias de Piaget e Vigotski, para que caminhos
sejam apontados no sentido de valorizar o conhecimento do aluno e privilegiar o saber
objetivo construido histérico e socialmente pela humanidade.

Nesta perspectiva, a pipa — elemento presente no cotidiano dos alunos da Escola
Estadual Presidente Tancredo Neves de Aparecida de Minas, municipio de Frutal, Minas
Gerais — foi resgatada para auxiliar no ensino de alguns tdpicos das trés series do ensino
médio. Uma pipa diferente das conhecidas pelos alunos dessa escola, a Pipa Tetraédrica de
Graham Bell, foi escolhida para despertar ainda mais o interesse dos mesmos, além do fato de
que esta pipa auxilia melhor nos temas a serem tratados neste projeto. Aqui fica claro que o
objetivo deste projeto ndo se resume em trabalhar o cotidiano do aluno, somente; como se
nada mais pudesse ser acrescentado no conhecimento do aluno a respeito da pipa. Segundo
Vigotski, em DUARTE (2007, p. 97), “ensinar a uma crianga aquilo que ¢ incapaz de
aprender € tdo inatil como ensinar-lhe a fazer o que ¢ capaz de realizar por si mesma”. Dentre
0s varios papéis acolhidos pela educacdo escolar de hoje como a educacdo moral e o
comportamento social dos alunos, a escola é a Unica entidade responsavel pela transmissdo do
conhecimento cientifico (ou objetivo, ou elaborado). “A psicologia vigotskiana da total
respaldo a uma pedagogia na qual a escola deve ter como papel central possibilitar a
apropriacao do conhecimento objetivo pelos alunos” (DUARTE, 2003, p. 80). Neste sentido,
a estratégia é usar a Pipa Tetraédrica de Graham Bell apenas como elemento motivador,
sendo que o objetivo central deste trabalho é possibilitar que o aluno se aproprie do
conhecimento cientifico, dividido segundo os temas: na primeira série do ensino médio, fez-se
um estudo sobre sequéncias numéricas, principalmente das progressdes geométricas,

relacionando com o Triangulo de Sierpinski; na segunda série do ensino médio, o estudo foi
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sobre semelhanga de tridngulos e suas areas com pré-requisito das progressdes geométricas;
na terceira série do ensino médio, analisou-se 0 volume e 0 peso das estruturas tetraédricas
das pipas construidas, relacionando com a Piramide de Sierpinski, tendo como pré-requisito
as progressdes geométricas.

O problema estd em como fazer o aluno gostar e reconhecer a importancia da
transmissdo deste conhecimento elaborado. N&o seria a abordagem voltada para o cotidiano
do aluno e, principalmente, com a profissao que ele pretende ter, o elemento motivador para a
ansia de aprender? A contextualizacdo e interdisciplinaridade de tudo que é ensinado nédo
estreitariam o0s lacos entre aluno e professor, tornando as turmas mais participativas a cada
aula? O proprio titulo, “a pipa tetraédrica de Graham Bell: abordagem em sala de aula como
elemento motivador da aprendizagem”, e o objetivo deste trabalho deixam claro: a escola
deve ter uma abordagem critica no planejamento e no ato de ensinar, ou seja, deve fazer uma
andlise responsavel sobre o que ensinar a cada turma, para que ndo haja um esvaziamento
escolar no que diz respeito ao conhecimento cientifico. Acritico seria o profissional da
educacdo que nédo se preocuparia em analisar para chegar a verdade. Muitos podem contrariar
esta ideia, mas segundo Vigotski, “no enfoque nio-critico cada um vé o que quer e ndo o que
¢” (Vigotski in DUARTE, 2003, p. 42). Isto justifica o fato de que a pipa deve ser apenas um
elemento motivador. A partir dessa motivacdo, o aluno deve apropriar-se do conhecimento
objetivo, cujos temas foram propostos, na sua forma mais profunda dentro do nivel escolar
exigido. O intuito deste trabalho, mas ndo o foco, é também discutir os métodos de Jean
William Fritz Piaget (1896-1980) e Liev Seminidvitch Vigotski (1896-1934) para responder,
da maneira mais clara possivel, as interrogacdes anteriores.

O conteldo deste trabalho esta dividido em se¢des: Se¢do 2: introducdo as sequéncias
e séries; Secdo 3: uso da pipa tetraédrica de Graham Bell na primeira série do ensino médio
para auxiliar no estudo das progressdes geométricas; Secdo 4: uso da pipa tetraédrica de
Graham Bell na segunda série do ensino médio no estudo da semelhanca de triangulos; Secéao
5: uso da pipa tetraédrica de Graham Bell na terceira série do ensino médio para calcular o
peso e o volume das estruturas tetraédricas, bem como suas relacdes; Secdo 6: trata da
importancia do cotidiano do aluno para aprender matematica e de como relaciona-lo e
justifica-lo com a ajuda do conhecimento objetivo, discutindo os caminhos em Piaget e em
Vigotski; Secdo 7: construcdo da pipa tetraédrica de Graham Bell e trabalho de campo; Secéo
8: pesquisa sobre o real motivo que levou Alexander Graham Bell a construir tal pipa e, por
fim, Secdo 9: pesquisa sobre fractais, principalmente sobre os algoritmos das construcdes do

Triangulo e da Piramide de Sierpinski.



2 SEQUENCIAS E SERIES NUMERICAS

Os modelos matematicos trabalhados com a pipa tetraédrica de Graham Bell usam

sequéncias e series. Por isso, seguem suas defini¢des e algumas propriedades relevantes.

2.1 Sequéncias humericas

Definicdo 1: (Sequéncia numérica real.) Uma sequéncia numérica real é uma funcédo

f:N —= R, cujo dominio é o conjunto dos naturais e o contradominio é o conjunto dos reais.

Notacgdes usuais para sequéncia: (fi, f2, f3, < frr - ), OU (i) nen, OU Simplesmente (f,,), onde
N ={1,2,3,..} é o conjunto dos nimeros naturais. Dada uma sequéncia real (f;,)nen:

fn = f(n) é chamado de n-ésimo termo da sequéncia, ou termo geral da sequéncia.

Observacdo: Em alguns casos, neste trabalho, o dominio mencionado podera conter o zero.

Conceito de limite de uma sequéncia: Uma sequéncia real f: N — R, onde a cada natural n
associa-se um numero real f,, tem limite L se o real f, fica tdo proximo de L quanto se queira
quando n é suficientemente grande e escreve-se: lim,,_,., f, = L. Ou ainda, que f, tende a L

quando n tende ao infinito e escreve-se: f,, — L quando n — oo.

Definigdo 2: (Limite de uma sequéncia real.) Uma sequéncia real (f,,) tem limite L, o que
se denota por lim,,_,, f, = L, Se paratodo € > 0, existe N natural tal que |f,, — L| < & sempre
que o indice n for maior do que N. Simbolicamente, escreve-se:

limf, =L = Ve>03INeEN; n>N=|f,—L| <e.

n—-oo

Observaces: O simbolo -=- acima significa que o que vem depois € definicdo do vem antes.
Escrever |f, —L| <céomesmoqueL—e<f, <L+¢,0useja, f, € (L—¢L+¢). Setal
limite existe, diz-se que a sequéncia € convergente, ou converge para L; caso contrério, trata-

se de uma sequéncia divergente.

Teorema 1: (Unicidade do limite.) Uma sequéncia ndo converge para dois limites diferentes.
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Demonstracdo: Suponha, por absurdo, que a sequéncia real (f,,) ird convergir para dois
limites distintos, ou seja, suponha que ocorram as duas situagoes:
limf,=L;=Ve>03IN;EN;n>N;, = |f, —Li| <¢€e

n—oo

limf,=L,=>Ve>03IN,eN; n>N, = |f, — L| <& comL; # L.

n—->oo

Tomando-se N = max{N;, N,}, pode-se afirmar que, para todo n > N, vale:
lfn—Lil<e=>Li—e< f,<Li+ce m
fn — Lyl <e=>L,—e< f, <L,+e. (1
Multiplicando a Desigualdade (I) por -1, tem-se —L, +&>—f, > —L, —¢&, que €
equivalentea —L, — € < —f,, < —L; + €. Somando essa desigualdade com (1), tem-se:
L,—L —2e<0<L,—Li+2e=—-2e<L,—L,<2e=|L,—L,| <2e. (Il

|Lyi—Ls|

Como deve ser valido para todo &, tome € = > 0, que equivale a 2e = |L; — L,]|.

Entdo, por esta Gltima equacédo e pela Inequacdo (I11), tem-se: 2e = |L; — L,| < 2e = ¢ < ¢,

0 que é um absurdo. O absurdo foi assumir L; # L,. Portanto, o limite é Gnico. o

Lema 1: Considere a sequéncia real (f,) = (@™). Se |q| < 1, entdo lim,,_,, f,, = 0.

Demonstracéo: Se g = 0, é trivial que tal limite L se anula, pois |f,, = L| = 0" -0 =0< ¢
independentemente da escolha de N. Se 0 < |g| < 1, deve-se provar, pela Definic¢do 2, que:
Ve>03INeEN; n>N=|q"—-0| <e.

Note que: |q" -0l <ee|q"<ee n|g|"<lne o nln|qgl <lneen > , pois o

In|q| é negativo. A Ultima desigualdade da uma visdo para escolha de N. 1°) Se € < 1, entdo

Ing

Ine < 0 e, com isso, basta tomar N como qualquer inteiro maior do que ou igual a; il >0
~ 7 -y = - 1

(esta razdo € positiva, pois In|g| < 0 e Ine < 0). Dessa forma, se n >N e N > r?|€| entéo

n> —, que, pelas relacdes de equivaléncia anteriores, € equivalente a |[g™ — 0| < &, ou seja,

In|q|

L=0. 20) Se e >1,entdo Ine = 0 e, com isso, basta tomar N como sendo qualquer natural,

pois — < 0 (esta razdo é ndo positiva, pois In|g| < 0 e Ine = 0). Assim, se n > N e

lll_

N =1 > —= (N arbitrério), entdo n > e -

> - | | | 0 que, pelas relacfes de equivaléncia anteriores,

I
é equivalente a |q™ — 0] < &, ou seja, L = 0. Por tudo isso e pela unicidade do limite provada

no Teorema 1, tem-se que lim,,_,., g™ = 0 para |q| < 1. i
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Teorema 2: Se a sequéncia real (f,,) converge, entdo a sequéncia (|f,,|) converge. Ou, pela

equivaléncia ldgica, se (|f,|) diverge, entdo (f;) diverge.

Demonstracéo: Se (f;,) converge para um valor L, entdo para todo ¢ > 0, existe N natural tal
que |f, — L| < & sempre que n > N. Usando o fato de que |la| — |bl| < |a — b|,Va,b € R,
pode-se afirmar que para todo & > 0, existe N natural tal que ||f,| — ILI| < If, — L] < & se

n > N. Portanto, a sequéncia (|f,,|) converge para |L|. ]

Defini¢do 3: (Limite infinito.) Uma sequéncia real (f,) tem limite infinito, o que se denota
por lim,,_, f,, = +oo, se para todo P > 0, existe N natural tal que f, > P sempre que o
indice n for maior do que N. Simbolicamente, escreve-se:

lim f, =40 = VP>03INEN; n>N=>f, >P.

n—-oo

Lema 2: Considere a sequéncia real (f,) = (¢™). Se |q| > 1, entéo (f;,) diverge.

Demonstracéo: 1°) Se g > 1, considere P positivo e arbitrario, além das equivaléncias:

InP
fn=q”>P<=>lnq”>lnP=>nlnq>lnP=>n>m-

A Ultima desigualdade da uma visdo para escolha de N. Basta tomar N como qualquer inteiro
.- . . InP InP ~ InpP
positivo maior do que ou igual a nd Dessa forma, sen > Ne N > ng entéo n > ng que,

pelas relagdes de equivaléncia anteriores, é equivalente a f,, > P, ou seja, lim,,_,, f;, = +o0
pela Definicdo 3, comprovando que (f;,) diverge. 2°) Se q < —1, acabou de ser provado que
lim,_,.|q|™ = +o0, isto &, (|q™|) diverge. Se a sequéncia (|q™|) diverge, entdo (q™) também

diverge, segundo o Teorema 2. Portanto, (f,,) = (q™) diverge para |q| > 1. |

Definicdo 4: (Sequéncia limitada.) Uma sequéncia (f;,) é limitada se existe um namero real

c tal que |f,,| < ¢ paratodo n € N. Caso contréario, a sequéncia € ilimitada.

Definicdo 5: (Sequéncia crescente.) A sequéncia (f,,) é crescentese f; < fo, < =+ < f < -+,

ou seja, fny1 > fn, Vn € N. Se f,,,1 = f,,, Vn € N, entdo a sequéncia e néo decrescente.

Exemplo 1: A sequéncia real (f,) =(1,2,3,4,...) é crescente, pois f,+1 > f, para todo

n € N e também ¢é ndo decrescente, pois f,,1 = f, para todo n € N. Mais geral: toda
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sequéncia crescente é ndo decrescente, pois se vale f,,,; > f,, paratodo n € N, entdo também
vale que f,,+1 = f, paratodo n € N. Ja a sequéncia real (g,) = (1,2,2,3,3,3,4,4,4,4,...) €
ndo decrescente, pois f,+1 = f, para todo n € N, mas ndo € crescente, pois ndo vale que

fn+1 > fn paratodo n € N. Observe que nem toda sequéncia ndo decrescente é crescente.

Definicdo 6: (Sequéncia decrescente.) Uma sequéncia (f;,) é decrescente se f,,,1 < f, para

todon € N. Se f,,1 < f,, paratodo n € N, entdo a sequéncia é ndo crescente.

Exemplo 2: A sequéncia real (f,,) = (1,1/2,1/3,1/4,...) é decrescente, pois f,41 < f, para
todo n € N, conforme serd provado no Exemplo 4, e também é n&o crescente, pois fr4+1 < fu
para todo n € N. Mais geral: toda sequéncia decrescente é ndo crescente, pois se vale
fn+1 < fn paratodo n € N, entdo também vale que f,,,; < f,, paratodo n € N. J4 a sequéncia
(gn) =(1,1/2,1/2,1/3,1/3,1/3,1/4,1/4,1/4,1/4,...) é ndo crescente, pois fri1 < fn
para todo n € N, mas ndo é decrescente, pois ndo vale que f,,; < f, para todo n € N.

Observe que nem toda sequéncia ndo crescente é decrescente.

Observacdo: As sequéncias crescentes, ndo decrescentes, decrescentes e ndo crescentes sao

chamadas de sequéncias monoétonas ou monoténicas. Sequéncias constantes sdo monotonas.

Lema 3: Uma sequéncia constante (f;,) = (k), Vvn € N e k € R, converge para k.

Demonstracdo: Basta provar que para todo e > 0, existe N natural tal que |f, — k| <€

sempre que n > N. De fato, independente de N, tem-se: |f, — k| = |k — k| =0 < &. o

(_1)n+1
n

Exemplo 3: Considere a sequéncia real (f,,) tal que f, = para todo n € N, ou seja,

(f)=@0,-1/2,1/3,-1/4,1/5,...). Note que esta sequéncia ndo € mondtona. Pode-se
provar, conforme serd feito no Exemplo 5, que esta sequéncia é convergente. Como f; = 1 é
seu maior elemento e f,, —» 0 quando n — oo, entdo existe ¢ = 2 tal que |f,,| < ¢ para todo

indice n € N, concluindo que esta sequéncia ¢ limitada. E facil provar que ¢ = 2 satisfaz a

(_1)n+1
n

desigualdade |f,| < c, pois |f,| = | | = % <2=c, jaque % < 2equivalea2n>1,0

que ¢ verdade para todo n € N. Este exemplo inspira o teorema seguinte.
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Teorema 3: Toda sequéncia convergente é limitada.

Demonstracdo: Seja (f;,) uma sequéncia convergente, ou seja, lim,_, f,, = L. Assim, para
todo € > 0, existe N € N tal que, se n > N, entdo L — e < f,, < L + €. Ou seja, existe um
intervalo limitado I = (L — ¢,L + ¢) tal que f,, € I para todo n > N. Os Unicos termos da
sequéncia (f,) que ndo pertencem a | sdo fi, f5, f5, ..., fn, 0S quais sdo em quantidade finita e,
portanto, o conjunto F = {f3, f>, f5, ..., fy} € limitado. Ent&o, o conjunto J = TUF ¢é limitado e

contém todos os termos da sequéncia (f;,), concluindo-se que (f;,) é limitada. o

Observacdo: A reciproca do teorema anterior ndo € verdadeira. Repare que a sequéncia real
() = (10,—1,10,—1,10,—1,...) é limitada, pois existe ¢ = 11 tal que |f,,| < ¢ para todo
n € N. Todavia, ela ndo é convergente, pois ndo existe lim,,_,, f;. Isto é facil provar, pois
(f,) pode ser dada pela lei: f,, = 10 se n for impar, ou f,, = —1 se n for par. Pode-se verificar,
entdo, que lim,_(fon_1) = 10 e lim,_(f;,) = —1. Como o limite ndo é unico, isto

contraria o Teorema 1, concluindo-se que lim,,_,, f;, N0 existe.

Exemplo 4: Considere a sequéncia real (f,,) tal que f,, = 1/n para todo n € N. Nota-se que

(f)=@,1/2,1/3,1/4,...). Esta sequéncia, chamada de sequéncia harmobnica, &
decrescente, pois: n<n+1= ﬁ < % = for1 < fn, VR € N. Como a sequéncia (f;) €
decrescente, seu maior elemento € 1 e ela ndo atinge valores negativos, entdo ela é limitada

(f» €10,1]); ou, existe c = 2 tal que |f,,| < c paratodo n € N, pois |f,| = |%| = % <2=c,

jaque % < 2 equivale a 2n > 1, o que é verdade para todo n € N. Pelo fato de esta sequéncia

ser decrescente e ndo atingir valores negativos € razoadvel pensar que ela ira convergir para
zero. Pode-se provar tal fato pela Definigéo 2, onde lim,,_,, f,, = 0 Se, para todo € > 0, existe

N natural tal que |f,, — 0| < & sempre que n > N. Tomando N inteiro maior do que ou igual a
1/¢ (pois N2§>0), tem-se: n>N2§=>%<e=> |%—O| <e=>|f, — 0] <¢g, ou seja,

lim,,_,, f, = 0. Este exemplo inspira o teorema seguinte.

Definigdo 7: (Extremo superior.) Seja B um conjunto ndo vazio de nameros reais. Um
namero b, é cota superior de B se x < by, para todo x € B. Um numero b é extremo superior
de B, ou supremo de B, escreve-se b = sup B, se b é cota superior de B e nenhum outro

namero menor do que b é cota superior de B.
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Defini¢do 8: (Extremo inferior.) Seja B um conjunto ndo vazio de numeros reais. Um
namero b, é cota inferior de B se x > by, para todo x € B. Um nimero b é extremo inferior
de B, ou infimo de B, escreve-se b = inf B, se b € cota inferior de B e nenhum outro nimero

maior do que b é cota inferior de B.
Teorema 4: Toda sequéncia mondtona e limitada é convergente.

Demonstracéo: Seja (f,,) uma sequéncia monoétona (tome o caso nao decrescente) e limitada.
Basta provar que lim,,_,, f, = L. De fato, se (f;,) € limitada, entdo existe um namero real ¢
tal que |f,,| < c paratodo n € N. O conjunto F = {f3, f>, f3, ..., [, --- } t€M supremo, pois tem
cota superior (axioma da completude). Sendo L = sup F, pode-se afirmar que f, <L <c
para toda cota superior ¢ de F. Se L é supremo, entdo L — & ndo é cota superior para todo
€ > 0 e, com isso, existe N natural tal que L — ¢ < fy < L, pois (f,) é ndo decrescente, ou
seja, fy < fn paran > N. Assim, para todo ¢ > 0, existe N € N tal que, se n > N, entdo:
L—e<fy<Llefy<fuaL—-ec<fy<fus<L=a>L—-e<f,<L+c¢,
e, com isso, lim,,_, f, = L. A demonstracdo para (f,,) ndo crescente é semelhante, bastando

tomar L = infF. O
Teorema 5: Seja (f;,) uma sequéncia. Se lim,,_,.|f,| = 0, entdo lim,,_,, f;, = 0.

Demonstracdo: Seja (f,) uma sequéncia, onde lim,_|f,| = 0. Entdo, para todo ¢ > 0,
existe N natural tal que ||fn| — O| < & sempre que o indice n for maior do que N. Dai, para

todon > N, vale: ||f,| — 0| < e = |fyl <e=|f, — 0] < £ = lim, o f;, = 0. O

(_1)n+1
n

Exemplo 5: Prova de que a sequéncia real (f,,) = ( ) para todo n € N, converge para

_1\n+1
D | =1 para todo n € N e, pelo Exemplo 4, esta provado que

n

zero. Note que |f,,| = |

n

limn%o% = 0. Assim, pelo Teorema 5, se lim,,_,.|f;,| = 0, entdo lim,,_,, f, = 0.

Observacéo: A reciproca do teorema anterior € verdadeira, pois se para todo € > 0, existe N
natural tal que |f,, — 0] < & sempre que o indice n for maior do que N, entdo, para n > N,
vale: |f, —0l<e=|fyl <e=|lfol — 0| < &= lim,_olfyl =0. A demonstracdo do

Teorema 2 também garante este fato. o



15

Teorema 6: (Operagdes com limites.) Considere (f,,) e (g,) duas sequéncias reais tais que,
lim,_,e fn = Ly € lim, o g, = L,. Entdo vale:

(i) lim,,(k- f;) = k-L;, paratodo k € R.

(i) lim,oe(fn +9n) = L1 + L.

(i) limyoe(f 9n) = Ly - Ly.

(iv) lim,_ e (g—:) =lsel, # 0.

2

Demonstracéo: Por hipdtese, tem-se:
lim, . fn = L1,0USeja, f, > Ly sen - e
lim, . g, = L,, 0Useja, g, = L, sen — oo.
(i) Repare que |kf,, — kL.| = |k| - |, — L1|. Entdo, se f,, = L, quando n — oo, tem-se:
fa = Lal = 0= [kl Ify = Lyl » 0= |kfyy —kLy| » 0= lim (k- f,) = k - Ly.

(i1) Pela desigualdade triangular, pode-se afirmar que:
|(fa + 9n) — (L + L) = [(fu = L) + (gn — L2)| < |fy = Lil + |gn — Lal.
Para n suficientemente grande, sabe-se que f, - L, € g,, = L,, de onde é possivel concluir
que |f, — L1| + |gn — L2| = 0. Ent&o, da desigualdade anterior, pode-se provar que:
|+ gn) = Ly + L2)[ = 0= (fo +.gn) = (L + L) = lim (fy + gn) = Ly + Ly
(iii) Note que (fogn) — (L1L2) = fugn = fulz + fulz — L1l = f(gn — L2) + Lo (fu — L).
Sabe-se que existe ¢ > 0 tal que |f,| < ¢ para todo n, pois toda sequéncia convergente é
limitada (Teorema 3), Entéo, pela desigualdade triangular, pode-se afirmar que:
|(fagn) = Lil)| = 1fu(gn = L2) + Lo (fu = LI S |fu(gn — LI + [Lo(fn = L] =
= ful - 1(gn = LI + |L2| - | (fy = LI < ¢ - [(gn = LI + |L2|1(fo = L1)I.
Para n suficientemente grande, sabe-se que f, = L, € g, — L,, de onde é possivel concluir

que ¢ - |(gn — L2)| + |L2||(f, — L1)| = 0. Entdo, das inequacdes anteriores, tem-se:
|(fngn) - (LlLZ)I - 0= (fngn) - (LlLZ) = %g?o(fn 'gn) = Ll : LZ-
(iv) Antes, deve-se provar que: se g, = L, # 0sen — o, entdo (1/g,) — 1/L, sen — oo.

De fato, repare que:

1 1

In Ly

In—L2
In'Lz

— Lo—gn| _
In'Lz

Se g, = L, # 0 quando n — oo, entdo |g, — L,| = 0 € |gy - L,| = L,* # 0. Assim:

In—L;
In'L2

1

In Ly

- 0=

1 1 : 1 1
-0= (—) - —sen — 0 = lim, 4 (—) = —,
In 2 In

Por (iii), tem-se: lim,,_, (;—:) = lim,_, (fn i) =1L, =L O
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2.2 Introducéo as séries numericas

Definicdo 9: (Série.) Uma série numérica infinita (ou simplesmente série) € uma expressao

daformaa; +a, +--+a,+--,n€N.

Notacdo: A série a; +a,++a,+:-, n€N pode ser denotada por X _,a,, Ou

simplesmente Y. a,,, onde a,, € 0 n-ésimo termo da serie.

As vezes, surge confusdo entre os conceitos de série e sequéncia. Todavia, basta ter
em mente que sequéncia é uma cole¢cdo de nimeros que estdo em correspondéncia biunivoca
com o0s naturais (ou a disposi¢do de infinitos nUmeros em certa ordem), enquanto que série é a
soma desses infinitos nimeros. Repare que (a,) = (aq,a,,as, -, a,, -+) representa uma
sequéncia, enquanto ) a, = a; + a, + az + -+ + a, + --- representa uma série. Além disso, a

definicdo a seguir traz um tipo especial de sequéncia que se obtém a partir de uma série.

Defini¢do 10: (Sequéncia de somas parciais.) Seja S,, = a; + a, + -+ a, a soma dos n
primeiros termos da série ), a,, também chamada de n-ésima soma parcial da série ). a,,. A

sequéncia de somas parciais da série Y a,, € (S,) = (51,52, .., Sy, -0 ).

Definicdo 11: (Séries convergente e divergente.) Seja (S,,) a sequéncia de somas parciais da
série ) a,. A série ) a, é dita convergente se a sequéncia de somas parciais (S,) converge,
ou seja, se existe um namero real S tal que lim,,_,, S;, = S. O limite S é a soma da série )’ a,
e escreve-se S =Y a, =a; +a, + -+ a, +---. Caso contrario, a série é divergente. Uma

série divergente ndo tem soma, pois ndo atinge nenhum valor real.

Teorema 7: Seja (a,) uma sequéncia. Se a série Y. a,, é convergente, entdo a sequéncia (a,,)

converge para zero, isto é, lim,,_,., a,, = 0.

Demonstracéo: Se a,, € 0 n-ésimo termo da série Y. a, € S,, = a; + a, + - + a, é a n-ésima
soma parcial, entdo a, = S, — S,_1. Se S é a soma da série ), a,, entdo, pela Definicdo 11,
sabe-se que lim,,_,, S,, = S € também lim,,_,, S,,_; = S. Assim:

lim,, o a, = lim,, (S, — Sp—1) = lim,,(S,) — lim,_,,(S,,—;) =S-S5 =0. o
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Exemplo 6: A reciproca do teorema anterior ndo é verdadeira. A sequéncia harmonica
(a,) = (1/n) converge para zero, conforme Exemplo 4. Todavia, a série ).(1/n) diverge. De

fato, reagrupe os termos da série harménica da seguinte forma:

Z(i):]__|_l_|_l_|_...:1_|_l_|_(1+3)+(3+3+3+3)+(1+i+...+i)....
n 2 3 2 3 4 5 6 7 8 9 10 16

Percebe-se que a soma dentro de cada parénteses é sempre maior do que 1/2 e, por isso:

2(1):1+l+(1+1)+(3+l+1+1)+(&+...+i)...>1+1+1+l+...:+00’
n 2 3 4 5 6 7 8 9 16 2 2 2

comprovando que a série harmonica diverge. Outra prova: suponha, por absurdo, que a série
harménica ird convergir para S, ou seja, >.(1/n) = S. Entdo, as séries ),(1/2n) =T e
»(1/2n—1)) =R irdo convergir, pois (T,) = (1/2n) e (R,) =(1/(2n—1)) sdo
sequéncias, que também sdo subsequéncias da sequéncia (1/n), cujos termos sdo fragdes com
numeradores unitarios e denominadores pares e impares, respectivamente. Como ndo ha
termos em comum entre (T,,) e (R,,), hote que:

s=3(3)=(1+5+ 4=+ )+G+i++=+)=R+Tsen o,

Todavia, T = }(1/2n) = (1/2) X (1/n) =S/2e S=R+ T implicaque T = R = S/2. Por

outro lado, a diferenca R — T = Z( : ) - (i) = lim,,_ (R,) — lim,_, (T;,) pode ser

2n—1 2n
escrita da forma:

1 1

R—T =lim, (R, — T,) = lim,_ [(1 —%) + (———) ot (o —i)] N

3 4 2n—1 2n

SR=T =l [+ttt ———| >0 R >T,
1-2 34 56 n

(2n-1)-2

0 que € absurdo, pois T = R = §/2. Portanto, a série harmdnica € divergente. o
2.3 Uma sequéncia e uma série especiais: progressao geométrica e série geométrica

Em todos os exercicios aplicados neste trabalho, envolvendo a pipa tetraédrica de
Graham Bell, estdo presentes sequéncias especiais denominadas progressdes geometricas,

bem como a soma de seus termos. Por isso, seguem suas propriedades e defini¢des.

Definicdo 12: (Progressdo geométrica.) Uma progressdo geométrica (doravante
denominada PG) ¢ toda sequéncia real onde o primeiro termo ndo € nulo e os demais séo
obtidos multiplicando-se seu antecessor por uma constante ndo nula chamada razdo da PG.
Ou seja, a sequéncia real (a,)nen € Uma PG se existe um namero real g # 0 que satisfaz a

recorréncia a,,, = a, - q paratodo n € N, onde a, # 0 é o primeiro termo e ( € a razéo.
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Considere uma PG de razdo g (ndo nula) dada por (a,,) = (ay,a,,as, ..., Gy, Apyq, - ).
Note que a, pode ser escrito da forma a, = a, - q° e, de acordo com a Definicédo 12, tem-se:
a,=a;-q=a;-q",
az=ay-q=az=a;-q' -q=az=a, q°
=03 q=a,=0a,°q°-q=a,=a; q°.
Nota-se que, até aqui, os termos da PG, inclusive o primeiro, € escrito como o produto
entre o primeiro termo e a poténcia de base igual a razdo q e expoente igual ao antecessor do

indice do termo. Deste raciocinio, deduz-se o termo geral da PG, conforme lema a seguir.

Lema 4: (Termo geral de uma PG.) O termo geral de uma PG de razdo g (ndo nula) e
primeiro termo a, (ndo nulo) é dado por:

a, =a;-q" 1, vneN. (1)

Demonstracdo: A deducdo anterior é perfeitamente aceitavel no ensino médio. Todavia, fica
aqui a demonstracdo pelo Principio da Inducdo Finita (PIF). Para n = 1, tem-se da Equacdo
(1): a; = a; - q*~1 = a4, que é uma identidade. Hipotese de inducdo (HI): supor que, para
algum n > 1, vale a Equacdo (1). Tese: provar que vale a Equacdo (1) para o sucessor de n.
De fato: para obter o (n + 1)-ésimo termo da PG, deve-se multiplicar o n-ésimo termo pela
razdo, conforme a Definicdo 12, ou seja:
Sea,,; =a,-q, entdo, porHl: a1 = (a; - q" V) -q=a, -q" = a, - ¢g+D1,
Entdo, pelo PIF, a Equacdo (1) é verdadeira para todo n € N. Outra demonstracédo: resolvendo
arecorréncia linear a,,;, = a, - q,den = 1 até n — 1, tem-se:

a, =a;°q, a3 =0z°q, A4 =0Az*q,..., Qp1 =An_ - q€aAy =0Ap_1 (.
Multiplicando as n — 1 igualdades anteriores membro a membro, tem-se:

— — n—-1
a,-Aaz*..-Ay_1*"aQp=0a1°q-A-q-A3z°-q"...-Ap_1°q=>0a, =01 (q ,VnEN O

Lema 5: (Propriedades de uma PG.) Seja (a,) = (a; - ¢"~1) uma progressdo geométrica.
(i) Segq =1, entdo (a,) é constante, convergente e limitada.
(i) Seg>1lea; >0,0u0<qg<1lea; <0,entdo (a,) € crescente.
(iii) Segq>1lea; <0,0u0<qg<1lea;>0,entdo (a,) é decrescente.
(iv) Seq = —1,entdo (a,) € divergente e limitada.
(v) Selq| < 1,entdo (a,) € convergente e limitada.

(vi) Selq| > 1, entdo (a,) € divergente e ilimitada.
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Demonstracéo: (i) Se g = 1, entdo: a, = a, - 1" 1 = a4, ou seja, (a,) é constante. Além
disso, (a,) é convergente e limitada, pois lim,,_, a,, = lim,_, a; = a, e toda sequéncia
convergente é limitada segundo o Teorema 3. (ii) Se ¢ > 1 e a; > 0, entdo (a,,) € crescente,

pois, paratodo n € N, tem-se:

n+1

q>1=>q”-q>q"=>q"+1>q"=>qT>

n

% =>a,- ¢ 1> q v 3 a,,, > a,

Se0<qg<1lea; <O0,entdo (a,) é crescente, pois, para todo n € N, tem-se:

n+1

0<q<1=>q”-q<q”=>qT<

n

% Sa - qt > q ¢V s an,, > a,.

(iii) Seqg > 1 e a; < 0, entdo (a,) € decrescente, pois, para todo n € N, tem-se:
q>1:>qn.q>qn:>qn+1>qn:>%+1>7n:>al,q(n+1)—1<al_qn—1:>an+1 < a,.
Se0<qg<1lea;>0,entdo (a,) é decrescente, pois, paratodo n € N, tem-se:

g+l n (n+1)-1 1
<7:>a1-q" <a, - q" = apq <a,.

0<g<l=>q"-q<q"=

(iv) Se g = —1, entdo lim,_, a, ndo existe, pois (a,) = (a;,—a;,a;,—ay, ), OU Seja,
lim, e ayp_1 =a; # 0 e lim,_, ay,, = —a; # 0, contrariando a unicidade do limite e
comprovando a divergéncia de (a,,); neste caso, (a,) € limitada, pois existe ¢ = |a,| + 1, tal
que |a,| =la;] <la;]l +1 =c. (v) Se |q| <1, entdo lim,_(a; - g™ 1) = 0 e, com isso,
(a,,) é convergente e, pelo Teorema 3, (a,) é limitada. (vi) Se |q| > 1, entdo lim,,_, ., a, ndo
existe e (a,,) diverge, pois a sequéncia (g™) diverge pelo Lema 2 e, por isso, (g™~ 1) diverge,
ou seja, a ndo existéncia de lim,_,, g™~ implica na ndo existéncia de lim,,_,..(a; - g"°1).

Como lim,,_,e|a; - g™ 1| = lim, (la4] - |q|*™1) = +o0, entdo (a,,) é ilimitada. O

Teorema 8: (Soma dos n primeiros termos de uma PG.) A soma S, dos n primeiros termos
de uma PG com razdo q # 1e primeiro termo a; €:

a,(1-q™)

Sy = -— ,vn € N. 2
Demonstracao: Escrevendo essa soma, tem-se:
Sh=a1+a,+az+a,+-+a,_,+a,_1+a,. 0]

Multiplicando os dois membros dessa igualdade pela razéo g, tem-se:
Sprq=0aqtaz q+az-qtas-qt-+an - qtag-qtay-q =
>S,rq=a,+az+a,+as+--+a,,+a,1+a,+a,-q. (1

Realizando, membro a membro, a subtracéo (1) — (I1), tem-se: S,, — S, - ¢ = a; — a,, - q . Dai:
Sn_Sn'q=a1_an'q:Sn(1_Q)=a1_(a1'qn_1)'q:
a(1-q™)

=>S5,(1-qg)=a,—a,-q"=S, = seq#len€eN. o
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Definicdo 13: (Serie geométrica.) Se (a,) € uma progressdo geométrica, entdo ), a, serad
chamada de série geométrica. A série geométrica é uma das mais importantes, pois aparece

nas solucdes de diversos problemas aplicados, inclusive neste trabalho.

Teorema 9: Seja (a,) = (a; - g™ 1) uma progressdo geométrica. Entdo, a série geométrica

Y. a, converge para S = i—lqse lq| < 1, ou diverge se |q| = 1.

Demonstracdo: Sendo (S,,) a sequéncia de somas parciais da série ); a,,, basta analisar quatro
casos para a razdo . 1°) Seg =1, entdo S, = a, + a; + -+ a; = n- a, € a serie diverge,
pois lim,,_,,, S,, Ndo existe. 2°) Se g = —1, a sequéncia de somas parciais (S,,) oscila entre a,
e zero e, por isso, ela diverge. Repare que (S,,) pode ser dada pela lei: S,, = a, se n for impar,
ou S,, = 0 se n for par. Pode-se verificar, entdo, que lim,_,. Syp—1 = a4 € lim,_, Sy, = 0.
Como o limite ndo € Unico, isto contraria 0 Teorema 1, concluindo-se que lim,,_,. S, hdo

existe. 3% Se |q| < 1, entdo lim,,_,,,(q™) = 0 pelo Lema 1 e S,, é dada pela Equacéo 2. Logo,

- . . . 1-q™
a série geométrica converge para S = lim,_o, S, = hmn_)oo%qq) = 1a_—1q 49 Se |q| > 1,

entdo lim,,_,,,(g™) ndo existe pelo Lema 2 e S,, é dada pela Equacdo 2. Como lim,,_,.,(q™)

a(1-q™)

nédo existe, 0 Teorema 6 garante que lim,,_,o, S, = lim,,_, ndo existe e, portanto, a

série geométrica diverge. Os trés casos de divergéncia aqui citados, poderiam ser
comprovados com o Teorema 7, onde lim,,_,., a,, = 0 € uma condi¢do necessaria para que a
série Y a, seja convergente e sabe-se que: se g =1, entdo lim,_ . a, =a; # 0 (por
definicdo); se ¢ = —1, entdo lim,,_,,, a, ndo existe, pois (a,) = (a;,—a,,a,,—ay,+), ouU
seja, limy,_, azp—q = a; # 0 € lim,_,, a,, = —a,; # 0, contrariando a unicidade do limite;
se |q| > 1, entdo lim,,_,., a, ndo existe, pois a sequéncia (q™) diverge pelo Lema 2 e, por
isso, (g™ 1) diverge, concluindo que a ndo existéncia de lim,_. g™ 1 implica na ndo

existéncia de lim,,_,, a; - ¢"~1, 0 que comprova a divergéncia da PG (a,) = (a, - q™1). ©

Entdo, a soma dos termos da PG de razdo g, onde —1 < g <1 e q # 0 (ou simplesmente,
lq| < 1, pois g # 0 por definigdo), é uma série geométrica convergente dada por:
aq .

§=lim(Sy) = 3)
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3 USO DA PIPA TETRAEDRICA DE GRAHAM BELL NA PRIMEIRA SERIE DO
ENSINO MEDIO: ESTUDO DAS PROGRESSOES GEOMETRICAS

O trabalho desenvolvido pela primeira série do ensino médio foi a construcao da pipa,
pesquisa historica sobre Alexander Graham Bell e sobre fractais, além do trabalho escolar
envolvendo sequéncias e séries numéricas, conforme Apéndice A. A transcricao, resolucao e

comentarios sobre o objetivo de cada questdo deste séo feitas a seguir.

Nivel 0

Figura 1: Os trés primeiros niveis da pipa tetraédrica encontrada em BORTOLOSSI (2013a).

A Figura 1 mostra os trés primeiros niveis da pipa tetraédrica de Graham Bell, cuja
construcdo encontra-se no Anexo A. Segue as questdes aplicadas a primeira série do ensino

médio, conforme Apéndice A.

Questao 1:
a) Quantos canudos foram usados na construcéo das pipas dos niveis zero, um e dois?

Esta questdo procura calcular o nimero de canudos usados na construgédo de cada pipa
e 0 comprimento da aresta (a definir) da pipa, bem como estabelecer relagcdes entre ambos.

Observando a Figura 1, tem-se os valores 6, 24 e 96, que podem ser escritos da forma:

6=6-4° ()
24=6-4le (5)
96 = 6 - 42, (6)
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Nesta questdo, entende-se por aresta da pipa como sendo a aresta do maior tetraedro

que a constitui. Assim, na Figura 1, os segmentos AB, A'B’ e A"B" s&o arestas das pipas dos

niveis 0, 1 e 2, respectivamente.

b) Considere C, a quantidade de canudos no nivel n. Observando que a quantidade de
canudos parece formar uma progressdo geométrica, determine o nimero de canudos do nivel
n, ou seja, encontre o termo geral dessa PG. Apesar de ndo termos visualizado do nivel 3 em
diante da pipa, por que vocé acredita tratar-se de uma PG? Justifique usando a ideia da
construcdo da pipa para chegar a razdo da PG. Essa PG é crescente ou decrescente?
Observando as Igualdades (4), (5) e (6) anteriores, percebe-se que seus valores estdo
em progressdo geométrica de razdo 4 e primeiro termo 6. Nota-se ainda que o primeiro termo
é representado por Cy, ja que n representa o numero do nivel o qual assume valor inicial zero.

Entdo, o termo geral dessa progressao geomeétrica é:

C,=6-4" vneNuU {0}. @)

Tradicionalmente, o primeiro elemento de uma PG tem indice 1 e 0 expoente, cuja
poténcia tem base igual a razdo, € n — 1, conforme Equacdo (1), o que ndo acontece na
Equacdo (7). Esta questdo vem provocar o raciocinio légico no aluno para que consiga montar
o termo geral da PG independente das convencgdes habituais da matematica. O aluno deve
ressaltar ainda que a razdo ser igual a 4 vem da construcdo das pipas, onde cada pipa de certo
nivel é obtida a partir da unido de quatro pipas do nivel anterior. Dessa forma, a questdo fica
bem justificada no nivel de ensino considerado. Todavia, cabe aqui uma demonstracdo formal
de tal fato usando o Principio da Inducdo Finita (PIF), como segue: para n = 0, tem-se da
Equagdo (7): C, = 6 - 4° = 6, que é a quantidade de canudos do nivel zero. Hipdtese de indugéo
(HI): supor que, para algum n > 0, vale a Equacéo (7). Tese: provar que vale a Equacéo (7)
para o sucessor de n. De fato: para construir a pipa do nivel n + 1 deve-se, conforme a
construcdo, unificar quatro pipas do nivel n, ou seja:

Cho1 =4-Cp=Cpy1 =4-6-4" = 6471,

Entdo, pelo PIF, a Equagédo (7) é verdadeira. i

Como Cpyqy =6-4"1=6-4-4">6-4" = (,, Vn € NU {0}, entdo a progresséo

geométrica (C,,) é crescente, conforme Defini¢do 5. O Lema 5 também comprova este fato.
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c) Seja L o comprimento do canudo usado, isto é, cada uma das seis arestas do nivel zero da
estrutura tetraédrica vale L. Qual o comprimento da aresta da pipa do nivel 1? E do nivel 2?

Percebe-se que, a cada mudanca de nivel, a aresta da pipa dobra de comprimento
conforme Figura 1. Entdo, o comprimento da aresta da pipa do nivel 1 € 2L e do nivel 2 é 4L,
onde: 2L = L-2'e 4L =L - 22,

d) Se montarmos uma sequéncia dos comprimentos das arestas em cada nivel, teremos uma
PG? Escreva os cinco primeiros elementos dessa sequéncia e sua razdo. Encontre o termo
geral dessa sequéncia em fungédo de n e L, considerando A, como sendo o comprimento de cada
aresta da pipa do nivel n.
Como a aresta da pipa dobra de valor a cada mudanca de nivel, os comprimentos das
arestas formam uma PG de razdo 2, onde os cinco primeiros termos séo:
Ay=L, A, =2L,A, =4L,A; =8Le A, = 16L.

Nota-se que A,, € uma PG de razdo 2 e primeiro termo L, cujo termo geral é:

A, =L-2" vneNuU({0}. (8)

Demonstracdo da Equacéo (8) usando o Principio da Inducéo Finita (PIF): para n = 0, tem-se
da Equacdo (8): 4, = L - 2° = L, que é o comprimento da aresta da pipa do nivel zero.
Hipotese de inducdo (HI): supor que, para algum n > 0, vale a Equacao (8).
Tese: provar que vale a Equacao (8) para o sucessor de n.
De fato: para construir a pipa do nivel n + 1 deve-se, conforme a construgdo, unificar quatro
pipas do nivel n, de tal forma que duas arestas do nivel n fiquem alinhadas formando uma so6
aresta do nivel n + 1, ou seja:

Api1 =24, = Ay =2-L-2" =L 2™,
Entdo, pelo PIF, a Equacéo (8) ¢é verdadeira. o

e) Quantos canudos ha na pipa tetraédrica de aresta 2™L?

Esta pergunta tem por objetivo relacionar as Equacdes (7) e (8). Da Equacdo (8), tem-
se que aresta igual 2"L se refere ao nivel n, cuja quantidade de canudos é dada pela Equagéo
(7), valendo C,, = 6 - 4™ no nivel n. Portanto, a quantidade de canudos na pipa tetraédrica de

aresta com comprimento 2™"L € 6 - 4™,
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Questdo 2: considere como face da pipa a face do maior tetraedro que a constitui, desde que
seja revestido (parcialmente) pelo papel de seda. De acordo com essa convencéo, na Figura 1,
os tridngulos equilateros ABD, A'B’D” e A”B”’D” sdo faces das pipas dos niveis 0, 1 e 2,
respectivamente. Nota-se que uma face em particular da pipa tetraédrica trata-se de um dos
niveis do Triangulo de Sierpinski, onde o papel de seda assume as posi¢des dos triangulos
pretos na Figura 2. Para obter o Tridngulo de Sierpinski, construa um tridngulo equilétero,
conforme Nivel 0 da figura abaixo. Construa trés segmentos com extremos nos pontos médios
dos lados desse triangulo, formando assim quatro triangulos equilateros; retire o triangulo
central (branco), conforme Nivel 1 da figura a seguir. Sobre cada um dos trés triangulos
(pretos) que restaram no Nivel 1, repete-se o procedimento anterior, obtendo-se a figura do
Nivel 2 abaixo. Refazendo esse processo indefinidamente, obtém-se o Triangulo de

Sierpinski. A figura a seguir mostra os cinco primeiros niveis dessa construgao.

AL

Nivel 0 Nivel 1 Nivel 2 Nivel 3 Nivel 4

Figura 2: Os cinco primeiros niveis da construgdo do Tridngulo de Sierpinski.

Observando os niveis do Triangulo de Sierpinski da Figura 2, foram elaboradas as
perguntas a seguir na Questdo 2, conforme Apéndice A. Esta questdo tem o objetivo de
calcular o numero total de triangulos em cada nivel do Triangulo de Sierpinski. Como sera
relatado na Secdo 8 sobre o Triangulo de Sierpinski, em sua construcao retira-se o triangulo
central (branco) e deixa somente 0s que estdo ao seu redor (pretos). Mesmo assim, o objetivo
aqui é contar todos os triangulos, ou seja, sem excluir os tridngulos brancos da conta.

a) Repare que no nivel 1 sdo formados 4 novos triangulos (congruentes entre si, contando
brancos e pretos) em relacdo ao nivel zero. Quantos novos tridngulos séo formados nos
niveis dois e trés?

No nivel 2 sdo formadas quatro novos triangulos em cada um dos trés triangulos pretos
do nivel 1, totalizando 12 novos triangulos. No nivel 3 sdo formadas quatro novos triangulos
em cada um dos nove triangulos pretos do nivel 2, totalizando 36 novos tridngulos. Espera-se
que o aluno néo so conte os tridngulos, mas perceba as relagdes:

ap, =1, 9
a, =4=4-3° (10)
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a,=12=4-3%¢ (11)
as; =36 =4-32 (12)

b) Considere a, a quantidade de novos triangulos formados no nivel n. Observando que a
quantidade de triangulos parece formar uma progressdo geométrica, desde que retiremos o
nivel zero da sequéncia, determine o nimero de triangulos do nivel n, ou seja, encontre o
termo geral dessa PG. Usando essa equacdo, quantos novos triangulos séo formados no nivel
47? Apesar de ndo termos visualizado do nivel 5 em diante desse fractal, por que vocé acredita
tratar-se de uma PG? Justifique usando a ideia da construcéo da pipa (ou do préprio fractal)
para chegar a razdo da PG.

Observando as igualdades (10), (11) e (12) anteriores, percebe-se que seus valores
estdo em progressao geométrica de razdo 3 e primeiro termo 4. Nota-se ainda que o primeiro
termo é representado por aj, ja que n representa 0 numero do nivel e o elemento a, = 1 foi

retirado para ndo descaracterizar a progressdo geométrica. Entdo, o termo geral dessa PG é:

a, =4-3"1 vneN. (13)

No nivel 4 ha segundo a Equacdo (13), a, =4-3*"1=4-33=108 novos
triangulos (pretos e brancos) formados.

Esta questdo vem provocar o raciocinio 16gico no aluno para que consiga montar o
termo geral dessa PG. O aluno deve ressaltar ainda que a razdo ser igual a 3 vem da
construcdo do Tridngulo de Sierpinski, onde a quantidade de tridngulos pretos obedecem a
uma PG de razdo 3 e somente nestes sdo formados novos triangulos (a saber: quatro novos
triangulos em cada triangulo preto). Dessa forma, a questdo fica bem justificada no ensino
médio. Todavia, cabe aqui uma demonstracdo formal de tal fato. Seja P, a quantidade de
triangulos pretos no nivel n. Nota-se que B, = 3™, o que é facil comprovar usando o Principio
da Inducdo Finita; onde, na tese serd usado o fato de que, ao passar para um nivel
imediatamente superior, sdo gerados trés triangulos pretos sobre cada triangulo preto do nivel
anterior. Nota-se que sdo gerados quatro novos triangulos (brancos e pretos) no nivel n para
cada triangulo preto do nivel n — 1, ou seja:

a, =4 -P,_; =4-3"1 O
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c) Repare que no nivel zero ha um triangulo equilatero e no nivel 1 ha cinco tridngulos
equilateros (4 congruentes entre si, além do maior de todos, que j4 havia no nivel zero).
Assim, quantos triangulos equilateros ha no nivel 2?

Ha 17 triangulos equilateros no nivel 2, a saber: 0os 5 que ja existiam no nivel 1

acrescidos dos 12 gerados no nivel 2, conforme a Igualdade (11).

d) Se montarmos uma sequéncia da quantidade de triangulos equilateros em cada nivel,
provavelmente ndo teremos PA nem PG. Seja b, a quantidade de triangulos equilateros no
nivel n. Repare que ndo é tdo dificil encontrar uma formula para by,: basta somar a quantidade
de tridngulos equiléateros do nivel anterior (b, 1) com os novos triangulos (a,) formados no
nivel n. Isto é: b, = b,_; + a,. Usando essa ideia, encontre o nimero de triangulos
equilateros dos niveis 3 e 4.

Dos itens (a) e (b), tem-se a; = 36 e a, = 108. Do item (c) tem-se b, = 17. Da
equacao de recorréncia b,, = b,,_; + a,, tem-se: b; = b, + a; = 17 + 36 = 53, ou seja, ha
53 triangulos equilateros no nivel 3 e b, = b; + a4, =53 + 108 = 161, ou seja, h4 161

triangulos equilateros no nivel 4.

e) Todavia, para sabermos quantos triangulos equilateros ha no centésimo nivel teremos que
conhecer a quantidade de triangulos equilateros do nivel 99. O ideal seria determinarmos a
quantidade de triangulos equilateros de qualquer nivel em funcéo de n (nimero do nivel). Isto
é possivel se for resolvida a recorréncia linear de 1% ordem do item (d). Pesquise como
resolver esta recorréncia e encontre b, em funcédo de n. Dica: vocé precisara usar a soma dos
termos de uma PG.

Resolvendo a recorréncia linear de primeira ordem b,, = b,,_; + a,, para n = 1, onde
b, = 1 (ha somente um triangulo equilatero no nivel 1), tem-se:
paran = 1, tem-se b; = by + a4;
paran = 2, tem-se b, = b; + a,;
paran = 3, tem-se b; = b, + a;.
Assim por diante, onde para n qualquer, tem-se b,, = b,_; + a,.
Somando membro a membro as n igualdades anteriores, tem-se:
by +by+bs+-+by_q+b,=by+b +b,+b;++b,_s+a;+a,+az+ -+
+a, = b, =by+a, +a,+az;+ - +a,,
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onde by =1ea; +a,+az+ -+ a, €asomados ntermos de uma PG de razdo g =3 e

primeiro termo igual a 4, sendo a,, = 4 - 3"~ conforme Equac&o (13). Assim:

q" -1 3"—-1
bn=b0+a1+a2+a3+"'+an=b0+a1' q—l =1+4‘ 3_1 =1+2(3n_1),
ou simplesmente:

b, =2-3"—1,vn e NuU {0}. (14)

A Equacdo (14) responde a pergunta, onde b, representa a quantidade total dos
diversos triangulos equilateros no nivel n do Triangulo de Sierpinski.

O objetivo desta questdo é mostrar ao aluno que a equagdo da soma dos n primeiros
termos de uma PG pode auxiliar na busca de repostas para perguntas intrigantes, como esta.
Mais ainda: o aluno deve reconhecer que todo esse conhecimento permite a ele determinar
uma quantidade imensa de triangulos equilateros para um nivel mais elevado, sem

necessariamente conta-los mecanicamente, o que seria extremamente trabalhoso.
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4 USO DA PIPA TETRAEDRICA DE GRAHAM BELL NA SEGUNDA SERIE DO
ENSINO MEDIO: ESTUDO DA SEMELHANCA DE TRIANGULOS

O trabalho desenvolvido pela segunda série do ensino médio foi a construcdo da pipa,
pesquisa historica sobre Alexander Graham Bell e sobre fractais, além do trabalho escolar
envolvendo semelhanca de triangulos, conforme Apéndice B. A transcricdo, resolucdo e
comentarios sobre o objetivo de cada questdo deste sdo feitas a seguir. Antes disso, segue

definicdes e propriedades dos conceitos aqui exigidos.
4.1 Conceitos iniciais: semelhanca de triangulos

Definicdo 14: (Semelhanca de tridngulos.) Dois tridngulos sdo semelhantes se for possivel
estabelecer uma relacdo biunivoca entre seus Vvértices, de modo que aconteca uma das
equivaléncias a seqguir:

(i)  ostrés angulos internos correspondentes sao congruentes.

(if)  os lados homdlogos sdo proporcionais.

Observacdes: Dois lados sdo homdlogos (homo significa mesmo e logos significa lugar) se
cada um deles estd em um dos triangulos e ambos sdo lados opostos a angulos congruentes.
Na maioria dos livros de geometria plana, a definicdo de semelhanca de triangulos exige que
aconteca ambas as condicGes, (i) e (ii) anteriores, para que a semelhanca seja garantida.
Todavia, sera demonstrado no Teorema 11 que elas sdo equivalentes, provando ser

redundante a exigéncia de ambas na definicao.

Representacdo simbolica: Se um triangulo ABC é semelhante a outro A'B"C’, escreve-se:

AABC~AA'B’C’. Se AABC~AA'B'C’, entio 2 =28 =2 A=A B=F e (C=C (0
A'B B'C AC

simbolo = significa é congruente, mesma medida). Ou seja, nesta escrita esta implicito que os

vértices dos tridngulos ABC e A'B"C” estdo dispostos em ordem de correspondéncia.

Definigdo 15: (Razéo de semelhanca.) Considere os tridngulos ABC e A'B"C” semelhantes.
A razdo de semelhanca (k > 0) entre os tridngulos ABC e A'B"C’, nesta ordem, é:

_AB _ BC _AC
T A'B BC  AC

k
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Teorema 10: Considere o tridngulo ABC e os pontos P € AC e Q € BC tal que PQ |l AB.

Entdo, o tridngulo ABC é semelhante ao triangulo PQC.

Demonstragdo: Considere as retas r e s tais que s > PQ e r || BC com P € r. Considere ainda
{(Ry=rnA4AB. Como PQI| 4B, tem-se CAB=CPQ e CQP=CBA (angulos
correspondentes). Além disso, € é angulo comum aos tridngulos ABC e PQC. Com isso, a
condicédo (i) da Definicdo 14 esta satisfeita, comprovando a semelhanca entre os triangulos
ABC e PQC. Também ¢é possivel mostrar que a condigdo (ii) da Defini¢do 14 é satisfeita. De

a - - ~  AC BC . .
fato, como consequéncia do Teorema de Tales, se PQ |l AB, entéo 7 = oc e, além disso, se

PR || BC, entdo % = :—g. Como o quadrilatero PQBR tem os lados opostos paralelos, por

construcdo, entdo ele € um paralelogramo, 0 que garante a igualdade: PQ = RB. Entdo, das

trés igualdades anteriores, tem-se:

A5 _AC _BC _ .

PQ PC QcC '
onde k é a constante de proporcionalidade, o que satisfaz a condicdo (ii) da Definicdo 14:
lados homdlogos proporcionais. Novamente, conclui-se: AABC~APQC. o

A Figura 3 ilustra a situagdo do Teorema 10.

~

Figura 3: llustracdo do Teorema 10.

Observagbes: Quando k = 1, os triangulos sdo ditos congruentes. E facil ver que: se
AABC~AA'B’C'e AA'B'C" = AA”B”’C” (= significa congruente), entdo AABC~AA"B”’C”.

A veracidade da equivaléncia das condicdes (i) e (ii) da Definicdo 14 ainda ndo foi

provada nem assumida até aqui, apesar de ter sido citada. O teorema a seguir traz tal prova.

Teorema 11: Dois triangulos ABC e A'B'C" possuem os trés lados respectivamente

proporcionais se, e somente se, seus angulos internos forem respectivamente congruentes.
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Demonstracéo: Considere as correspondéncias A « A’, B & B’ e C < C’ entre 0s vertices.

(=)Tem-se, por hipotese, que:

AB _ BC _ AC

a5 BC o ac M
Sem perda de generalidade, suponha AC > A’C’. Tome P € AC, tal que:
PC=AC. ()

Tracando por P uma reta s tal que s || AB e tomando {Q} = s n BC (observe a Figura 4),

conclui-se, pela demonstracéo do Teorema 10, que:

AB AC BC AB AC BC
PQ PC QC PQ AC QC
De (1) e (I11), tem-se:
== = S B =QCe (Iv)
B’C AC QcC B’C QcC
BB o 4B = PQ. (V)

AB°~ AC  PQ  AB  PQ

De (1), (1V) e (V), conclui-se que o triangulo A"B"C” é congruente ao triangulo PQC. Nota-se
que: AABC~APQC = AA'B'C’ => AABC~AA'B’C’. Todavia, a tese é provar que os angulos
s&o respectivamente congruentes. De fato, como s || AB e APQC = AA’B’C’, tem-se:

A=CPQ=A,B=P0C=Bel=ACB=PC(Q=C.
(&)Tem-se, por hipétese, que: A= A", B =B e C = (. Considerando a construcdo da
Figura 4, entdo, pela hipbtese e pelo paralelismo da reta s, tem-se, nessa ordem:

A =A=CPQ,BB=B=PQceC =C=ACB = P(Q.
Como os angulos dos tridngulos A'B'C" e PQC sédo respectivamente congruentes e, por
construcdo, PC = A’C’, conclui-se que os triangulos A'B'C” e PQC sdo congruentes pelo
critério lado, angulo, angulo oposto da congruéncia de triangulos, o qual é pré-requisito para
este trabalho. Entdo: PQ = A'B’, PC = A'C" e QC = B’C’. Disso e da demonstracdo do
Teorema 10, chega-se na tese (lados homologos proporcionais):

E_E_E:AB AC _ BC

—_— == O

PQ  PC  QC A'B° AC BC

s i Q A’ B’

Figura 4: llustragdo do Teorema 11 e da Propriedade 3.
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Dentre os trés casos de semelhanca enunciados e provados a seguir, dar-se-a énfase ao
critério LLL (Lado, Lado, Lado), pois este é o Gnico usado neste trabalho.

Propriedade 1: (Caso de semelhanca LLL: Lado, Lado, Lado.) Dois triangulos ABC e
A'B'C” sdo semelhantes se possuem os trés lados respectivamente proporcionais (lados
homdlogos proporcionais).

Demonstracéo: Este critério de semelhanca é uma consequéncia direta da Definicdo 14. Para
0s autores que exigem a simultaneidade das condicdes (i) e (ii) da Defini¢do 14, o Teoremall
garante a Propriedade 1. i

Propriedade 2: (Caso de semelhanca AA: Angulo, Angulo.) Dois tridngulos ABC e A'B'C’

séo semelhantes se possuem dois angulos respectivamente congruentes.

Demonstracédo: Tém-se dois angulos respectivamente congruentes por hipotese, que podem
ser: A" = Ae B = B. Como a soma dos angulos internos de um triangulo é 180°, tem-se:
med(A") + med(B’) + med(C’) = 180° = med(A) + med(B) + med(C) =
= med(C) =med(C) = C = C.
Como os trés angulos sdo respectivamente congruentes, a condi¢do (i) da Definicdo 14 é

satisfeita e, por isso, os triangulos ABC e A'B"C” sdo semelhantes. o

Propriedade 3: (Caso de semelhanca LAL: Lado, Angulo, Lado.) Dois triangulos ABC e
A'B’C’” sdo semelhantes se dois lados de um triangulo sdo proporcionais aos homdélogos do

outro e se os angulos compreendidos entre eles séo congruentes.

Demonstracdo: Tem-se, por hipétese, que:

BC_AC ¢ 0
B'C AC

Sem perda de generalidade, suponha AC > A’C’. Tome P € AC, tal que:
PC =AC". (m
Tragando por P uma reta s tal que s || AB e tomando {Q} = s N BC (observe a Figura 4),

conclui-se, pela demonstracdo do Teorema 10 e da Igualdade (1), que:
AB _AC _BC _, AB _ AC _ BC
PQ  PC  QC PQ  AC  QC

(D)
De (1) e (111), tem-se:
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BC AC  BC BC  BC e
—=—=—>>—=—>=BC"=QC. (V)
B’CC  AC  QC  BC QC

De (1), (I1) e (IV), conclui-se que o triangulo A'B"C” é congruente ao triangulo PQC, pois
PC=AC’,C =Ce’C" = QC trata-se do critério de congruéncia lado proporcional, angulo
congruente, lado proporcional, o qual é pré-requisito para este trabalho. Do Teorema 10 e da
congruéncia entre os triangulos A'B"C” e PQC, nota-se que:

AABC~APQC = AA'B'C" = AABC~AA'B’C’. O

Propriedade 4: A area de um triangulo equilatero de aresta L € dada por:

L?/3
4

A=

(15)

Demonstracédo: Tome um triangulo equilatero ABC de aresta L. Seja M o ponto médio do lado
AB. O fato de o triangulo ABC ser equilatero implica: AAMC~ABMC. De fato, AC = BC =L,
AM = BM = L/2, pois M é ponto médio de AB e MC ¢ lado comum. Pela Propriedade 1, tem-
se AAMC~ABMC. Em particular, AMC = BMC. Assim, cada um desses angulos é reto, pois
se trata de angulos adjacentes suplementares. Logo, 0 ABMC é retangulo em M. Aplicando o
Teorema de Pitagoras no triangulo BMC, tem-se:

(BC)? = (CM)? + (BM)? = I2 = (CM)? + (L/2)? = (CM)? = I2 _LZ _ %.

.'.CM:LZE.

Como a area de qualquer triangulo é metade do produto da base (AB) pela altura (CM) relativa

a esta base, tem-se:
ABCM _ L'Lz—ﬁ _ A3

area (ABC) = ==

A Figura 5 ilustra a situacéo da Propriedade 4.

L/2 L2

A M

B

Figura 5: Triangulo equilatero ABC.
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4.2 Uso da pipa tetraédrica de Graham Bell no estudo da semelhanca de triangulos

B
Nivel 0

B' Nivel 1 Nivel 2

Figura 6: Repete-se aqui a Figura 1: os trés primeiros niveis da pipa tetraédrica.
Segue as questdes aplicadas a segunda série do ensino medio, conforme Apéndice B.

Questdo 1: Esta questdo procura calcular a razdo de semelhanca entre tridngulos encontrados
na pipa, encontrar a relacdo entre as areas de triangulos semelhantes, bem como estabelecer
relacBes entre ambas. Sendo L o comprimento de cada canudo usado na construcdo das pipas,
pede-se no item (a) (observando a Figura 6):
a) Prove que os triangulos ABC, A'B'C’' e A"B"C" sdo semelhantes. Determine a razdo de
semelhanca entre o comprimento das arestas das pipas dos niveis: um e zero; dois e zero;
dois e um.

Por construcdo, os triangulos ABC, A'B°’C" e A”B”’C”" sdo equilateros com arestas
medindo L, 2L e 4L, respectivamente. Entdo, pela Propriedade 1, tem-se:
AB _BC _AC _ L

B _BC _ A _ L _ 1 _ ABC~AABC:
A'B B'C AC 2L 2

AB BC AC L 1 P
— =——=——=—=-= AABC~AA"B"C" e

A“B”  B'C’  A'C”T 4L 4

AB _ BC _ AC L

1 ' sy ey
— == =—o=—=-=A04A'B'C’'~AA"B”"C"”" .
A'B” T B'CT T A"CT T 2L 2

Portanto, os tridngulos ABC, A'B'C’' e A”B”’C”’sdo semelhantes, com razdo de semelhanga
entre o comprimento das arestas das pipas dos niveis:

A'B’ 2L . A”B” 4L . A”"B” 4L
Umezero:— === 2;doisezero:— =—=4edoiseum: — = — = 2.
AB L AB L A'B 2L
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b) Determine a razdo entre as areas dos triangulos ABC, A'B'C' e A"B"C" (dois a dois).
Concluséo: o que acontece com a area de um triangulo equilatero quando sua aresta duplica
(nivel zero para 1)? E quando a aresta quadruplica (nivel zero para 2)?

Sejam A, = 4rea (ABC), A, = 4rea (A’B'C") e A, = area (A”B”'C”"). Entéo:

2 2 2
Ao =10, =808 = 123 e g, = BB - 23,

devido a Propriedade 4. Dai, tem-se a raz&o entre as areas dos triangulos:

18518 ald .Al_Lz\/g_
ABCGABC'A_O_LZ\@/AI-_ ;
iipyrr s o armyrpr. Az ALRNB
ABCeABC.A—l—LZﬁ—Ale
sr e urs LAy 4LN3
A”B”C” e ABC: E_LZ\/E/4_16'

Conclusdo que o aluno deve ter: quando a aresta duplica, a area do triangulo equilatero
quadruplica, pois A; = 44, (ou A, = 4A,); quando a aresta quadruplica, a area do triangulo

equilatero fica 16 vezes maior, conforme se nota que A, = 164,.

c) Considere a, o comprimento da aresta da pipa do nivel n. Observando que a cada
mudanca de nivel a aresta da pipa dobra, nota-se que os comprimentos das arestas em cada
nivel formam uma progressao geométrica. Determine o termo geral dessa PG em funcdo de
L. Qual a razdo de semelhanca entre o tridngulo da face do nivel n e o triangulo da face do
nivel zero em funcéo de n? Chame essa razao de k.

Percebe-se que, a cada mudanca de nivel, a aresta da pipa dobra de comprimento
conforme Figura 6, além de ter sido enunciado. Entdo, o comprimento da aresta da pipa do

nivel n obedece a PG de primeiro termo a, = L (enunciado) e razdo 2 (da construcdo). Isto é:

a, =L-2" vn e NuU{0}. (16)

No ensino médio, basta observar que o comprimento da aresta da pipa do nivel 1 é 2L
e do nivel 2 é 4L, onde: a; = 2L =L-2' e a, = 4L = L - 22. Ou seja, basta notar que o
indice do termo e 0 expoente da poténcia de base 2 sdo iguais para justificar a Equacdo (16).
Todavia, a demonstracdo pelo Principio da Inducéo Finita esté feita na Equacao (8), onde a, €

representado por A,. Raz&o de semelhanca entre os tridngulos das faces dos niveis n e zero:

4 _ 128 _on wvne Nu{0), (17)

Qg L

k, =
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d) Considere A, a &rea de uma face da pipa do nivel n. Conforme observado no item b para 0s
niveis iniciais, a cada mudanca de nivel a area de uma face da pipa quadruplica, concluindo
que se trata de uma progressao geométrica. Determine o termo geral dessa PG em funcéo de L
usando esta observacdo. Calcule novamente A, usando o comprimento da aresta da pipa do
nivel n (a,) encontrado no item c. Determine a razdo entre a area do nivel n e a do nivel zero
em funcdo de n. Prove que a razdo entre a area do nivel n e a do nivel zero é (k,)?.

De acordo com a citada observacéo do item (b), A, é o termo geral de PG de razédo 4
(&rea quadruplica a cada mudanca de nivel) e primeiro termo, conforme Propriedade 4, igual a

_ 43

A, = Provocar essa percepcao nos alunos resulta no termo geral:

A =" 4m vneNU (0}, (18)

A Equacéo (18) pode ser provada usando o Principio da Indugdo Finita, ou conforme
pediu o enunciado, com a aresta do nivel n ja calculada na Equacéo (16). Da Propriedade 4:

= (a"f‘/g = (L'ZY;)Z‘E = sz- 4™ 0 que prova a Equacdo (18).

A, = A,

Este item também pede a razdo entre a area do nivel n e a do nivel zero em funcéo de

n, que vale:
2
a, BB
L= =4n
Ay 123
4

Note que, Vn € N U {0}, tem-se:
A, A
L =4n = (22)" = (2" = 2 = (k,)%
» @ =@M =7 = (k)
Aqui fica comprovado, com a motivacdo da pipa, que a razdo entre as areas de dois
triangulos equiléteros é igual ao quadrado da razdo de semelhanca entre eles, cuja propriedade

podera ser estendida, pelo professor, para triangulos quaisquer.

Questao 2: Esta questdo deixa claro que, na pratica, ndo foram construidas as pipas conforme a
figura a seguir. Ou seja, ndao foram construidas duas pipas exatamente do mesmo tamanho
(arestas de mesmo comprimento), mas com quantidade de células diferente. O objetivo aqui é
mostrar uma intrigante relacdo entre as areas das asas de pipas com diferentes quantidades de

células.
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Figura 7: Duas pipas de arestas congruentes: a esquerda com uma célula e a direita com quatro células.

A figura anterior, encontrada em BORTOLOSSI (2013a) no icone “Formulério de
Acompanhamento do Aluno”, mostra essa nova situacdo, onde os tetraedros ABCD e A'B"C'D”
sdo congruentes e a quantidade de células é diferente.

Item (a) da Questdo 2 do Apéndice B: Considere as duas pipas da Figura 7 como
sendo estruturas tetraédricas regulares, onde AB = A’B” = a. Determine a area das asas (ou
seja, do papel seda) das pipas ABCD e A’'B°C’D’ em funcéo de a.

2
Sendo A = %g a area de triangulo equilatero de aresta a, conforme Propriedade 4, e

notando-se que a pipa ABCD tem dois triangulos equilateros de aresta a revestidos com papel
de seda, pode-se afirmar que a area das asas dessa pipa é:

aZ\/§_a2\/§
4 2

area (ABCD) =2A =2

A pipa A'B'C'D' tem 8 asas, as quais sdo triangulos equilateros de aresta a/2, uma vez
que sdo tomados os pontos médios das arestas da pipa ABCD para se obter os demais vértices
dos tetraedros menores na pipa A'B'C’'D’. Assim, conforme Propriedade 4, pode-se afirmar

gue a area das asas dessa pipa é:

area (A'B'C'D") = 8 =

b) Subdivida a pipa A'B’C'D’, criando outra de 16 células semelhante a do nivel 2 da Figura
6, porém com arestas regulares e A" B"" = a. Determine a area das asas dessa nova pipa em

funcéo de a.
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Repare que a nova pipa A”B''C"" D" tem 16 células (tetraedros menores), o que resulta
em 32 asas. Cada asa € triangulo equilatero de aresta a/4, pois foram tomados 0s pontos
médios das arestas da pipa A'B’'C’'D’ para se obter os demais vértices dos tetraedros menores
na pipa A”B"'C"D". Assim, conforme Propriedade 4, tem-se:

a 2
(7) V3 _a2v3

3 A”B”C”D” — 32 —
area ( ) 2 5

c) Generalize esta questao para um nivel qualquer.

Seja AMWBM™ M p) g pipa tetraédrica apos n subdivisdes com ATWB™ = AB = q.
Sejam Q,, e a,, a quantidade de triangulos revestidos com papel de seda e 0 comprimento da
aresta de cada um desses triangulos, respectivamente, no nivel n. Usando o Principio da
Inducéo Finita, pode-se provar que Q,, € uma PG de razdo 4 e primeiro termo Q, = 2 e a,, é
uma PG de razdo 1/2 e primeiro termo ay = a. Isto é: Q, =2 -4" e a,, = a - (1/2)". Entdo:

2, . ny\2 2
rea (AMBMC @) = an SPPRCRCLR V3_a f |

O objetivo dessa questdo é fazer o aluno notar que a area total das asas ndo mudara,

por mais que continue subdividindo a pipa obedecendo ao algoritmo citado.

Questdo 3: Esta questdo, do Apéndice B, procura relacionar a pipa com o Triangulo de
Sierpinski, porém com uma abordagem diferente aquela da primeira série do ensino médio.

Observando os niveis do Triangulo de Sierpinski da Figura 8, responda as questdes:

AL

Nivel 0 Nivel 1 Nivel 2 Nivel 3 Nivel 4

Figura 8: Repete-se a Figura 2: os cinco primeiros niveis da construgdo do Triangulo de Sierpinski.

a) Repare que no nivel 1 sdo formados 3 novos triangulos (congruentes entre si, contando
apenas os pretos) em relacdo ao nivel zero. Quantos novos tridngulos sdo formados nos
niveis dois e trés? Seja T, o namero de triangulos (pretos) do nivel n. Observando-se que

trata-se de uma PG, determine T, em fungéo de n.
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Os tridngulos pretos, chamados aqui de novos triangulos formados, séo os triangulos
que restam em cada nivel da construcdo. Nota-se que no nivel dois restam 9 triangulos e, no
nivel trés, restam 27.Sendo T, =1=3° T, =3=3,T,=9=3%eT; =27 = 33, 0aluno

deve notar que se trata de uma PG de razéo 3 e primeiro termo igual a T, = 1. Dai:
T, = 3™, vn € NU {0}. (19)

Para justificar a Equagdo (19), o argumento anterior é suficiente no ensino médio.
Todavia, segue a demonstracao através do Principio da Inducédo Finita (PIF): para n = 0, tem-
se da Equagdo (19): T, = 3° = 1, que é a quantidade de tridangulos no nivel zero.

Hipdtese de inducdo (HI): supor que, para algum n > 0, vale a Equacéo (19).
Tese: provar que vale a Equacao (19) para o sucessor de n.
De fato: para construir o Tridngulo de Sierpinski do nivel n 4 1 deve-se, conforme a
construcdo, tomar os pontos médios das arestas dos triangulos pretos do nivel n e retirar o
triangulo central com vértices nesses pontos. Com isso, em cada triangulo preto do nivel n séo
formados trés novos triangulos no nivel n + 1, ou seja:

Tpho1 =3 Ty = Tpyq = 3-3" =30+,

Entdo, pelo PIF, a Equacdo (19) é verdadeira. o

b) Seja L a aresta do triangulo equilatero do nivel zero. Considere a, 0 comprimento de cada
aresta dos novos triangulos formados (pretos) no nivel n. Determine aj, a, e az em funcdo de
L. Observando-se que trata-se de uma PG, determine a, em funcdo dene L.

Como sao tomados sempre os pontos médios das arestas de cada tridngulo preto para
se retirar o triangulo central com vértices nesses pontos, nota-se que, a partir de a, = L, tem-
sea; =L/2,a, =L/4ea; =L/8.

Para justificar o termo geral, o aluno deve perceber que:

L 1\1 L 1\2 L 1\3 . «
a =5 = L(E) Ay = = L(E) eaz =;= L(E) , OU seja, trata-se de uma PG de razdo 1/2

e primeiro termo a, = L, cujo termo geral é:

an=L1(2)", vneNu (0} (20)



39

Segue a demonstracdo da Equacdo (20) através do Principio da Inducdo Finita (PIF):
para n = 0, tem-se da Equacdo (20): a, =L G)O = L, que é o comprimento da aresta do
triangulo do nivel zero.
Hipotese de inducéo (HI): supor que, para algum n > 0, vale a Equacao (20).
Tese: provar que vale a Equacéao (20) para o sucessor de n.
De fato: para construir o Tridngulo de Sierpinski do nivel n 4 1 deve-se, conforme a
construcdo, tomar os pontos médios das arestas dos triangulos pretos do nivel n e retirar o
triangulo central com vértices nesses pontos. Com isso, cada aresta dos triangulos que restam
no novo nivel sera a metade da aresta de um triangulo preto do nivel anterior, ou seja:

1 1 1\" 1
i =g = an =3L(3) =1(3)

Entdo, pelo PIF, a Equacdo (20) é verdadeira. i

n+1

c) Seja A, a soma das areas dos novos triangulos formados no nivel n, ou seja, A, € a area de

. . . L23 (3\" .
toda regido preta do nivel n. Usando os itens a e b, mostre que A,, = " (Z) , OU Seja, trata-
2
se de uma PG de 1°termo 4, = L3 e razdo 3/4. Voceé percebe essa PG apenas observando a

4

Figura 8? Justifique com suas palavras. Essa PG é convergente ou divergente? Limitada ou
ilimitada? Crescente ou decrescente?

No nivel n ha T, triangulos equilateros de aresta a,. Entdo, pelas Equaces (15), (19) e
(20), tem-se:

— (an)z\/§

Ay "

T, = A, =

Nota-se que, a cada mudanca de nivel, subdivide-se um tridngulo preto em quatro
triangulos (trés pretos e um branco). Como todos esses quatro triangulos sdo congruentes
entre si, conclui-se que a area dos trés triangulos pretos é 3/4 da area total dos quatro
tridangulos (ou do triangulo preto do nivel anterior, que originou esses quatro). Assim, é
possivel perceber que se trata de uma PG de razdo 3/4 e primeiro termo A, (area de um
tridangulo equilatero de aresta L) apenas observando a Figura 8.

e

2 4)n] = 0 e, pelo Teorema 3,

Essa PG é convergente, pois lim,,_,o, A, = lim,_,, [

a sequéncia (4,,) é limitada. Note, ainda, que (A,,) é decrescente, pois:

_ @(z)"“ _3 3 (z)“ <2
4

n
Appy =222 (2 2(2) =4, vneNuU {0},



40

L?/3
4

(v) do Lema 5 também garante que a progressdo geométrica (A,) é convergente e limitada,

Observando-se que essa PG tem primeiro termo A, =

~ 3 .~
e razdo q = 3, a Proposicéo

pois |q| < 1, enquanto a Proposicao (iii) desse lema garante que esta sequéncia é decrescente,
pois0 < qg<1led,>0.

d) Se montarmos uma PG infinita com essas areas, qual a soma dos infinitos termos dessa
PG em fungéo de L?
A soma dos infinitos termos de uma PG de razdo q = 3/4 e primeiro termo A, € uma

série geomeétrica convergente, conforme Equacéo (3), dada por:

V3  I*V3
S = d _T3 _T3 =123
1—gq 3 1 '
1__ _
4 4

O objetivo dessas questdes é fazer o aluno recordar e aplicar as equacdes que
envolvam o termo geral de uma PG e de séries geométricas convergentes, vistas na série
anterior, relacionando-as com o contetdo da série atual. O termo PG infinita é uma
redundéancia, pois toda sequéncia €é infinita por definicdo. Todavia, na educacdo basica, a
maioria dos autores define progressdes geomeétricas finita e infinita e, por isso, estes termos

aparecem nas questdes voltadas para os alunos.
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5 USO DA PIPA TETRAEDRICA DE GRAHAM BELL NA TERCEIRA SERIE DO
ENSINO MEDIO: ESTUDO DOS TETRAEDROS

O trabalho desenvolvido pela terceira série do ensino médio foi a construgédo da pipa,
pesquisa historica sobre Alexander Graham Bell e sobre fractais, além do trabalho escolar
envolvendo progressdes geomeétricas, peso e volume das estruturas tetraédricas, conforme
Apéndice C. A transcricdo, resolucdo e comentarios sobre o objetivo de cada questdo deste
sdo feitas a seguir. Antes disso, alguns conceitos pertinentes a esse trabalho séo citados a

sequir.
5.1 Conceitos iniciais: peso e volume de um tetraedro regular

Defini¢cdo 16: (Mddulo P da forga peso.) Considere um objeto de massa m submetido a acdo
gravitacional de algum astro celeste de modulo g. O peso do objeto é a forca gravitacional

atrativa que o astro celeste aplica nele, cujo modulo é: P =m - g.

3
Propriedade 5: O volume de um tetraedro regular de aresta L é dado por: V = % :

Demonstragdo: A Figura 9 mostra um tetraedro regular ABCD, sendo M o ponto médio de BC

e O é o centro (ortocentro, baricentro, incentro e circuncentro) do triangulo equilatero ABC.

M 0 M

B

Figura 9: Tetraedro regular.

Sendo L a aresta desse tetraedro, tem-se: DM é apdtema do tetraedro, sendo igual a altura de

um triangulo equilatero de aresta L, ou seja, DM = %E; OM ¢ ap6tema da base, sendo igual a
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terca parte da altura de um tridngulo equilatero de aresta L, ou seja, OM = % e OD éaaltura

do tetraedro relativa a base ABC. Aplicando o Teorema de Pitagoras no ADOM retangulo em

O, tem-se:

2 2
2 — 2 2 2 _ (LWB\T _ (LV3\" _ 31% 312 _ 2717-317
(DM)? = (0M)? + (0D)? = (0D)* = (22) —(22) = T2

> 0D = B2 -2, gp =1,
Como a area da base do tetraedro (triangulo equilatero de aresta L) é dada pela Equacéo (15) e
o volume de uma piramide qualquer € a terca parte do produto da area da base pela altura da
piramide, tem-se que o volume desse tetraedro é:

L3V18 _ 1 3L13V2 _ I3V2
12 3 12 12

1 1
V=3 Aase OD =577 7 =5

5.2 Uso da pipa tetraédrica de Graham Bell no estudo dos tetraedros regulares

B
Nivel 0

B' Nivel 1 Nivel 2

Figura 10: Repete-se aqui a Figura 1: os trés primeiros niveis da pipa tetraédrica.

Questdo 1: Os quatro itens dessa questdo do Apéndice C sdo iguais aos quatro primeiros itens

da Questdo 1 do Apéndice A, cujas solugdes foram apresentadas na Se¢éo 2.

Questdo 2: Esta questdo procura calcular a area das asas das pipas construidas, conforme

Figura 10. Entende-se por asa como sendo todo triangulo onde tem papel seda.
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a) Seja L o comprimento do canudo usado, isto €é, a &rea total das asas da estrutura tetraédrica

L?/3

do nivel zero vale 4, = , OU seja, a area de dois tridngulos equilateros de aresta L. Ent&o,

qual a &rea total das asas da pipa do nivel 1? E do nivel 2?
No nivel 1 ha quatro estruturas tetraédricas iguais a do nivel zero. Entéo:

Ay =44, = 425

No nivel 2 ha quatro estruturas tetraédricas iguais a do nivel 1. Ent&o:

Ay=ad, =4-450 =2 U5

b) Se montarmos uma sequéncia da area total das asas (triangulos onde tem o papel seda) em
cada nivel, teremos uma PG? Escreva 0s cinco primeiros elementos dessa sequéncia e sua
razdo. Encontre o termo geral dessa sequéncia em funcéo de n e L, considerando A, como
sendo a &rea total das asas da pipa do nivel n.

A situacdo trata-se de uma PG de razdo 4, pois a cada mudanca de nivel usa-se quatro
estruturas tetraédricas deste nivel para construir o nivel seguinte. Usando este raciocinio, ja

empregado no item (a), 0s cinco primeiros termos sao:

_ (40 B 41 BB gp VB 3 VB 4 L3
(Ao, Ay, Az, Az, Ag) = (405241 22 42 02 43 0 40 200)

Dai, o aluno deve perceber o termo geral dessa PG, que é:

A, = 4" “_

vn € N U {0}. (21)
Questao 3: a) Seja P o peso de cada canudo usado e considere desprezivel o peso das folhas de
seda e das linhas, isto €, o peso total da estrutura tetraédrica do nivel zero é P, = 6P, ou seja,
0 peso das seis arestas. Entéo, qual o peso total da pipa do nivel 1? E do nivel 2?
No nivel 1 ha quatro estruturas tetraédricas iguais a do nivel zero. Entdo:
P, =4P, =4 - 6P = 24P.
No nivel 2 ha quatro estruturas tetraédricas iguais a do nivel 1. Ento:
P, = 4P, = 4 - 24P = 96P.

b) Se montarmos uma sequéncia do peso total da pipa em cada nivel, teremos uma PG? Escreva
0s cinco primeiros elementos dessa sequéncia e sua razdo. Encontre o termo geral dessa

sequéncia em funcdo de n e P, considerando P, como sendo o peso total da pipa do nivel n.
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A situacdo trata-se de uma PG de razéo 4, pois a cada mudanca de nivel usa-se quatro
estruturas tetraédricas para construir o nivel seguinte, sendo que a espessura do canudo nao é
alterada. Usando este raciocinio, ja empregado no item (a), 0s cinco primeiros termos s&o:

(Po, Py, Py, P3, Py) = (4° - 6P, 41 - 6P, 42 - 6P, 4% - 6P, 4* - 6P).
Dai, o aluno deve perceber o termo geral dessa PG, que é:
P, =4"-6P,vn € NU{0}. (22)

Usando o Principio da Inducéo Finita, fica facil demonstrar as Equacdes (21) e (22),
observando-se apenas que, a cada mudanca de nivel, sdo usadas quatro estruturas tetraédricas

do nivel atual para construir o nivel seguinte.

Questao 4: a) A relacdo entre o peso e a area total das asas da pipa do nivel zero é Py/Ay;
encontre-a usando os resultados das questdes anteriores. Qual a relacdo entre o peso e a area
total das asas da pipa do nivel 1? E do nivel 2?

Relagdo entre o peso e a area total das asas da pipa do nivel zero:

Py _ 6P _ 12P _ 12PY3 _ 4Py3
Ay LA T 2y3 T 312 2
2

Relacdo entre o0 peso e a area total das asas da pipa do nivel 1:

Py _ 46P _ 12P _ 12PV3 _ 4P\3
Ay L IA3 T 2y3 T 32 T 2
2

Relacdo entre o peso e a area total das asas da pipa do nivel 2:

P, _ 4%6P _ 12P _ 12P\3 _ 4PV3
Ay 42 BB T 12y3 T 312 T L2
2

b) Qual a relacdo entre 0 peso e a area total das asas da pipa do nivel n? Explique porque este
fato ndo viola a afirmacdo de Simon Newcomb (1835-1909): “Considere duas maquinas
voadoras semelhantes, sendo que uma tem o dobro da escala da outra. Todos sabemos que 0
volume e, entdo, o peso de dois corpos semelhantes sdo proporcionais aos cubos de suas
dimensdes. O cubo de dois € 8; entdo a maquina maior terd 8 vezes o peso da maquina menor.
As areas das superficies destas maquinas, por outro lado, sdo proporcionais aos quadrados de
suas dimensdes. O quadrado de dois é 4. Desta maneira, a maquina mais pesada expora ao
vento uma superficie com area apenas 4 vezes maior, tendo entdo uma nitida desvantagem na

razao eficiéncia por peso.”
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Pode-se calcular a relacdo entre 0 peso e a area total das asas da pipa do nivel n usando
as Equacoes (21) e (22):

P, _ 4™6P _ 12P _ 12PV3 _ 4PV3
An 4237 12y3 0 312 L2
2

Nota-se que a “razdo eficiéncia por peso” nao ¢ prejudicada na pipa tetraédrica de
Graham Bell, mesmo em estruturas imensas (n grande), pois a razéo B,/A, € uma constante
(s6 depende de P e L fixados inicialmente). Este fato ndo viola a afirmagdo de Simon
Newcomb, pois a espessura dos palitos ndo aumentou proporcionalmente ao comprimento e as
pipas de niveis diferentes ndo séo figuras semelhantes, o que foi considerado na afirmacéo de
Simon Newcomb. Todavia, Graham Bell conseguiu criar duas maquinas voadoras, as pipas
tetraédricas, onde a mais pesada ndo esta em desvantagem em relacdo a mais leve, contrariando

o fim da afirmacéo de Simon Newcomb.

Questdo 5: Nota-se que cada pipa da Figura 10 assemelha-se a uma Piramide de Sierpinski,
como na figura a seguir. Esta questdo trata dos tetraedros formados na construgdo dessa
piramide, cujo algoritmo de construcdo é: construa um tetraedro regular, conforme Nivel 0 da
figura abaixo. Construa todos os segmentos com extremos nos pontos médios das arestas
desse tetraedro, desde que o comprimento desses segmentos sejam igual a metade da medida
da aresta desse tetraedro. Assim, formam-se os quatro tetraedros regulares do Nivel 1. Sobre
cada um dos tetraedros regulares formados no Nivel 1, repete-se 0 procedimento anterior,
obtendo-se a figura do Nivel 2 abaixo. Refazendo esse processo indefinidamente, obtém-se a

Piramide de Sierpinski, onde os quatro primeiros niveis da construcdo estdo na Figura 11.

L
Nivel 0 Nivel 1 Nivel 2 Nivel 3

Figura 11: Os quatro primeiros niveis da construgdo da Piramide de Sierpinski.

a) Repare que no nivel 1 séo formados quatro tetraedros (congruentes entre si) em relacéo ao
nivel zero. Quantos tetraedros ha no nivel dois? Seja T, 0 nimero de tetraedros do nivel n.

Observando-se que trata-se de uma PG, determine T,, em funcdo de n.
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Nota-se que ha T, = 16 tetraedros no nivel 2. O proposito dessa questdo é fazer o
aluno observar que:
T0=1=1'40, T1=4‘=1'4‘1 e T2=16=1'4‘2.

Dai, notar que se trata de uma PG de razdo 4 e primeiro termo 1, cujo termo geral é:
T,=1-4"=4" vn € NU {0}. (23)

Usando o Principio da Inducdo Finita, fica facil demonstrar a Equacdo (23),
observando-se apenas que, a cada mudanca de nivel, sdo usadas quatro estruturas tetraédricas

desse nivel para construir o nivel seguinte.

b) Seja L a aresta do tetraedro regular do nivel zero. Considere a, o comprimento de cada
aresta dos novos tetraedros formados no nivel n e observe que a cada mudanca de nivel a
aresta de um tetraedro cai pela metade. Determine a; e a, em funcéo de L. Observando-se
que se trata de uma PG, determine a, em funcéo de n e L. Essa PG ¢ limitada?

O propdsito dessa questdo € fazer o aluno observar que:

w=t=b- () w=tat () e qmtat )

A partir dai, notar que (a,) € uma PG de raz&o 1/2 e primeiro termo igual a L, ou seja:
n
a,=L-(3)  vneNu{0}. (24)

Usando o Principio da Inducdo Finita, fica facil demonstrar a Equacédo (24), observando-se
apenas que, a cada mudanca de nivel, a aresta de um tetraedro cai pela metade. Nota-se, ainda,

que a PG (a,,) converge para zero, pois:

1\" 1\"
lim (a,) = lim lL - (—) l — lim (L) - lim (—) —L-0=0.
n—oo n—oo 2 n—oo n—oo \2
Como toda sequéncia convergente € limitada, segundo do Teorema 3, entdo (a,) é limitada.

Também se pode dizer que (a,,) é limitada através da Definicdo 4, pois:

(3

Percebe-se, entdo, que a,, € ]0,L]. Mais ainda, que zero €é infimo e L é supremo do conjunto

n

L
=—<L<L+1,VvneNuU{0}.

o] = -

{a,,} formado pelos termos da sequéncia (a,,). A Proposicdo (v) do Lema 5 também responde

o fato de (a,,) ser convergente e limitada, pois |q| < 1.
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c) Seja V,, o volume da Pirdmide de Sierpinski no nivel n, ou seja, V, é a soma dos volumes de

p L3V2 |
todos os tetraedros congruentes que restaram no nivel n. Sabe-se que V, = 1—\2/— é o volume do

3 n
tetraedro do nivel zero. Usando os itens a e b, mostre que V,, = Llf (%) , OU seja, trata-se de

3
uma PG de 1° termo V, = % e razdo 1/2. Vocé percebe essa PG apenas observando a

Figura 11 (ou para suas pipas)? Justifique com suas palavras.

Basta tomar o produto entre a quantidade de tetraedros do nivel n, do item (a), e o
volume de cada tetraedro desse nivel, o qual pode ser calculado usando-se a aresta do nivel n
calculada no item (b). Disto e da Propriedade 5, que da o volume de um tetraedro regular,

tem-se, Vn € N U {0}, que:

iy PO @R s e 2 (1)

V., =T
n n 12 12 12 12 8" 12 \2

A maioria dos alunos respondeu que conseguiu perceber essa PG apenas observando a
Figura 11 (ou para suas pipas), o que logicamente ndo é verdade. Afinal, h4 grande
dificuldade em notar-se a razdo 1/2 visualizando apenas as pipas.

d) Se montarmos uma PG infinita com esses volumes, qual a soma dos infinitos termos dessa

PG em fungéo de L?

3

Trata-se de uma PG infinita de razdo q = 1/2 e primeiro termo V, = % cujasoma S

dada pela Equacéo (3), vale:

L3V2  I3V2
s—_Yo _ 12 _12 _Lvz
1—gq 1 1 6
1—-—2= =

2 2

Fica claro que o objetivo deste trabalho na terceira série do ensino médio é relacionar
0 estudo dos tetraedros com as progressdes geométricas, uma vez que a maioria dos exercicios
trabalhados se preocupou com essas relaces. Além disso, este trabalho torna-se um pretexto

para revisar conceitos de séries anteriores.
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6 ANALISE FILOSOFICA DA EDUCAGCAO ESCOLAR COMO MEDIADORA
ENTRE O COTIDIANO (SENSO COMUM) E O NAO-COTIDIANO
(CONHECIMENTO OBJETIVO): OS CAMINHOS EM PIAGET E EM VIGOTSKI

Piaget identifica quatro estagios de desenvolvimento intelectual com caracteristicas
qualitativas diferentes: sensoOrio-motor; pré-operatorio; operacbes concretas e operacoes
formais. Uma prévia explicacdo do segundo e quarto periodos a seguir.

O periodo pré-operatorio do pensamento vai dos dois anos de idade até aos seis. Neste
a criancga ainda tem condicgdes de se colocar no lugar do outro. Todavia é o periodo em que a
linguagem permitira a crianca adquirir uma progressiva interiorizacdo, gracas ao emprego de
sinais verbais, sociais e transmissiveis socialmente. Nesta fase tudo pode, tudo é tudo. Este é 0
periodo do faz de conta, onde uma régua pode ser uma nave espacial, sabugo de milho pode
ser gente etc. A crianca usa sua imaginacao para criar suas fantasias. O uso dessa inteligéncia
¢ a mesma da hipotética l6gica, ou seja, para aprender niUmeros negativos, por exemplo, ela
tera que se abstrair. Afinal duas macas negativas fogem do conceito presente de maca quando
0 aluno estuda os nimeros negativos. Repare como viver bem o mundo do faz de conta é
importante para outra fase: operatério formal. Quem ndo viver bem o periodo pré-operatorio,
ndo conseguira ter sucesso no operatério formal, devido ao fato de estar sendo usada a mesma
inteligéncia em ambos os periodos.

No periodo das operacGes formais, a partir dos 12 anos, hd o aparecimento do
pensamento formal, gracas ao qual se torna possivel uma coordenacdo das operacOes para
resolver determinado problema. O adolescente deixa de ter um raciocinio fragmentado,
tornando-se capaz de relacionar ideias. Considerando o fato de que um fendmeno é regido por
diversos fatores, ele aprende a combina-los e integra-los em um sistema que considera todas
as possibilidades.

O lema “aprender a aprender” nos idearios construtivistas, onde ha uma preocupacao

no uso das operagdes formais pelo adolescente, e também na escola nova, define-se:

[...] o nucleo definidor do lema “aprender a aprender” reside na
desvalorizagdo da transmissdo do saber objetivo, na diluicdo do papel da escola em
transmitir esse saber, na descaracterizacdo do papel do professor como alguém que
detém um saber a ser transmitido aos seus alunos, na prdpria negacdo do ato de
ensinar (DUARTE, 2006, p. 8).
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Um dos posicionamentos valorativos desse lema evidencia que o aluno deve dirigir o

ensino, isto é, que o contetdo ensinado deve ser voltado apenas para aquilo que € de seu interesse.

[...] consiste em ressaltar que além de o aluno buscar por si mesmo o
conhecimento e nesse processo construir seu método de conhecer, é preciso também
que o motor desse processo seja uma necessidade inerente a prépria crianca
(DUARTE, 20086, pp. 40-41, grifo nosso).

Segundo a psicologia de Vigotski, o dominio de uma nacdo sobre a outra estd
intimamente ligado com o nivel cultural em que se encontra e este é tdo maior quanto maior
for o conhecimento objetivo dos membros dela. Logo, ndo existe apenas saberes diferentes
nessa concepgao, mas um pode superar o outro. Um aluno que assistiu a aula inicial sobre
triangulos, por exemplo, onde o professor usou trés pauzinhos retos (material concreto,
segundo Piaget), entendera sua forma geométrica, bem como que com trés medidas diferentes
nem sempre serd possivel construi-lo. Porém, o aluno que vai mais a fundo e reconhece os
angulos internos e externos de um triangulo e suas somas; que um triangulo possui relagdes
métricas e trigonométricas; que dois triangulos se relacionam por semelhanc¢a ou congruéncia;
gue um triangulo pode ter lados curvos em geometrias ndo euclidianas, este sim, ao ver um
triangulo na rua, ndo enxergara apenas trés pauzinhos. Segundo Vigotski, o triangulo se
tornou concreto para ele. Acreditando nisto, os profissionais da educacdo devem defender

veementemente o papel da escola em continuar transmitindo o conhecimento cientifico.

[...] estou intencionalmente contrapondo-me a ténica dominante nos ideéarios
pedagogicos contemporaneos, 0s quais frequentemente concebem o processo
educativo como um processo de interacdo entre significados subjetivos individuais
em oposicdo a transmissdo de um saber objetivo socialmente construido. Também é
comum condenar como autoritaria, etnocéntrica, falocéntrica e racista a defesa de
que existam saberes mais desenvolvidos, que passaram a ter validade universal para
0 género humano e devam ser transmitidos pela escola (DUARTE, 2003, p. 78).

[...] a atividade humana é uma atividade criativa, por meio da qual o ser
humano passa a ser mais do apenas uma espécie biolégica, transformando-se naquilo
que poderia ser chamado de género humano, desde que por género humano se
entenda o conjunto da humanidade, das relagdes sociais, enfim, o conjunto da
cultura humana (DUARTE, 2003, p. 98).

Newton Duarte ainda afirma:

A transmissdo pelo adulto, a crianga, da cultura construida na histéria social
humana, ndo € concebida na psicologia vigotskiana apenas como um dos fatores do
desenvolvimento, ela é considerada o fator determinante, principal (DUARTE, 2003,
p. 45, grifo nosso).
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O problema esta em como fazer o aluno gostar e reconhecer a importancia do
conhecimento. Uma indagag@o sempre esta presente: “Para que serve isto?” e nao ha davidas
de que esta merece uma resposta plausivel em cada conceito ensinado. Para isto o professor
deve conhecer a realidade do aluno para relacionar o contetdo com o cotidiano dele e,
principalmente, com a profisséo que ele pretende ter. Fica claro que a contextualizagdo traz o
aluno para perto do professor e os problemas de atencdo as aulas e disciplina, por
consequéncia, ficam resolvidos ou amenizados. Os recursos tecnoldgicos, 0s experimentos
matematicos (visuais) também enriquecem a aula, pois sdo chamativos e ajudam na
explicacdo e na compreenséo de assuntos mais confusos.

Somente pelo processo de anélise, o qual trabalha com abstracdes, o professor podera
ser o mediador entre o conhecimento objetivo e o construido pelo aluno até entdo, pois “a
esséncia do objeto em seu estagio de maior desenvolvimento ndo se apresenta ao pesquisador

de maneira imediata, mas sim de maneira mediatizada” (DUARTE, 2003, p. 46).

O processo do conhecimento conteria trés momentos: sincrese, analise e
sintese. Sem a mediacdo da andlise o pensamento cientifico ndo seria capaz de
superar a sincrese prépria do senso comum e, portanto, ndo seria capaz de alcangar a
sintese, isto é, alcangar a compreensdo da realidade investigada em seu todo
concreto (DUARTE, 2003, p. 46).

Fica evidente a importancia da abstracdo tdo exigida em matematica, por mais confusa

que inicialmente pareca ser, para o entendimento da realidade concreta.

[...] Vigotski estd em perfeita consonancia com a dialética presente na obra de
Marx. A dialética marxiana também se apoiava no principio de que a abstragdo é
uma mediacdo indispensavel por meio da qual a ciéncia chega & esséncia da
realidade concreta (DUARTE, 2003, p. 51).

E claro que um aluno n&o consegue aprender qualquer conceito que um professor, com
aulas mal planejadas, deseja ensinar. Vigotski atribui dois niveis de desenvolvimento: o nivel
de desenvolvimento atual e a zona de desenvolvimento proximo. O primeiro € aquele em que 0
aluno consegue resolver problemas de maneira independente, sem a ajuda de outros, ou seja, €
tudo aquilo que é imediato ao seu entendimento. J& a zona de desenvolvimento préximo
envolve tudo aquilo que o aluno pode aprender, mas somente com a ajuda do adulto, o
professor. Se o professor for resolver problemas cada vez mais dificeis com o aluno, podera
chegar o momento em que o aprendiz ndo conseguira mais, mesmo com a ajuda alheia,

denotando que foi ultrapassada a zona de desenvolvimento proximo. Todavia, ensinar o0 que o
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aluno pode aprender sozinho, ou seja, ficar rodeando apenas no nivel de desenvolvimento
atual, ndo caracteriza um bom ensino. Segundo Vigotski, em DUARTE (2007, p. 97),
“ensinar a uma crianga aquilo que ¢ incapaz de aprender € tdo inatil como ensinar-lhe a fazer
0 que € capaz de realizar por si mesma”. Desta forma, o bom ensino é aquele que trabalha na
zona de desenvolvimento proximo, pois assim o aluno podera evoluir culturalmente, ou seja,
conforme afirma Vigotski em DUARTE (2007, p. 98):

A investigacdo mostra sem lugar a dividas que o que se acha na zona de
desenvolvimento préximo num determinado estagio se realiza e passa no estagio
seguinte ao nivel de desenvolvimento atual. Com outras palavras, o que a crianca €
capaz de fazer hoje em colaboragéo sera capaz de fazé-lo por si mesma amanha.

Por fim, uma pedagogia que se traduz como histérico-critica deve defender
radicalmente o papel mais importante da escola que é a socializacdo do saber objetivo.

Este trabalho, envolvendo a pipa tetraédrica de Graham Bell, foi desenvolvido
observando-se atentamente a psicologia vigotskiana, o que pode ser comprovado com as trés
caracteristicas seguintes: 1%) ap0s construir a pipa e antes da aplicacdo das questdes
matematicas, o professor definiu a sequéncia PG, bem como trabalhou exercicios envolvendo
0 termo geral e a soma dos n primeiros termos, ou seja, 0 conhecimento antecedeu o
aprendizado (caracteristica de Vigotski) e ndo o inverso (caracteristica de Piaget); 2%) os
alunos s6 conseguiram resolver as questdes com a ajuda do professor, evidenciando que elas
foram elaboradas dentro da zona de desenvolvimento proximo de cada aluno e 3?) todas as
abstracdes feitas nas questdes das trés séries do ensino médio, apesar de serem vistas como
algo confuso a principio, ajudaram o aluno alcancar a realidade concreta do objeto, o que é
uma caracteristica da psicologia marxiana de Vigotski: [...] a abstracdo € uma mediacao
indispensavel por meio da qual a ciéncia chega a esséncia da realidade concreta (DUARTE,
2003, p. 51). Para Piaget, o simples fato de construir a pipa e contar os canudos dos trés
primeiros niveis, conforme pede o item a da questdo 1 do Apéndice A, ja pode-se afirmar que
a pipa é um objeto concreto para o aluno. Todavia, segundo Vigotski, a pipa s6 sera um objeto
concreto quando as abstracOes, feitas posteriormente, tornarem-se concretas na visdo do
aluno, sendo que isto é possivel somente através da transmissdo do conhecimento produzido

historico e socialmente pela humanidade e da analise do pensamento cientifico.
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7 TRABALHO DE CAMPO: O PROFESSOR REFLEXIVO-CRITICO E A
CONTRUCAO DA PIPA TETRAEDRICA DE GRAHAM BELL

Para que haja uma abordagem do conhecimento cientifico que se traduz em sucesso, a
partir do cotidiano como elemento motivador, é preciso que o profissional da educacdo
empenhe-se na qualidade de seu trabalho, no enriquecimento de sua pratica pedagdgica. O
professor deve permitir que a didatica ndo seja apenas uma disciplina de regras e receitas
prontas, mas ideias que servem para provoca-lo, fazendo-o repensar sua pratica pedagdgica.
Reflexdo esta que tenta buscar solugfes de problemas encontrados a cada experiéncia em sala
de aula, em comunidade escolar. Portanto, ser um professor didatico ndo é ser somente
eloguente, mas também reflexivo-critico, ou seja, é refletir através da analise para se chegar a
verdade. Dentro deste ser reflexivo-critico estd a autoavaliacdo para que aulas posteriores
sejam mais bem programadas e executadas que as ja consumadas. Isto porque, através da
experiéncia do professor, foi detectado que o aprendizado de alguns conceitos matematicos
em anos anteriores ndo se concretizou. Nesta visdo, a pipa tetraédrica de Graham Bell foi o
elemento motivador resgatada do cotidiano dos alunos da Escola Estadual Presidente
Tancredo Neves de Aparecida de Minas, municipio de Frutal, Minas Gerais, com 0 objetivo
de reformular o planejamento de algumas aulas de matematica.

Em BORTOLOSSI (2013b), no sitio eletrénico da Universidade Federal Fluminense,
encontra-se o “passo a passo” da construgdo da pipa tetraédrica de Graham Bell, cuja
reproducdo esta no Anexo A. A figura a seguir, retirada do Anexo A, mostra como construir
os tetraedros, onde basta puxar ambas pontas dos fios apds passa-los pelos canudos seguindo

a ordem crescente dos nimeros. A direita, observa-se como ficam os tetraedros.

Figura 12: Montagem de um tetraedro (ou célula tetraédrica).


http://www.uff.br/cdme/pgb/pgb-html/fig-quatro-tetraedros-01-g.jpg
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Figura 13: Estrutura da pipa tetraédrica de quatro células (ou quatro tetraedros).

Unificando os Vvértices, dois a dois, de quatro tetraedros, monta-se uma estrutura
maior, conforme a figura anterior. Todavia, € mais pratico recobrir cada tetraedro antes de
unifica-los, conforme a figura seguinte. Apos recortar o papel de seda, conforme passos 4, 5 e
6 do Anexo A, deve-se colar o papel de seda na estrutura tetraédrica cobrindo duas faces
desta, de acordo com as imagens a seguir encontradas nos passos 7 e 8 do Anexo A.

Figura 14: Revestimento com papel de seda em apenas duas faces dos tetraedros.

A figura a seguir mostra trés pipas construidas pelos alunos envolvidos no trabalho.

Figura 15: Pipas tetraédricas de uma, quatro e dezesseis células.


http://www.uff.br/cdme/pgb/pgb-html/fig-encapamento-01-g.jpg
http://www.uff.br/cdme/pgb/pgb-html/fig-encapamento-04-g.jpg
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A figura a seguir mostra o professor Everaldo Rodrigues Nunes, juntamente com
alunos, unificando quatro pipas de quatro células cada para montar uma pipa de 16 células.

P EIREG AT NS ot Eo o alin, ¥ A .

Figura 16: Trabalho de campo: montagem da pipa tetraédrica de dezesseis células.

A proxima figura mostra o inicio de voo da pipa de dezesseis células tetraédricas. O
uso da rabiola foi essencial para que as pipas nao entrassem em movimento giratorio. Apesar
de ndo ter sido citada, no Anexo A, pelo Prof. Dr. Humberto José Bortolossi, a rabiola é item
obrigatorio para provocar o equilibrio no voo de cada pipa. Repare no passo 11 do Anexo A
gue o cabresto é amarrado na aresta comum as faces que contem papel de seda em dois
pontos: no vértice e no ponto médio dessa aresta. O lado esquerdo da figura seguinte mostra o
cabresto em uma pipa de dezesseis células tetraédricas. Olhando para o tetraedro maior (de
aresta igual a quatro canudos), note que a rabiola esta no vértice oposto ao vértice onde foi
amarrada uma ponta do cabresto. A figura a seguir, a direita, mostra o voo dessa pipa.

Figura 17: Trabalho de campo: pipa tetraédrica de dezesseis células.
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As figuras seguintes mostram os voos das pipas de quatro e dezesseis células.

Figura 19: Trabalho de campo: pipa tetraédrica de dezesseis células.
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8 PESQUISA DO REAL INTERESSE DE ALEXANDER GRAHAM BELL EM
CRIAR UMA PIPA DIFERENTE

Dentro do trabalho desenvolvido pelo autor dessa dissertacdo na Escola Estadual
Presidente Tancredo Neves, foi pedido aos alunos das trés series do ensino médio, conforme
Apéndices A, B e C, a seguinte atividade: Faca uma pesquisa sobre a pipa tetraédrica de
Alexander Graham Bell, citando os motivos histéricos que o levaram a construir tal pipa.
Procure colocar imagens da época que justifiquem tais fatos.

Segundo BORTOLOSSI (2013a), no sitio eletrénico da Universidade Federal
Fluminense, “uma das questdes tecnoldgicas que permeavam os circulos cientificos no inicio
do século XX era sobre a possibilidade de se construir aparatos voadores grandes e
aerodinamicamente estaveis.” Todavia, argumentos contrarios eram dados na época, como

este do astronomo e matematico Simon Newcomb (1835 a 1909):

Considere duas maquinas voadoras semelhantes, sendo que uma tem o dobro
da escala da outra. Todos sabemos que o volume e, entdo, 0 peso de dois corpos
semelhantes sdo proporcionais aos cubos de suas dimens6es. O cubo de dois é 8;
entdo a maquina maior tera 8 vezes o peso da maquina menor. As areas das
superficies destas maquinas, por outro lado, sdo proporcionais aos quadrados de suas
dimens@es. O quadrado de dois é 4. Desta maneira, a maquina mais pesada expora
ao vento uma superficie com &rea apenas 4 vezes maior, tendo entdo uma nitida
desvantagem na razdo eficiéncia por peso. (Newcomb in BORTOLOSSI, 2013a).

Mesmo assim, Alexander Graham Bell estava determinado a criar um objeto voador
acrodinamicamente estavel, cujo principio basico fosse nao alterar a “razdo eficiéncia por
peso”, citada por Newcomb, por mais que se aumentasse sua dimensdo. Mirando neste foco,
Graham Bell teve a engenhosa ideia de usar células tetraédricas para a criacdo de uma pipa,
cuja construcdo esta detalhada no Anexo A. Entende-se como célula cada tetraedro menor
revestido por papel de seda em duas de suas faces, somente. A Figura 20, a seguir, mostra
uma foto de Graham Bell e sua esposa Mabel Gardiner Hubbard (1877 a 1922). Como se
percebe, esta figura trata-se de uma estrutura tetraédrica de 16 células que, depois de

concluida sua construcéo, ficaria como a pipa do nivel dois da Figura 10.
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Figura 20: Graham Bell e sua esposa em uma estrutura tetraédrica.

A figura anterior ja sugere a vontade de Bell em criar uma maquina voadora que

pudesse levar consigo um ser humano. Historicamente, sabe-se que:

Em 1899, Bell comecou a desenvolver um novo design de uma aeronave que
tinha uma grande area de superficie e a0 mesmo tempo era leve. Ele se encontrou
completamente imerso no projeto (“Por que? Eu ndo sei”, ele explicou
enigmaticamente), argumentando que provas de maquinas voadoras mais pesadas do
que o ar estavam no mundo natural. “Nos todos estamos interessados em locomogéo
aérea”, ele escreveu. “E eu tenho certeza que ninguém que observou com atengéo o
voo de passaros pode duvidar por um momento do voo aéreo de corpos
especificamente mais pesados do que o ar.”

Ao longo dos quatro anos seguintes, Bell desenvolveu um conceito de pipa
com uma enorme area de asa, mas armacao leve, gracas a suportes finos em forma
de diamante. Estas formas tetraédricas criam uma rede densa de pequenas asas, 0
que aumenta a envergadura de asa com pouca adi¢do de peso. Bell foi além e criou o
prototipo de muitas pipas. E, em 1903, ele criou uma enorme maquina voadora de
3.393 células baseadas nas armac0es, que ele batizou de Cygnet. (DOLLAGHAN,
2014).

O projeto Cygnet foi um verdadeiro fracasso em termos de transporte, apesar de ter
sido favoravel na questdo que relaciona peso e area das células. A figura a seguir mostra uma
foto do projeto Cygnet, com um tipo de assento para piloto de onde a maquina era controlada

com um volante.
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Figura 21: Projeto Cygnet com 3393 células.

O militar Thomas Etholen Selfridge foi o primeiro a voar nessa estrutura de Bell.

Pouco é sabido da infancia de Selfridge. Graduou-se em 1903 na United
States Military Academy (Academia Militar dos Estados Unidos) em West Point.
[...] Fez seu primeiro v6o em 6 de dezembro de 1907, na pipa tetraédrica de
Alexander Graham Bell Cygnet, feita de 3,393 células alares. A pipa levou-o a 51
metros no ar sobre o Bras’Or Lake na Nova Escécia, no Canad4 e voou por 7
minutos. Este foi o primeiro voo tripulado registrado numa maquina mais pesada
que o ar no Canadéa. (WIKIPEDIA, 2014).

As citacOes feitas nesta secdo estavam presentes nos trabalhos dos alunos das trés
séries do ensino médio, os quais deram uma resposta satisfatdria a esta questdo. Esta pesquisa
teve um efeito pedagdgico bastante positivo, pois fez com que os alunos deixassem de ter uma
visdo limitada de Graham Bell, apenas como inventor do telefone, e conhecessem outros

trabalhos dele, bem como a ideia de fazer o homem voar, a qual permeava na sua época.
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9 PESQUISA SOBRE FRACTAIS

Para as trés séries do ensino médio da Escola Estadual Presidente Tancredo Neves,

conforme Apéndices A, B e C, o professor de matematica pediu aos alunos: Faca uma

pesquisa sobre a geometria dos fractais, citando, entre outros, o Triangulo e a Piramide de

Sierpinski. Mostre as imagens dos fractais pesquisados, explicando-as. Com suas palavras,

procure dizer o que seja um fractal.

9.1 Geometria dos fractais

Segundo o professor Isaac Clemente no sitio eletrénico do InfoEscola Navegando e

Aprendendo do portal terra:

Historicamente,

A geometria fractal estuda as propriedades e comportamentos de figuras
mais complexas que a geometria euclidiana (ou dimensdo topolégica) abrange,
descreve situacBes que ndo podem ser descritas pela geometria euclidiana, por esta
falhar nesses casos. A geometria euclidiana falha na descricio de formas
encontradas na natureza. A geometria fractal, em destaque a dimensdo fractal, tem
utilizacdo em varias &reas cientificas, como no estudo dos sistemas ca6ticos,
reconhecimento de padrdes em imagens, tecnologia, ciéncias, artes e musica, etc.

O fractal é uma estrutura geométrica ou fisica, e geralmente sdo muito
similares em diferentes niveis de escala, porém nos fractais naturais essa
caracteristica € limitada em funcdo da escala. O objeto é composto por partes
reduzidas com formas semelhantes a dele préprio. O nome deriva do Latim fractus,
que significa quebrado ou fraturado. Varias estruturas naturais sdo do tipo fractal,
sdo igualmente complexas no detalhe e na forma global. A dimensdo de um fractal
ndo é necessariamente um nudmero inteiro, podendo ter dimensdo fracionéria. A
maioria ndo se enquadra nas defini¢Bes tradicionais e gera divida em relagdo a
comprimento, area e volume destas entidades matematicas. Com a ampliacdo dos
fractais eles ndo perdem definicdo, porque sempre possuem estrutura idéntica com a
original (CLEMENTE, 2014).

sabe-se que:

Entre 1857 e 1913 um grupo de cientistas realizou um trabalho que
catalogava alguns objetos como “demoénios” por julgarem que ndo teriam
significativo valor para a ciéncia. A partir deste trabalho surge a ideia de fractal. O
desenvolvimento cientifico em relagdo aos fractais teve um aceleramento a partir dos
anos 60 em consequéncia da computagdo, pois criou varios tipos de fractais.

Os primeiros fractais estudados foram o Conjunto de Cantor, Floco de Neve
de Koch e o Tringulo de Sierpinski (CLEMENTE, 2014).



60

A figura a seguir mostra uma planta denominada, popularmente, de renda portuguesa,
cujo nome cientifico é davallia fejeensis. Note que esta planta parece um fractal, pois é
possivel retirar uma folha e, desta folha, pode-se retirar outra parte e, assim, sucessivamente

até certo limite, cujas partes ainda sdo semelhantes ao todo (a folha original).

Figura 22: A renda portuguesa assemelha-se a um fractal.

Segundo o professor Isaac Clemente no sitio eletrénico do InfoEscola Navegando e

Aprendendo do portal terra:

Os fractais podem ser obtidos geometricamente ou aleatoriamente, através de
processos recursivos, 0s quais podem apresentar caracteristicas encontradas em
formas da natureza.

Os fractais estdo em varios lugares. Existem muitos objetos naturais que séo
considerados fractais naturais devido ao seu comportamento ou estrutura, mas estes
sdo tipo de fractais finitos, o que os distinguem dos fractais de tipo matemético
criados por interagBes recursivas. Citamos como exemplo as nuvens e arvores
(CLEMENTE, 2014).

Todavia, 0s objetos da Natureza ndo sdo verdadeiramente fractais, pois ndo sao
infinitamente complexos, ou seja, ndo possuem um processo recursivo infinito. Apesar de um
fractal ser obtido da repeticdo infinita de algum algoritmo, mesmo um objeto com tracos
finitos tende a parecer com um fractal quando o nimero de iteragdes aumenta. Por esse
motivo, varias formas encontradas na natureza sdo consideradas fractais por alguns autores.

Algumas frases dos alunos da Escola Estadual Presidente Tancredo Neves sobre o que
seja um fractal: “fractal é uma figura que pode ser reduzida ou aumentada, permanecendo na
mesma razdo”; “um fractal ¢ um objeto geométrico que pode ser dividido em partes, cada uma

das quais semelhantes ao objeto original”; “diz-se que os fractais tém infinitos detalhes, sdo

geralmente autossimilares e independem de escala”; “sdo figuras geométricas muito diferentes
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[...] principal caracteristica dessa figura é a autossimilaridade [...] como se fosse uma figura
com varias copias menores dentro da propria figura”; “tecnicamente, um fractal ¢ um objeto
que ndo perde sua definicdo formal a medida que é ampliado, mantendo-se a sua estrutura
idéntica a original”.

A questdo pede para que os alunos digam o que seja um fractal com suas palavras.
Nota-se que isto ndo foi feito, pois se evidencia que as frases anteriores foram retiradas de
pesquisas na internet, mesmo ndo possuindo nenhuma referéncia. Esta evidéncia esta na

complexidade dos termos técnicos usados.
9.2 Triangulo de Sierpinski

A construcdo do Triangulo de Sierpinski encontra-se no Anexo B. Para construi-lo,
tome os pontos médios das arestas de um triangulo equilétero. O tridngulo com vértices nesses
pontos sera retirado, conforme o nivel 1 da figura a seguir, restando apenas trés triangulos
equilateros e congruentes entre si. Repetindo este procedimento infinitamente, ou seja,
removendo sucessivamente o triangulo central quando se divide os tridngulos que sobraram
(os pretos) em quatro tridngulos equilateros e congruentes, tem-se um conjunto de pontos

denominado Triangulo de Sierpinski. A figura seguinte mostra as trés primeiras iteragoes.

AL LA

Nivel 0 Nivel 1 Nivel 2 Nivel 3

Figura 23: As trés primeiras iteragdes da construcdo do Tridngulo de Sierpinski.
Segundo PRISMA (2014a) sobre o Triangulo de Sierpinski, tem-se:

Tem area zero, pois a cada passo a area reduz-se para 3/4 da area do passo
anterior. Por exemplo: se a area inicial for 1, ao fim do primeiro passo é 3/4, ao fim
do segundo é 3/4 x 3/4, ao fim do terceiro é 3/4 x 3/4 x 3/4, pelo que a area limite é
3/4 x3/4%x3/4% ... =0.

E infinito, pois em particular o conjunto de pontos que n&o so retirados da
base do tridngulo inicial € infinito. De facto, em cada passo ‘retira-se’ da base do
tridangulo todos os pontos cuja distancia ao vértice esquerdo ¢ um multiplo de
Lx(1/2)", onde L é o comprimento dos lados, € n =1,2,.. para as sucessivas
iteracdes. Todos [0s] pontos cuja distancia ao vértice esquerdo é o produto de L por
um ndmero irracional nunca sdo removidos, porque 0s nUMeros irracionais ndo sdo o
quociente de dois inteiros, pelo que ‘ficam’ no conjunto um ndmero infinito de
pontos da base.

E ‘autossemelhante’ [...].
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9.3 Piramide de Sierpinski

Segundo SANTOS (2014) sobre o Triangulo e a Piramide de Sierpinski, tem-se:

O Triangulo de Sierpinski foi descoberto pelo matematico Waclav Sierpinski
(1882-1969). E obtido através de um processo iterativo de divisio de um triangulo
equilatero em quatro triangulos semelhantes, visto que um destes triangulos esta
invertido, em relacdo ao original e € retirado do tridngulo original sobrando apenas
0s outros trés. Assim, repete-se no passo seguinte 0 mesmo procedimento em cada
um dos trés novos tridangulos com a orientacdo original, e assim sucessivamente.

O fractal obtido é estritamente autossemelhante, ou seja, as partes da figura
sdo coOpias reduzidas de toda a figura. Pode-se generalizar o Tridngulo de Sierpinski
para uma terceira dimenséo, obtendo assim a Pirdmide de Sierpinski.

A figura a seguir mostra as trés primeiras iteracfes da construcdo da Pirdmide de
Sierpinski, onde sempre sdo tomados os pontos médios das arestas de cada tetraedro regular
que restou para gerar quatro novos tetraedros regulares e congruentes entre si. O Anexo C

mostra a construgdo da Piramide de Sierpinski.

Nivel 0 Nivel 1 Nivel 2 Nivel 3

Figura 24: Trés primeiras iteragdes da construcdo da Pirdmide de Sierpinski.

Apesar de a questdo pedir que os alunos escrevessem sobre outros fractais com suas
respectivas construcdes, isto ndo foi feito por nenhum grupo. Porém, o efeito pedagdgico
dessa pesquisa foi bastante positivo, pois os alunos passaram a conhecer essa geometria
recente denominada fractal. Além disso, puderam entender alguns de seus mecanismos de
constru¢do como o Triangulo de Sierpinski, onde algumas de suas itera¢cdes foram construidas
no papel e a Piramide de Sierpinski, cujas primeiras iteracfes foram construidas com o auxilio
da Pipa Tetraédrica de Graham Bell.
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CONSIDERACOES FINAIS

As questdes aplicadas as trés séries do ensino meédio deixam evidente a real
necessidade de um raciocinio 16gico apurado para resolvé-las. Durante todo o processo de
resolucéo destas questdes pelos alunos, estes procuraram o professor por diversas vezes para
tirar davidas sobre como desencadear um raciocinio para chegar a uma resposta adequada.
Todas as questbes foram elaboradas segundo o conteudo ministrado nas respectivas turmas,
mas os alunos ndo conseguiram resolvé-las sozinhos. Isto mostra que este trabalho foi
elaborado dentro da zona de desenvolvimento proximo, confirmando o fato assumido por
Vigotski: qualquer contetdo a ser trabalhado dentro dessa zona necessita da ajuda de uma
pessoa externa; o aluno ndo pode aprender por si mesmo. Com certeza, estes alunos cresceram
culturalmente, pois ndo foram trabalhados apenas conceitos matematicos que eles poderiam
resolver sozinhos.

Certa aluna comentou ter ficado maravilhada com o fato de o tetraedro realmente ter
sido formado, ao puxar ambas as pontas do fio da Figura 12. Isto mostra a importancia do
elemento motivador com o intuito Unico de divertir os alunos para, na sequéncia, o professor
buscar conhecimento matematico profundo (dentro da zona de desenvolvimento proximo)
envolvendo o objeto em questdo. Nota-se que, apesar de existir algumas equacdes
matematicas prontas, como o termo geral de uma PG, neste trabalho houve uma valorizacdo
do pensamento logico para se chegar a tais equacfes. Isto, porque provocar o raciocinio

I6gico é o ponto chave para o0 avango da matematica no século XXI.

[...] calcula-se que 95% da matematica conhecida hoje tenha sido produzida a
partir de 1900. Centenas de periddicos publicados no mundo todo dedicam a maior
parte de seu espaco a matematica. A cada ano, a revista de resumos Mathematical
Reviews publica milhares de paginas de sinopses de artigos recentes contendo novos
resultados. O século XX (e talvez o novo século também) é justificadamente
chamado de “idade de ouro da matematica” (BERLINGHOFF, 2010, p. 53).

Se a “idade de ouro da matematica” realmente é algo presente, & porque professores
foram responsaveis por provocar o raciocinio l6gico das pessoas que publicaram tantos
artigos. A abstracdo e a especializagdo tornaram-se essenciais nos estudos matematicos. Néo é
possivel dominar todo o conteudo matematico, mas é possivel abstrair-se para investigar
mundos cada vez mais estranhos e complexos, desde que o raciocinio logico destes

investigadores tenha sido provocado na educagao basica.
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[...] De um lado, novos e mais abstratos subcampos da matematica
emergiram para se tornar areas estabelecidas de pesquisa e de direito proprio. [...]

O aumento na simples quantidade de matematica e no nivel de abstracdo
inevitavelmente levou no aumento da especializacdo (BERLINGHOFF, 2010, p.
54).

E preciso interligar mais os conceitos matematicos e relaciona-los com outras areas do
conhecimento, inclusive com o senso comum para, através da analise, separar crenga de
ciéncia. Dessa forma, o cotidiano do aluno, além de ser um elemento motivador da
aprendizagem, passa a ser explicado com maior clareza pelo conhecimento objetivo adquirido
e pela analise feita. “Nenhum individuo pode se objetivar sem a apropriacdo das objetivacdes
existentes. E dessa forma que todo individuo humano realiza seu processo de insergio na
histéria” (DUARTE, 2001, p. 30).

Os planos de aula devem sim ser elaborados pelo préprio professor, com a observancia
da realidade escolar e do cotidiano de seu aluno, mas ndo deixar que apenas as necessidades
dos alunos sejam o motor desta elaboracéo. Os professores devem elaborar projetos com seus
alunos, até mesmo para construcdo de laboratérios para suas escolas, 0 que mostra a
preocupacdo do professor sobre a relacdo ensino-aprendizagem. Os projetos devem conter
pesquisa, montagem e relatorio, para que os alunos entendam a relevancia da historia, da
dificuldade em se produzir equipamentos e da importancia em traduzir tudo isto em uma

escrita cientifica, por exemplo, o famoso relatério. O LEG da UFF deixa isto claro:

No presente texto apresentam-se 0s propdsitos e a trajetoria do Laboratério
de Ensino de Geometria (LEG), do Departamento de Geometria da Universidade
Federal Fluminense (UFF). Em Niterdi (RJ) (LORENZATO, 2010, p. 113).

A motivagdo das a¢des desenvolvidas no LEG é apoiada no entendimento de
que as formas geométricas podem servir de modelo a diversos tipos de fendmenos
do cotidiano e, ainda, que tais formas tém sido pouco exploradas didaticamente
(LORENZATO, 2010, p. 116).

Os professores de matematica sdo constantemente taxados por explicar coisas dificeis,
ou, pior ainda, por néo saber explicar direito quando o aluno nédo aprende. Muitas vezes, nada
é dito sobre o0 empenho do aluno em aprender e quais as exigéncias para que este aprendizado
se concretize. O estudo das neurociéncias garante que o aprendizado se faz durante o sono,
principalmente quando o individuo estd sonhando; momento essencial para que as
experiéncias vividas durante o dia sejam memorizadas com eficiéncia. Mas s0 serdo gravadas
no cortex, durante o sono, aquelas experiéncias que foram substancialmente emocionantes

para o aluno; as que ndo foram interessantes, na visao do aluno, serdo apagadas da memoria.
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Os neurdnios se ligam uns aos outros por meio de terminais — uma espécie de
“tomadinhas” eletrobioquimicas — chamados sinapses.

Desse modo, a gravacdo de uma informacdo de forma permanente exige que
algumas sinapses sejam desligadas, outras reforcadas, outras inibidas e outras, ainda,
criadas visando alterar os caminhos que as pequenas correntes elétricas irdo seguir
(PIAZZI, 2010, p. 70).

E, como eles ndo costumam achar as aulas uma experiéncia emocionante,
normalmente sdo as aulas que vao parar no lixo! (PIAZZI, 2010, p. 73).

Aqui, a pipa tetraédrica de Graham Bell vem novamente estimular o aluno, para que a
experiéncia em sala de aula seja mais prazerosa. Ndo ha duvidas de que, quando estiver
tentando elaborar um raciocinio para responder as questfes abordadas, o aluno ainda se
lembrara da pipa e dos momentos agradaveis que ela proporcionou, fazendo com que as
préximas etapas (estudo profundo envolvendo a pipa) ndo sejam tdo entediantes.

Retomando a epigrafe dessa dissertagdo: “O conhecimento ¢ o processo pelo qual o
pensamento se aproxima infinita e eternamente do objeto” (LENIN, 1975, p.123), fica claro
que o conhecimento cientifico deve ser ensinado, repensado, aprofundado, ensinado de novo
com novas descobertas e constru¢des, mas nunca se chega ao fim, pois ha sempre o que
aprender sobre o referido objeto. A pipa tetraédrica de Graham Bell é uma prova disso. Além
do que, no inicio, a pipa era apenas um arranjo de canudos, papéis de seda e linhas, a qual
podia voar. Apo6s todo o estudo feito, o aluno percebeu que podem ser explorados varios
conceitos matematicos olhando para a pipa, tais como: progressées geométricas, semelhanca
de tridngulos, volume e peso de tetraedros e suas relagfes etc. Aqui o aluno deixa de ver a
pipa apenas como um arranjo de canudos, pap€is de seda e linhas, ou seja, a pipa se
concretizou para ele; a visdo de pipa mudou para ele, pois a visdo de mundo se altera com o
conhecimento. Ou seja, através da andlise, o conhecimento do aluno sobre a pipa saiu da
sincrese (senso comum) e chegou a sintese, que é a “compreensdo da realidade investigada

em seu todo concreto” (DUARTE, 2003, p. 46). E assim que o individuo se humaniza.
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APENDICE A — Trabalho aplicado a primeira série do ensino médio.

E'ﬂ'ﬁ@@

IDE

Nome Série: 1° ens. médio
‘ Professor: EVERALDO Data de entrega: 10/12/2013 | Bimestre: 4°
| Avaliacdo: TRABALHO 2 Disciplina: MATEMATICA

Observagdo: A PIPA TETRAEDRICA DE GRAHAM BELL. Valor: 4,0 pontos. NOTA:

12 PARTE: Pesquisa.

Faca uma pesquisa sobre a pipa tetraédrica de Alexander Graham Bell, citando os

motivos historicos que o levaram a construir tal pipa. Procure colocar imagens da época que
justifiquem tais fatos.

Faca uma pesquisa sobre a geometria dos fractais, citando, entre outros, o Triangulo e a
Piramide de Sierpinski. Mostre as imagens dos fractais pesquisados, explicando-as. Com suas
palavras, procure dizer o que seja um fractal.

22 PARTE: Olhando a pipa tetraédrica como um fractal.

Percebe-se que a pipa tetraédrica tem uma estrutura que Iembra um fractal. Observe:

B
Nivel 0

B' Nivel 1 Nivel 2

Figura 1: Os trés primeiros niveis da pipa tetraédrica.

Nota-se que uma face da pipa trata-se de um dos niveis do Triangulo de Sierpinski, como
abaixo:

AL

Nivel 0 Nivel 1 Nivel 2 Nivel 3 Nivel 4

Figura 2: Os cinco primeiros niveis da construcao do Triangulo de Sierpinski.
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Responda as seguintes questdes:

a)
b)

c)

d)

e)

a)

b)

d)

Na pratica, construimos as trés pipas da Figura 1.

Quantos canudos foram usados na construgdo das pipas dos niveis zero, um e dois?
Considere C, a quantidade de canudos no nivel n. Observando que a quantidade de
canudos parece formar uma progressdo geomeétrica, determine o nimero de canudos
do nivel n, ou seja, encontre o termo geral dessa PG. Apesar de nao termos
visualizado do nivel 3 em diante da pipa, por que vocé acredita tratar-se de uma PG?
Justifique usando a ideia da construcéo da pipa para chegar a razdo da PG. Essa PG €
crescente ou decrescente?

Seja L o comprimento do canudo usado, isto é, cada uma das seis arestas do nivel zero
da estrutura tetraédrica vale L. Entdo, qual o comprimento da aresta da pipa do nivel 1?
E do nivel 2?

Se montarmos uma sequéncia dos comprimentos das arestas em cada nivel, teremos
uma PG? Escreva os cinco primeiros elementos dessa sequéncia e sua razdo. Encontre
0 termo geral dessa sequéncia em funcdo de n e L, considerando A, como sendo 0
comprimento de cada aresta da pipa do nivel n.

Quantos canudos ha na pipa tetraédrica de aresta 2™ L?

Observando os niveis do Triangulo de Sierpinski da Figura 2, responda as questdes abaixo.

Repare que no nivel 1 sdo formados 4 novos triangulos (congruentes entre si,
contando brancos e pretos) em relagdo ao nivel zero. Quantos novos tridngulos séo
formados nos niveis dois e trés?

Considere a, a quantidade de novos triangulos formados no nivel n. Observando que
a quantidade de triangulos parece formar uma progressao geométrica, desde que
retiremos o nivel zero da sequéncia, determine o nimero de triangulos do nivel n, ou
seja, encontre o termo geral dessa PG. Usando essa equacdo, quantos novos
triangulos sdo formados no nivel 4? Apesar de ndo termos visualizado do nivel 5 em
diante desse fractal, por que vocé acredita tratar-se de uma PG? Justifique usando a
ideia da construcdo da pipa (ou do préprio fractal) para chegar a razdo da PG.

Repare que no nivel zero ha um triangulo equilatero e no nivel 1 ha cinco triangulos
equilateros (4 congruentes entre si, além do maior de todos, que ja havia no nivel
zero). Assim, quantos triangulos equilateros ha no nivel 2?

Se montarmos uma sequéncia da quantidade de triangulos equilateros em cada nivel,
provavelmente ndo teremos PA nem PG. Seja b, a quantidade de triangulos equilateros
no nivel n. Repare que ndo € tdo dificil encontrar uma formula para b,: basta somar a
quantidade de triangulos equilateros do nivel anterior (b, 1) com 0s novos triangulos
(an) formados no nivel n. Isto é: b, = b,_; + a,. Usando essa ideia, encontre o
namero de triangulos equilateros dos niveis 3 e 4.

Todavia, para sabermos quantos triangulos equilateros ha no centésimo nivel teremos
que conhecer a quantidade de triangulos equilateros do nivel 99. O ideal seria
determinarmos a quantidade de triangulos equilateros de qualquer nivel em funcéo de
n (nimero do nivel). Isto é possivel se for resolvida a recorréncia linear de 12 ordem
do item (d). Pesquise como resolver esta recorréncia e encontre b, em funcéo de n.
Dica: vocé precisara usar a soma dos termos de uma PG.
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APENDICE B — Trabalho aplicado & segunda série do ensino médio.

E'ﬂ'ﬁﬁ?@

Nome: Série: 2% ens. médio
Professor: EVERALDO Data de entrega: 10/12/2013 | Bimestre: 4°
Avaliacdo: TRABALHO 2 Disciplina: MATEMATICA

Observacdo: A PIPA TETRAEDRICA DE GRAHAM BELL. Valor: 4,0 pontos. NOTA:

12 PARTE: Pesquisa.

Faca uma pesquisa sobre a pipa tetraédrica de Alexander Graham Bell, citando o0s
motivos historicos que o levaram a construir tal pipa. Procure colocar imagens da época que
justifiquem tais fatos.

Faca uma pesquisa sobre a geometria dos fractais, citando, entre outros, o Triangulo e a
Piramide de Sierpinski. Mostre as imagens dos fractais pesquisados, explicando-as. Com suas
palavras, procure dizer o que seja um fractal.

22 PARTE: Encontrando figuras semelhantes nas pipas tetraédricas.

Nota-se que as trés pipas tetraédricas da Figura 1 tem “certa semelhanga”.

B
Nivel 0

B' Nivel 1

Figura 1: Os trés primeiros niveis da pipa tetraédrica.

Responda as seguintes questdes:
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1. Na pratica, construimos as trés pipas da Figura 1. Seja L o comprimento do canudo usado
na construcao de todas elas.

a)

b)

c)

d)

Prove que os tridngulos ABC, A'B’'C’ e A"B"C" s&o semelhantes. Determine a razéo de
semelhanca entre o comprimento das arestas das pipas dos niveis: um e zero; dois e
zero; dois e um.

Determine a razao entre as areas dos triangulos ABC, A'B'C’' e A"B"C" (dois a dois).
Conclusdo: o que acontece com a area de um triangulo equilatero quando sua aresta
duplica (nivel zero para 1)? E quando a aresta quadruplica (nivel zero para 2)?
Considere a, o comprimento da aresta da pipa do nivel n. Observando que a cada
mudanca de nivel a aresta da pipa dobra, nota-se que os comprimentos das arestas em
cada nivel formam uma progressao geométrica. Determine o termo geral dessa PG em
funcdo de L. Qual a razdo de semelhanca entre o tridngulo da face do nivel n e o
triangulo da face do nivel zero em funcdo de n? Chame essa razédo de k.

Considere A, a area de uma face da pipa do nivel n. Conforme observado no item b
para 0s niveis iniciais, a cada mudanca de nivel a area de uma face da pipa
quadruplica, concluindo que se trata de uma progressao geométrica. Determine o
termo geral dessa PG em funcédo de L usando esta observacdo. Calcule novamente A,
usando o comprimento da aresta da pipa do nivel n (a,) encontrado no item c.
Determine a razdo entre a area do nivel n e a do nivel zero em funcdo de n. Prove que
a razdo entre a area do nivel n e a do nivel zero é (k,,)?.

2. Na prética, ndo construimos as pipas conforme a figura a seguir. Ou seja, ndo construimos
duas pipas exatamente do mesmo tamanho, mas com quantidade de células diferentes.

Figura 2: Duas pipas de mesmas medidas.

a)

b)

Considere as duas pipas da Figura 2 como sendo estruturas tetraédricas regulares,
onde AB = A'B' = a. Determine a area das asas (ou seja, do papel seda) das pipas
ABCD e A'B'C'D' em funcéo de a.

Subdivida a pipa A'B'C’'D’, criando outra de 16 células semelhante a do nivel 2 da
Figura 1, porém com arestas regulares e A”B" = a. Determine a area das asas dessa
nova pipa em fungdo de a.

Generalize esta questdo para um nivel qualquer.
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32 PARTE: Olhando a pipa tetraédrica como um fractal.

Nota-se que uma face da pipa trata-se de um dos niveis do Tridngulo de Sierpinski, como
abaixo:

AL

Nivel 0 Nivel 1 Nivel 2 Nivel 3 Nivel 4

Figura 3: Os cinco primeiros niveis da construcao do Triangulo de Sierpinski.

3. Observando os niveis do Triangulo de Sierpinski da Figura 3, responda as questfes abaixo.
a) Repare que no nivel 1 sdo formados 3 novos triangulos (congruentes entre si,
contando apenas os pretos) em relacdo ao nivel zero. Quantos novos triangulos sdo
formados nos niveis dois e trés? Seja T, 0 numero de triangulos (pretos) do nivel n.
Observando-se que trata-se de uma PG, determine T, em fungdo de n.
b) Seja L a aresta do triangulo equilatero do nivel zero. Considere a, 0 comprimento de
cada aresta dos novos triangulos formados (pretos) no nivel n. Determine a;, a, € as
em funcdo de L. Observando-se que trata-se de uma PG, determine a, em funcédo de n
elL.
c) Seja A, a soma das areas dos novos triangulos formados no nivel n, ou seja, A, é a
area de toda regido preta do nivel n. Usando os itens a e b, mostre que A, =
L2V3 3\ . L%V3 ~ o
2 (Z) , OU seja, trata-se de uma PG de 1° termo A, = —, € razéo 3/4. Vocé
percebe essa PG apenas observando a Figura 3? Justifique com suas palavras. Essa
PG é convergente ou divergente? Limitada ou ilimitada? Crescente ou decrescente?
d) Se montarmos uma PG infinita com essas areas, qual a soma dos infinitos termos
dessa PG em funcéo de L?
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APENDICE C — Trabalho aplicado a terceira série do ensino médio.

Z. . pREsmENT

Nome: Série: 3% ens. médio
Professor: EVERALDO Data de entrega: 10/12/2013 | Bimestre: 4°
Avaliacdo: TRABALHO 2 Disciplina: MATEMATICA

Observacdo: A PIPA TETRAEDRICA DE GRAHAM BELL. Valor: 4,0 pontos. NOTA:

12 PARTE: Pesquisa.

Faca uma pesquisa sobre a pipa tetraédrica de Alexander Graham Bell, citando os
motivos historicos que o levaram a construir tal pipa. Procure colocar imagens da época que
justifiquem tais fatos.

Faca uma pesquisa sobre a geometria dos fractais, citando, entre outros, o Triangulo e a
Piramide de Sierpinski. Mostre as imagens dos fractais pesquisados, explicando-as. Com suas
palavras, procure dizer o que seja um fractal.

22 PARTE: Olhando as pipas tetraedricas como figuras semelhantes.

As pipas tetraédricas da Figura 1 tém uma, quatro e 16 celulas.

Al

B
Nivel 0

B' Nivel 1 Nivel 2

Figura 1: Os trés primeiros niveis da pipa tetraédrica.

Responda as seguintes questdes:

1. Na prética, construimos as trés pipas da Figura 1. Observando-as, responda as perguntas
relativas as suas arestas:

a) Quantos canudos foram usados na construgéo das pipas dos niveis zero, um e dois?



b)

c)

d)
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Considere C, a quantidade de canudos no nivel n. Observando que a quantidade de
canudos parece formar uma progressdo geomeétrica, determine o nimero de canudos
do nivel n, ou seja, encontre o termo geral dessa PG. Apesar de nao termos
visualizado do nivel 3 em diante da pipa, por que vocé acredita tratar-se de uma PG?
Justifique usando a ideia da construcdo da pipa para chegar a razéo da PG.

Seja L o comprimento do canudo usado, isto é, cada uma das seis arestas do nivel zero
da estrutura tetraédrica vale L. Entdo, qual o comprimento da aresta da pipa do nivel 1?
E do nivel 2?

Se montarmos uma sequéncia dos comprimentos das arestas em cada nivel, teremos
uma PG? Escreva os cinco primeiros elementos dessa sequéncia e sua razéo. Encontre
o termo geral dessa sequéncia em funcdo de n e L, considerando a, como sendo o
comprimento de cada aresta da pipa do nivel n.

Observando a Figura 1, responda as perguntas relativas as areas das asas — entenda asa
como sendo todo triangulo onde tem papel seda.

a)

b)

Seja L o comprimento do canudo usado, isto é, a &rea total das asas da estrutura

L?/3

S P 3 - . . ‘A S1z
tetraedrica do nivel zero vale A, = —— OU seja, a area de dois triangulos equilateros

de aresta L. Entdo, qual a &rea total das asas da pipa do nivel 1? E do nivel 2?

Se montarmos uma sequéncia da area total das asas (triangulos onde tem o papel seda)
em cada nivel, teremos uma PG? Escreva 0s cinco primeiros elementos dessa sequéncia
e sua razdo. Encontre o termo geral dessa sequéncia em funcéo de n e L, considerando
A, como sendo a area total das asas da pipa do nivel n.

Observando a Figura 1, responda as perguntas relativas ao peso das pipas.

a)

b)

Seja P o peso de cada canudo usado e considere desprezivel o peso das folhas de seda e
das linhas, isto €, o peso total da estrutura tetraédrica do nivel zero vale P, = 6P, ou
seja, 0 peso das seis arestas (canudos). Entdo, qual o peso total da pipa do nivel 1? E do
nivel 2?

Se montarmos uma sequéncia do peso total da pipa em cada nivel, teremos uma PG?
Escreva os cinco primeiros elementos dessa sequéncia e sua razdo. Encontre o termo
geral dessa sequéncia em funcdo de n e P, considerando P, como sendo o peso total da
pipa do nivel n.

Observando a Figura 1, responda as perguntas referentes a relacdo entre o peso e a area total
das asas de cada pipa.

a)

b)

A relacdo entre o peso e a area total das asas da pipa do nivel zero é P,/A,; encontre-a
usando os resultados das questfes anteriores. Qual a relacdo entre 0 peso e a area total
das asas da pipa do nivel 1? E do nivel 2?

Qual a relacdo entre 0 peso e a area total das asas da pipa do nivel n? Explique porque
este fato ndo viola a afirmacdo de Simon Newcomb (1835-1909): “Considere duas
maquinas voadoras semelhantes, sendo que uma tem o dobro da escala da outra.
Todos sabemos que o volume e, entdo, o peso de dois corpos semelhantes sdo
proporcionais aos cubos de suas dimensdes. O cubo de dois é 8; entdo a maquina
maior tera 8 vezes 0 peso da maquina menor. As areas das superficies destas
maquinas, por outro lado, séo proporcionais aos quadrados de suas dimens@es. O
quadrado de dois é 4. Desta maneira, a maquina mais pesada expora ao vento uma
superficie com &rea apenas 4 vezes maior, tendo entdo uma nitida desvantagem na
razdo eficiéncia por peso.”
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32 PARTE: Olhando a pipa tetraédrica como um fractal.

Nota-se que cada pipa da Figura 1 assemelha-se a uma Pirdmide de Sierpinski, como

abaixo:

Nivel 0 Nivel 1 Nivel 2 Nivel 3

Figura 2: Os quatro primeiros niveis da construcéo da Piramide de Sierpinski.

5. Observando os niveis da Piramide de Sierpinski da Figura 2, responda as questfes abaixo.

a)

b)

c)

d)

Repare que no nivel 1 sdo formados quatro tetraedros (congruentes entre si) em
relacdo ao nivel zero. Quantos tetraedros ha no nivel dois? Seja T, 0 numero de
tetraedros do nivel n. Observando-se que trata-se de uma PG, determine T, em funcéo
de n.

Seja L a aresta do tetraedro regular do nivel zero. Considere a, 0 comprimento de
cada aresta dos novos tetraedros formados no nivel n e observe que a cada mudanca
de nivel a aresta de um tetraedro cai pela metade. Determine a; e a; em funcéo de L.
Observando-se que se trata de uma PG, determine a, em funcdo de n e L. Essa PG ¢
limitada?

Seja V, o0 volume da Piramide de Sierpinski no nivel n, ou seja, V, é a soma dos
volumes de todos os tetraedros congruentes que restaram no nivel n. Sabe-se que

3

Vo = Llf é o volume do tetraedro do nivel zero. Usando os itens a e b, mostre que
3 n 3

V, = Ll‘f G) , OU seja, trata-se de uma PG de 1° termo V, = % e razdo 1/2. Vocé

percebe essa PG apenas observando a Figura 2 (ou para suas pipas)? Justifique com
suas palavras.

Se montarmos uma PG infinita com esses volumes, qual a soma dos infinitos termos
dessa PG em funcdo de L?
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ANEXO A — “Passos para a construcao da pipa tetraédrica”.

Anexo retirado do sitio eletrdnico da Universidade Federal Fluminense, encontrado
em BORTOLOSSI (2013b).

PASSO 1
Os materiais necessarios sao:

e 24 canudos de mesmo tamanho
(sugerimos os menos flexiveis);

o 1 carretel de linha;

o 4 folhas de papel de seda;

e 1 cartolina (para o0 molde de corte);

« 1 fita dupla-face;

o 1tesoura;

e 1 palito de madeira (para reforcar a
estrutura de um dos canudos).

PASSO 2

Corte um segmento de linha com tamanho
igual a 16L, onde L é o comprimento do
canudo. Passe um dos segmentos de linha
por dentro de seis canudos seguindo a ordem
indicada na figura ao lado (clique na figura
para amplia-la). Feito isto, puxe ao maximo
as pontas para formar a estrutura tetraédrica.
D& um no e corte 0s excessos. Dica: para
passar a linha pelos canudos, vocé pode
suga-la, mas cuidado para ndo engoli-la.

PASSO 3

Repita 0 passo anterior mais trés vezes para
obter, no total, quatro estruturas
tetraédricas.



http://www.uff.br/cdme/pgb/pgb-html/fig-material-01-g.jpg
http://www.uff.br/cdme/pgb/pgb-html/fig-quatro-tetraedros-01-g.jpg
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PASSO 4

O molde para a construcdo do revestimento
da pipa ¢ feito a partir da “metade” de um
tridngulo equilatero cujo lado tem o
comprimento do canudo, acrescentando-se
uma aba de largura suficiente para encapéa-
lo.

PASSO 5

Pegue uma das folhas de papel de seda e
dobre-a em quatro. Encaixe o vértice do
molde, no canto em que se encontram as
dobras (centro da folha), conforme a
figura. Recorte o papel de seda em torno
do molde.

PASSO 6

Veja que a figura formada é um losango
munido de abas iguais as do molde. Cole
tiras de fita dupla-face em cada uma das
abas e na diagonal menor do losango.


http://www.uff.br/cdme/pgb/pgb-html/fig-molde-01-g.jpg
http://www.uff.br/cdme/pgb/pgb-html/fig-dobrar-02-g.jpg
http://www.uff.br/cdme/pgb/pgb-html/fig-capa-01-g.jpg
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PASSO 7

Coloque a aresta de uma das estruturas
tetraédricas em cima da fita do meio,
deite-a sobre uma das metades da folha e
envolva, com as abas, as arestas que
tocam o papel. Repita na outra parte da
folha. O objeto construido é semelhante a
uma asa-delta.

PASSO 8

Repita 0s passos anteriores mais trés vezes
para obter, no total, quatro estruturas
tetraédricas encapadas.

PASSO 9

Agora vocé amarrara as estruturas que
construiu. Elas serdo unidas pelos vértices,
de modo que cada uma das estruturas tem
que estar ligada as outras trés. Siga o
exemplo das fotos ao lado.


http://www.uff.br/cdme/pgb/pgb-html/fig-encapamento-01-g.jpg
http://www.uff.br/cdme/pgb/pgb-html/fig-encapamento-04-g.jpg
http://www.uff.br/cdme/pgb/pgb-html/fig-amarrando-01-g.jpg

F
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PASSO 10

Agora faremos o cabresto. As pontas do
cabresto sdo feitas uma no vértice superior
do tetraedro de cima e a outra na
intersecdo entre os tetraedros que estdo na
frente, como ilustra a figura ao lado. A
folga do cabresto deve ser o menor
possivel [...].

PASSO 11

Encaixe um palito de madeira na aresta
do cabresto para reforca-la!


http://www.uff.br/cdme/pgb/pgb-html/fig-cabresto-01-g.jpg
http://www.uff.br/cdme/pgb/pgb-html/fig-palito-01-g.jpg



