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"O impulso para descobrir segredos esta profundamente enraizado na natureza
humana; mesmo a mente menos curiosa é estimulada pela perspectiva de
compartilhar o conhecimento oculto aos outros. [...]

Historias de detetive e palavras cruzadas divertem a maioria. Ja a quebra de cédigos
secretos pode ser uma tarefa para poucos”.

John Chadwick



Resumo

Este trabalho aborda conceitos basicos de Algebra Linear e suas aplicacdes no
desenvolvimento da Teoria de Cédigos Corretores de Erros. O uso desta ferramenta
matemética simplifica a geracao e a decodificacao dos codigos lineares. Destacamos

também a importancia de se trabalhar com este tema na educagao basica.

Palavras-chave: Algebra Linear, Matrizes, Cédigos lineares, Codigos de Hamming.



Abstract

The present work addresses basic concepts of Linear Algebra and its applications in
the development of the Theory of Error Correcting Codes. The use of this mathematical
tool simplifies the generation and decoding of linear codes. This dissertation also

highlights the importance of working with this subject in high school.

Keywords: Linear Algebra, Matrices, Linear codes, Hamming codes.
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6 Aplicagoes no Ensino Médio

6.1 Mensagens secretas com matrizes
7 Consideragoes Finais

Referéncias



1 Introducao

Durante milhares de anos, houve a preocupacao em manter informacoes secretas,
como por exemplo, o Codigo de César, usado pelo imperador romano Jilio César, para
proteger mensagens de significado militar. Em contrapartida, houve também o inte-
resse em desvendar tais informacoes. A descoberta de mensagens sigilosas possibilitou
o surgimento dos cddigos, com os quais, através de diferentes estratégias, foi possivel
se comunicar em segredo. A partir do momento que um determinado cédigo perde sua
finalidade, faz-se necessario a criacao de codigos mais complexos e dificeis de serem
decifrados. Deste modo, a matematica moderna contribui, de forma eficaz, com a ela-
boracao de técnicas para dificultar cada vez mais a decodificacdo desses codigos. Apesar
de suas raizes no passado, a criagao dos codigos estd diretamente relacionada com o
mundo atual, principalmente com a invencao do computador e os avangos tecnologicos.

Atualmente, com o grande volume de informacdes que circulam na Internet, é de
extrema importancia que esse processo de comunicacao seja seguro, por exemplo, ao
realizarmos transacoes financeiras, como compras com cartao de crédito e envio de
senhas na rede.

O presente trabalho tem como objetivos: mostrar que a teoria dos cédigos é um
campo de pesquisa atual, muito atraente, tanto do ponto de vista cientifico quanto
tecnologico; evidenciar as caracteristicas e a importancia de alguns codigos; aplicar, ao
estudo da teoria dos codigos, contetidos de Algebra basica bem como os de Algebra
Linear, articulando conceitos e técnicas com aplicagoes imediatas no cotidiano, sempre
com a finalidade de garantir seguranca ao processo de comunicacao; elaborar sequén-
cias didaticas com esse tema para serem aplicadas a nivel de educagao basica, mais
precisamente no Ensino Médio, articulando o curriculo com questoes que envolvam
diretamente a realidade dos alunos, como por exemplo, o acesso as redes sociais na
Internet através de senhas pessoais e secretas.

Como toda codificacao é passivel de ser decodificada, os avancos alcancados neste
sentido tém como finalidade garantir cada vez mais que a troca de informacoes seja
feita sem a ocorréncia de erros e da forma mais segura possivel. E neste aspecto que
a aplicacdo de teorias matematicas, a luz das teorias da Algebra Linear, possibilita a
compreensao da complexa decodificacao de mensagens secretas.

Segundo Tamarozzi (2001), citado por Groenwald (2011, p.2), "o estudo dos codigos

11
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possibilita o desenvolvimento de atividades didaticas envolvendo o contetido de matrizes
que se constitui em material til para exercicios, atividades e jogos de codificacao, onde
o professor pode utilizé-los para fixacao de contetdos". Além de fixa-los, as atividades
aqui propostas possibilitam a construcao do raciocinio, a partir do conhecimento prévio
dos alunos, para compreender o conceito de matriz inversa.

Para Shokranian (2005), citado por Groenwald (2010, p.2), "enviar uma mensagem
em cOdigo pode servir para dois objetivos, que sao: enviar uma mensagem secreta e
proteger o conteido da mensagem contra pessoas nao autorizadas". Neste sentido,
os alunos estarao desenvolvendo estratégias para quebrar um c6digo e também para
tornar a decodificacao de seu codigo mais dificil.

As situacgoes problema sao articuladas ao cotidiano dos alunos tendo em vista sua
aplicagao nos processos tecnolégicos que norteiam os sistemas de comunicagao digital.

De acordo com o Curriculo do Estado de Sao Paulo - Matematica e suas Tecnologias
(2011, p. 21-22),

"A educacao tecnologica bésica é uma das diretrizes que a Lei de Diretrizes e
Bases da Educacao Nacional - LDBEN estabelece para orientar o curriculo
do Ensino Médio. A lei ainda associa a “compreensdo dos fundamentos
cientificos dos processos produtivos” ao relacionamento entre teoria e pratica
em cada disciplina do curriculo. E insiste quando insere o “dominio dos
principios cientificos e tecnologicos que presidem a produgao moderna” entre
as competéncias que o aluno deve demonstrar ao final da educagao basica.
[...] a compreensao dos fundamentos cientificos e tecnolégicos da producao,
faz da tecnologia a chave para relacionar o curriculo ao mundo da produgao
de bens e servicos, isto é, aos processos pelos quais a humanidade — e cada
um de nés — produz os bens e servicos de que necessita para viver".

Mais especificamente, este trabalho esta estruturado como segue:

No Capitulo 2, apresentamos algumas ferramentas matematicas que serao aplicadas
ao estudo da teoria dos codigos.

No Capitulo 3, apresentamos as principais caracteristicas de um sistema de comu-
nicagdo bem como seus elementos. Destacamos também a contribuicdo de Shannon
para essa teoria. Definimos ainda, codificacao, decodificacao e codigos de bloco.

No Capitulo 4, definimos codigos que possuem a capacidade de detectar e corrigir
erros de acordo com sua caracteristica. Um coédigo corretor de erros visa recuperar
informacgoes que, durante o processo de transmissdao, tenham sofrido algum tipo de
ruido. Pode-se afirmar que, hoje praticamente todo sistema de comunicacao possui
algum tipo de codigo corretor de erros, por exemplo, a telefonia digital, a transmissao
de dados via satélite, a comunicagao interna em computadores, armazenamento 6ptico
de dados e armazenamento de dados em HD, pen drive e blu-ray. Enfatizamos, neste
aspecto, os codigos de Hamming que serao utilizados como ferramentas de detecgao e
correcao de erros ocorridos na transmissao de informacoes.

No Capitulo 5, abordamos o estudo dos codigos como um espaco vetorial, dando

destaque as representacoes matriciais, inclusive para os codigos de Hamming.



13

No Capitulo 6, apresentamos trés sequéncias didaticas relacionadas ao tema abor-
dado, para serem utilizadas como proposta de atividades no Ensino Médio, proporcio-
nando um estudo contextualizado sobre multiplicacao de matrizes e matriz inversa.

No Capitulo 7, encontram-se as consideragoes finais, destacando a relevancia de
estudos com o tema aqui abordado e também sua articulagao para o desenvolvimento
de atividades de nivel médio nas escolas de educacgao basica.

Por fim, as referéncias bibliograficas que foram utilizadas para o enriquecimento
deste trabalho.



2 Preliminares

A Algebra Linear é a area da Matematica que estuda todos os aspectos relacio-
nados com um conjunto chamado Espaco Vetorial. Nele, sao definidas operacoes e as
propriedades relacionadas & essas operacoes dao estrutura a esse conjunto.

Neste capitulo abordaremos as principais definicoes e resultados da Algebra Linear,
que serao utilizados como ferramentas para o estudo da teoria dos coédigos lineares
nos capitulos 5 e 6. Os itens [1],[2],[3] e [4] das referéncias foram utilizados para o

desenvolvimento deste capitulo.

2.1 Anel e Corpo

Nesta secao definiremos anel e corpo, que serao ferramentas para o desenvolvimento

das proximas secoes.

Definicao 2.1. Anel € um conjunto nao vazio R munido de duas operagoes, soma
(+) e multiplicagao (-) em R, em que sao satisfeitas as seguintes propriedades, para

quaisquer x, vy, z € R:

o comutatividade para a soma: xr+y =1y + x.
e associatividade para a soma: (v +y)+z=x+ (y+ 2).
e clemento neutro para soma, ou seja, existe 0 € A tal que x +0 =0+ 2z = x.

e clemento oposto para a soma, isto €, existe (—x) € A tal que

r+ (—x)=(—x)+z=0.
e associatividade para a multiplicacao: (x-y)-z=x-(y- 2).

o distributividade para multiplicacdo em relagio & soma: - (y+z2) =z-y+x-2

e(y+z) - r=y-x+z-x.

Observacao 2.1. Quando para todo z, y € R tem-se, -y = y - x, dizemos que o anel

é comutativo.

14



Matrizes e Sistemas Lineares

Observacao 2.2. Quando para todo x € R, existe 1l € Rtalquex-1 =1 -2z = z,

dizemos que o conjunto R é um anel com unidade.

Exemplo 2.1. O conjunto Zy = {0,1} é um anel, em que Z, é o quociente 22, onde

~ é a congruéncia modulo 2, com as operagoes soma (+) e multiplicagao (-) em Zs.

+]10]1 .10 1
001 000
1|10 1

Tabela 2.1: Soma e multiplicacao em Z,

Exemplo 2.2. O conjunto dos niimeros inteiros, racionais, reais e complexos sao anéis.

Definicao 2.2. Um corpo F é um anel comutativo com unidade, onde todo elemento

nao nulo possut inverso multiplicativo.
Exemplo 2.3. O conjunto dos niimeros racionais, reais e complexos sao corpos.

Observacao 2.3. Se o corpo F possuir ntmero finito de elementos, dizemos que ele é

um corpo finito, denotado por F,, onde ¢ é a quantidade de elementos do corpo.
Exemplo 2.4. O conjunto Z, = {0, 1,...p— 1}, para todo p primo é um corpo finito.

Definicao 2.3. A caracteristica de um corpo F € o menor nimero inteiro positivo m

tal que, sendo a € F, ma = a+a+a+---+a = 0. Se ndao ewistir tal nimero m, a

-~
mvezes

caracteristica do corpo € definida como zero.

2.2 Matrizes e Sistemas Lineares

Nesta secao abordaremos alguns topicos referentes ao estudo de matrizes: matriz
quadrada, matriz identidade, matriz transposta, multiplicacao de matrizes e matriz
inversa. Também definiremos um sistema linear e apresentaremos a sua representacao

matricial.

Definicao 2.4. Uma matriz A de ordem m X n € uma tabela com m - n elementos,

distribuidos em m linhas e n colunas.

Observacao 2.4. Uma matriz A de ordem m X n também pode ser denotada por
A = (a;j)mxn, onde 1 <7 <mel<j<n Cadaelemento a;; € F é representado pela
sua posicao na matriz, ou seja, é o elemento que estid na i-ésima linha e na j-ésima

coluna da matriz.
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Exemplo 2.5. Matriz A de ordem 2 x 3:

5 0 =2
A= .
2 1 3
O elemento que esta estd na primeira linha e terceira coluna é o —2, isto é, a;3 = —2.

Observacao 2.5. O conjunto de todas as matrizes de ordem m x n com elementos em

um corpo F serad representado por M, ., (F).

Definicao 2.5. Uma matriz A € uma matriz quadrada quando o nimero de linhas €

tgual ao numero de colunas, ou seja, m = n.
1 2\ .
Exemplo 2.6. A = 0 3 ¢ uma matriz quadrada de ordem 2.

Definicao 2.6. A matriz identidade de ordem n, denotada por I, = (aij)nxn € dada

l,se i1 =7
Qij = . oo
! 0,se i #j

Exemplo 2.7. Matriz identidade de ordem 3:

por

]3:

o O =
O = O
—_ o O

Definicao 2.7. Seja A = (a;;) uma matriz de ordem m x n. A matriz A* = (b;;) de
ordem n X m cujas linhas sao as colunas de A, isto €, b;; = aj;; para todo i,5 com

1<i<mel<j<n échamada transposta de A.

Exemplo 2.8. Dada uma matriz A de ordem 2 x 3:

A:(1 9 0>'
413

A matriz transposta de A de ordem 3 x 2 é dada por

A =

(el NO RN
W

Definigao 2.8. Sejam A = (a;x) uma matriz de ordem m x p e B = (by;) uma matriz
de ordem p x n. A matriz produto de A por B € a matriz AB = (¢;j) de ordem m X n

tal que

P
Cij = E Qi * bkj; 1= 1, S, Mmy ] = 1, ., n.
k=1
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Observacao 2.6. S6 podemos efetuar o produto AB se o nimero de colunas da matriz

A for igual ao numero de linhas da matriz B.

Observacao 2.7. O elemento ¢;; da matriz AB é obtido da soma dos produtos dos
elementos da i-ésima linha da matriz A pelos elementos correspondentes da j-ésima

coluna da matriz B.

Exemplo 2.9. Dadas as seguintes matrizes A de ordem 1 x 2 e B de ordem 2 x 2:

A:<1 o) B:<(2) ?)

A matriz produto AB de ordem 1 x 2 é dado por
AB=(1-240-0 1:3+0-1) = (2 3).

Observacao 2.8. O produto de duas matrizes nao é comutativo, ou seja, nem sempre
teremos AB = BA.

Exemplo 2.10. Dadas as matrizes A e B de ordem 2:

() ()

A matriz produto AB de ordem 2 é

AB:<4 7)
1 3

A matriz produto BA de ordem 2 é

2 5
BA =
1 5
Logo, as matrizes AB e BA nao sao iguais.
Definigao 2.9. Dada uma matriz A de ordem n. Se existir uma matriz B de ordem

n tal gque AB = BA = I,,, a matriz A é dita invertivel e a matriz B é a sua inversa.

A matriz inversa de A é denotada por A, ou seja, B = A1,

3 =5 2 5
Exemplo 2.11. A matriz A™! = ( L9 > é a inversa da matriz A = <1 3), pois

AAT = AT A = [,

Definicao 2.10. Um sistema de equacgoes lineares com m equagoes e n incognitas €

um conjunto de equacoes do tipo:

a11C1 + a19T9 + ... + ATy = bl

2121 + 29T 2 + ...+ AonTy — bg

Am1T1 + QmaXo + ... + CGn Ty, = b,
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onde a;j,b; €F, com1<i<mel<j<n.

Uma solucao desse sistema é uma n-upla (z1,z9,...,x,) em F x -« x F = F" que
satisfaca simultaneamente todas as m equacoes.

O sistema acima pode ser escrito na forma matricial, assim:

a1 Q2 - Qip x1 by
Q21 Q22 -+ Q2 T2 bo
Am1 Am2 - Amn Ty, bm

Deste modo, todo sistema de equacgoes lineares pode ser escrito na forma A-X = B,
onde A é a matriz dos coeficientes, X é a matriz das incognitas e B é a matriz dos

termos independentes.

Exemplo 2.12. Sistema de equagdes lineares com a;;, b; € Zs:

$2+5L‘4+$5:0
$1+$3+$4:O
x1+x2+x3+x5:0

2.3 Espaco e Subespaco Vetorial

Nesta secao definiremos espaco vetorial e subespago vetorial e abordaremos algumas

caracteristicas relacionadas a esses conceitos.

Definicao 2.11. Um conjunto nao vazio V € um espaco vetorial sobre um corpo F se

para quaisquer vetores u e v € V e um escalar o € F sao validos:
e utvelV;
e av-veV,
E para todo u, v, w € V e o, f € F temos:
& U+ V=V+U.

o (u+v)+w=u+ (v+w).

Existe 0 € V tal que u + 0 = u, onde 0 é o vetor nulo.

Existe (—u) € V tal que u + (—u) = 0.

e a- (utv)=a-u+t+a-v.

(a+p)v=a-v+ [ .

e (a-f)-v=a-(B-v)
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o l.-u=u
Exemplo 2.13. Todo corpo F é um espaco vetorial sobre si mesmo.

Exemplo 2.14. (Z3)", n € N é um espaco vetorial sobre Zs.

Exemplo 2.15. O conjunto M, ,(F) das matrizes m x n com coeficientes em F é um

espaco vetorial sobre F.

Definicao 2.12. Considere um espaco vetorial V. Um subconjunto S de V é um
subespago vetorial de V' se S for um espaco vetorial com respeito as mesmas operagoes

que tornam V' um espaco vetorial.
Para identificar subespacos tomaremos como critério o resultado a seguir.

Teorema 2.1. S C V' é um subespaco vetorial de V' se, e somente se,
(i) S € nao vazio,

(i1) S é fechado sob adigao de vetores, isto €, u,v € S implica
utves.
(iii) S € fechado sob multiplica¢do por escalar: w € S implica
a-u €S, para cada o € F.

Corolario 2.1. S ¢é um subespaco de V' se, e somente se,
(i) 0 € S ou (S # ),
(ii) u,v € S implica

a-u+f-veS, para todo a, B € F.
As demonstragoes destes resultados podem ser encontradas em [4].

Exemplo 2.16. Se V' é um espaco vetorial qualquer, entao o conjunto {0} constituido

somente do vetor nulo e também o espaco todo V' sao subespacos de V.

Exemplo 2.17. Seja o espaco vetorial R®. O conjunto S constituido dos vetores cuja

terceira componente ¢ zero, S = {(a,b,0) : a,b € R} é um subespaco de R3.

2.3.1 Bases e Dimensao

Nesta subsecao definiremos combinacao linear, dependéncia e independéncia linear
e também base e dimensao de um espaco vetorial V.
O conceito de dependéncia e independéncia linear desempenha um papel essencial

na teoria da Algebra Linear e na Matematica em geral.

Definicao 2.13. Um vetor v € V' é uma combinacao linear dos vetores vy, ...,v, € V

se existirem escalares o, ..., o, € F tais que
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V=iV + ... + a,v,.

Definicao 2.14. Seja V' um espaco vetorial sobre um corpo F. Diz-se que os vetores
V1, ...,U, €V sao linearmente dependentes sobre F , se existem escalares aq, ..., o, € F,

nem todos nulos, tais que
avy + ... + a,v, = 0.
Caso contrdrio, diz-se que os vetores sao linearmente independentes (LI) sobre F.

Observe que se 0 é um dos vetores vy, ..., v,, digamos v; = 0, entdo os vetores devem

ser linearmente dependentes, pois
1o+ 0vg+ . + 00, =1-04+0+4 ... +0 =0,
Por outro lado, qualquer vetor nao nulo v é, por si s6, linearmente independente, pois
a-v=0,v#0 implica a = 0.

Exemplo 2.18. Os vetores u = (1,—1,0), v = (1,3,—1) e w = (5,3, —2) de R? sao
linearmente dependentes pois 3u + 2v — w = 3(1,—1,0) + 2(1,3,-1) — (5,3,—-2) =
0,0,0).

Exemplo 2.19. Os vetores vy, vy € (Zy)? tais que v; = (1,0) e v5 = (0, 1) sao linear-
mente independentes.
De fato, sejam «y, ay € Za, tais que ajv; + asve = (0,0). Logo,(aq, ) = (0,0) e

portanto a; = ay = 0.

Definicao 2.15. Sejam V um espaco vetorial sobre F e B um subconjunto de V.
Dizemos que o espaco vetorial V € finitamente gerado se todo wvetor de V pode ser
obtido como combinacao linear dos vetores de B. Neste caso, denotamos V = [B], isto

¢, V € gerado por B.

Exemplo 2.20. O espaco vetorial R? ¢ finitamente gerado, isto &,
R3 =(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)].

Definic¢ao 2.16. Seja V um espago vetorial. Um subcongunto de vetores B = {vy, ..., v, }
¢ uma base de V se
(1) B é um conjunto linearmente independente.

(i1) O espago gerado por B, isto €, o conjunto de todas as combinagoes lineares de

{v1, ..., v, } € V.

Se o espaco vetorial V' for finitamente gerado, entao o niimero de elementos de uma
base de um espaco vetorial V' é a dimensao desse espacgo e denotada por dimV. Caso

contrario, dizemos que V' tem dimensao infinita.

Observacao 2.9. O subespago U = {0} de V' tem dimensao nula, isto &, dimU = 0.



Espacgo e Subespaco Vetorial

21

Exemplo 2.21. O conjunto {(1,0),(0,1)} ¢ uma base de R? e dimR? = 2.
O conjunto {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} & uma base de R® e dimR? = 3.

Proposicao 2.1. Seja V um espaco vetorial sobre F de dimensao finitan > 1 e seja
B C V. As sequintes afirmacoes sao equivalentes:

a) B é uma base de V;

b) Cada elemento de V' se escreve de maneira inica como combina¢ao linear de

elementos de B.

Demonstra¢ao. a)= b). Vamos supor que B = {vy,...,v,} seja uma base de V. Por
definicao, B gera V e, portanto, todo elemento de V se escreve como combinacao
linear de vq,...,v,. Para mostrar a unicidade, suponha que v = ayv; + ... + a,v, €
v = p1v1 + ... + Bnv,, onde alpha;, 51 € F, com 1 < i < n. Entao,

101 + ... + ayv, = fivr + ..+ Buu, &
(o1 — Br)vr + oo + (o, — Bn)vn = 0.

Como B é um conjunto linearmente independente, segue que a; — §; = 0, para todo
t =1,...,n. Logo, a; = [3; para todo . Portanto, v se escreve de maneira tinica como
combinagao linear de elementos de B.

b)= a). Considere que cada elemento de V se escreve de maneira tnica como
combinagao linear de elementos de B. Por definicao, B gera V. Para que B seja
uma base, esse conjunto deve ser linearmente independente. Sejam vq,...,v, € B e
A1y ey Ap € T tais que Ao +...+ A0, = 0. Como Ovy +...+0v,, = 0, segue da condigao

de unicidade que \; = 0 para todo ¢ = 1, ...,n. Portanto, B é uma base. O

2.3.2 Produto interno, Complemento Ortogonal e Soma Direta

Nesta subsecao definiremos produto interno, o qual serd aplicado no conceito de

complemento ortogonal e também abordaremos a definicao de soma direta.

Definicao 2.17. Seja V' um espaco vetorial sobre um corpo F. Um produto interno
sobre V' € uma funcao que a cada par de vetores u e v € V associa um escalar em F,
denotado por < u,v > e satisfazendo as sequintes propriedades para todos u,v e w € V.
e qualquer o € T

(i) <u,u>=0e<u,u>=0 se, e somente se u=0.

(i1) < u,v >=<v,u >.

(iii) < u,v+w >=< u,v >+ < u,w >.

(iv) < au,v >= o < u,v >.

Observacao 2.10. No caso de F = C a propriedade (ii) é substituida por < u,v >=

< wv,u >, onde < v,u > representa o conjugado de < v, u >.

Exemplo 2.22. Sejam os vetores u = (uy, ..., u,) € v = (vq,...,v,) € R". A fungao
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< U,V >= U V1 + ... + UpUyp
é um produto interno sobre R".

Observacao 2.11. Dois vetores u e v € V sao ortogonais e neste caso denotamos por

u 1 v se, e somente se, < u,v >= 0.

Exemplo 2.23. Sejam os vetores u = (2,0) e v = (0,y) € R?, para quaisquer x e
y € R. Entao,

<u,v>=x-0+0-y=0.
Logo, u e v sao ortogonais.

Definicao 2.18. Sejam V um espaco vetorial e U C V' um subespaco vetorial de V.
Vamos representar por U+ o subconjunto formado pelos vetores de V que sdo ortogonais

a todo vetor de U, isto é:
Ut={veV;<vu>=0,VuecU}.

O subconjunto UL é chamado complemento ortogonal de U e é também um subes-

paco vetorial de 'V .

Exemplo 2.24. Sejam o espago vetorial R? e o subespago vetor U = {(z,0),z € R}.

O complemento ortogonal U+ do subespaco U é o subespaco
Ut ={(0,9),y € R}.

Definicao 2.19. Sejam U eV subespacos vetoriais de W. A soma de U eV, denotada

U+ V, consiste em todas as somas u + v tais que u € U ev € V, isto é
U+V={u+vueclUeveV}

Teorema 2.2. Se U eV sao subespacos vetoriais de W, entao U + V € subespaco de
W.

Demonstracao. O conjunto U 4+ V' é nao vazio. De fato, U e V sao nao vazios. Em
particular, 0 e U e 0 € V. Logo, 0 =0+0€ U + V.
Mostremos que o conjunto U + V' é fechado para a soma de vetores. Sejam x1, x5 €

U+ YV, tais que 1 = uy + vy € Ty = ug + v9, para alguns uy,us € U e vy, v, € V. Logo,
T+ 2o = (ur +v1) + (U2 +v2) = (U1 + uz) + (v1 + va).

Como u; +ug € U e v; + vy € V', segue que x1 + 20 € U + V.
Mostremos que o conjunto U + V ¢é fechado para o produto por escalar. Seja
r=u+velU+V, taisqueucUeveV. Logo,

ar = a(u+v) = au + av, para todo a € F.
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Como au € U e av € V', segue que ax € U + V. n

Definicao 2.20. Dizemos que o espaco vetorial W € a soma direta dos subespacos
vetoriars U e V', denotada W = U @&V, se todo vetor w € W pode ser escrito de modo

unico como w =u+v tais queu € U ev € V.

Teorema 2.3. Sejam U e V' subespacgos vetoriais de W. Dizemos que W =U @V €
a soma direta de U eV, se e somente se, (i) W=U+V. (ii) UNV ={0}.

Demonstra¢ao. Suponhamos W = U@ V. Todo vetor w € W pode ser escrito de modo
tnico como w = u + v tais que u € U e v € V. Assim, em particular, W = U + V.

Suponhamos agora que w € U N'V. Entao,

w=w+0,talquewelUeleVe
w=04+w,talque0 eUeweV.

Como tal soma para w deve ser tnica, segue que w = 0. Portanto, U NV = {0}. Por
outro lado, suponhamos que W =U+V e UNV = {0}. Dado w € W, existem u € U
ev €V, tais que w = u + v. Suponha que exista outra decomposicao w = u' + v, com
uelUev €V. Assim,

ut+v=u +7
(u—u)+(v=2)=0

u—u =v—"1.
Mas, u —u' € U e v —v" € V. Por hipotese, U NV = {0}. Logo,

u—u =v—v=0

u=uev="1.
Portanto, a decomposicao é tnicae W =U @ V. O
Observacao 2.12. Se U & V = W, entao dizemos que U e V sao complementares.

Exemplo 2.25. Sejam U e U+ subespacos de R? definidos assim:

U=1{(0,0,2);z € R}
Ut = {(z,y,0);2,y € R}.

Como R®*=U+ Ut e UNU* = {(0,0,0)}, conclui-se que R® =U ¢ U+,

2.4 Transformacoes Lineares e Operador Linear

Nesta secao definiremos transformacao linear, nucleo e imagem de uma transfor-
macao linear, transformacao injetora e operador linear, estes terao aplicacao direta no

estudo dos coédigos de bloco lineares.
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Definicao 2.21. Sejam V' e W dois espagos vetoriais sobre F. Uma transformacao
T:V — W € linear se satisfaz as sequintes condigoes:

i) T(u+v)=T(u)+T(v),Vu,veV.

ii) T(av) = aT(v),YVaeF ev e V.

Exemplo 2.26. Seja T : R — R. A transformacao T'(u) = ku, onde k é uma constante

fixada ¢ linear.
Exemplo 2.27. Seja T': R? — R®. A transformagdo T'(z,y) = (2x,0,z + y) ¢ linear.
Exemplo 2.28. Seja 7" : V — V. A transformacao nula, T'(v) = 0 é linear.

Exemplo 2.29. Sejam T4 : R® — R™ e A uma matriz de ordem m x n. A transfor-

macao T4(v) = Av, onde v é um vetor coluna n x 1, é linear.

Definicao 2.22. Seja T : V — W wma transformacao linear. O subconjunto de V' for-
mado por todos os vetores v € V' tais que T'(v) = 0 € chamado nicleo da transformagao

e ¢ representado por N(T), isto é
N(T) ={v e V;T(v) =0}.
O subconjunto N(T') é um subespago vetorial de V.

Definicao 2.23. Seja T : V. — W uma transformacao linear. A imagem de T € o
subconjunto de W formado pelos vetores w € W tais que existe um vetor v € V que

satisfaz T'(v) = w, ou seja,
Im(T) ={w € W;T(v) =w para algum v € V'}.
O subcongunto Im(T') é um subespago vetorial de W.

Exemplo 2.30. Seja a transformagao linear T : R? — R3 definida por T(x,y,z) =
(x,2y,0). A imagem de T é

Im(T) = {(z,2y,0): 2,y € R}
= {2(1,0,0) + y(0,2,0) : z,y € R}.
Logo, o subespago Im(T') é gerado pelos vetores LI (1,0,0) e (0,2, 0), portanto dimIm(T)

2.
O ntucleo de T' é dado por

N(T) = {(z,9,2) : T(x,y,2) = (0,0,0)}
= {(z,y,2): (,2y,0) = (0,0,0)}
= {(0,0,2):z € R}
= {2(0,0,1): z € R}.

Logo, o N(T) ¢ gerado pelo vetor (0,0,1) e assim dimN(T') = 1.
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Definicao 2.24. Seja uma transformacao T : V. — W. Dizemos que T € injetora se
dados u,v € V. com T(u) = T(v), entido u = v.

Teorema 2.4. Seja T : V. — W wuma transformacao linear. Entao, N(T) = 0 se, e

somente se, T' € injetora.

Demonstragao. Mostremos que se N(T') = 0, entao T é injetora.

Suponhamos que u,v € V com T(u) = T'(v). Entdo, T'(u) —T'(v) = T(u —v) =0,
isto &, u—v € N(T). Por hipotese, N(T) = 0, assim v —v = 0. Logo, v = v. Portanto,
T é injetora.

Agora mostremos que se T' & injetora, entao N(7T') = 0.

Seja v € N(T), isto ¢, T(v) = 0. Como necessariamente 7'(0) = 0, T'(v) = T(0).
Logo, v = 0, pois T' é injetora. Portanto, N(7T') = 0. a

Teorema 2.5. Sejam V e W espagos vetoriais de dimensao finita. Seja T :'V — W

uma transformacao linear. Entao,
dimN(T) + dimIm(T) = dimV'.

Demonstra¢ao. Vamos supor inicialmente que N(7T') # {0} e seja {v1, ..., v, } uma base
de N(T). Como N(T) C V & subespago de V' podemos completar este conjunto de
modo a obter uma base de V. Seja entdo, {vy,..., v, wy,...,w,} uma base de V.
Queremos mostrar que {T'(w), ..., T(w,,)} é uma base de Im(T), isto &,

i) Os vetores T'(wy), ..., T'(wy,) geram a imagem de T'. De fato, dado w € Im(T),
existe u € V tal que T'(u) = w. Seu € V, entdo u = aqyv1+...+ v, + 1w+ ...+ B Wi -
Mas,

w="T(u) = T(av; + ... + a0, + f1wi + ... + Bwy,)
= a1T<U1) + .t anT(Un> + BIT(wl) T+t BmT<wm)

Como os vetores vy, ..., v, pertencem ao N(T'), T'(v1) = ... = T'(v,) = 0. Assim,
w =BT (wi) + ... + BT (W)

e a imagem de T é gerada pelos vetores {T'(w;), ..., T(wy,)}.
i) {T'(w1),...,T(wy,)} é linearmente independente. Consideremos a combinagao

linear
a T(wy) + ... + ap,T(w,y,) = 0.

e mostremos que os «; sao todos nulos. Como T & linear, T'(a;wy + ... + Quwy,) =0
segue que cqwy + ... + auw, € N(T). Logo, cqwy + ... + appwy, pode ser escrito como

combinacao linear da base {vy,...,v,} de N(T'), isto é, existem [, ..., B, tais que

awy + ... + W, = B1v1 + ... + Brv,, ou ainda,

awy + ... + apw,, — frvg — ... — Buu, = 0.
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Mas {v1, ..., Up, W1, ..., Wy, } € uma base de V' e temos entdo a; = ... =, = f1 = ... =
Bn = 0. Portanto, dimV =n+m = dimN(T) + dimIm(T).

Se N(T') = {0}, considere {vy,...,v,} uma base de V' e de maneira analoga a feita
acima, pode-se mostrar que {T'(vy), ..., T(v,)} € uma base de Im(T).

Se N(T) = V, entao para todo v € V, T(v) € N(T), isto é, T'(v) = 0. Logo,
Im(T) = {0} e dimIm(T) = 0. Portanto, dimV = dimN(T) + 0 = dimN(T) +
dimIm(T). O

Exemplo 2.31. No exemplo 2.28 concluimos que a dimensao da imagem da transfor-
magao linear 7' : R® — R? definida por T(z,y,2) = (x,2y,0) ¢ 2. Pelo teorema 2.5
dimR? = dimN(T) + dimIm(T). Logo, dimN(T) =3 —2=1.

Definicao 2.25. Sejam U eV espacos vetoriais sobre F, tais que dimU = n e dimV =
m. Seja T : U — V uma transformacao linear. Consideremos {uy,us, ..., u,} uma base
de U e {v1,va,...;0} uma base de V. Para cada u; € U, existe T(u;) € V' de modo

que os vetores T'(u;) sao combinagoes linear dos vetores da base de V. Assim, teremos:
T(Ul) = (¥11U1 + 21V + ...+ Am1Um
T(Ug) = (¥12V1 -+ (5% + ...+ A2 U,
T(up) = a1pv1 + QopU2 + oo + QU

onde a;; €F, com1<i<mel<j<n.

A matriz de ordem m X n que se obtém dos coeficientes a,; € F:

Q11 Q12 v Oqp
Qo1 Qg -+ Qo
Om1 Oy (0799

¢ chamada matriz da transformacao linear.

Exemplo 2.32. Seja T : R? — R? uma transformacao linear tal que T'(z,y, 2) = (22 +
y — 2,31 — 2y + 42). Sejam as bases {(1,1,1),(1,1,0),(1,0,0)} de R? e {(1,3), (1,4)}
de R?. Fazendo:

T(1,1,1) = (2,5) = 3(1,3) — 1(1,4),
T(1,1,0) = (3,1) = 11(1,3) — 8(1,4),
T(1,0,0) = (2,3) = 5(1,3) — 3(1,4).

Entao, a matriz de ordem 2 x 3 desta transformagao é

3 11 5
-1 -8 =3



Transformacgoes Lineares e Operador Linear

27

Definicao 2.26. Sejam U, V e W espacos vetoriais sobre B, T :V — U eS:U — W

transformacoes lineares. A transformacao composta S oT € definida por

SoT:V — W
v = S(T(v)).

Teorema 2.6. Sejam U, V e W espacos vetoriais sobre B, T :V — U e S:U —- W

transformacoes lineares. A transformacdo composta S oT € linear.

Demonstracao. Sejam u,v € V e a € F. Entao,

(i) (S0 T)(u+0v) = S(T(u+v) = S(T(w) + T(w) = S(T(w) + S(T(©) =
(S0 T)(u) + (S o T)(v).

(i) (SoT)(au) = S(T(au)) = S(a(T(u)) = aS(T(u)) = a(S o T)(u).

Logo, a transformacao composta S o T é linear. [

Exemplo 2.33. Sejam T : R?> -+ Re S : R — R transformacoes lineares tais que
T(z,y) =z+2ye S(z) = 2x. A transformagio composta SoT : R* — R definida por:

S(T(z,y)) = 2(z + 2y) = 2z + 4y.
é linear.

Definicao 2.27. Seja V um espaco vetorial sobre F. Uma transformacao linear de V

em V, isto €, T :V —V é chamada de operador linear.

Definicao 2.28. Seja V' um espaco vetorial sobre . Um operador linear T :'V — V €
invertivel se existe T™':V =V, tal que ToT ' =T"'oT =1y, em que Iy : V =V

€ a funcao identidade.

Exemplo 2.34. O operador linear T : R? — R? definido por T'(z,y) = (v +y,x + 2y)
¢ invertivel e 771 : R? — R?, tal que T oT ! = T 1 oT = Ig é definida por
T_l(xv y) = (21’ + Yy, —x + y)

Neste capitulo destacamos alguns topicos da Algebra Linear que serdo aplicados
no desenvolvimento da teoria dos codigos lineares no capitulo 5. Aplicaremos também
a teoria de matrizes, no capitulo 6. No proximo capitulo introduziremos o estudo da
teoria da informacao, onde destacaremos a funcionalidade e caracteristicas dos sistemas

de comunicac¢ao, bem como sua relagao com o tema proposto.



3 Teoria da Informacao

Para o desenvolvimento deste capitulo foram utilizados os itens [9], [12], [14] e [16]
das referéncias.

O advento de novas tecnologias proporciona sistemas de comunicacao cada vez
mais modernos, porém durante a transmissao de informagoes pode haver algum tipo
de perturbacao ou algum erro pode ocorrer. Neste sentido, estudar o tema Teoria
da Informacao é fundamental, pois nestes sistemas de comunicacao serao aplicados os
codigos corretores de erros, objetos de estudo do capitulo 4, para detectar e corrigir
possiveis erros.

O uso de sistemas de comunicagao digital nas mais diversas areas tem possibilitado
o estudo e desenvolvimento de teorias matemaéticas que sirvam de suporte as novas
tecnologias digitais, os quais integram a teoria da informagao. Esta trata dos aspectos
quantitativos de armazenamento e transmissao das mensagens e tem como um de seus
objetivos principais garantir que os dados enviados, através de um canal, nao sofra

nenhum tipo de perturbagao. Durante esse processo, pode-se detectar dois problemas:
o falta de capacidade no armazenamento ou transmissao das mensagens enviadas;
e ruido na transmissao, ou seja, podem ocorrer erros nas mensagens enviadas.

Shannon, em seu trabalho "A Mathematical Theory of Communication" publicado
em 1948, afirma que através de uma codificacao adequada da informacao, erros introdu-
zidos pelo ruido do canal podem ser reduzidos a qualquer nivel desejado sem sacrificar
a taxa de transmissao da informacao. Na figura 3.1 podemos observar os seguintes

elementos de um sistema geral de comunicacao:
e Fonte de informacao: produz a mensagem que sera enviada;

e Transmissor: possibilita enviar a mensagem com um sinal adequado;

Canal: meio utilizado para enviar a mensagem do transmissor para o receptor;

Receptor: realiza as acoes inversas ao que foi feito pelo transmissor, recons-

truindo a mensagem;

Destino: para quem/onde a mensagem foi destinada.

28
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Figura 3.1: Diagrama - Sistema de Comunicagao

3.1 Codificacao

Codigo é um conjunto de simbolos usados na transmissao e recepgao de mensagens.

Os elementos basicos para se construir um codigo sao:

e Alfabeto: Um conjunto finito de elementos. Cada um desses elementos, chama-
se digito. Quando o ntimero de elementos do alfabeto é ¢, diz-se que o cédigo é

g-drio.

e Palavra-cédigo: E uma sequéncia finita de digitos. O ntimero de digitos de

uma palavra-c6digo é o seu comprimento.

Definicao 3.1. Codificacao ¢ o processo de mapeamento, ou seja, € uma conversao
de uma dada sequéncia de digitos (alfabeto fonte) em uma outra sequéncia de digitos

(alfabeto do codigo).

Matematicamente, uma codificacao ¢ uma funcao injetiva que a cada simbolo do
alfabeto fonte faz corresponder uma palavra-codigo. Dada uma codificagdo, f, com
alfabeto fonte F' = {s1, S, ..., sp}, as palavras f(s1), f(s2), ..., f(S,) sdo palavras-codigo

e o0 codigo, C', é o conjunto dessas palavras-codigo,

C= {f(sl)v f(52)7 7f(3ﬂ)}

Exemplo 3.1. O codigo de César, utilizado pelo imperador romano Julio César, con-
siste em fazer um deslocamento de 3 posicoes nas letras do alfabeto. Observe a tabela
3.1.
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Tabela 3.1: Alfabeto fonte e alfabeto codigo para o cédigo de César
Ao recebermos a mensagem codificada DOJHEUD, convertemos essa sequéncia de

digitos na sequéncia ALGEBRA, o que nos permitira ler a mensagem recebida.

Exemplo 3.2. Na codificagdo de Morse o alfabeto fonte é {A, B,C,.... Y, Z} e o al-
fabeto do codigo é {-,—, }. A imagem do simbolo “A” do alfabeto fonte é a palavra
“,—, 7, ouseja, f(A) =-— .

3.2 Decodificacdo Unica e Decodificacao Instantanea

Os codigos devem ser unicamente decodificaveis para permitir o mapeamento in-
verso para o simbolo original do alfabeto no receptor. Dada uma codificacao, f, com
alfabeto fonte F' = {s1, s, ..., S» }, as palavras no alfabeto F' sao codificadas definindo-se

a funcao,

(@, xoy oy xm) = flx1) f(22), .y fTm),

onde x; € Fyi={1,...,m}.
Uma codificacao f diz-se unicamente decodificavel se a fungao f*, definida no con-

junto das palavras-codigo no alfabeto fonte, é injetora.
Exemplo 3.3. Seja f a codificacao de César.

J*(ALGEBRA) = f(A)f(L)f(G)f(E)f(B)(R)f(A) = DOJHEUD.
Neste caso, a codificagdo de César é unicamente decodificavel.

Exemplo 3.4. Considere a codificagio binéria, f, cujo alfabeto do codigo é A = {0, 1},
definida no alfabeto fonte, F' = {a, b, ¢, d} por

f(a) =00 f(b) =110 f(c) =100 f(d)= 1101.
Esta codificacao nao é unicamente decodificavel. De fato,

f7(be) = f(b)f(c) = 110100 = f(d) f(a) = f*(da).
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Definicao 3.2. Uma codificacao € instantdnea se nenhuma palavra-codigo é prefizo de

outra palavra-codigo.

Exemplo 3.5. Considere a codificagao binaria, f, cujo alfabeto do codigo ¢ A = {0, 1},
definida no alfabeto fonte, F' = {a, b, ¢} por

fla)=1 f(b) =10 f(c)=100.

Esta codificacdo ndo é instantanea, pois a palavra-codigo (1,0) é prefixo da palavra-
codigo (1,0,0).

3.3 Codigos de Bloco

Os codigos de bloco se caracterizam pelo fato do processo de codificacao ser feito
sobre blocos de bits ou blocos de simbolos. Isso quer dizer que um feixe de bits ou
simbolos é segmentado em blocos de k bits ou simbolos (dimensao), a partir dos quais
sdo geradas palavras-codigo com n bits ou simbolos (comprimento). Assim, a notagao
que caracteriza um codigo de bloco é C(n, k). Suponhamos que queremos codificar
uma mensagem constituida por uma sequéncia de simbolos extraidos de um alfabeto
com ¢ elementos. Primeiramente, o codificador “parte”, ou secciona, a mensagem em
“blocos” com um certo nimero, k, de digitos e a cada um desses blocos vai acrescentar
alguns digitos extras, redundantes, chamados digitos de verificacao de paridade, de
modo que os blocos fiquem mais longos, com n digitos. Se k bits estao contidos em um
bloco de n bits, entao a quantidade de bits de redundancia introduzidos no processo
de codificacao é n — k.

O segredo de uma boa codificagao esta na escolha adequada dos digitos de paridade,
ou seja, o desempenho do codigo perante a existéncia de erros e a necessidade de
os detectar ou corrigir depende da qualidade da redundancia que for introduzida na
mensagem.

A Figura 3.2 ilustra o acréscimo dos digitos de verificacao de paridade pelo codifi-

cador.

Sequéncia original

Sequéncia codificada

5|mbolos de paridade

Figura 3.2: Digitos de paridade

A quantidade de palavras-codigo diferentes que podem ser geradas é ¢F. Para
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codigos binarios, teremos 2F palavras-codigos. Daqui em diante, enfatizaremos durante

todo o texto o uso do codigo bindrio.

Definicao 3.3. A taza de codificacio R. de um cédigo de bloco é a razao entre o

numero de bits de informacao k e o nimero de bits da palavra-codigo n, isto €,

Como o namero de bits da informacao esta entre zero e n, temos que a taxa de

codificacao esta entre zero e um.

Exemplo 3.6. O codigo de bloco binario C(5,3) possui 23 = 8 palavras-codigo. A
mensagem (0, 1,0) pode gerar a palavra-codigo (0,1,0,1,0), onde os dois tltimos sim-

bolos sao os digitos de paridade.

Exemplo 3.7. Vamos determinar o comprimento, a dimensao e a taxa de codificacao
do codigo C = {(0,0,0,0),(0,1,1,0),(1,1,1,1),(1,0,0,1)}.

Como cada palavra-codigo possui 4 bits, o comprimento do cédigo é 4, ou seja,
n = 4. O codigo C tem 4 palavras-codigo, isto ¢, 22 = 4. Logo, sua dimensdo é 2, ou

seja, k = 2. Assim sendo, a taxa de codificacao é R. = 1= 0,5.

3.4 Deteccao de erro

Os cddigos corretores de erros codificam a informacao inicial, adicionando informa-
¢ao redundante, de modo que, ao receber o sinal modificado pelo "ruido", seja possivel,
de alguma forma, recuperar a mensagem original.

Considere uma informacao que sera transmitida através de um canal ruidoso. Para
se ter certeza que essa informacao foi enviada sem erro algum, utiliza-se algum método
de deteccao de erro. Abordaremos o método da paridade, que possibilita a andlise de

duas maneiras:

e Paridade Par: A quantidade de bits 1 na palavra-c6digo deve ser par.

e Paridade Impar: A quantidade de bits 1 na palavra-codigo deve ser impar.

Exemplo 3.8. Vamos verificar se houve erro durante a transmissao de dados ao receber
a mensagem (1,0,1,1,0,1,0,1). Para isso, considere que o bit de paridade est& no inicio
da palavra e que a paridade utilizada é par. Para detectar se houve erro na transmissao
retira-se o digito de paridade da mensagem recebida, que neste caso ¢ o bit 1, obtendo
(0,1,1,0,1,0,1). Em seguida, calcula-se o bit de paridade da palavra (0,1,1,0,1,0,1),
que é o bit 0, pois a palavra possui quatro bits 1 e a paridade em questao deve ser par.
Comparando-se o bit de paridade recebido com o calculado, nota-se que sao diferentes.

Portanto, houve erro durante a transmissao.
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Destaquemos também o método que utiliza um coédigo polinomial ou método CRC
(Cyclic Redundancy Check).

O emissor e o receptor no processo de transmissao das informacgoes escolhem um
polindbmio com coeficientes bindrios para representar uma sequéncia de bits. Este po-
linémio é chamado de polinémio gerador e é indicado por G(X). Quanto maior o grau
de G(X) maior serd a capacidade de detecgao de erros. Neste polindmio o bit de maior
ordem e o termo independente devem ser iguais a 1. O grau do polinémio G(X) de-
termina a quantidade de digitos de verificacao de paridade que serao acrescentados na
mensagem inicial. Se a informacao que se deseja transmitir possui k bits, entao ela é
representada por um polinémio de grau k£ — 1.

Considere que o emissor deseja enviar uma mensagem. O processo de codificagao

consiste em:

e Acrescentar & mensagem inicial tantos zeros quanto for o grau do polindémio

gerador G(X).

e Escrever o polinomio p(X) que representa a mensagem obtida no item anterior.

O polinémio p(X) deve ser divisivel pelo polinémio G(X).
e Dividir o polinémio p(X) por G(X), obtendo o polinémio resto R(X).
e Somar o polinomio p(X) com o polinémio R(X).

Os coeficientes do polinémio R(X) determinam os digitos de verificagdo de paridade.

A mensagem recebida sera formada pelos coeficientes do polinémio p(X) + R(X).

Exemplo 3.9. Sejam (1,0,1,1,1,0) a mensagem a ser enviada e o polinémio gerador
G(X) = X®+ 1. Como G(X) possui grau 3, devemos acrescentar a mensagem inicial
trés digitos de verificacdo de paridade, obtendo a informacao (1,0,1,1,1,0,0,0,0).
Deste modo, determinamos o polinémio p(X), de modo que cada bit desta informagao
seja o coeficiente de um termo de p(X), isto &, p(X) = X® + X6 + X5 + X*.

p(X)
G(X)
Logo, p(X) + R(X) = X8+ X0+ X° + X4+ X + 1.

Portanto, a mensagem recebida é (1,0,1,1,1,0,0,1,1).

Fazendo , obtemos o polinémio resto R(X) =0-X?+ X + 1.

A Figura 3.3 ilustra a divisao binaria feita com os coeficientes dos polinomios p(X)

e G(X).
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Figura 3.3: Divisao binéria entre p(X) e G(X)

O processo de decodificacao consiste em dividir o polinémio, cujos coeficientes sao os
bits da mensagem recebida, pelo polinémio gerador G(X). Se o polinomio resto R(X)

nao for o polinémio nulo, entao ocorreu erro durante a transmissao da mensagem.

Exemplo 3.10. Seja (1,0,1,0,1,0,0,1,1) a mensagem recebida através de um canal
ruidoso. Verifiquemos se houve erro durante a transmissao da mensagem utilizando o
polinomio gerador G(X) = X3 + 1.

A mensagem em questao é representada pelo polinomio m(X) = X® + X¢ + X4 +
X+ 1

Fazendo m(X)

G(X)

, obtemos o polinémio resto R(X) = X? que nio é o polinomio
nulo.

Logo, a mensagem foi recebida com erro.

Neste capitulo apresentamos dois métodos de deteccao de erro, mas serd que apos
detectar o erro é sempre possivel corrigi-lo? No proximo capitulo abordaremos os

codigos corretores de erros, com o objetivo de responder este questionamento.



4 (Codigos Corretores de Erros

Este capitulo foi desenvolvido de acordo com os itens [6], [7], [8], [9], [14], [16] e [17]
das referéncias bibliograficas.

No capitulo anterior vimos que é possivel detectar erros na transmissao de informa-
coes. Vamos agora, verificar a possibilidade de correcao destes erros com a finalidade
de garantir o recebimento da informacao enviada. Durante a transmissao de dados,
algumas vezes ocorrem erros no processo de codificagao. O ruido faz com que a men-
sagem recebida nao seja aquela que foi enviada. O objetivo dos cédigos corretores de

erro é detectar irregularidades e possibilitar a sua corregao.

RUIDO
CODIFICADOR

DECODIFICADOR

v

Figura 4.1: Canal ruidoso

Por volta de 1947, Richard W. Hamming trabalhava no Laboratorio Bell de Tec-
nologia, onde analisava erros ocorridos na transmissao de informacgoes. L& ele pode
perceber que, se era realmente possivel detectar o erro entao porqué nao seria possivel
localiza-lo e corrigi-lo. A partir deste questionamento, Hamming passou a desenvolver
uma teoria que possibilitaria tal intento.

Ressaltemos que os estudos subsequentes de Shannon (1948), que de certa forma
aprimorou a teoria de Hamming, foi de fundamental importancia para o desenvolvi-
mento da teoria dos codigos. Ja em 1949, Marcel J. E. Golay, ao ler sobre o codigo
(7,4) de Hamming estendeu o resultado para um codigo corretor de erro tnico, cujo
comprimento é um nimero primo. Os primeiros trabalhos com codigos corretores de
erros feitos por Golay, Hamming e Shannon possibilitaram desenvolver estudos e ideias
que sao usadas em nosso dia a dia, como por exemplo a comunicagao movel (telefones
celulares), aparelhos de armazenamentos de dados (gravador, compact disk, DVD),
além de comunicagoes via satélite, processamento de imagens digitais, internet e radio,

entre outras.

35
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4.1 Cobdigos de Hammimg

O codigo de Hamming é um c6digo corretor de erro utilizado no processamento de
sinal e em telecomunicacoes. A sua utilizacao permite a transferéncia e armazenamento
de dados de forma segura e eficiente. Hamming desenvolveu um codigo capaz de
detectar até dois erros e corrigir um erro, caso este seja tnico. Conforme seus estudos
avancavam sempre ocorriam novos questionamentos no sentido de elaborar codigos
cada vez mais eficazes. Para construir um cédigo corretor de erro de Hamming, deve-
se primeiramente determinar o ntimero de bits de paridade b necesséarios, de acordo

com a relagao
2 >k+b+1,b€eN,

onde k é o nimero de digitos da informacao a ser codificada e b é o primeiro niimero
natural que satisfaz a esta relacdo. Em seguida, arranjamos os bits de paridade na
informacao colocando-os da esquerda para a direita na posicao onde se encontram as
poténcias de 2. Na sequéncia devemos atribuir adequadamente o valor 0 ou 1 para

cada bit de paridade. Por fim, determinamos a palavra-cédigo resultante.

Exemplo 4.1. Vamos determinar o cdédigo de Hamming para a informacao (1,0, 1,0),
usando paridade par. Note que a informacao possui 4 bits, ou seja, £ = 4. Usando a
relaciio 2° > 4 + b+ 1, para b = 1, temos que 2 > 4 4+ 1 + 1 ndo se verifica. Para b = 2,
4 >4+ 2+ 1 também nao se verifica. E para b= 3, 8 > 44 3 + 1 se verifica. Logo, a
palavra-codigo deverd ter 3 bits de paridade, totalizando assim uma mensagem com 7

bits. Portanto, teremos o codigo de Hamming conhecido como codigo (7,4).

Bits by | by | ki |bs |ky | ks |k

Posicao do bit 1 2 3 4 5t 6 7
Posicao em binario | 001 | 010 | 011 | 100 | 101 | 110 | 111
Bits de dados (k) 1 0 1 0
Bits de paridade (b,)

Tabela 4.1: Codigo de Hamming (7,4) - Bits de dados

Vamos agora determinar os bits de paridade.

O bit b, verifica os bits das posicoes 1, 3, 5 e 7. Como temos um bit 1 nessas
posicoes e a paridade é par devemos ter b; = 1.

O bit by verifica os bits das posicoes 2, 3, 6 e 7. Como temos dois bits 1 nessas
posicoes e a paridade é par devemos ter by = 0.

O bit b3 verifica os bits das posicoes 4, 5, 6 e 7. Como temos um bit 1 nessas
posicoes e a paridade é par devemos ter bg = 1.

Para determinar a palavra-coédigo basta acrescentar os bits de paridade ao bits de
dados.
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Bits by | by | ki | by | ke | ks | kg

Posicao do bit 1 2 3 4 D 6 7
Posicao em binario | 001 | 010 | 011 | 100 | 101 | 110 | 111
Bits de dados (k) 1 0 1 0
Bits de paridade (b,) | 1 0 1

Tabela 4.2: Codigo de Hamming (7,4) - Bits de paridade

Portanto, a palavra-codigo é (1,0,1,1,0,1,0).

4.1.1 A métrica de Hamming

Sejam A um conjunto finito (alfabeto codigo) e C' G A" = A X A x - x A um codigo

onde todas as palavras-codigo possuem comprimento n.

Definicao 4.1. A distincia de Hamming entre dois vetores x ey, denotada por d(x,y),

€ o numero de posicoes onde os digitos correspondentes sao diferentes.

Matematicamente, sejam = = (z1, -+ ,2,) € A" e y = (y1,--+ ,yn) € A" A

distancia de Hamming entre x e y é definida por
d(ZE,y) :| {Z S {1,2,...,7’2} Y 7£ yz} |7
onde | ... | representa a quantidade de indices 1.

Exemplo 4.2. Sejam as palavras-codigo = = (1,0,1,0,0,1,1) e y = (0,1,0,0,0,1,1).

A distancia de Hamming entre z e y é d(x,y) = 3.

Paraxz € C ey € A", d(z,y) é o ntimero de erros cometidos se, ao ser transmitida

a palavra = ¢é recebida a palavra y.

Proposicao 4.1. A distdncia de Haomming é uma métrica em A", isto €, dados x,y, z €

A", temos
e dz,y) =20 ed(z,y) =0z =y.
o d(x,y) =d(y,x).
o Desigualdade triangular: d(z,z) < d(z,y) + d(y, 2).
A demonstracdo desta proposigao encontra-se na referéncia [17].

Definicao 4.2. A distdncia minima de um cddigo, denotado por d,.;, € dada por

dpin = min{d(xz,y) : x,y € C e x # y}.
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Exemplo 4.3. A distancia minima do c6digo
c ={(0,0,0,0,0),(0,1,0,1,1),(1,0,1,1,0),(1,1,1,0,1) }

¢ 3.

De fato, temos que:

d((0,0,0,0,0),(0,1,0,1,1)) = 3, d((0,0,0,0,0), (1,0,1,1,0)) = 3,
d((0,0,0,0,0),(1,1,1,0,1)) =4, d((0,1,0,1,1),(1,0,1,1,0) = 4,
d((0,1,0,1,1),(1,1,1,0,1)) =3 e d((1,0,1,1,0),(1,1,1,0,1)) = 3

Logo, dpim = min{3,4} = 3.

Definigao 4.3. O peso de Hamming de um vetor x = (x1,- -+ ,x,) € A", denotado por

w(z), € a quantidade de digitos x; diferentes de zero.

Exemplo 4.4. Sejam as palavras-codigo = = (1,0,1,0,0,1,1) e y = (0,1,0,0,0,1,1).

O peso de Hamming dessas palavras-codigo ¢ w(z) =4 e w(y) = 3.

Proposicao 4.2. Se x e y sao palavras-codigo de um codigo bindrio qualquer, entao
d(z,y) = w(r +y).

Demonstracao. Sejam x = (x1,--- ,x,) € y = (Y1, -+ ,Yn) as palavras-codigos de um
codigo binario. Pelo principio da indugdao finita sobre n, temos que d(x,y) = w(z +y).

De fato,sen=1,entdoz =ley=0ed(z,y) =w(z+y) =1

Suponhamos que d(z,y) = w(zr+y) = z, para algum n e mostremos que a igualdade
é valida para n + 1.

Tomemos © = (1, , Tp, Tni1) € Y= (Y1, y Yn, Yns1). Lemos dois casos:

a) Se Tp11 = Ynyi1, entdo, pela hipotese de indugao finita, d(x,y) = w(z + y) = z.

b) se ;11 # Yny1, entdo d(z,y) = z+ 1. Por outro lado, z+y = (x1+y1, -+, Tn+
Yns Tnal + Yna1). Assim, w(z +y) = 2z + 1, pois 11 + Ynr1 # 0. Logo, d(z,y) =
w(r+y)=z+1

Portanto, pelo principio de indugao finita, d(z,y) = w(x + y), para todo n. O

Exemplo 4.5. Sejam as palavras-codigo x = (1,0,1,1,1) e y = (0,0, 1,0, 1).
Temos que d(z,y) = 2. Como z +y = (1,0,0,1,0), segue que w(z + y) = 2.
Portanto, d(x,y) = w(x + y).

4.2 Deteccao de erros

Nesta secao destacaremos a importancia da distancia de Hamming no processo de

decodificacao de mensagens.

Definicao 4.4. Sejam v = (x1, -+ ,x,) € A" er € RT.

A bola com centro em x e raio r € o subconjunto de A™
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B(z,r) ={y € A" : d(z,y) < r}.

Um codigo C & A" diz-se t-detector de erros se, para todo x € C, havendo pelo
menos 1 erro e no maximo t erros na transmissao de x, entao a mensagem recebida nao
¢ uma palavra-codigo.

Matematicamente, C' é t-detector de erros se, para qualquer z € C,
B(z,t)NC = {z}.
Teorema 4.1. Um codigo C' & A™ € t-detector de erros, se e somente se, dyin > t.

Demonstracao. Suponha que C' detecta t erros e que d,,;, < t. Assim sendo, existem
x € CeyeC tais que
0 < d(z,y) = dmin <t

Logo, y € B(z,t) N C e x # y, o que contradiz a hipotese.
Reciprocamente, por hipotese temos que d,,;, > t. Tomemos x € C' qualquer. Se
y € B(x,t) N C, entdo

Logo, x = y. O
Observacao 4.1. Uma vez detectado um erro, adotamos um critério de correcao que
ird substituir o elemento y recebido, pelo elemento x do cédigo que esté mais proximo

de y. Para que a correcao seja possivel serd necessario entao que nao haja ambiguidades

quanto a determinacao de um tal elemento.

A decodificacao pode ser feita utilizando-se a distancia de Hamming, ou seja, de-

codificando pela palavra mais proxima.

Exemplo 4.6. Consideremos o codigo
C ={(0,0,0,0,0),(0,1,0,1,1),(1,0,1,1,0),(1,1,1,0,1) }.

Ao receber a mensagem (0,0,1,1,0), o receptor detecta que houve um erro, pois a
mensagem (0,0, 1,1,0) nao pertence ao codigo. Vamos entao, corrigir este erro.

Temos que,

d((0,0,1,1,0),(0,0,0,0,0)) = 2, d((0,0,1,1,0), (0,1,0,1,1)) = 3,
d((0,0,1,1,0),(1,0,1,1,0)) = 1 e d((0,0,1,1,0), (1,1,1,0,1)) = 4

Como as menores distancias sao 1 e 2, tomemos as bolas com centro em (0,0, 1, 1,0)

e raios 1 e 2. Assim,

B((0,0,1,1,0),2) N C = {(0,0,0,0,0), (1,0,1,1,0)} e
B((0,0,1,1,0),1) N C = {(1,0,1,1,0)}.
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A palavra-codigo que estd mais proxima da mensagem recebida (0,0,1,1,0) é
(1,0,1,1,0).

Logo, se houver um erro na transmissao da mensagem (1,0,1,1,0), e for rece-
bida a mensagem (0,0,1,1,0) que ndo pertence ao codigo, o erro pode ser corrigido,
substituindo (0,0, 1,1, 0) pela palavra-codigo z, tal que d(z, (0,0,1,1,0)) seja minima.
Contudo, se houver dois erros e for recebida a mensagem (1, 1,0, 1,0), que ndo pertence
ao codigo, ao invés de (1,0,1,1,0), o erro é detectado, mas ndo pode ser corrigido, uma

vez que ha duas palavras-codigo que estdo a mesma distancia minima de (1,1,0,1,0).

Observacao 4.2. A obtencao de codigos eficientes, com a finalidade de melhorar a
relagdo entre comprimento, ntimero de palavras-codigo e capacidade de correcao (dis-

tancia entre as palavras-codigo) é o principal problema da teoria de codigos.

4.3 Correcao de erros

Um codigo C' & A™ diz-se t-corretor de erros se, para todo x € C, havendo pelo
menos 1 erro e no maximo ¢ erros na transmissao de x, entao ao receber uma mensagem
Y, a mensagem x € a nica mensagem de C que esta a distancia minima de y.

Matematicamente, C' é t-corretor de erros se, para todo x € C e todo y € A", tais

que 1 < d(z,y) < t, tem-se
d(z,y) < d(2,y),Vz € C\ {z}.

Observacao 4.3. Utilizaremos as seguintes notacoes: dado um ntimero real x, denota-
remos por |x| o maior inteiro menor ou igual a = e representaremos [z] como o menor

inteiro maior ou igual a x.
Teorema 4.2. Um codigo C' & A™ € t-corretor de erros, se e somenle se, dp, > 2t.

Demonstracao. Suponha que d,,;, < 2t e mostremos que C' nao é t-corretor de erros
construindo z € C, y € A" e z € C\{z}, tais que 1 < d(z,y) <ted(x,y) > d(z,vy).

Sejam x,z € C tais que d(z,2) = dypin = 1 € 11,12, ..., € {1,2,...,n} os indices i
para os quais x; # z;. Assim sendo, 1 < 7 = d,; < 2t.

Seja y € A™ definido por

yi = x;, se i =1; com j € {1,...,r} par.

yi = %, se 1 =1; com j € {1,...,r} impar.

i =x; =z, se i & {iy, ..., 0}

1<d(z,y) =[{je{l,...,r} : j ¢ impar } |= [§] <t

d(z,y) =[{j € {L,..,r} 1 j épar } |= [5] < d(z,y).

Reciprocamente, suponha que d,,;,, > 2t.

Sejam z € C' e y € A" tais que 1 < d(x,y) < t. Se z € C'\ {x}, entdo d(z,z) >
i, > 2t.

Logo, pela desigualdade triangular,
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d(z,z) < d(z,y) +d(y, 2).
Portanto,
d(y,z) > 2t —d(z,y) >t > d(z,y).

[]

Corolario 4.1. Um codigo C' com distancia minima d,,;, pode detectar até d,, — 1

erros e corrigir até | 4mz=1| erros.

A demonstracdo deste corolario encontra-se na referéncia [16].

Exemplo 4.7. Seja um coédigo C' com distancia minima d,,;,. Esse codigo pode de-

tectar e corrigir a seguinte quantidade de erros:

dmin | Nimero de erros detectados por C' | Numero de erros corrigidos por C'
1 0 0
2 1 0
3 2 1
4 3 1

Tabela 4.3: Relagao entre distancia minima e nimero de erros

Exemplo 4.8. Determine a distancia minima do cédigo
¢ =4{(,1,0,1,0,1,1,0),(0,0,1,1,0,0,1,1),(0,1,0,1,0,0,1,1),(0,0,1,1,0,1,1,0)}

e verifique sua capacidade de deteccao e correcao de erros.

Analisemos a distancia entre cada uma das palavras-codigo, assim:

(
d((0,1,0,1,0,1,1,0),(0,1,0,1,0,0,1, 1
d((0,1,0,1,0,1,1,0),(0,0,1,1,0,1,1,0
d((0,0,1,1,0,0,1,1),(0,1,0,1,0,0,1,1
d((0,0,1,1,0,0,1,1),(0,0,1,1,0,1,1,0

S— o ~— ~—

— N N N N
Il

BN N NN

Logo, conclui-se que a distancia minima do codigo C' é 2 e portanto, pelo exemplo
anterior, esse coddigo tem capacidade para detectar um erro e nao possui capacidade de

correcao de tal erro.

4.4 Isometrias em A"

Seja A um alfabeto e n um niimero natural. Dizemos que uma fungao F': A — A"

é uma isometria de A" se ela preserva distancia, ou seja,
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d(F(z), F(y)) = d(z,y),Vz,y € A"
Exemplo 4.9. Sejam A = {0,1} e n = 3. A aplicagao
F A2 — A3
(a1,a2,a3) — (1 —aq,az,as).

é uma isometria, pois de 1 —a; = 1 — by < a1 = by, conclui-se que
d(F(CLl, as, a/3)7 F(b17 bQ; b3)) == d((l — ay, Ay, a/3)7 (1 - b17 b27 b3>) =
d((a17 as, a3)7 (b17 b27 b3))

Exemplo 4.10. Se f é uma aplica¢do bijetora em A e i € {1,2,...,n}, entao
T} : A" — A"
(a1, .eyan) +—> (ay, ..., fa;), ..., an).
é uma isometria.
Exemplo 4.11. Se 7 é uma permutacao de {1,2,...,n}, entao
T, : A" — A"
(a1, .cyan) = (Qr@1), - An(n))-

é uma isometria.

4.5 Cobdigos Equivalentes

Sejam C' ¢ A" e C' & A™ dois codigos. Se existe uma isometria F de A" tal que
F(C) = C', dizemos que C é equivalente a C'".

Teorema 4.3. Sejam C ¢ A" e C' G A" dois cddigos e (ay, ...,a,) € C. Os cddigos
C eC sdo equivalentes, se e somente se, eriste uma permuta¢io ™ de {1,2,...,n} e

f1y .oy [n bijecoes em A tais que

C'/ = {(fﬂ'(l)(a'ﬂ'(l))’ ) fﬂ(n)(aﬂ'(ﬂ)))}

Dois codigos de comprimento n sobre o alfabeto A sdao equivalentes se, e s6 se, um

deles se obtém do outro fazendo as seguintes operacoes:

e Substituir o elemento do alfabeto A que esta na posicao i de cada palavra, segundo

uma bijecao f; em A, parai=1,2,...,n.

e Permutar as posi¢oes dos simbolos em cada palavra segundo uma permutacao m

de {1,2,...,n}.



Codigos Equivalentes 43

Exemplo 4.12. Sejam o alfabeto A = {a, b, c,d, e} e o codigo C = {aab, abc, cde, bbd}.
Considere as bijecoes f1, fo e f3 em A tais que

fi:A — A fo: A — A f3: A — A
a +— a — a a — b
b — b b — ¢ b — ¢
c — ¢ c — d c — a
d — d d — b d — e
e —> e e — e e — d

Tomemos a permutacao de {1,2,3}, 7= (1 2).
Logo,

aab --»  fi(a)fa(a) fs(b) = aac --» aac
abc -->  fi(a) fo(b) fs(c) = aca --» caa
cde —->  fi(c)fo(d) fs(e) = cbd -->  bed
bbd -->  fi(b) fo(b) fs(d) = bce --> cbe

Portanto, obtemos o codigo C' = {aac, caa, bed, cbe} equivalente a C.



5 (Cobdigos de Bloco Lineares

Os itens [12], [14] e [16] das referéncias foram utilizados no desenvolvimento deste
capitulo.

Sejam p um nimero primo e m € N e ¢ = p™. Representa-se por F, o corpo finito
com ¢ elementos. Nos codigos de bloco lineares o alfabeto considerado é A = F,, para

algum p primo e algum m € N.

Defini¢ao 5.1. Um cddigo linear C(n,k) € um subespago vetorial de dimensao k do

espago vetorial IF,.
Um codigo linear satisfaz as seguintes propriedades:
i) A palavra-codigo nula pertence ao conjunto de palavras-codigo.

ii) A soma de duas palavras-codigo é também uma palavra-codigo.

Conjunto dos 2"

vetores com n

bits
Conjunto dos 2*
vetores codigos de
n bits

Figura 5.1: Representacao dos codigos binérios lineares como um subespago vetorial

Exemplo 5.1. O cédigo de bloco linear C'(4,2) sobre Zy possui 4 palavras-codigo.

Dada a mensagem (1, x2), cada palavra-codigo sera da forma (zq, xs, 22,1 + x2).

44
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Mensagem | Palavras-cédigo
00 0000
01 0111
10 1001
11 1110

Tabela 5.1: Codigo C(4,2)

Observacao 5.1. No exemplo 5.1, observe que a palavra-codigo (1,1,1,0) pode ser

vista, por exemplo, como a soma, em Z,, das palavras-codigo (0,1,1,1) e (1,0,0,1).

Observacao 5.2. A ultima palavra-cédigo da tabela 5.1 foi obtida a partir das k = 2
palavras cuja componente de mensagem tem apenas um bit 1: (0,1) e (1,0), as quais

sao linearmente independentes, ou seja, nenhuma delas é combinacao linear da outra.

Para um codigo linear qualquer C(n, k), as 28 — (k + 1) palavras-codigo restantes
(excluindo a palavra nula) sao obtidas por combinacao linear de k palavras-codigo
linearmente independentes.

Adotando a notacao de vetores, podemos associar as k entradas da informagao com
o vetor X = (x1, s, ..., %) € também associar as n entradas da palavra-codigo com o
vetor Y = (y1,Y2,...,Yn). Vamos supor sem perda de generalidade que os digitos de

paridade ficam todos juntos no final da palavra-cédigo.

Exemplo 5.2. Vamos construir um codigo binério de comprimento 5 de modo que as
trés primeiras componentes xy,rs € x3 de cada palavra-codigo sejam de informacao e
possuam dois digitos de paridade, x4 e x5.

Definimos os digitos de paridade assim:
Ty = X1+ To
Ts = X1+ T3
Usando a representagao vetorial, cada palavra-codigo sera da forma
(21,72, 23, 21 + T2, 71 + T3)

Para cada informacao, de acordo com as coordenadas do vetor descrito acima,

obtém-se cada uma das 8 palavras-codigo do codigo C(5, 3).



46

Mensagem | Palavras coédigo
000 00000
001 00101
010 01010
100 10011
011 01111
101 10110
110 11001
111 11100

Tabela 5.2: Codigo C(5,3)

Proposigao 5.1. Seja C' C (F,)" um cddigo linear. Entao
dmin = min{d(z,0) : x € C'\ {0}}.

Demonstragao. Seja d' = min{d(x,0) : z € C'\ {0}}.

Sejam z,y € C tais que d,;,, = d(z,y). Como C & um espago vetorial, t—y € C\{0}
ed =d(x—uy,0).

Logo,

d’ < |{2 € {1727 7n} Ty — Vi 7é 0}| = d(CC,y) = dmm

Por outro lado, como 0 € C, para qualquer z € C'\ {0} temos d(x,0) > dynin.

Logo, d' > d,pin-

Portanto, d' = dpin, ou seja, dpi, = min{d(x,0): x € C'\ {0}}. O

Um co6digo linear de comprimento n, dimensao k e distancia minima d serd chamado
cadigo [n, k,d.

Exemplo 5.3. O codigo C = {(0,0,0,0),(1,0,1,1),(0,1,1,0),(1,1,0,1)} é um su-
bespago vetorial de (Z5)*. O conjunto B = {(1,0,1,1),(1,1,0,1)} é uma base de C.

Temos que,
w(1,0,1,1) =3, w(1,1,0,1) =3 e w(0,1,1,0) = 2.

Logo, a distancia minima do codigo C' é 2.

Portanto, temos um codigo [4, 2, 2].



Representacao de um cédigo linear como imagem de uma transformacao linear

5.1 Representagao de um codigo linear como imagem

de uma transformacao linear

Seja C'(n, k) um codigo linear sobre F, e {vy,vs, ..., v4} uma base de C. A aplicacao

T (Fq>k — (Fy)"
(T1, T, ..., ) +—> T1U] + ToUg + - -+ + TV
¢ linear, injetora e Im(7T) = C.
Assim, um codigo linear C'(n, k) sobre F, pode ser representado por uma aplicacao
injetora T : (F,)* — (F,)" com caracteristica k.
Seja T uma transformagao linear que representa um codigo linear. Para determinar

se v € (F,)" ¢ ou ndo uma palavra-codigo ¢ preciso obter uma base {vy, va, ..., vx} de

Im(T) e resolver o sistema de equagdes z1v; + Tovy + - - - + TpUE = 0.

Exemplo 5.4. Dados A = {0,1} = Zy, n =5 e o codigo linear C'(5,2), tal que

¢ ={(0,0,0,0,0),(0,1,0,1,1),(1,0,1,1,0),(1,1,1,0,1) }.
O conjunto {(1,0,1,1,0),(0,1,0,1,1)} é uma base de C' e tomando a aplica¢do

linear
T: (Zy)? — (Zy)®
(xlv'rQ) — (Jfl,itg,l‘l,xl—i—xg,xg)

obtemos C' = Im/(T).
Esta é uma representagao do codigo C' como subespago imagem de uma transfor-

macao linear.

Observacao 5.3. A codificagdo da mensagem (1, x2) do codigo fonte é obtida calcu-

lando T'(x1, xs) para quaisquer xy,zy € Zo.

5.2 Representacao de um codigo linear como nitcleo

de uma transformacao linear

Dado um codigo linear C(n, k) sobre F,. Seja C" um subespago de (IF,)" tal que
CeC = (F,)" Tomemos w € (F,)". Entao existem um tnico x € C' e um tnico
y € (', tais que x +y = w. Escreve-se w = x @ y. A aplicacao

T: CeC — (F)"
rdy — w.

¢ linear e N(T') = C.
Dado w € (F,)". Se w € C entdo, T'(w) = 0.
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Exemplo 5.5. Vamos obter uma representacao do codigo linear C'(5,2) dado por
C ={(0,0,0,0,0),(0,1,0,1,1),(1,0,1,1,0),(1,1,1,0,1) }

como nucleo de uma transformacao linear.

Para isso, tomemos os vetores linearmente independentes de (Z,)®:
(1,0,1,1,0),(0,1,0,1,1),(0,0,1,0,0),(0,0,0,1,0),(0,0,0,0,1).

Assim, o subespago C’ de (Zs)® gerado por {(0,0,1,0,0),(0,0,0,1,0),(0,0,0,0,1)}
é um subespaco complementar de C.
Para qualquer (z1, Zo, 3,74, 75) € (Z3)®, existem escalares oy, as, as, ay, a5 € Zo,

tal que

(:Ula T2, X3, T4, fL’5> = a1<17 OJ 17 17 0) + @2(0, 17 07 17 1) + 043(0, 07 17 07 O>+
4(0,0,0,1,0) + a5(0,0,0,0, 1).

Dai segue que (1, T2, T3, 4, T5) = (a1, @2, @1 +ag, ag +as+ay, as+as). Concluindo
que7

a1 = T

Qo = T2

Q3 = T3 — T1

Ny = Tyg — 1 — T2

5 = Ty — T9

Logo,

(xla Lo, T3, T4, 1'5) = xl(]w 07 ]-7 ]-a 0) + 172(0, 17 07 ]-7 ]-) + (:E3 - xl)(ov 07 17 Oa O)+
(x4 —x1 — 22)(0,0,0,1,0) 4+ (z5 — 22)(0,0,0,0,1).

Aplicando a transformacao linear 7' na expressao anterior, temos

T(Il, To,T3,Ty, $5) = $1T(1, 0, 1, 1, 0) + I'QT(O, 1, 0, ]_, 1) + (l’g — ZEl)T(O, O, 1, 0, 0)+
(.1‘4 — T — $2)T(O7 07 07 17 O) + ($5 - $2)T(O, Oa 07 07 1)

Como queremos uma transformagao linear cujo nticleo é o codigo, segue que T'(w) =

0, se w € C' e tomando T'(w) = w, se w ¢ C, temos

T(xtha xs, {E4,ZE5) - xl(Oa 07 07 07 O) + ZEQ(O, Oa 07 07 0) + (:L'S - fEl)(O, Oa ]-7 07 0)+
(x4 —x1 — 22)(0,0,0,1,0) 4+ (z5 — 22)(0,0,0,0,1).

Portanto, sendo T : (Z2)® — (Z3)® a transformagdo linear definida por
T(x1, 22, w3, 24, 5) = (0,0, 23 — 1, 24 — 21 — X2, T5 — T2).

teremos C' = N(T).
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Definigao 5.2. Seja C(n, k) um cidigo linear sobre F,. O cédigo dual de C € o cddigo

linear C*(n,n — k) sobre F,.
Exemplo 5.6. Considere o c6digo
C ={(0,0,0,0,0),(0,1,0,1,1),(1,0,1,1,0), (1,1,1,0, 1)} C (Z,)5.

O codigo C*(5,3) é linear.
De fato, tomemos {(0,1,0,1,1),(1,0,1,1,0),(1,1,1,0,1)} uma base de C. Assim,

a mensagem (1, To, T3, T4, T5) € (Zs)® pertence a CL, se e 56 se,

$2+$4+I5:0
[E1—|—JI3+ZE4:0
Ty +xo+ 13+ 75 =0

{(0,0,0,0,0),(1,0,1,0,0),(1,1,0,1,0), (0,1,1,1,0), (0,1,0,0,1),
(1,1,1,0,1),(0,0,1,1,1)}.

Logo, C+ =
(1,0,0,1,1),

5.3 Matriz geradora de um cédigo linear

As palavras-codigo de um codigo linear podem ser obtidas a partir de uma matriz

especial, a qual apresentaremos a seguir.

Definicao 5.3. Sejam C(n,k) um cddigo linear sobre F, e B = {v1,vq,...,vx} uma
base de C. A matriz G de ordem k X n cujas linhas sao vy, vs, ..., v € denominada

matriz geradora do codigo linear C.
Observagao 5.4. Identifica-se (z1, 73, ..., x3,) € (F,)* com a matriz linha (I1 Ty ... xk)

Proposigao 5.2. Se G é uma matriz geradora de um cddigo linear C(n, k) sobre F,

entao

C={x-G:ze(F,)"}.
Exemplo 5.7. Dados A = {0,1} = Zs, n = 5. Considere o codigo linear C'(5,2), tal
que

C ={(0,0,0,0,0),(0,1,0,1,1),(1,0,1,1,0),(1,1,1,0,1) }.
O conjunto {(1,0,1,1,0),(0,1,0,1,1)} & uma base de C.

Logo, a matriz geradora de C' é

1 11
G = 0 O.
01011

Pela proposicao 5.2 as palavras-codigo sao obtidas assim:
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(00)-10110—@0000)

0101 1 ’
10110

(0 1) :(01011),
01011
10110

(1 o)- :<10110>,
01011
10110

(1 1)- :<11101).
01011

Observagio 5.5. No exemplo 5.7 para qualquer z = (z1,72) € (Z2)? e dado y =
(Y1, Y2, Y3, Y4, y5) € (Z2)°, para averiguar se y é uma palavra-codigo e, caso seja, deco-

dificar y basta resolver o sistema

r-G=y&
( T =Yy
T2 = Y2
T1 =Ys

T1+ To =Yy

L 2= U5

Exemplo 5.8. Dado o corpo finito Z,, considere a transformacao linear e injetora

T (Z3)? — (Zy)°

(xlaanxS) — (m1,x3,$1+l’2,$2+l’3,$2>.

Tomemos o codigo linear C'(5,3) tal que C' = Im(T).

Sejam {ej, eq,e3} a base canonica de (Z3)* e {f1, fa, f3, f1, [5} a base canonica de
(Z>)°.

Vamos determinar a matriz geradora G do codigo C. Para isso, fazemos

7(1,0,0) = (1,0,1,0,0) = 1f1 + 0fa + 1f5 + 0fy + Of;,
T(Ovla()) = (0,0,1,1,1) :Of1+0f2+1f3+1f4+1f5,
7(0,0,1) =(0,1,0,1,0) = 0f; + 1fo + 0f3 + 1 fs + Of;.

Logo, o conjunto {(1,0,1,0,0),(0,0,1,1,1),(0,1,0,1,0)} é uma base de C' e a ma-

triz geradora é

10100
G=|(00111
01 010
As palavras-codigo sao obtidas assim:
101 00
(000)-foot111]=(00000),
01 010
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(111) (1100 1)

Portanto, obtemos o codigo C' = {(0,0,0,0,0), (0,1,0,1,0), (0,0,1,1,1),(0,1,1,0, 1),
(1,0,1,0,0), (1,1,1,1,0),(1,0,0,1,1),(1,1,0,0,1)}.
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Exemplo 5.9. Dado o corpo finito Z,, considere o codigo linear C' C (Z3)® definido

pela transformacao linear injetora

T (Z2)3 — (ZQ)S

(wlax27$3) — ($1,$2,$3,I’1+$3,x1+x2)-

Sejam {ej, s, €3} a base canonica de (Z)? e {f1, fa, f3, f1, [5} a base canonica de
(Zs)°.
Vamos determinar a matriz geradora G do coédigo C. Para isso, fazemos

T(l,0,0) = (170707171) = 1f1 +Of2+0f3 + 1f4+ 1f5
7(0,1,0) = (0,1,0,0,1) = 0fy + 1fo + 0f3 + 0fs + 1f;
T(07071) - (07 0717170) - Ofl +Of2+ 1f3 + 1f4+0f5

Logo, o conjunto {(1,0,0,1,1),(0,1,0,0,1),(0,0,1,1,0)} é uma base de C' e a ma-

triz geradora é
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Note que a matriz geradora desse cédigo, apresenta-se de forma especial. As trés
primeiras linhas e as trés primeiras colunas formam a matriz identidade de ordem 3.

As palavras-cédigo sao obtidas assim:

(00 o)

e}

O B O O B O O = O O = OO =, OO = OO OO =
_ . O R kB, O, O, O FHORFR FHOR KR OR R

(11 1) (1110 0).

Portanto, obtemos o codigo C' = {(0,0,0,0,0), (0,0,1,1,0), (0,1,0,0,1),(0,1,1,1, 1),
(1,0,0,1,1),(1,0,1,0,1),(1,1,0,1,0),(1,1,1,0,0)}.
Dada uma palavra-codigo, observe que as trés primeiras coordenadas sao os bits

_ O O = O OO = O O = O O =, O O = O o = O o = o O©
== T e e B S S e s i L = T e T == T e e S == T S S =S o B S S S S SR

S B, O O R O O R O O = O O+ O O F,H O o = O O =

e}
e}

de informacao, e portanto as duas tltimas coordenadas os bits de verificacao de pari-
dade. Em casos como esse, fica muito mais facil interpretar a informagao enviada. Se

recebermos a palavra-codigo (1,1,0,1,0), entdo a mensagem enviada foi (1, 1,0).

Definicao 5.4. Uma matriz geradora de um cddigo linear C(n, k) estd na forma padrao
se tiwer a forma (Ix|P), onde I}, € a matriz identidade de ordem k e P é a submatriz

de paridade de ordem (n — k) x k.
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Definicao 5.5. Um cddigo linear € sistemdtico se possui uma matriz geradora na forma

padrao.

Exemplo 5.10. Considere o codigo linear sisteméatico C(7,4), cuja matriz geradora G

é dada por
1 000110
0100011
0010111
0001101
Dada a informagao (1,1,0, 1), fazendo
1 0001160
0100011
(1101) ,
0010111
0 0011O01

obtemos a palavra-codigo (1,1,0,1,0,0,0).

Observacao 5.6. Dado um cédigo C' nem sempre ¢ possivel obter uma matriz geradora

de C' na forma padrao.

Exemplo 5.11. Considere o codigo linear C'(5,3) cuja matriz geradora é

01011
00110
01100

Nao é possivel, efetuando-se operacoes elementares nas linhas de G, obter uma

matriz na forma (/3| P). Logo, ndo existe uma matriz geradora de C' na forma padrao.

5.4 Matriz de verificacao de paridade

Ao recebermos uma mensagem, podemos utilizar uma outra matriz, que sera apre-

sentada a seguir, para verificar se a mensagem recebida é ou nao uma palavra-codigo.

Definicao 5.6. Seja C(n,k) um cédigo linear sobre F,. Uma matriz H de ordem
(n — k) x n com n — k linhas linearmente independentes é denominada matriz de

verificacao de paridade do codigo C se
C={yeF,)": H -y" =0}

Em outras palavras, para saber se uma mensagem y ¢ uma palavra-c6digo devemos
verificar se suas respectivas entradas satisfazem as condigoes impostas para os digitos
de paridade, isto é, devemos ter H - y' = 0.
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Proposicao 5.3. Seja C(n, k) um cddigo linear com matriz geradora G. Uma matriz
H com n colunas e n—k linhas linearmente independentes, € uma matriz de verificacao

de paridade para C se, e somente se, H - Gt = 0.

Demonstracao. Se H é uma matriz de verificacao de paridade para C, entao H-G*-2t =
0, para todo = € (F,)*. Fazendo x percorrer a base canonica de (F,)* conclui-se que as
colunas de H - G* sao nulas, ou seja, H - G* = 0.

Reciprocamente, suponha que H - Gt = 0.

Dado y € C, existe z € (F,)* tal que y = x - G. Entdo, H -y' = H - G'- 2! = 0.
Logo,

CC{ye )" :H-y =0}
Por outro lado, ja que a matriz H possui n — k linhas linearmente independentes,

o sistema homogéneo H - y' = 0 tem k varidveis livres e, por isso, temos
{y € (Fg)" - H-y' =0} =q".

Como C(n, k) um codigo linear sobre F,, segue que |C| = ¢".
Portanto, C' = {y € (F,)" : H-y" = 0} e H é uma matriz de verificagdo de paridade
para C. n

Exemplo 5.12. Para o codigo linear C'(5,3) do exemplo 5.9 definimos os digitos de

paridade assim:
Ty =T+ T3 €2T5=2T1+ To.
Reescrevendo as duas expressoes obtemos:
r1+ax3+x4=0e x4+ 29+ 25 =0.
Dai teremos a matriz verificagao de paridade
o (1 01 1 0)_
11001

Assim sendo, note que y = (1,0,0,1,1) é uma palavra-cdédigo e y = (1,0,1,0,1)

nao é uma palavra-codigo, pois

1
0
(101 (o)
0 ;
110 0
1
1
1
0
(101 X (0)
110 1/
0
1
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Exemplo 5.13. A matriz verificacao de paridade

1
I 010
1101

define o codigo linear C'(4,2). A mensagem (z1, z5) é codificada como a palavra-codigo

Y= <y17y27y37y4)7 onde
T1 =Y € X2 = Yo.

Os digitos de verificagao de paridade y3 e y4 sao obtidos da expressao H - y' = 0, ou
seja,

y1+ys =20
y1+y2+ys=0.

Para esse codigo teremos 22 = 4 palavras-codigo. Sao elas: (0,0,0,0),(0,1,0,1),(1,0,1,1)
e (1,1,1,0).

Proposicao 5.4. Seja C(n, k) um codigo linear. Se x ey sao palavras-cidigo, entao
x4y ect também sao palavras-codigo.

Demonstracao. Se x e y sao palavras-codigo, entao H -2t =0e H - y' = 0.
Logo, H-(x +y)l=H -(2'+y")=H -2'+H -y =0+0=0e H-(c-2)' =
H-cat=c- H-2'=c¢c-0=0. O

Definicao 5.7. Seja C(n, k) um cddigo bindrio linear sistemdtico com matriz geradora
G = (Ix|P). A matriz H = (P'|I,,_x) € uma matriz de verifica¢ao de paridade para C.

Exemplo 5.14. Considere o codigo linear C(5,2)
¢ ={(0,0,0,0,0), (0,1,0,1,1),(1,0,1,1,0), (1,1,1,0,1)}.
O conjunto {(1,0,1,1,0),(0,1,0,1,1)} é uma base de C.
Logo, uma matriz geradora de C' é

10110
G = .
01011

Portanto, a matriz

=

I
— = O
o O =
o = O
_ o O

¢ uma matriz de verificacao de paridade para C.
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Exemplo 5.15. Considere o corpo finito Z,. Dada a transformacao linear

T: <Z2)3 — (Z2)2

(x1, 29, 23) > (21 + 22, 23).

cujo nucleo ¢ C'= N(T') = {(z1,21,0); 21 € Zs}.

Agora considere as bases canonicas {ey, es,e3} e {f1, fo} de (Z3)? e (Z3)?* respecti-
vamente.

Vamos determinar a matriz H que representa a transformacao linear 7" nessas bases.

Logo,

T(1,0,0) = (1,0) = 1f; + 0fs,
T(0,1,0) = (1,0) = 1f1 + 0f,,
7(0,0,1) = (0,1) = 0f, + 1f,.

Portanto, a matriz verificacao de paridade é

11
H = O.
0 01

Qualquer y € (Z3)? pertence ao codigo C se a condi¢ao H - y' = 0 & valida.
Dados z = (1,1,1) e y = (1,1,0) € (Z,)?, como

1
H-xt:<1 1 0)_ X :<0>
00 1 1
1
110\ ([* 0
H.-yt = 1] =
00 1) |, 0

temos que x ¢ C' ey € C.

5.5 Codigos de Hamming sob o ponto de vista matri-
cial

Na secao 4.1 apresentamos os codigos de Hamming como um codigo corretor de
erro enfatizando a distancia minima como ferramenta de deteccao de erros. Nesta
secao abordaremos esses codigos novamente, porém utilizando a matriz verificagao de
paridade para detectar um tnico erro na transmissao de informagoes.

Um cédigo de Hamming de ordem m > 2 é um C'(2™ —1,2™ —m — 1) codigo linear
que possui uma matriz de verificacao de paridade com m linhas, H,,, cujas colunas sao

todos os elementos nao nulos de (Zy)™, dispostos em qualquer ordem.
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Exemplo 5.16. Considere o cddigo de Hamming de ordem 3, ou seja, o codigo C(7,4)

linear, cuja matriz verificacao de paridade é

01 11100
Hs=(P3ullzs)=[1 0 1 1 0 1 0
110100
Logo, a matriz geradora correspondente sera
100 0011
01 001O01
1| P =
WalPoa) =00 1 011 0
0001111

Portanto, dado = € (Z,)?, a sua codificagao fica sendo (w1, s, T3, %4, T5, Tg, T7),
onde

Ty = Xo + T3 + X4
T =T+ X3+ 24

Ty =21+ To + Ty

Vamos agora utilizar a matriz verificacao de paridade H para identificar um possivel
erro em uma das posicoes dos bits na mensagem recebida e assim, recuperarmos a
mensagem enviada.

Suponha que a palavra-codigo x é enviada e a mensagem r é recebida e que ocorreu
um erro na i-ésima componente de x, trocando zero por um ou vice-versa. KEntao

podemos escrever
r=x-+e¢
onde o vetor e; possui zeros em todas as componentes exceto na i-ésima posicao.
Exemplo 5.17. Se z = (0,1,1,1,1,0,0) e r = (0,0,1,1,1,0,0), entao
e, =x+r=(01,1,1,1,0,0) + (0,0,1,1,1,0,0) = (0,1,0,0,0,0,0).
Neste caso o erro ocorreu na 2* posigao.

O problema agora consiste em saber se é possivel recuperarmos a mensagem enviada
x quando conhecemos a mensagem recebida r. Observe que saber em qual posigao
ocorreu o erro é suficiente para determinar a mensagem x, pois r = x + e; implica em

r =1+ e;, jA que nossos codigos sao binarios. De fato,
H-r"=H -(x+e)=H- -2'+H-e'

Sendo z uma palavra-codigo, temos que H - ' = 0. Logo,
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H-thoﬁ—H-eit:H-eit,

Portanto, se temos a mensagem recebida r, pode-se obter H - e;t. Por outro lado,

e}

H-eit:H~

oo~ o -

0
Assim, H - e;! é a i-ésima coluna da matriz H. E dai pode-se saber a localizacao do

Gnico erro e consequentemente recuperar x a partir de r.

Exemplo 5.18. Codigo C(7,4). Considere a matriz verificagdo de paridade de ordem
3 x 7 dada por

0110011
H=|11010101
0001111

Como o codigo é construido de modo que as palavras-codigo satisfacam H - x' = 0 e
essa matriz possui 3 colunas linearmente independentes, segue que dimC =7 — 3 = 4.
Assim sendo, temos o codigo C(7,4) com 2* = 16 palavras-codigo.
Consideremos que um @nico erro ocorre na transmissao de uma mensagem e que o
vetor recebido é r = (0,0,1,1,1,0,0).
1
Logo, H-rt = | 0|, que é a 22 coluna da matriz H, ou seja, o erro se encontra na
0
2% posicao. Assim sendo, e; = (0,1,0,0,0,0,0).

Portanto, o vetor recebido pode ser decodificado como a palavra-cédigo
r=r+e=(0,1,1,1,1,0,0).

Neste capitulo vimos que os codigos lineares podem ser estudados sob o ponto
de vista matricial, fazendo uso da matriz geradora para obtermos todas as palavras-
cddigo e também utilizando a matriz de paridade para verificar se uma determinada
informacgao pertence ao codigo. No préoximo capitulo também abordaremos o estudo

das matrizes como aplicacao na codificacao e decodificacao de mensagens secretas.



6 Aplicacoes no Ensino Médio

Neste capitulo abordaremos a relagao do estudo da codificacao com alguns contei-
dos do Ensino Médio: multiplicacao de matrizes, matriz inversa e sistemas de equacoes
lineares. Essa abordagem evidencia o aspecto motivacional ao trabalhar com esses con-
tetidos, uma vez que os alunos estarao contextualizando a aprendizagem com situacoes
reais de seu cotidiano ligadas a area da tecnologia, tais como: troca de informagoes
através da internet, transacoes financeiras, telecomunicagoes, sinais digitais, armaze-

namento de informacoes em computadores, pen drives, entre outros.

6.1 Mensagens secretas com matrizes

Para iniciarmos um processo de codificacao precisamos do alfabeto fonte e do alfa-

beto codigo. Para nossa primeira atividade usaremos os alfabetos da figura 6.1.

Figura 6.1: Alfabeto fonte e alfabeto codigo para codigos com matrizes

Observacao 6.1. Cada letra do alfabeto fonte corresponde a um par de ntmeros
(matriz coluna) no alfabeto codigo. Cada par de ntimeros sera, portanto uma coluna

da matriz mensagem.

59



Mensagens secretas com matrizes

60

Sequéncia Didatica I

A sequéncia didatica que se segue é uma adaptagao do conteiddo apresentado na
referéncia [13], onde utilizo as ideias apresentadas para fazer a codificagdo de mensa-
gens, porém enfatizo no processo de decodificacao a construgao do raciocinio dos alunos
sobre matriz inversa, uma vez que eles ainda nao sabem nada a respeito de inversao de
matrizes.

I) Processo de codificagao

O professor devera escolher uma mensagem para enviar aos seus alunos.

Para codificar essa mensagem utilizando matrizes seguimos os passos:

1) Escreva a matriz M que representa a mensagem que deseja enviar de acordo com
a figura 6.1.

2) Escolher uma matriz quadrada C' invertivel. Considere a matriz C' quadrada de

ordem 2 dada por

31
2 1

O:

Essa matriz C' serd chamada de matriz codificadora.
3) A mensagem codificada M¢ serd representada pelo produto da matriz C' pela

matriz M, ou seja,
Me=C- M.

Os alunos receberao a mensagem codificada e precisara saber como reverter o pro-
cesso descrito anteriormente para poder decifra-la. Nesse momento eles ainda nao tem
conhecimento sobre matriz inversa e o professor devera deixar seus alunos fazerem
tentativas, levantar hipoteses e estratégias diferenciadas para conseguir decifrar a men-
sagem. Durante esta etapa, o professor pode fazer a seguinte colocacao: "Encontre
uma matriz quadrada de ordem 2 que quando multiplicada pela mensagem codificada
M resulte na mensagem M ". Deste modo, os alunos estarao resolvendo sistemas de
equacoes lineares de ordem 2.

Assim que os alunos encontrarem a matriz inversa de C', que representaremos por
C~! e conseguirem decodificar a mensagem, o professor pede para os alunos analisarem
a relacao que existe entre essas duas matrizes, fazendo os produtos C'-C~te O~ - C.
A partir dessa relacdo, o aluno terd a definicao de matriz inversa e sabera, entao que
precisa da matriz inversa para decodificar a mensagem codificada.

I) Processo de decodificagao

Os alunos receberao a mensagem codificada de seu professor.

Para decodificar essa mensagem os alunos deverdo multiplicar a matriz C~! pela
matriz Mq, obtendo assim a mensagem M.

A matriz C~! sera chamada de matriz decodificadora e neste exemplo sugerido ela
é dada por
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1 -1
-2 3

' =

De modo geral, podemos justificar matematicamente o processo de decodificacao,

fazendo
M:(C_1~C)-M:C_1~(C-M):C_1~MC.

Na segunda etapa dessa sequéncia didatica, o professor orienta seus alunos, que
deverao estar divididos em duplas, a codificarem uma mensagem e trocarem com outra
dupla de alunos para fazerem a decodificacao. Neste momento pode-se questionar se
qualquer matriz quadrada de ordem 2 pode ser usada como matriz codificadora, ou

seja, questionando se toda matriz é invertivel.

Relatos da sequéncia didatica I: Aplicacao em sala de aula

A sequéncia didatica I foi aplicada, por mim, aos alunos da segunda série do ensino
médio, na escola onde leciono desde o ano de 2008.

As atividades foram propostas em etapas, de modo que os alunos tivessem condicoes
de construir o raciocinio para a compreensao do estudo da matriz inversa. Primeira-
mente, eles escolheram uma mensagem para codificar, utilizando como chave a matriz
escolhida por mim. Neste momento, os educandos perceberam que a multiplicacao de
matrizes foi utilizada como ferramenta de aplicacao para o processo de codificacao das
mensagens. Em seguida, eles receberam uma mensagem codificada por mim com o
objetivo de decifra-la. Como os alunos ainda nao conheciam matriz inversa, eles levan-
taram hipoteses e definiram estratégias para tentar encontrar uma matriz que pudesse
ser a chave decodificadora. Apos a socializacao das estratégias realizadas nos pequenos
grupos e as orientacoes feitas por mim, eles conseguiram encontrar, coletivamente, uma
matriz que desempenhasse o papel de decifrar a mensagem que eles haviam recebido. A
partir dai, fui questionando-os da relacao que ha entre as duas matrizes utilizadas como
chave codificadora e decodificadora, e entao compreender a necessidade de aprofundar
os estudos sobre matriz inversa. Como utilizamos matrizes de ordem 2, estudamos
como encontrar a matriz inversa resolvendo sistema de equagoes lineares e também
pela Regra de Crammer. Por fim, os alunos escolheram uma matriz chave qualquer e
trocaram as mensagens entre si, para que pudessem obter a matriz inversa e decifrar a
mensagem. Nesta etapa, os alunos puderam perceber que determinar a matriz inversa
pode ser uma tarefa nem sempre facil, principalmente quando eles perceberam que
precisariam utilizar nimeros racionais. Notou-se também que nem toda matriz possui
inversa. Tudo isso, foi realizado dando enfoque ao educando como protagonista de seu
aprendizado, ou seja, um aprendizado significativo e relevante para suas argumentagoes

em sala de aula.
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As figuras a seguir sao registros das atividades realizadas pelos alunos na etapa
codificando com matrizes. Nesta etapa os alunos multiplicaram a matriz codificadora
pela matriz mensagem obtendo a matriz codificada. Com essa atividade os alunos estao
aprimorando as habilidades relacionadas a multiplicacao de matrizes, uma vez que eles

ja tinham conhecimentos prévios sobre este contetdo.

As figuras a seguir sao registros das atividades realizadas pelos alunos na etapa
decodificando com matrizes. Neta os alunos ainda nao tinham conhecimento sobre
matriz inversa. Deste modo, eles foram orientados a elaborar estratégias, levantar
hipoteses de como obter uma matriz que pudesse decodificar a mensagem recebida.
Com essa atividade os alunos também desenvolveram a habilidade de multiplicacao de
matrizes, operagoes com numeros inteiros, determinantes e resolugao de sistemas de

equacoes lineares de ordem 2 pela Regra de Cramer.
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Sequéncia Didatica 11

Nesta sequéncia didatica vamos abordar os processos de codificacao e decodificacao

com matrizes da mesma forma que foi realizado na atividade anterior, porém utilizare-

mos outros alfabetos fonte e codigo. Assim, podemos abordar esta tematica utilizando

alfabetos diferentes, possibilitando também que os proprios alunos construam seus al-

fabetos para a codificacdo. Vamos, entao exemplificar o processo de codificacdo com

matrizes utilizando o alfabeto fonte e o alfabeto co6digo representado na tabela a seguir:

A

B

E

G

H

|

J

K

L

M

N

1

2

w

4 15

7

8

9

10

11

12

13

14




Mensagens secretas com matrizes

olPlQlrR|s|T|UulvIw|x]|Y |z ]|. |/
1516171811920 21 222324252627/ 28

Tabela 6.1: Alfabeto fonte e alfabeto c6digo para codigos com matrizes

Observacao 6.2. O simbolo / seréa utilizado para separar as palavras na mensagem.

Vamos codificar a mensagem: OS NUMEROS GOVERNAM O MUNDO. Fazendo

a correspondéncia de acordo com a tabela 6.1 teremos:
O s / N U MU EROS / GOV

15 19 28 14 21 13 5 18 15 19 28 7 15 22
ER NAM/ O/ MUNDO

5 18 14 1 13 28 15 28 13 21 14 4 15 27
Utilizaremos a seguinte matriz codificadora C' quadrada de ordem 2:

C:(Z’ )

Como cada simbolo da mensagem corresponde a um nimero e a matriz codificadora
possui ordem 2, colocaremos esses ntmeros de 2 em 2, por colunas, em uma outra

matriz, obtendo-se assim uma matriz mensagem M de ordem 2 x 14:

(1528 21 5 15 28 15 5 14 13 15 13 14 15
S\ 19 14 13 18 19 7 22 18 1 28 28 21 4 27 )

Para obtermos a mensagem codificada Mq fazemos o produto C' - M.

Logo,

[ 64 98 76 33 64 91 67 33 43 67 73 60 46 72
“7\ 49 70 55 28 49 63 52 28 29 54 58 47 32 57 )

Portanto, a mensagem codificada é:
64—49—-98 —-70—76 —55—33 —28 —64 —49 — 91 — 63 — 67 — 52 — 33 — 28 —
43 —29 - 67 —54 — 73 —58 — 60 — 47 — 46 — 32 — 72 — 57.
Ao receber essa mensagem, fazemos o produto C~! - My para decodifici-la, isto é,
(1 —1)'<64 98 76 33 64 91 67 33 43 67 73 60 46 72)

-2 3 49 70 55 28 49 63 52 28 29 54 58 47 32 57
Logo, obtemos a matriz

15 28 21 5 15 28 15 5 14 13 15 13 14 15
19 14 13 18 19 7 22 18 1 28 28 21 4 27 )’

ou seja, a mensagem decodificada é:
15-19-28—14-21-13-5—-18—-15—-19—-28—7—15—-22—-5—-18 — 14 —
1-13—-28—15—-28—-13—-21—14—-4—15—-27.
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Novamente de acordo com a tabela 6.1 teremos a mensagem: OS NUMEROS GO-
VERNAM O MUNDO.

Os objetivos tracados para essas sequéncias didaticas consistem no reconhecimento
da aplicacao de multiplicacao de matrizes para o processo de codificacao e também das
técnicas utilizadas para obter a matriz inversa.

A sequéncia didatica II foi aplicada na forma de avaliacao para os mesmos alunos
que apliquei a sequéncia didatica I, onde avaliei se o aluno adquiriu a habilidade de
multiplicar matrizes. A maioria dos alunos conseguiu fazer a multiplicacdo de matrizes
e decodificar a mensagem. Na avaliacao desta habilidade o que leva alguns alunos a
cometerem erros ¢ nao seguir a ordem correta das operacoes ao multiplicar matrizes,
ou seja, operar cada linha da primeira matriz com todas as colunas da segunda matriz.

Abaixo segue o registro da avaliacao realizada.

Figura 6.2: Avaliagdao: multiplicacao de matrizes
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Na atividade de decodificacao a maior dificuldade por parte dos alunos é determinar
a matriz decodificadora, ou seja, conseguir obter a matriz inversa. Entre outras coisas,
podemos destacar a o fato deles nao possuirem a habilidade de resolver sistemas de
equacoes lineares de ordem 2. Eles preferem utilizar a regra de Crammer para soluci-
onar tais sistemas, porém quando surgem nimeros racionais fica mais dificil continuar
ou finalizar o processo da inversao de matrizes.

Para avaliar se o aluno adquiriu a habilidade de determinar a matriz inversa, apli-
quei a atividade a seguir.

Figura 6.3: Avaliacao: matriz inversa

Sequéncia Didatica ITI

Para dificultar ainda mais a decodificacao de mensagens secretas, podemos utilizar
matrizes codificadoras quadradas de ordem 3.

Esta atividade segue os mesmos procedimentos descritos nas sequéncias didatica I
e I1. Ela nao foi aplicada em sala de aula, visto a dificuldade dos alunos em determinr
a matriz inversa de uma matriz de ordem 2. Contudo, fica registrada aqui como uma
sugestao para aprofundar os conhecimentos dos alunos quanto a resolucao de sistemas
de equacoes lineares de ordem 3 e consequentemente determinar a matriz inversa de
uma matriz de ordem 3.

Vamos exemplificar o processo de decodificacao de mensagens secretas usando a
seguinte matriz codificadora de ordem 3.
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Q

I
S N =
— = N
NN W

Suponhamos que as senhas numéricas de seis digitos dos clientes de um determinado
banco sao representadas como uma matriz S de ordem 2 x 3, em que os trés primeiros
digitos sao a primeira linha da matriz e os trés dltimos digitos sao a segunda linha. O
banco usa uma matriz invertivel C', para manter o sigilo das senhas de seus clientes.
Por questoes de seguranca, o banco gera uma nova matriz Sc = S - C , com a senha
codificada. Para recuperar a senha de um cliente, o banco utiliza a matriz inversa C !,

que neste caso, é:

0 0,5 —0,5
cl=|2 -1 -2
-1 0,5 1,5

Multiplicando-se a matriz Sc pela matriz C~! obtém-se a matriz S, ou seja, S =
Sc c—h
Sabendo que a senha codificada de um determinado cliente é 7—13—23—-8—-20—34,

temos:
7 13 23
Sc = .
8 20 34
Entao,
0 0,5 —-0,5
7 13 23
S = . 2 -1 =2
8 20 34
-1 0,5 1,5
Logo,

52325'
6 1 7

Portanto, a senha desse cliente é 325617.

Apos a realizacao destas sequéncias didaticas, a expectativa é que os problemas
propostos tenham permitido um bom nivel de discussao, em que os argumentos, as
analises de situacoes, os levantamentos de hip6teses e as comparacoes das solucoes

tenham fortificado o grupo de alunos como um coletivo gerador de conhecimento.



7 Consideracoes Finais

O presente trabalho constitui aspectos da teoria dos codigos corretores de erros. A
teoria dos coédigos corretores de erros surgiu no inicio da década de 50. O trabalho
inicial para a obtencao dos primeiros tipos eficientes de codigos corretores de erros
foi arduo, pois exigia, entre outros aspectos, um profundo conhecimento de Algebra
Abstrata. Décadas se passaram e hoje se tem conhecimento de varias classes de bons
codigos corretores de erros que podem ser perfeitamente entendidas por engenheiros
e cientistas de computacgao, gracas ao esforco de alguns pesquisadores que souberam
apresentar esse material com um minimo rigor matematico.

Primeiramente, enfocamos conceitos basicos de Algebra Linear, os quais foram os
principais pré-requisitos para o desenvolvimento dos demais capitulos. Abordamos os
codigos corretores de erros, que é um tema de grande relevancia devido sua aplicacao em
diversas situagoes da vida pratica. No entanto, nosso objetivo maior, neste trabalho, foi
relacionar a teoria dos c6digos corretores de erros com contetidos matematicos, como os
de Algebra Linear. Neste sentido, a articulacio dos conhecimentos matematicos com os
avancos tecnolodgicos, principalmente na area computacional, permite o aprimoramento
e maior eficiéncia destes codigos.

A Matemaética estd presente na vida humana desde os primordios das civilizacoes.
Situacoes que utilizam uma linguagem de codigos e problemas que envolvem mensagens
ocultas existem ha milhares de anos. Com a evolucao dessas civilizagoes, a forma de
registrar estes codigos e também os processos de transmissao de informacdes que os
envolvem vao sendo aperfeigoados.

Diante disso, destacamos a importancia de abordar este estudo no Ensino Médio,
proporcionando atividades didaticas sobre codificacao, aplicando e ampliando os estu-
dos com Matrizes. Esta importancia é evidente no Curriculo do Estado de Sao Paulo,
que enfatiza o estudo através da resolucao de problemas no contexto da area da tecno-
logia e que sejam significativos aos alunos. Assim, estes vivenciam situacoes problema
que demonstram a articulacao do curriculo com o seu cotidiano, aspecto relevante no
desenvolvimento do aprendizado pautado em habilidades e competéncias. Assim sendo,
através das sequéncias didaticas propostas neste trabalho e aplicadas em sala de aula,
podemos destacar a participacao efetiva dos educandos de modo que se tornem os

protagonistas de seu aprendizado.
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Por fim, destacamos que a realizacao de atividades didaticas com estes aspectos
norteados pelo curriculo, possibilitou ao estudo de multiplicacao de matrizes e matriz
inversa, uma significativa compreensao dos educandos, de modo que percebessem que
os contetidos matematicos podem estar relacionados as situacoes que estao presentes
em suas vidas, mesmo que de alguma forma, nao sejam tao evidentes. Logo, a sala de
aula é um descortinador de possibilidades para esses educandos ampliarem sua visao
de mundo e principalmente seus pré-conceitos sobre a matematica, que normalmente é

vista como uma grande vila nas escolas de educacao basica.
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