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RESUMO

Neste trabalho, descrevemos a representacao de um numero racional na forma de Fracao
Continua para posteriormente estender tal representacao para os numeros irracionais.
Enunciamos também o “Paradoxo de Galileu” para conjuntos infinitos. Inicialmente, com o
auxilio da divisao euclidiana, obtemos a representacao de um numero racional na forma de
Fracao Continua e, em seguida, através de aproximacoes sucessivas obtemos a representacao
dos numeros irracionais nestas fracoes. Depois, enunciamos e exemplificamos o “Paradoxo
de Galileu” para conjuntos infinitos. Em seguida, usamos as Fracoes Continuas e o
“Paradoxo de Galileu” na resolucao de problemas fisicos na Educacao Bésica. Ressaltamos,
que conforme Portilho e Lima [8] (2006, p. 26) tais conteidos raramente vem sendo
lecionados nas aulas neste nivel educacional, porém, neste texto procuramos expor uma
proposta para que sejam ensinados e exercitados neste nivel. Concluimos assim, que estes
contetidos podem ser muito uteis na resolucao de problemas interessantes das disciplinas de
Matematica e Fisica na Educacao Basica.

Palavras-chave: Fracoes Continuas. Aproximacoes Sucessivas. Paradoxo de Galileu.

Problemas Fisicos. Educacao Bésica.



ABSTRACT

In this paper, we describe the representation of a rational number in the form of continuous
fraction sand later extend this representation to irrational numbers. We also enunciate
Galileo’s Paradox for infinite sets. Initially, with the aid of Euclidean division, we obtain the
representation of a rational number in the form of continuous fractions and then through
successive approximations, we obtain the representation of irrational numbers using these
fractions. Then we articulate and exemplify the Galileo’s Paradox for infinite sets. In
addition, we use the continuous fractions and Galileo’s Paradox tosolve physical problems
appropriate for k-12 education. Portilho and Lima [8] (2006, p. 26) suggest that such
content rarely has been taught at this educational level, but in this text we seek to expose
a proposal to be taught and exercised at this level. We conclude that these contents can be
very useful in solving interesting problems of mathematics and Physics in k-12 education.

Keywords: Continued fractions. Successive approximations. Galileo’s paradox. Physical

problems. Basic education.
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INTRODUCAO

Nos séculos XVII e XVIII, grandes mateméticos, como Leonard Euler e Hermite, tiveram
como objeto de estudo uma das mais belas teorias da matemaética elementar, as fracoes
continuas, que até hoje é tema de pesquisa em varias areas no campo da matemaética.
Porém, os primeiros passos para o estudo de Fragoes Continuas datavam de muito antes.
Por exemplo, conforme Eves [4] (2011, p. 312), na Itdlia, Pietro Cataldi (1548 — 1626)
escreveu raizes quadradas na forma de tais fragoes.

Em meados de 306 a.C., segundo Andrade e Bracciali [1] (2004, p. 6) tomou-se co-
nhecimento de um dos textos de matematica mais bem sucedido de todos os tempos - Os
Elementos (Stoichia) de Euclides. Nele encontra-se um algoritmo (Algoritmo da divisao de
FEuclides), usado para encontrar o méximo divisor comum (a, b) dos nimeros a e b. Com

este algoritmo, vamos obter qualquer nimero racional em termos de fracao continua.

79

55 ha forma

Usando o algoritmo da divisao de Euclides, conseguimos escrever

79 1
_:2+—17
28 1+4+—

I
1
1+‘r17L§

a qual é a expressao que representa a Fracao Continua do nimero racional %, denotada
por [2,1,4,1,1,2].

De forma geral, temos que uma expressao da forma

a/1+ 1
a _—
2+a3+ T

a4+7a5+1

é chamada de Fracao Continua e os nimeros aq, as, . . . sao chamados de quocientes parciais.

Se o numero de a}s for finito, dizemos que a Fracao Continua ¢ finita e, caso contrério,
dizemos que ¢ infinita.

Em 1564 nasceu em Pisa, Galileu. Filho de um compositor e musico, ingressou aos dezes-
sete anos na Universidade de Pisa no curso de Medicina, onde aproveitou para aprofundar
a observacao dos fenomenos naturais e estudar textos de grandes autores classicos como
Arquimedes. No segundo ano do curso, que acabou por nao concluir devido ao gosto que
tinha por ciéncia e pela matematica, descobriu que um péndulo oscila com uma frequéncia

constante (lei do isocronismo das pequenas oscilagoes).
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Um dos paradoxos ! mais famosos acerca do infinito, conforme Freitas e Gongalves [5]
(2008, p. 30) é o que Galileu apresentou no livro Discorsi e dimostrazioni matematiche a
due nuove scienze, o paradoxo dos naturais e dos quadrados.

Este paradoxo afirma: numeros que sao quadrados perfeitos(qualquer nimero natu-
ral que possa ser representado pelo quadrado de um nimero também natural) sao tantos
quantos os proprios nimeros naturais.

Neste texto, vamos explorar os temas mencionados, ou seja, Fracoes Continuas e o

Paradoxo de Galileu, para em seguida utiliza-los na resolucao das duas seguintes aplicagoes:

“A fracao % tem como representacao sobre a forma de fracao continua a expressao

2+ ﬁ Quais os valores de x, y e z ¢7
y+1

“O problema em questao € um exercicio d eletricidade envolvendo uma associacao mista
de resistores idénticos, cada um com resisténcia R, conforme ilustrado na Figura.

As reticéncias horizontais indicam que o niumero de sub-malhas retangulares € muito
grande, podendo ser considerado, para efeito de cdlculos, infinito. O exercicio consiste em
determinar a resisténcia equivalente entre os terminais do circuito (a esquerda da Figura.”

Notemos que a primeira aplicacao, que é modelagem de um teste de um concurso mi-
litar de 2011, é exclusivamente da disciplina de Matemadtica e a segunda uma aplicacao
interdisciplinar envolvendo as disciplinas de Matematica e Fisica, encontrada em Portilho e
Lima [8] (2006, p. 26), porém, neste trabalho apresentamos uma proposta para que ambas
sejam aplicadas na Educacao Basica, mas precisamente na 1? série ou na 3 série do Ensino
Médio, tendo em vista que os conteidos aqui explorados requerem conhecimento prévio de
conjuntos e de eletricidade.

Como eletricidade é um contetdo da disciplina de Fisica na 3* série do Ensino Médio,
entao é sempre importante que o professor de Fisica seja consultado e quando possivel
participe de forma ativa na aplicacao deste trabalho, afim de que este torne-se uma atividade
interdisciplinar satisfazendo assim uma das intengoes do mesmo. Além de mostrar de forma
relevante a importante contribuicao que os temas abordados dao a resolucao de questoes

em tal nivel de ensino e de forma bem nivelada com a feita no Ensino Superior.

!Paradoxo é uma declaracdo aparentemente verdadeira que leva a uma contradicio légica, ou a uma
situagao que contradiz a intuigdo comum.
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1 FRACOES CONTINUAS

Neste capitulo, iremos inicialmente explorar alguns fatos histéricos sobre Fracoes
Continuas, conforme [1], [2], [4], [7] e [11]. Em seguida, definiremos a notagdo de um
numero racional escrito na forma de Fracao Continua, para através de aproximacoes su-
cessivas conseguirmos a notagao de um numero irracional também na forma de Fragao
Continua. Qualquer demonstracao omitida de 1.2 a 1.5 pode ser encontrada no livro In-
trodugdo & Teoria dos Numeros escrito por José Plinio de Oliveira Santos [9], o qual foi

usado como base nas secoes deste capitulo.

1.1 Aspectos historicos

Nao é facil de ser datada a origem exata de quando o conceito de Fracoes Continuas foi
utilizado, pois, segundo Andrade e Bracciali [1] (2004, pp. 6-7) e Nascimento [7] (2013, p.
39), encontram-se exemplos dessas fragoes por toda a Matemética desde anos remotos.

No entanto, é possivel datar dos séculos XVII e XVIII, que estas fracoes foram objeto
de estudo de grandes matematicos, como Leonard Euler e Hermite, por ser sua teoria um
dos mais belos assuntos de matematica elementar, sendo até hoje tema de pesquisa com
grande interesse em varias areas no campo da matematica, como em teoria dos nimeros,
na ciéncia da computacao etc..

No periodo de 1650 a 1670, uma grande variedade de métodos infinitos foi desenvolvida,
inclusive o método das fragoes continuas infinitas para 7 que, de acordo com Eves [4] (2011,
p. 403), fora dado por William Brauncker (1620 — 1684), o primeiro presidente da Royal
Society.

Segundo Eves [4] (2011, pp. 143-144), o matematico inglés Jonh Wallis, em 1650, obteve

a curiosa expressao:

2 2244668...

T 133557.7..

Por manipulacao do produto de Wallis para %, como dito em Boyer [2] (1974, p. 283),

Brouncker chegou de algum modo a expressao
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Porém, os primeiros passos para Fragoes Continuas datavam de muito antes. Na Itélia,
o matematico Pietro Antonio Cataldi (1548 — 1626) de Bolonha, que ensinou matematica
e astronomia em sua cidade natal, inclui entre seus trabalhos o desenvolvimento de fracoes

Continuas, escrevendo nimeros do tipo v/2 — 1, nesta forma,

2-1=—
\/_ 2_|_+

2
+2+72+1.4.

Leonhard Euler contribuiu de modo valoroso com a matematica, ele foi um dos primeiros
matematicos a desenvolver a teoria das fracoes continuas. Em 1737 expressou o seguinte

desenvolvimento para o nimero e

e=2+ T

2 530 irracionais. Além disso, demons-

Euler usou esta expressao para mostrar que e e e
trou a representacao de uma série a partir de fracoes continuas e vice-versa.
O matematico suico Johann Heinrich Lambert generalizou o trabalho de Euler sobre o

nimero e. Em 1766, ele mostrou que

Em 1768, Lambert encontrou expansoes em fracoes continuas para as fungoes log (1 + x),
arctg (x) e tg (x). Ele usou essas expressoes para mostrar que e” e tg (x) sdo irracionais, se
x for racional.

Lagrange usou fracoes continuas para encontrar o valor de raizes irracionais e provou
que os numeros quadrdticos irracionais (nimeros algébricos irracionais, ou seja, que sao
solugoes de uma equagao quadratica com coeficientes racionais) sdo dados por uma fragao
continua periddica.

Enfim, a teoria das fragoes continuas se desenvolveu muito e hoje estda presente em
diversas areas. Como por exemplo: algoritmos para calcular aproximacoes racionais para

os numeros reais, resolucoes de equacoes diofantinas, problemas na Fisica e Teoria dos
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Numeros. Acredita-se que tanto as suas aplicacoes, quanto suas pesquisas, estao longe de
terminarem.
Citados os fatos historicos acima, vamos agora definir e denotar a representacao de um

numero racional em termos de fracdo continua.
1.2 Definicao - Notacao

Em meados de 306 a.C. tomou-se conhecimento de um dos textos de matematica mais
bem sucedido de todos os tempos - Os Elementos (Stoichia) de Euclides. Nele encontra-se
um algoritmo (Algoritmo da divisdo de Euclides), usado para encontrar o mdzimo divisor
comum de dois nimeros inteiros a e b (a ou b diferente de zero), denotado por (a, b), que é
o maior inteiro que divide a e b.

Nas duas préximas proposicoes, veremos este algoritmo integralmente como esté escrito
em Euclides [3] (2009, pp. 270 - 272).

Proposicao 1.2.1. Sendo expostos dois numeros desiguais, e sendo sempre subtraido de
novo o menor do maior, caso o que restou nunca meca eratamente o antes dele mesmo,
até que reste uma unidade, os numeros do principio serao primos entre Si.
Demonstracao.

Pois, dos dois nimeros [desiguais] AB, CD, sendo sempre subtraido de novo o menor
do maior, o que restou jamais meca exatamente o antes dele mesmo, até que reste uma
unidade; digo que os AB, CD sao primos entre si, isto é, que uma unidade s6 mede os AB,
CD.

Pois se os AB, CD nao sao primos entre si, algum nimero os medird. Meca, e seja o E;
e 0 CD medindo o BF, reste dele mesmo o menor FA, enquanto o AF, medindo o DG, reste
dele mesmo o menor GC, e o GC, medindo o FH, reste a unidade HA.

Como, de fato, o E mede o CD, e o CD mede o BF, portanto também o E mede o BF;
e mede também o BA todo; portanto, medird também o AF restante. E o AF mede o DG;
portanto, o E também mede o DG; e também mede o DC todo; portanto , também medira
o CG restante. E o CG mede o FH; portanto, o E também mede o FH; e mede também
o FA todo; portanto, medird também a unidade AH restante, sendo um nimero; o que é
impossivel. Portanto, nenhum nimero medird os numeros AB, CD; assim, os AB, CD sao

primos entre si; 0 que era preciso provar.
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Proposicao 1.2.2. Sendo dados dois nimeros nao primos entre si, achar a maior medida
comum deles.
Demonstracao.

Sejam AB, CD os dois nimeros dados nao primos entre si. E preciso, entao, achar a
maior medida comum dos AB, CD.

Se, por um lado, de fato, o CD mede o AB, mas mede também a si mesmo, portanto o
CD ¢é uma medida comum dos CD, AB. E é evidente que é também a maior; pois, nenhum
maior do que o CD medira o CD.

Se, por outro lado, o CD nao mede o AB, dos AB, CD, sendo sempre subtraido de novo
o menor do maior terd restado algum numero, o qual medird o antes dele mesmo. Pois,
uma unidade nao terd restado; e, se nao, os AB, CD serdao primos entre si; o que nao foi
suposto. Portanto, tera restado algum niumero, o qual medira o antes dele mesmo. E, por
um lado, o CD, medindo o BE, reste um menor do que ele mesmo, o EA, e, por outro lado,
o EA, medindo o DF, reste um menor do que ele mesmo, o FC, e o CF meca o AE. Como,
de fato, o CF mede o AE, e o AE mede o DF, portanto o CF medira o DF; e mede também
a si mesmo; portanto, medird também o CD todo. E o CD mede o BE; portanto, o CF
mede também o BE; e mede também o EA; portanto, medird também o BA todo; e mede
também o CD; portanto, o CF mede os AB, CD. Portanto, o CF é uma medida comum dos
AB, CD. Digo, entao, que também ¢é a maior. Pois, se o CF nao é a maior medida comum
dos AB, CD, algum nimero medira os nimeros AB, CD, sendo maior do que CF. Meca, e
seja 0 G. E como o G mede o CD, e o CD mede o BE, portanto também o G mede o BE;
e mede também o BA todo; portanto, medira também o DF; e mede também o DC todo;
portanto, também medird o CF restante, o maior, o menor; o que é impossivel; portanto,
nenhum nimero medird os numeros AB, CD, sendo maior do que CF; portanto, o CF ¢ a

maior medida comum dos AB, CD; |o que era preciso provar]|.

Iremos mostrar a seguir dois teoremas que nos dao uma escrita repaginada do Algoritmo
da Divisao de Euclides, conforme Santos [4] (2005, p. 8), da forma que usamos nos dias
atuais.

Porém, antes de introduzir tais teoremas, enunciaremos o chamado Teorema de Eudo-

xius:
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Teorema 1.1. Se a e b inteiros, com b # 0, entdo a € um maltiplo de b ou se encontra
entre dois multiplos consecutivos de b, isto €, correspondendo a cada par de inteiros a e

b # 0, existe um inteiro q tal que, para b > 0,

gp<a<(qg+1)b

e para b < 0,

gp<a<(qg—1)b.

Teorema 1.2. (Algoritmo da Divisao de Euclides) Dados dois inteiros a e b, b > 0, existe

um unico par de inteiros q e r tais que
a=qgb+r, com0<r<b(r=0<bla)

(q € chamado de quociente e r de resto da divisio de a por b).

Demonstracao.

Pelo Teorema de Eudoxius, como b > 0, existe ¢ satisfazendo:

gb <a < (q+1)b,

o que implica 0 < a — ¢gb e a — gb < b. Desta forma, se definirmos r = a — ¢b, teremos
garantida a existéncia de ¢ e r.

A fim de mostrarmos a unicidade, suponhamos a existéncia de outro par ¢; e r; tal que
a=qb+ricom0<r <b.

Disto temos

(gb+7)—=(@ub+711)=0=blg—q) =71 —1,
o que inplica b|(r; — r). Mas, como r; < b e r < b, temos |r; —r| < b e, portanto, como
b|(r1 — r) devemos ter r; — r = 0 o que implica r = r1. Logo
nb=qb=q = ¢,

uma vez que b # 0.
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Teorema 1.3. Sejam ro = a e r1 = b inteiros nao-negativos, com b # 0. Se o algoritmo

da divisao for aplicado sucessivamente para se obter

Ti = Qj+17j41 T 7j42,0 < rjpe <141

para j =0,1,2,....n—1 er, =0, entdo (a,b) = r,, onde r, € o ultimo resto nao nulo.
Demonstracao.
Aplicando inicialmente o Teorema 1.2 para dividir r¢ = a por ry = b, obtemos

ro = qir1 + ro e, em seguida, dividindo r; e 19, obtemos r;1 = ¢ore + r3. Continuamos
esse processo sucessivamente até a obtencao do resto r,.; = 0. Como a cada passo, o resto
é sempre menor do que o anterior e estamos lidando com nimeros inteiros positivos, é claro
que apos um numero finito de aplicacoes do Teorema 1.1, teremos resto nulo. Assim, temos

a seguinte sequéncia de equacoes:

To = qir1+ 12,0 < 1rg <1y

71 = QQT2+T3,0<T3<T2

79 = Q3T3—|—7”4,0<7”4<’l"3

Th—2 = QniTn-1+7p, 0 <1y <7y
Tn—1 = Q4nTn +0

A dltima destas equacoes nos diz que o méaximo divisor comum de r, e r,_1 é 7, € a
pentltima diz que este nimero é igual a (r,_1,7,_2). Prosseguindo desta maneira, teremos

a sequeéncia

Tn = Tn-1sn) = (Tn—2,7n—1) = ... = (r1,72) = (r0,71) = (a,b).

Portanto, o maximo divisor comum de a e b é o ultimo resto nao-nulo da sequéncia de

divisoes descrita.

Com este algoritmo, podemos obter qualquer nimero racional em termos de fracao
continua, como veremos no exemplo a seguir.
Exemplo 1.2.1. Vamos encontrar o maximo divisor comum de 79 e 28, usando o algoritmo

da divisao de Euclides.
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Temos que

79 =2.28 423

28=1.23+5

23=45+3

5=13+2

3=12+1

2=12+0.

Logo, (79,28) = 1, uma vez que 1 é o 1ltimo resto ndao-nulo nesta sequéncia de divisoes

sucessivas.

Como consequéncia imediata destas igualdades, podemos expressar o nimero racional %

COmo segue:
79 23 1
28 2+ =2+ b
— 1 1 1
= 24+ 5 =2+ 1T =2+ "
1+ I+ +—
k3 o7
= 2+ L —=24—1— =
1+—7 1+—7
4+ 4 a1
3 1+3
- 92 1 =2 1
- 1+—1 - 1+ 1
I p— —
= Yy
1+%

ol

Dizemos que esta ultima expressao é a fracdo continua que representa o nimero racional

I ou a expressio de % sob a forma de fracao continua.

287
Notagao: [2,1,4,1,1,2].
Generalizando, temos que uma expressao da forma

a —
o ——
“tar —

(1)

é chamada de fracdo continua e os nimeros aq, as, ... sao chamados de quocientes parciais.
Na sequéncia de divisoes sucessivas que fizemos acima para a obtencao do maximo divisor

comum de 79 e 28, os numeros a; sao, de fato, quocientes daquelas divisoes.

Quando a quantidade dos a}s for finita, dizemos que a fracdo continua é finita e, caso
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contrério, dizemos que é infinita.

Se todos os ais sao inteiros dizemos que a fragao continua é simples.

Uma expressao como (1) serda denotada por [ay, ag, as, ...| € a expressao
1
ay +
o+
1
T+

1

Ap—1 + —
an

denota-se por [ay, ag, ..., ay].

Exemplo 1.2.2. Vamos expressar o racional -37/5 como uma fragao continua.

Verifica-se que

—37=—-85+3
5=13+2
3=12+1
2=12+0.
Logo
5= 8ti=-8+1=-8+1n
- _8+1+1§:_8+1+%
e, portanto, —?37 =[-8,1,1,2].

Podemos ver que no processo de divisoes sucessivas, somente o primeiro quociente pode
ser negativo, pois, a partir do segundo, temos a divisao entre dois nimeros positivos que
sabemos resultar em um quociente positivo. Dai, concluimos que na fracao continua simples

la1, as, .. .] todos os a,s sao inteiros positivos, exceto possivelmente o a;.
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Exemplo 1.2.3. Consideremos a sequéncia 2, 1, 4, 5, 3 e a fracao continua representada

por [2,1,4,5, 3], isto é,

5 1
+ T
4+ 10
5+§
Essa fracao pode ser reduzida a
1 1 1
2+ T = 24+ =2+ Fo——
4**1531 4+ {5 04"
_ 67 _ 233,
= 2+tg=%
Observamos que toda Fracdo Continua (simples) finita [aj, as, ..., a,] representa um

nimero racional. De fato, sabemos que sendo m e n dois nimeros racionais com n # 0,
entdo m + n e m/n sdo também ndmeros racionais. Assim, dada uma fragdo continua
(simples), procedendo com operagoes de adi¢ao e divisao como no Exemplo 1.2.3 vamos ter
sempre no final um ndmero racional.

A reciproca da afirmacao acima é também verdadeira. Um ntimero racional pode ser
representado sob a forma de Fracao Continua finita, pois o processo de divisoes sucessivas,
ap6s um ndmero finito de passos (divisoes), sempre nos fornece resto nulo, como visto no
Teorema 1.2.

Observamos que a quantidade de quocientes parciais a; na representacao de um nimero
racional pode ser par ou impar, uma vez que quando o a, ¢ maior do que 1 podemos

substitui-lo por a, — 1 + 1. Na representacao do exemplo (1.2.3) de 22 terfamos

e, portanto, é verdadeira a igualdade

2,1,4,5,3] = [2,1,4,5,2,1].

Generalizando, temos

anp > 1= lay,as,...,a, = lay,a9,...,a, —1,1].
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Podemos resumir as observacoes que acabamos de fazer no seguinte teorema.
Teorema 1.4. Todo numero racional pode ser representado de duas maneiras distintas sob
a forma de fracao continua finita, e toda fra¢do continua (simples) finita representa um
numero racional.

A unicidade da representagdo de um numero racional em fragdo continua (a menos da

modificagao do dltimo termo) é garantida pelo Teorema 1.1.

Se a representacao em fracao continua do racional §(p > q) é dada por [aq,as, ..., a,),
entdo a representacao de ;‘i ¢ dada por [0, ay,as,...,a,]. Isso é consequéncia imediata do
fato de

1
4o, L
p q

Exemplo 1.2.4. A representacao de % em fragao continua é dada por [1,1,2,1,2] e como

1170+1 1
19 19 14—t

—_
—_
+

temos que % =10,1,1,2,1,2].
1.3 Convergentes

Na secao anterior vimos que qualquer nimero racional pode ser expresso sob a forma de

uma fragao continua (simples)

p_
- - [0’17 ag,...,0p—1, a”n]v
q
onde a; é um inteiro qualquer e as, as, ..., a, sao inteiros positivos.
Pelas expansoes das fragoes continuas [a4], [a1, as], [a1, asg, a3, ..., obtemos as seguintes
fracoes
a1 1 1
C1:T,02:a1+—703za1+T>~-
a2 a2 T 42
chamadas de primeiro, segundo, terceiro, ... convergentes, respectivamente, da fracao
continua [ay, as, as, ..., ay_1, ayl.

Observemos que o n-ésimo convergente € igual a propria fracao continua. Nos teoremas

seguintes mostraremos algumas propriedades satisfeitas pelos convergentes de uma fracao
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continua.
Considerando
a
01:—1:12, onde p1=a; e ¢ =1,
1 q1
temos
1 aras + 1
02:a1+_:L:]27
a2 a2 q2
onde py = ajas + 1 € qu = as.
Calculando cs, ¢4, ¢5, obtemos
_ asp2 + D1 ]
aszqs + q1 qs
a4p3 +p2 P4
C4 = G- —
a4q3 + Qo 44
_ as5ps + p3 _ D5
asqs +q3 Qs

Pelos resultados obtidos acima, vamos conjecturar que os numeradores p;s e os denomina-

dores ¢}s dos convergentes c,s satisfazem as seguintes igualdades:

Di = ;Pi—1 + Pi—2 € ¢ = A;¢i—1 + Qi—2-

No préximo teorema, provaremos por inducao, que estas relacoes se verificam para
1=3,4,5...,n.
Teorema 1.5. Seja c¢; = % 0 i-ésimo convergente da fra¢ao continua |aq,as, . . ., a,|. Entdo
1

o numerador p; e o denominador ¢; de c; satisfazem as sequintes relagoes:

Di = Q;iPi—1 + Pi—2
Qi = Q;Q;—1 + gi—2

para i = 3,4,5,...,n, onde

p1 = a1,p2 = a1 +1,q1 = 1,q2 = as.
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Demonstracao. Como ja vimos, o teorema é valido para ¢ = 3, isto é,

D3 asps + 1
CB = —— ——.

a3 a3q2 + q1

Supondo que a relacdo (2) valha para todo j < i com 3 < i < n, teremos

_ ~ Pi QiPi—1 t Pi2 3
¢i = lay, ay, ..., 0] == = ——"— (3)
¢ Qigi-1+ Q-2
Observando que
1
C; — a1 + 1
a2 a3+
- )
+a¢71+(71i
e
1
Ci+1 = Q1 + I 1 s
a2 az+
. T+ ! 1
i—1+
aj—1 aitaly

vemos que c;+1 pode ser obtido de ¢; simplesmente pela substituicao de a; por a; + e
Isto nos diz que se pudermos mostrar que os nimeros p;_1, Pi—2, ¢i—1 € ¢i—2 dependem so-
mente dos quocientes parciais aq, as, . . ., a;_1, poderemos usar (3) para a obtencao de ¢; 41
pois estamos assumindo, como hipé6tese de inducdo, a validade de (3) para todo j < i.
Como

Di-1  Qi—1Pi—2 + Pi-3

Qi—1 Ai-1Gi—2 + Qi-3’

os numeros p;,—1 € @1 dependem somente dos numeros a;—; e dos numeros
Pi—2, (i—2, Pi—3, Gi—3 0s quais dependem dos procedentes a's,p’s e ¢'s. Desta forma,
Di—2,Qi—2,Pi—1 € ¢;—1 dependem somente dos primeiros ¢ — 1 quocientes parciais
ai,as,...,a;_1, sendo independentes de a;. Portanto, eles nao serao alterados com a subs-
tituicao de a; por a; + .

Assim, podemos utilizar (3) para a obtencao de ¢;;1, bastando para isto, substituir a; por

1
al-—l—

Qit1”
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ai4+1

ait—2—)pi—1+pi_2
Cit1 = it

(
(a ﬁ)Qifl+Qi72
(aiy1a;+1)pi_1+ai1pi—2
(aiy1a:+1)gi—1+a;r1qi—2
ait1(aipi—1+pi—2)+pi—1
ait1(aiqi—1+qi—2)+qi—1
Qi+ 1Pi+Pi—1
Qi+149i+4qi—1
_ P

Qit+1’

ou seja, é valido para i + 1, o que conclui a demonstragao por inducao.

Se definirmos po = 1,p_1 = 0,90 = 0 e ¢_; = 1, as equagoes (2)

Di = G;Pi—1 + Pi—2
Qi = G;Qi—1 + gi—2

passam a ser verdadeiras para todo:=1,2,3,....
A relacao obtida no proximo teorema nos permitird deduzir que para todo convergente
Ci = % temos que (p;, ¢;) = 1.

Teorema 1.6. A relacao

Didi—1 — Pi-14; = (—1)i (4)

se verifica para todo i > 0, onde p; e q; sao, respectivamente, o numerador e o denominador
do i-ésimo convergente.

Demonstragao.  Para i = 0, temos pog_; — p_1q0 = (—1)° uma vez que definimos
po=q1=lep1=q=0.

Supondo, como hipétese de inducao, a validade de (4), mostraremos que a mesma relagao
também se verifica quando substituimos i por i + 1.

O teorema 1.5 nos fornece

Dit1 = Gi+1Di + Pi—1

Qi+1 = Qi4+1Q; + Qi—1-
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Assim

Pi1Gi — PiGiv1 = (Qiy1pi + Dic1)@ — Di(Gis1Gi + Gi-1)
= Qi1PiQ T Pi—1G — Qi+1Piqi — PiGi—1
= (—1)(101'%‘_1 —Pi—ﬂh)-

Utilizando a hipdtese de inducao, obtemos

Pi+1Gi — PiGi+1 = (—1)(—1)i - (—1)i+17

o que conclui a demonstracao.

Coroldrio 1.1. Para todo convergente ¢; = £ temos que (pi,q;) = 1.
Demonstragdo. O Teorema 1.6 nos diz que p;qg;—1 — pi—1¢; = (—1)". Isto nos diz que
qualquer divisor comum de p; e ¢; deve ser um divisor de 1 ou —1. Dai, o maximo divisor

comum de p; e ¢; deve ser igual a 1.

1.4 Aproximacoes sucessivas

Tudo que fizemos nas secoes anteriores com relacao a fracoes continua referenciava os
nimeros racionais. Nesta secao descreveremos um processo de obtencao de aproximacoes
sucessivas, por racionais, para um numero irracional, ou seja, vamos enfim conhecer a
representacao de um numero irracional em termos de fracao continua.

Seja o um irracional e seja a; = |«], isto é, a; é o maior inteiro menor do que . Logo

_ 1 1
afal—l—a, com ry = -

Vemos que x; é um irracional maior que 1, pois se x; fosse racional, a; + % também
seria, contrariando a hipétese de « ser irracional. Assim, podemos escrever x; na forma
1

Ty =ay + —,
T2
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onde ay = |z1], x9 irracional e x9 > 1. Repetindo este processo, obtemos:

1
a = a;+ o
_ 1
r1 = ag+ o
1
To = Qs + E (5)
_ 1
Tn = Qp+1 -+ _$n+1’

onde todos os ajs (i > 1) sdo inteiros maiores ou iguais a 1 e todos os xs s@o irracionais
maiores do que 1. O fato de cada x; ser irracional nos garante que este processo pode ser

repetido um nimero infinito de vezes. Utilizando as equagoes (5), vemos que

1 1 1
1+z1 1+a2+% 1+a2+ 11
2 a3+ﬁ
1
= a —_— .
{1 ver——
ag+ T
a4+ﬁ
Definimos [ay, ag, ag, ...] = lim [a1, aq, . .., a,).
n—oo

Exemplo 1.4.1. Vamos ilustrar o processo acima obtendo a expansao de v/3.

Seja a; = [V3] =1e

1
\/g = a1 + — = 1 + —-
T X1
Temos que
11 (VB+1) VB+1
VBT (VB-1)(V3+1) 2
Consequentemente,
1 1
V3=1+ oLt o
Como ay = L%J =1, temos

e obtemos
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1
IQZ\/§+1_1:\/§+1‘
2
Logo
_ 1 1
V3 = 1+;f1+1+é
= 1+
751

Como a3z = [\/g—l— 1J = 2, temos

1 1
\/§+1:IL’2:CL3+—:2+_'
I3 I3

Resolvendo esta tltima equacao para x3, obtemos
1 V341

x3: =

(V3+1-2) 2

Sendo x3 = w1 concluimos que x4 serd igual a xy e desta forma, continuando com este

processo, iremos obter para a sequéncia aj, as, as, ... os valores 1,1,2,1,2,1,2,.... Logo, a

fracdo continua infinita representando v/3 serd dada por:

V3=1[1,1,2,1,2,1,2,..] = [1,1,2].

Chamamos fracao continua periédica a uma representacao como esta em que uma sequéncia
de numeros se repete periodicamente. Colocamos uma barra sobre a parte que se repete, a
qual é chamada de periodo da fragao continua.

Exemplo 1.4.2. Para o = /6, obtemos a seguinte sequéncia

a; = L\/EJ:Q

1 \/6_2 D)
ap, = {\/;JFQJ =2
T2 = \/6+12 - \/6 + 2

( 2 )72
as = L\/g + QJ =4
_ 1 V642
T8 = oo~ 2 1
Como x3 = 1, vemos que a4 = as, a5 = a3, g = A, A7 = A3, . ... LOZO

V6 =102,2,4,2.4,..]=2,24).
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Exemplo 1.4.3. Dada uma Fracao Continua periddica, podemos reverter o processo usado

nos exemplos acima para a obtencao do niumero irracional representado por ela. Conside-

remos
2,24 = 24 5——
4+2+4+T
_ 1
= 2+,
onde
1
4+2+4+ 111

Desta ultima igualdade, observamos que

y=2+

1
4+ "
e obtemos a equacao 2y% — 4y — 1 = 0, ou seja, y = 2+2‘/6, uma vez que y ¢é positivo. Logo
51 — 1 1
2,2,4] = 2+, =2+ =7
_ 2 2(2—-V6)
= 2+ 2+v6 2+ 75
—4+4-2v6 _
—H5RE = V6,

Até o presente momento, vimos que toda fracao continua finita representa um racional,
que todo racional é representado por uma fracao continua finita e que um irracional é
representado por uma fragao continua infinita.

Vale mencionar que nem todo irracional possui uma representacao periddica quando repre-

sentado sob a forma de fracao continua. O niimero 7 possui a seguinte representacao

m=1[3,7,151,292,1,1,1,2,1,3,.. ],

onde nao hd nenhuma sequéncia (periodo) que se repete. De acordo com Santos|9]
(2005, p. 150), Lagrange em 1770, caracterizou todos os irracionais que possuem repre-
sentacao peridédica quando expressos sob a forma de fracao continua. Ele mostrou que a

fracao continua infinita que representa um irracional é periddica se, e somente se, este ir-
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racional for raiz de um polinomio da forma az? + bx + ¢ = 0 onde a,b e ¢ sao inteiros.
Este resultado nos diz, em particular, que somente irracionais algébricos, ou seja, que sao
solucoes de uma equacao polinomial com coeficientes inteiros, podem ter representacao

periodica.
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2 PARADOXO DE GALILEU

Neste capitulo vamos falar sobre um dos “Paradoxos de Galileu”, no caso, o que se refere
a igualdade de cardinalidade entre determinados pares de conjuntos infinitos, conforme [2],
[4] e [5], tendo em vista que paradozo é uma declaragao aparentemente verdadeira que leva
a uma contradicao légica, ou a uma situacao que contradiz a intuicao comum, em termos

simples, um paradozro é o osposto do que alguém pensa ser a verdade.

2.1 Galileu

Conforme Eves [4] (2011, pp. 352-356), Galileu Galilei nasceu em Pisa em 1564. Filho
de um compositor e musico, ingressou aos dezessete anos na Universidade de Pisa no curso
de Medicina, onde aproveitou para aprofundar a observacao dos fenomenos da natureza e
estudar textos de grandes autores classicos como Arquimedes. No segundo ano do curso,
que acabou por nao concluir devido ao gosto que tinha pela Ciéncia e pela Matematica,
descobriu que um péndulo oscila com uma frequéncia constante (lei do isocronismo das
pequenas oscilagoes).

Aos vinte e cinco anos de idade foi indicado professor de Matematica da Universidade
de Pisa, tendo realizado experiéncias publicas sobre a queda dos corpos, enquanto exerceu
essa funcao, desenvolvendo as primeiras ideias sobre o principio da inércia.

Em 1592 tornou-se professor na Universidade de Padua, por quase dezoito anos, onde
continuou as suas experiéncias e aulas, ganhando um amplo prestigio.

Galileu desenvolveu vérios instrumentos como a balanca hidrostatica, um tipo de com-
passo geométrico que permitia medir angulos e dreas, o termometro de Galileu e o precursor
do relégio de péndulo.

No inicio do século XVII surgiram os primeiros telescépios. Galileu desenvolveu o seu
préprio telescopio e foi o primeiro a observar quatro satélites luminosos de Jupiter, confir-
mando de maneira notavel a teoria de Copérnico dos corpos pequenos girando em torno
de outros maiores. Com o telescépio, Galileu observou as manchas do Sol, as montanhas
da Lua, as fases de Vénus e os anéis de Saturno. Mas tais descobertas provocaram uma
oposicao fandtica por parte de muitos homens da Igreja, que aceitavam a autoridade de
Aristételes. “Aristoteles garantia que o Sol nao tem manchas e que a Terra, e, portanto,
o homem € o centro do Universo” (Freitas e Gongalves [5](2008, p.28)). Houve até quem

acusasse Galileu de colocar os quatro satélites de Jupiter dentro do telescopio.
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Por fim, em 1633, um ano depois da publicacao de um livro em que sustentava a teoria
de Copérnico, Galileu foi intimado a comparecer perante a Inquisicao, quando ja doente e
envelhecido, foi forcado, sob ameaca de tortura, a retratar-se de suas descobertas cientificas.
O seu livro foi colocado no Index Librorum Prohibitorum (fndice dos Livros Proibidos), onde
ficou por dois séculos e apenas lhe permitiram continuar um trabalho cientifico in6cuo, mas
acabou por cegar e morrer em 1642, ainda sob a vigilancia da Inquisicao.

Um dos paradoxos mais famosos acerca do infinito é o que é apresentado por Galileu,
o paradoxo dos naturais e dos quadrados, no livro Discorsi e dimostrazioni matematiche a
due nuove scienze, publicado em Leyden em 1638. Galileu encena uma conversa entre trés
personagens, Salviati, Simplicio e Sagredo, que representam respectivamente, ele préprio,
um sabio convencido da justeza das concepcoes de Aristételes e um homem honesto para
quem a demonstracao e a experiéncia se sobrepoem ao conhecimento livresco.

Salviati leva Simplicio a concordar que os ntumeros que sao quadrados perfeitos sao
tantos quantos os proprios nimeros naturais, mostrando-lhe a correspondéncia, a que hoje
chamamos bijetiva, entre os dois conjuntos de nimeros, depois de o ter feito reconhecer que

os inteiros sao mais do que os quadrados perfeitos sozinhos:

“Salviati. (... ). Por consciéncia, se eu disser que os numeros tomados na sua
totalidade, incluindo os quadrados e os nao quadrados, sGo mais numerosos do
que 0s quadrados sozinhos, enunciarei uma proposi¢do verdadeira nao €2

Simplicio. Certamente.

Salviati. Se eu perguntar agora quantos quadrados hd, podemos responder, e nos
enganarmos, que hd tantos quanta raiz e quadradas correspondentes, atendendo
a que todo o quadrado tem a sua raiz e toda a raiz o seu quadrado, que um
quadrado ndo tem mais que uma raiz, nem uma raiz mais que um quadrado.

Simplicio. Exatamente.

Salviati. Mas se eu perguntar quantas raizes hd, ndo se pode megar que hd
tantas quantos os numeros, porque todo o numero € a raiz de algum quadrado;
assim sendo, serd portanto preciso dizer que hd tantos numeros quadrados como
numeros, uma vez que eles sGo tantos como as raizes e que as raizes represen-
tam o conjunto dos niumeros; e no entanto diziamos de principio que hd mais
numeros do que quadrados, jd que a maior parte dos numeros ndao sao quadra-

dos.
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Sagredo. Entdo, qual a conclusdo a tirar nestas condi¢oes?

Salviati. Aos meus olhos, a unica conclusao possivel € dizer que o conjunto
dos numeros, dos quadrados, das raizes € infinito; que o total dos niumeros
quadrados ndo € inferior ao conjunto dos nimeros, nem este superior aquele.
E finalmente, que os atributos igual, maior e menor ndo tém sentido para
quantidades infinitas, mas somente para quantidades finitas” (Galileu citado
por Freitas e Gongalves [5](2008, pp. 30-31)).

Galileu chegou a conclusao que para contar os quadrados perfeitos, podia estabelecer
uma bijecao entre o conjunto dos nimeros naturais e o conjunto dos quadrados perfeitos,
concluindo assim que os quadrados perfeitos ndo eram menos do que os nimeros naturais.
A ideia proveniente da famosa nocao de Euclides - “o todo é maior que a parte” - de que
os numeros naturais eram mais do que os quadrados perfeitos, impediu-o de declarar a
igualdade de cardinais.

Outro paradoxo galileano ¢é o das rodas, que consiste em duas rodas concéntricas, uma
maior que a outra, que tocam com os seus pontos em dois segmentos de comprimentos

iguais.

“Salviati. Mas diz-me se em torno de um centro, (...) este ponto
A, descrevermos dois circulos e dos pontos C e B dos seus semi-diametros se
tracarem as tangentes CE, BF e deles, pelo centro A, a paralela AD, conside-
rando que o circulo maior gira sobre a linha BF (igual d da sua circunferéncia,
assim como as outras duas CE, AD) e admitindo que hd uma revolugdo, que
terd feito o circulo menor e o centro? Este terd, sem duvida, percorrido a linha
AD, e a circunferéncia daquele terd, com os seus contactos, medido toda a CE
(...). Portanto, como pode, sem saltos o circulo menor percorrer uma linha
taéo maior de que a sua circunferéncia (...)” (Galileu citado por Freitas e
Gongalves [5](2008, p. 31)).

A situacao pode ser representada da seguinte forma:

Mais uma vez se trata de uma bijecao entre dois conjuntos, o segundo dos quais pode ser
considerado uma parte do outro. A circunferéncia menor é, como comprimento, metade da
maior. Assim, é possivel estabelecer uma correspondéncia dos seus pontos com os de metade
da circunferéncia de raio AB. Mas também podemos estabelecer uma correspondéncia entre
os pontos da menor na da maior, tendo portanto uma correspondéncia biunivoca entre as

circunferéncias.
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Figura 1: Ciculos concéntricos

Fonte: Freita, Gongalves e Silva, 2008

O paradoxo reside na possibilidade de correspondéncia biunivoca entre um segmento
continuo e sua parte prépria. Bernhard Bolzano falou deste assunto nos Paradozos do
Infinito, conforme Freitas e Gongalves [5] (2008, p. 32).

Vejamos entao a solucao proposta por Galileu e em seguida a solucao proposta por
Bolzano.

A solucao que Galileu apresenta ¢é negativa: nao é possivel com a nossa compreensao
finita apurar o infinito. Ou seja, quando falamos em infinitos e em indivisiveis, os primeiros
sao incompreensiveis pela sua dimensao e os segundos pela sua pequenez.

Galileu, enquanto matematico, nega a possibilidade de raciocinar com argumentos ne-
cessariamente convincentes sobre o infinito. Mas, enquanto filésofo, admite a possibilidade
de fazer conjecturas, arbitrarias e nao necessarias, sobre a natureza do infinito. Assim,

como matematico afirma:

“Nao vejo a que outra decisao possa chegar do que dizer que infinitos
s@o todos os mumeros, infinitos os quadrados, infinitas as suas raizes, nem
que a multiddo dos quadrados € menor que a de todos os numeros, nem esta
maior que aquela, e, como ultima conclusdo, os atributos de igual, maior e
menor nao terem lugar nos infinitos, mas apenas nas quantidades terminadas”
(Galileu citado por Freitas e Gongalves [5](2008, p. 33)).

Totalmente diferente da opiniao de Galileu é a opiniao de Bolzano perante o infinito e,
em particular, do paradoxo do todo e da parte.

Bernahrd Bolzano, nascido em Praga, atual Repiblica Checa, era filésofo, matematico
e tedlogo, contribuiu tanto para a Matematica como para a Teoria do Conhecimento. Ele

tentou, no seu trabalho, libertar o Célculo da sua concepcao infinitesimal. Para além
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de problemas ligados a Matematica, estudou problemas ligados ao espaco, a forca e a
propagacao das ondas. Filho de um comerciante de artes, frequentou a Universidade de
Praga, onde estudou Teologia, Matematica e Filosofia. Foi ordenado sacerdote da Igreja
Catolica e foi designado para lecionar religiao na universidade onde estudou.

Os estudos cientificos de Bolzano foram muito avancados para o seu tempo, nos funda-
mentos de varios ramos da Matematica, como a teoria das fungoes, a légica e a nocao de
cardinal. Depois de demonstrar o teorema do valor intermédio, deu o primeiro exemplo de
uma funcao continua nao derivavel em nenhum ponto do conjunto dos numeros reais. No
campo da légica, estudou a tabela de verdade de uma proposicao e introduziu a primeira
definicao operativa de dedutibilidade.

Para ele bastava caracterizar um conjunto pelas suas propriedades, e nao ter de enu-
merar todos os elementos desse conjunto, ou seja, um conjunto ¢ um todo. Bolzano tentou
estabelecer um critério de comparacao entre conjuntos infinitos. Analisou o paradoxo de
Galileu relativo a correspondéncia um a um entre os nimeros naturais e os quadrados per-
feitos. Além disso, concluiu, embora vagamente, que as correspondéncias entre um conjunto
infinito e um seu subconjunto préprio sdo comuns a todos os conjuntos infinitos. No en-
tanto, conforme Freitas e Gongalves [5] (2008, p. 33), considerava que essa correspondéncia
nao era suficiente para concluir que tais conjuntos tinham o mesmo cardinal, a existéncia
de uma bijecao entre os conjuntos. Para que pudessem ter o mesmo cardinal, era necessario

estar, por exemplo, definidos de modo idéntico:

“Quando dois conjuntos sdo infinitos, pode haver uma relagdo tal que, por um
lado € possivel associar cada elemento do primeiro conjunto com algum ele-
mento do sequndo de tal forma que nenhum elemento dos dois conjuntos fique
sem associacd@o, e por outro lado € possivel que um conjunto possa conter o
outro como uma parte de si. E insuficiente que se possam equiparar os elemen-
tos de dois conguntos (infinitos)... S6 se pode concluir uma igualdade destas
multiplicidades se ambos os conjuntos forem determinados de modo idéntico”
(Galileu citado por Freitas e Gongalves [5](2008, p. 34)).

2.2 Cantor

George Ferdinand Ludwig Philip Cantor, cujos pais eram dinamarqueses, nasceu em
1845, em S. Petersburgo, Riussia, mas passou a maior parte da sua vida na Alemanha. Seu
pai era judeu convertido ao protestantismo e a sua mae catolica de nascimento. Cantor

interessou-se fortemente pela teologia medieval sobre a continuidade e o infinito. Como
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consequéncia, nao seguiu uma carreira em engenharia como lhe sugeria o seu pai, a fim de
se concentrar em Filosofia, Fisica e Matematica.

Estudou em Zurique, Gottingen e Berlim, onde ensinavam, além de Kummer, Leopold
Kronecker e Karl Weierstrass. Talvez por influéncia de Kummer e Kronecker, Cantor
interessou-se particularmente por teoria de nimeros, tendo sido este assunto tanto da sua
tese de doutoramento como do trabalho que apresentou para ser admitido como docente
na Universidade de Halle (uma universidade de provincia considerada pouco importante),
onde lecionou entre 1869 e 1905.

Faleceu em 1918 no hospital de doengas mentais de Halle. As descobertas de Can-
tor sobre a teoria de conjuntos assentam sobre uma ideia muito simples: como comparar
conjuntos se nao se conseguir contar os seus elementos?

De uma forma intuitiva, a correspondéncia um a um entre dois conjuntos A e B trata-se
do emparelhamento dos elementos de um conjunto com os do outro, de tal modo que todos

os elementos de cada conjunto tém exatamente um correspondente no outro conjunto.

“Se eu puder corresponder, elemento por elemento, dois conjuntos bem defini-
dos M e N por uma operagdo univoca (e, quando se pode fazé-lo duma maneira,
pode-se fazélo também de muitas outras) (...) digo que estes conjuntos tém
a mesma poténcia, ou ainda que eles sao equivalentes” (Cantor, 1883 [1887]
citado por Freitas e Gongalves [5](2008, p. 35)).

Segundo esta definicao, pode-se procurar a equivaléncia de grandes conjuntos, como o
dos lugares de um estadio e o dos espectadores que os ocupam para assistir a qualquer
acontecimento: se houver espectadores sem lugar, ou se sobrarem lugares nao ocupados, os
dois conjuntos nao sao equivalentes; caso contrario, sao.

A definicao de Cantor nao exige que contemos ou mesmo que conhecamos as populacoes
dos dois conjuntos para determinar se sao ou nao equivalentes.

Cantor teve a ousadia intelectual que duzentos e cinquenta anos antes faltou a Galileu
Galilei, de aplicar a definicao de igualdade do niimero cardinal de dois conjuntos ao caso de
conjuntos infinitos, afirmando que uma parte pode ser equivalente ao todo quando se trata
de conjuntos infinitos.

Na obra de Galileu Discorsi e dimostrazioni matematiche a due nuove scienze, publi-
cado em Leyden em 1638, escrita dois séculos e meio antes de Cantor, o grande cientista
italiano chamou a atencao para a correspondéncia, de um para um, entre o conjunto dos

nimeros naturais e os seus quadrados, embora intuitivamente parecesse haver muito menos
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quadrados do que nimeros naturais.

A contradicao que se deparou a Galileu resolve-se com facilidade, Observando que o
mesmo adjetivo, igual, pode ser empregue com dois significados diferentes. Um deles, com
origem em Aristételes, baseia-se no fato de a parte nao poder ser igual ao todo, na medida
em que no todo existe pelo menos um elemento que nao esta na parte. O outro, cantoriano,
considera que a parte pode ser igual em nimero ao todo.

Assim, Cantor nao sé afirmou que a correspondéncia, de um para um, entre o conjunto
dos numeros naturais e os seus quadrados deveria ser literalmente aceita, como também
provou que o conjunto dos numeros pares, dos impares, dos numeros triangulares, ...,
podem estar em correspondéncia um a um com o conjunto dos nimeros naturais, ou seja,
tém todos a mesma poténcia, o mesmo cardinal.

Cantor mostrou entao que qualquer subconjunto infinito dos nimeros naturais é equi-
potente a N.

Quando consideramos ao mesmo tempo conjuntos finitos e infinitos, a equipoténcia de
um conjunto com uma sua parte prépria torna-se uma caracteristica especifica dos conjuntos
infinitos.

Conforme Freitas e Gongalves [5] (2008, p. 37), em 1888, Richard Dedekind definiu
um conjunto infinito como aquele em que se pode estabelecer uma bijecao com um seu
subconjunto proprio. Com esta definicao, Dedekind revolucionou uma maneira de pensar
milenaria. Agora nao é necessario definir um conjunto infinito com a negacao do que é
finito, podemos, pelo contrario, definir o finito como negacao do que ¢ infinito, ou seja, um
conjunto é finito se nao estiver em bijeccao com nenhuma parte propria.

Atualmente, a conclusao de Cantor sobre “Paradoxo de Galileu” acerca do infinito pode
ser escrita conforme o coroldrio seguinte, visto em Lima [6] (2004, p. 6).

Corolario 2.1. Um conjunto X € infinito se, e somente se, existe uma bijecio p : X — Y
sobre um subconjunto proprio Y C X.

Com efeito, sejam X um conjunto infinitoe f : N — X uma aplicacao injetiva. Escreva-
mos, para cadan € N, f (n) = x,. Consideremos o subconjunto préprio Y = X —{z1}. De-
finamos a bijegdo ¢ : X — Y pondo ¢ () = x se x ndo é um dos x, € ¢ (z,,) = Tp11 (n € N).
Reciprocamente, se esiste uma bijecao de X sobre um seu subconjunto proprio entao X é
intinito, em virtude do coroldrio abaixo, visto em Lima [6] (2004, p. 4).

Corolario 2.1. Nao pode existir uma bijecao entre um conjunto finito e uma sua parte

prépria. O exemplo a seguir, encontra-se em Shigekiyo, Yamamoto e Fuke [10] (1998, p.
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184), o qual é um livro didético destinado a disciplina de Fisica na 3* série do Ensino Médio.
O mesmo trata de uma situacgao fora da realidade pratica, porém, em sua resolucao, vamos
aplicar a conclusao de Cantor sobre o “Paradoxo de Galileu” e um certo conhecimento sobre
Fragoes Continuas. O mesmo traz um problema de associagao mista de resistores elétricos
em uma malha infinita. Vejamos:

Exemplo 2.2.1. “Considere uma rede infinita consistindo de resistores (cada qual com

resisténcia R) como mostra a figura abaizo.

Figura 2: Malha de resistores infinita
A A R R A R

R R R R R

Fonte: Shigekiyo, Yamamoto e Fuke, 1998

Determine a resisténcia equivalente Rap, entre os pontos A e B, que se encontram nos
terminais do circuito, ou seja, os pontos a esquerda na figura.” O autor do livro citado,
sugere a seguinte solucao para o problema.

Seja R, a resisténcia equivalente pedida, temos

RR. R(R+R.)+RR,
R+ R, R+ R,

R.=R+ = R2—RR.— R*=0

Resolvendo a equagao acima e tomando o valor positivo de R., tem-se:

1++/5

R. = ( 5

)R
UJ

Porém o mesmo nao informa como obteve a igualda R, = R+ Ig%% , tendo em vista que
€

no capitulo do conteido referente a questao ele nao faz mencao a rede infinita de resistores,
nem traz exemplos resolvidos dessa situacao.

Desta forma, apresentaremos uma outra sugestao de resolucao usando os temas traba-
lhados neste texto.

Solucao:

Lembremos, conforme Shigekiyo, Yamamoto e Fuke [10] (1998, pp. 154-159), que a

associacao em série de n resisténcias Ry, Ry, --- , R, leva a uma resisténcia equivalente
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Rs:R1+R2+"'+Rn7

a0 passo que a associacao em paralelo leva a uma resisténcia equivalente R, dada por

SR U SR
R, Ry R, R,

Trabalhando um pouco com esta ttima igualdade chegamos a uma igualdade equivalente a

mesma, tendo isolado no primeiro membro apenas R,. Como segue

L 1 1, 4 1
R, Ri + Ra + + Rn
= 1 _ RoR3..Rn+Ri1R3R4..Rpt+-+Ri1Ro..Rp_1
R, RiRy...Ry
= R,(RoR;...R,+ RiR3Ry...R,+ -+ R1ReR3...R,_1) = R1Ry... R,
_ Ri1Rs>...R,
= Rp _ RoRs3..Ry,+R1R3R4..Ry+-+R1Ro...Ry, 1
_ RiRs>...R
= Rp 1 i 1
Ri R Ry (=474t 7
1
= Rp = I T T

Montemos agora o circuito da Figura 2 gradativamente. Seja R4p a resisténcia equiva-
lente do circuito entre os pontos A e B.
Agora, vamos seguir os passos:
1° PASSO: Seja R; a resisténcia equivalente do primeiro retangulo do circuito da Figura

3.2, entao

2° PASSO: Seja Ry a resisténcia equivalente dos dois primeiros retangulos do circuito, entao

1 1
TR R R

3° PASSO: Seja R3 a resisténcia equivalente dos trés primeiros retangulos do circuito, entao

1 1
e () e

R " Ry R " Rt 15
Rt Ry

4° PASSO: Seja R, a resisténcia equivalente dos quatro primeiros retangulos do circuito,
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entao

1 1
R4:R+<1 1>:R+1 1 :
R R F A ——

n-ésimo PASSO: Observando o padrao recursivo dos passos anteriores, temos

1

R,=R+ .

1
R + Rn_1

Assim, sendo R4p o valor da resisténcia equivalente do circuito entre os pontos A e B

quando n tende ao infinito, temos que:

1
Rap=R+ 73—
E+R+Li
Ty

Como se trata de uma rede infinita, entao supondo a remocao do seu primeiro segmento
obtemos uma nova rede também infinita.

Sejam Hy = {ry,r9,73,74,...,Tn, ...} 0 conjunto dos infinitos resistores da malha inicial
e Hy = {r3,14,75,76, ..., Tnta, ...} 0 conjunto dos também infinitos resistores da malha apds
removido seu primeiro segmento, cada r; com resistencia R. Existe entao, pelo “Paradoxo
de Galileu”, uma bijecao entre os elementos de H; e H,, haja vista que Hy é um subconjunto
préprio de H;.

Deste modo, com base no “Paradoxo de Galileu” temos que

1

:>RAB:R+l—1'

RAB:R+1 1

Rap

Esta itima igualdade faz-nos obter a seguinte equacao do segundo grau em Rp:

R%,— RRup— R2 =0

Resolvendo, obtemos

- ()
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A raiz negativa deve ser desprezada porque a resisténcia, por defini¢ao, deve ser positiva.

Portanto, a resposta é

e (25
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3 APLICACOES

Neste capitulo vamos aproveitar a estreita relacao existente entre a Fisica e a Matematica,
resolvendo, com o auxilio dos temas trabalhados nos dois capitulos anteriores, dois pro-
blemas da Educacao Basica de ambas as disciplinas. Iremos apresentar um caminho que
normalmente nao é mostrado para os alunos de tal nivel de ensino, caminho este que além de
promover a interdisciplinaridade entre tais disciplinas, também ajuda a diminuir o grande
abismo existente entre o ensino médio e o superior.

Nossa sugestao é que tais conteudos sejam apresentados para turmas da 3* série do
Ensino Médio, até porque um dos problemas que serao apresentados neste capitulo diz res-
peito a eletricidade que por sua vez é normalmente vista nesta série. Porém, a primeira das
duas aplicacoes que iremos apresentar, pode perfeitamente ser exposta no Ensino Funda-
mental, desde que seja definido antes, pelo menos, uma fracao continua finita simples, que
é relativamente uma definicao simples. Além dessa definicao, o que vamos precisar para a
resolucao da mesma sao operacoes basicas com fracoes, que os educandos veem no Ensino

Fundamental. Vejamos:

“A fracao % tem como representacdao sobre a forma de fracao continua a expressao

24 ﬁ Quats os valores de x, y e z 77

v+l

Antes de apresentarmos a solucao desta aplicacao, vamos apresentar uma sugestao de
abordagem de fracoes continuas para a Educacao Basica, mas precisamente para 32 série
do Ensino Médio, como dito anteriormente.

Comecaremos com o seguinte exemplo:

Consideremos o nimero racional 1—78. Efetuando a divisao de 18 por 7 encontramos
quociente 2 e resto 4, assim, de acordo com o Algoritmo de Euclides temos a seguinte

igualdade

18 =27+ 4.

Dividindo-a por 7, temos
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Como

| =
INES{IE

temos que

18

1
2+ =
7 1

Agora, dividindo 7 por 4 temos quociente 1 e resto 3, logo

7T=1.4+3.
Dividindo esta igualdade por 4, temos
7 3
R T
4 + 4
Logo
18 1
— =2
7 i

onde o segundo membro é denominado uma representacao em termos de Fracao Continua
do ntumero racional g'

Generalizando, temos que uma expressao da forma

1
g+ —71—
ag+—1—
“atar
é chamada de fracdo continua e os nimeros ay, as, . . . sao chamados de quocientes parciais.

Quando o numero de quocientes parciais for finito dizemos que a Fracao Continua é finita
e, caso contrario, dizemos que € infinita.

Se a1, ag, ... s20 numeros inteiros, entao a expressao (6) é dita Fragao Continua simples.

Feito esta breve exposicao sobre Fragoes Continuas para os educandos, podemos entao



fazer uso deste conhecimento na resolucao da aplicacao, anteriormente citada:

“A fragao % tem como representacao sobre a forma de fracdo continua a erpressao

24 Hll .. Quais os valores de x, y e z ¢7
y+1

Solucao:

Temos, do enunciado da questao, que

37 54 1
R —
13 T+ T

z

(%)

Pela divisao euclidiana,

37 11
37=213411= — =2+ —-
+ 13 + 13
Mas
11 1
— =,
13
logo
37 1
=24 5
13 i
Novamente pela divisao euclidiana temos
13 2
B3=11142= —=1+4 —
+ 11 + 11’
assim
37 1 1
=2t =24 2
13 0 I+
Continuando este processo temos
1
= =,
5
mas
1
11=5241= —=5+ -,

43
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dai
37 1 1 1 1 37 1
=2+ =2+—=5 =2+ =2+ —F= =24+ —
Logo, temos que 2 + ——— ¢é a representagao de =t sobre a forma de Fracao Continua.

5+7
Assim, substituindo em (x ) temos

37 1 1 1
Bt S =2
x—l—y+% +5+2 .T‘l‘y_’_%

Desta ultima igualdade, concluimos pela unicidade da representacao de um nimero racional

sobre a forma de Fracao continua que a solucao da aplicacao que é:

r=1ly=5ez=2

A qltima aplicagdo que iremos apresentar, encontra-se em Portilho e Lima [8] (2006,
p. 26). Esta traz um problema de associacdo mista de resistores elétricos, similar ao do
Exemplo 2.2.1, diferindo apenas pelo fato da malha desta vez, apesar de muito grande, ser
finita e de cada sub-malha retangular ter uma resisténcia a mais, ou seja, uma situacao
uma pouco mais condizente com a realidade.

“O problema em questao € um exercicio d eletricidade envolvendo uma associacao mista

de resistores idénticos, cada um com resisténcia R, conforme ilustrado na Figura 3.1.

Figura 3: Malha de resistores finita

A R R R
® A My VA
=R R e =R =R
B
L My M VA
R R R

Fonte: Portilho e Lima, 2006

As reticéncias horizontais indicam que o numero de sub-malhas retangulares € muito
grande, podendo ser considerado, para efeito de cdlculos, infinito. O exercicio consiste em

determinar a resisténcia equivalente entre os terminais do circuito (a esquerda da Figura).”
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Devido ao fato desta malha poder ser considerada infinita, entao na solucao deste pro-
blema, além dos conhecimentos sobre fragoes continuas que ja teriamos mostrado aos edu-
candos na resolucao da aplicacao anterior, vamos precisar dos conhecimentos do resultado
dado por Cantor do paradoxo de Galileu. Sendo assim, antes de apresentarmos sua solucao
iremos mais uma vez sugerir como poderia ser visto de forma resumida tal conteido na
Educacao Baésica. Inicialmente precisariamos definir um subconjunto préprio. Podemos
fazer isso da seguinte forma:

Dados dois conjuntos N e A dizemos que A é um subconjunto préprio de N se A C N
e A# N.

Consideremos agora N e A, respectivamente, os conjuntos dos nimeros naturais e dos

numeros quadrados perfeitos, ou seja,
N={0,1,2,3,..} e A={0,1,4,9,...}

Observamos que A é um subconjunto proprio de N, pois A C N e A # N. Temos ainda
que, elevando ao quadrado em sequéncia os elementos do conjunto /N, vamos encontrar
justamente a sequéncia dos elementos de A, o que, de acordo com o estudado na 1* série
do Ensino Médio, caracteriza uma bijecao de N sobre A, pois cada elemento de N estard
associado a um elemento diferente de A, o que caracteriza uma injecao, e ainda nao tera
elemento de A sem associacao com elementos de N, o que caracteriza uma sobrejecao. O

exposto acima é um exemplo classico do “Paradoxo de Galileu” que serd enunciado abaixo:

“Um conjunto X ¢ infinito se, e somente se, existe uma bijecao ¢ : X — Y sobre um

subconjunto préoprio Y C X.”

Feito o resumo paradoxal acima, podemos entao apresentar a solucao do problema ja
citado:

“O problema em questao € um exercicio d eletricidade envolvendo uma associacao mista
de resistores idénticos, cada um com resisténcia R, conforme ilustrado na Figura 5.1.

As reticéncias horizontais indicam que o niumero de sub-malhas retangulares € muito
grande, podendo ser considerado, para efeito de cdlculos, infinito. O exercicio consiste em
determinar a resisténcia equivalente entre os terminais do circuito (a esquerda da Figura).”

Solucao:
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Figura 4: Malha de resistores finita

A R R R
[ ANV AWy AN
=R SR e =R =R

B
L MW Wy B VWA

R R R

Fonte: Portilho e Lima, 2006
Lembremos, do Exemplo 2.2.1, que a associacao em série de n resisténcias Ry, Ry, -+ , R,

leva a uma resisténcia equivalente

Rs:R1+R2+"'+Rn7

ao passo que a associacao em paralelo leva a uma resisténcia equivalente R, dada por

1 n 1 n v 1
R, R Ry R,’
ou seja,
1
R, = 1 1 1
TR T &,

Estas informacoes sao vistas pelos educando da 3? série do Ensino Médio, normalmente
por volta do fim do primeiro semestre ou inicio do segundo, no entanto é sempre vélido que
o professor de Fisica seja consultado antes da exposicao de tais informacoes, ou até mesmo
que ele seja o expositor dessa aplicacao, haja vista que uma das intengoes deste trabalho é
a interdisciplinaridade, como citado anteriormente.

Montemos agora o circuito da Figura 3.2 gradativamente. Seja R,p a resisténcia equi-
valente do circuito entre os pontos A e B.

Agora, vamos seguir os passos:
1° PASSO: Seja R; a resisténcia equivalente do primeiro retangulo do circuito da Figura

3.2, entao

Ri=R+ R+ R=3R.

2° PASSO: Seja Ry a resisténcia equivalente dos dois primeiros retangulos do circuito, entao
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1
R2:R+R+ 1 1 :2R+ﬁ

R "R R " Ry
3° PASSO: Seja R3 a resisténcia equivalente dos trés primeiros retangulos do circuito, entao

1
)—2R+#'
R Fe——

1
TR Y ——
®tRT

4° PASSO: Seja R, a resisténcia equivalente dos quatro primeiros retangulos do circuito,

entao
1 1
Ry=R+R|1+— | =2R+5 T :
R R E+2R+#
R
RTRY

n-ésimo PASSO: Observando o padrao recursivo dos passos anteriores, temos

1
Rn:2R+l_|_—l'

R Rp1

Como sugerido no enunciado, vamos usar o argumento de que o numero de sub-malhas
retangulares pode ser considerado infito. Assim, chamando de R4p o valor da resisténcia
equivalente do circuito entre os pontos A e B quando n tende ao infinito, temos que:
1
1
1

RAB:2R+ 1 .
§+2R+

1
Rrt-

Dai, como no Exemplo 2.2.1, temos pelo “Paradoxo de Galileu” que

1
RABZQR—l—#iRAB:QR—I—ﬁ,
_jL—l E+RAB

R " 2Rt
FJ""'

o que nos leva a seguinte equacao do segundo grau em R p

R%5 —2RRAp — 2R* = 0.

Resolvendo esta equacao, obtemos

RAB:R(1i\/§).

Como, por defini¢ao, a resisténcia deve ser positiva, entao devemos desprezar a raiz negativa



da equacao. Portanto, a solugao do problema é

RAB:R<1+\/§>.
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4 CONSIDERACOES FINAIS

Ao final deste trabalho, consideramos que Fracoes Continuas é um tema bem relevante
e com boa aplicabilidade na Educacao Béasica, como mostramos ao longo do texto. E, ape-
sar da proposta apresentada ser para aplicacao no Ensino Médio, nota-se que tais fracoes
podem perfeitamente serem lecionadas no Ensino Fundamental, tendo em vista que neste
nivel os educandos veem os conjuntos numéricos, como o conjunto dos nimeros recionais
e irracionais. Como foi visto, tais fracoes podem ser usadas para encontrar boas apro-
ximacoes de ntumeros irracionais partindo de um racional e, além disso, podemos uséa-las
para encontrar aproximacoes de raizes quadradas.

O “Paradoxo de Galileu” ¢é outro tema bastante relevante em aplicacoes na Educacao
Baésica, pois, neste nivel de ensino ja se fala em conjuntos infinitos, e uma ferramenta como
esta, que nos ajuda a comparar quantidades de elementos de dois conjuntos infinitos se
torna bem pertinente, como foi visto nas aplicagoes de associacoes de resistores elétricos e
também na definicao de um determinado conjunto ser ou nao infinito.

Outro ponto positivo que notamos é o fato de podermos promover a interdisciplinaridade
entre entre as disciplinas Matematica e Fisica que naturalmente ja é bem forte, mas algumas
vezes pouco explorada pelos professores destas disciplinas. Porém, com a proposta aqui
apresentada de trazer uma aplicacao de Fisica para aula de matemética ou até mesmo nao
sO a aplicacao mas também o proprio professor de Fisica, acreditamos que venha fortalecer
ainda mais esta relacao entre tais disciplinas dentro da escola, que vemos como um dos
pontos mais importantes do trabalho.

Assim, avaliamos como positiva a exposicao e aplicacao destes temas na Educacao
Basica, pois como vimos, os mesmos se adaptam a conteudos ja lecionados neste nivel
de ensino, trazendo boas alternativas para resolucao de alguns problemas nos Ensinos Fun-

damental e Médio.
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