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Resumo

Este trabalho pretende mostrar que o Teorema Chinés do Resto é um tema atual
e que pode ser introduzido no Ensino Médio, por meio de uma proposta de ensino de
um minicurso com énfase na resolucao de exercicios contextualizados. Para o minicurso
inicialmente é apresentado uma fundamentagao tedrica sobre o assunto, revisao de divisi-
bilidade, minimo multiplo comum, maximo divisor comum e nimeros primos, bem como a
introducao a congruéncia linear e algumas de suas propriedades apresentando aplicagoes
para solucao de problemas contextualizados de olimpiadas de matematica, e processos
seletivos para faculdades e universidades. O minicurso é sobre teorema Chinés do resto
e sua aplicabilidade em resolugao de exercicios contextualizados, de grande importancia
para os alunos do Ensino Médio.

Palavra Chave: Divisibilidade, congruéncia linear, ensino médio exercicios con-

textualizados, Teorema Chinés do Resto.



Abstract

This paper has intention to show that the Reminder Chinese Theorem is a nowa-
days issue which can be introduced into the Hight School Program through the idea of an
extra-curricular course giving emphasis to solving problems with context in the student’s
everyday.

The course, at a first approach, the theory can be taught over the subject, lookimg
back on divisibility, least common multiple, highest common divider, prime mumbers as
well as the introduction to linear congruity and some of it’s property, showing their ap-
plications on solving problems related specifically to the Math Olympics and on solving
problems given on universities’ admittance exams. The course would bring up the Re-
minder Chinese Theorem and it’s use on solving contextualized math problems that are
of great importance to Hight School students.

Key Words: Divisibility, linear congruity, contextualized Hight School Math pro-

blems, Reminder Chinese Theorem.



Sumario

Agradecimentos

Resumo

Abstract

Introducao

1

2

Apresentacao do Trabalho

1.1 Como Aplicar o Teorema Chinés do Resto . . . . . . . ... .. ... ...
1.1.1 Divisibilidade e Divisao Euclidiana . . . . . . . .. . ... ... ..
1.1.2  Nuameros Primos . . . . . . . . .. .. ..
1.1.3 Maximo Divisor Comum e Minimo Multiplo Comum . . . .. . ..
1.1.4 Congruéncia Lineares . . . . . . . . .. . . ... .. ...

1.2 Sugestao de um Minicurso Sobre o Teorema Chinés do Resto . . . . . . . .

Fundamentacao Teérica

2.1 Divisibilidade . . . . . . ..o
2.2 Divisao Euclidiana . . . . . . . .. Lo
2.3 Maéximo Divisor Comum (MDC) . . . . .. ... ... ... ... ... ...
2.4 Minimo Multiplo Comum (MMC) . . . .. ... ... ... ... .. ... .
2.5 Numeros Primos . . . . . . .. ..
2.6 Congruéncia Linear . . . . . . . . ... Lo
2.7 Aritmética dos RESTOS . . . . ... ... oo
2.8 Classes Residuais . . . . . . . . .. ..

12

14
14
15
16
18
20
25



3 Teorema Chinés do Resto 37

3.1 O Teorema Chinés dos Restos e suas Aplicagoes . . . . . ... .. .. ... 41
3.1.1 Problema sobre Satélite . . . . ... ... ... ... ... ... .. 41
3.1.2 Problema do Campononés e os Ovos . . . . . .. .. ... ..... 43

3.1.3 Aplicar o Teorema Chinés do Resto para resolver equacoes diofan-

tinas lineares . . . . . . . . ... 45

3.1.4  Solugoes Simultaneas de Sistema de Equagoes . . . . . . .. .. .. 46

3.1.5 O Problema do Matematico Chinés Sun-Tsu . . . . .. .. .. ... 49

3.1.6 Problema da Reposicao Salarial . . . . . ... ... ... ... ... 50

3.1.7 Dosagem de Remédio . . . . . . ... ... ... L. 50

3.1.8 Problema dos Automéveis . . . . . . ... ... 51

3.1.9 Problema dos Hordrios dos Onibus . . . . . . . . . ... .. ... 51

3.1.10 Problema da Logistica para os Jogos da Copa . . . ... ... ... 52

3.1.11 Problema das Placas . . . . . . . .. ... ... .. .. ....... 53

3.1.12 Problema das Lampadas na Arvore de Natal . . . . . .. ... ... 53

3.1.13 Aplicagao em Compartilhamento de Senha . . . . . . . . .. .. .. 54

4 Relatério sobre o Minicurso 56
4.1 Proposta do minicurso . . . . . . .. ... 56
4.2 Observagao sobre o minicurso . . . . . . . . .. ... 57

5 Consideracoes Finais 60
Referéncias Bibliograficas 62
Anexo - Apostila para o Minicurso 1



Lista de Figuras

1.1 Teiada Aranha . . . . . . . . . .
1.2 Posigoes das Cartas . . . . . . . . ..

10



Lista de Tabelas

1.1 MDCde372e 162 . . . . . . . . . 19
1.2 Primeira Semana do Ano de 2007 . . . . . . ... ... 22
1.3 Primeiro dia da Semana do Ano de 2007 a 2017 . . . . . . . .. ... ... 23
2.1 Classes Residuais . . . . . . . . .. . 31
2.2 Adicao e Multiplicaggo em Zo . . . . . . . ..o 34
2.3 Adigao e Multiplicaggo em Zz . . . . . . . ... 34
2.4 Adicao e Multiplicaggo em Zy . . . . . . . ..o 34

11



Introducao

O Teorema Chinés do Resto é um item de sistemas de equagoes envolvendo con-
gruéncia linear. O teorema examina a existéncia de solucoes para tais sistemas. Utilizamos
o teorema para resolver varios problemas dentro do Ensino Médio na area da Matematica,
muitos deles, relacionados ao nosso cotidiano.

Esse trabalho tem como objetivo uma proposta de criagao de um minicurso
sobre Teorema Chinés do Resto e suas aplicagcoes no Ensino Médio, visto a
grande importancia desse assunto para solucao de alguns exercicios envolvendo progressao
aritmética e divisibilidade e apesar disso é comum a auséncia em alguns componentes
curriculares. O minicurso é baseado no Teorema Chinés do Resto e a proposta é abordar
o tema com uma linguagem mais acessivel ao aluno do Ensino Médio. Alguns tépicos
para a resolucao do Teorema Chinés do Resto, necessitam de propriedades e de alguns
conceitos de Aritmética, para isso no capitulo 2 apresentaremos fundamentacao tedrica
necessaria a introducao do assunto. No capitulo 3 abordaremos o Teorema Chinés do
Resto e suas aplicagoes no Ensino Médio, cujo conteido foi organizado para um
melhor entendimento do aluno do Ensino Médio e no capitulo 4 faremos um breve relato
do minicurso que ja foi aplicado em duas escolas com turmas do Ensino Médio:

-Colégio Maxi( turma do 3° ano do Ensino Médio privado) - Escola Estadual
Liceu Cuiabano (turma do 2° ano do Ensino Médio publico Estadual)

Existe uma grande quantidade de material sobre o assunto, principalmente nos
livros sobre teoria dos numeros, mas a grande maioria nao é voltada para os alunos
do Ensino Médio. Grande parte do referencial tedrica neste trabalho tem suporte em
Elementos de Aritmética- Hefez(2011) e no Tépico de Matemdtica Elementar volume 5
Teoria dos Nimeros Muniz Neto(2012).

Serve, também, de referéncia para este trabalho, a dissertacao de mestrado pro-

fissional de Marco Antonio de Oliveira Barros, o trabalho final de conclusao de curso em
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matematica de Cleice de Céssia F Cidade e um artigo interessante do Professor Ilydio
Pereira de Sa intitulado “Aritmética Modular e algumas de suas aplicagoes”, no qual o
mesmo ressalta que o assunto em questao “é um tema bastante atual e que pode ser
trabalhado ja nas classes do Ensino Fundamental e é gerador de excelentes oportunidades
de contextualizacoes no processo de ensino e aprendizagem da matematica”.
Ressaltamos ainda que, embora, também pretenda servir de apoio a professores e
estudantes de nivel superior de ensino, este trabalho é direcionado para professores e alu-
nos do Ensino Médio. Muitos dos alunos dessa faixa etaria ainda nao tem a maturidade
ou nao possui pré-requisitos necessario para compreender todas as demonstragoes refe-
rentes a fundamentacao tedrica. O minicurso é fundamentado na necessidade de solugao
de exercicios contextualizados para alunos do Ensino Médio em processos seletivos de

universidades e olimpiadas de matematica.
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Capitulo 1

Apresentacao do Trabalho

O teorema Chinés do resto é um conceito muito importante que esta relacionado
com divisibilidade e os restos da divisao de nimeros inteiros. Alguns alunos e professores
podem relacionar o tema com minimo multiplo comum (MMC) ou Congruéncia linear.
Muito se tem escrito sobre o assunto em livros de teoria dos niimeros, mas, apesar de
utilizarmos os restos de divisao para solucionarmos varios exercicios, encontramos pouco
material sobre o TCR para aluno nessa fase do ensino.

Essa dissertacao é uma proposta de criar um minicurso de teorema chinés do
resto e suas aplicagoes no ensino médio, com énfase na resolucao de exercicios contextua-
lizados de diversos assuntos da matematica tais como: Progressoes Aritméticas, Matrizes,
Numeros com parte imaginaria entre outros com o objetivo de mostrar a aplicacao do
TCR no ensino médio. As questoes foram retiradas de livros didaticos utilizados no
ensino médio, olimpiadas de matematica para o ensino médio e processos seletivos pos
ensino médio para faculdades e universidades, mostrando assim que é um tema com muita

aplicacao nas séries do ensino médio.

1.1 Como Aplicar o Teorema Chinés do Resto

O teorema chinés do resto é um assunto com varias aplicagoes: divisibilidade,
numeros primos, MDC e MMC sao alguns dos contetidos matematicos que encontramos
no ensino médio e que podem ser ministrados para os alunos.

A linguagem para a aplicacdo do teorema chinés do resto pode ser a formal dos

livros de aritmética, mas exemplos e suas aplicacoes facilita para o aluno a visao mais
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contextualizada, mais proxima da linguagem dos livros do ensino médio.

A aplicacao sera mostrada com problemas contextualizados sobre satélites, re-
posicao salarial, dosdgem de remédios e outros. Ainda podemos aplicar na resolucao de
sistema de congruéncia ou na solucao simultanea de sistema de equagoes.

No decorrer do curso de mestrado profissional varios assuntos foram abordados
e discutidos pelos professores e mestrandos. Um deles que se destacou pela auséncia nas
escolas da nossa regiao foi o tema abordado. A principio alguns dos mestrandos diria que
a aplicacao seria apenas na resolucao de congruéncias linear. No decorrer das aulas varias
aplicacoes foram surgindo, e outras foram comparadas com o teorema.

A dissertacao sobre a aplicacao de teorema, surge da necessidade de mostrar para
o aluno do ensino médio algumas desses aplicacoes.

O minicurso foi uma ideia para colocar em pratica conceitos de aplicagoes.

Algumas foram colocadas no minicurso e outras ficaram como sugestao.

O teorema necessita de assuntos da matematica que o estudante deve ter como
fundamento tedrico e que serd visto no capitulo 2. Veremos a seguir alguns assuntos que
sao utilizados no ensino médio e servem de ponto de partida para que o aluno utilize na

aplicagao do teorema.

1.1.1 Divisibilidade e Divisao Euclidiana

O minicurso necessita de um conceito de divisibilidade que nao é muito abordado
no ensino fundamental, o ensino da divisibilidade no minicurso foi de maneira formal e
apresentado para alguns alunos do ensino médio pela primeira vez, visto que alguns nao
conheciam a abordagem formal de divisibilidade. Foi normal o questionamento de alguns
alunos sobre os simbolos usados. Ocorreu o questionamento de alguns, para que utilizar
essa simbologia? Isso nao torna o assunto mais confuso?

Alguns critérios de divisibilidade foram vistos e revistos para melhor conceituacao
e compreensao dos alunos. As regras de divisibilidade dos primeiros ntiimeros primos 2, 3,
5, 7,9 e 11 foram revisada e complementada com as regras de divisibilidade de ntimeros
compostos 4, 6, 8, 10, 12 e 14.

A Divisao Euclidiana se torna muito util no minicurso para uma formalizacao
mais aproximada com o tipo encontrada nos livros didaticos utilizados pelos alunos que

participaram do minicurso. A formalizacao X = a mod b é mais aceita ao ser escrita
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X=b-q+a

Exemplo 1.1.1. Mostrar que o resto da 10n — 1 por 9 sempre é 0, qualquer que seja o

numero natural n.

Solucgao. Utilizando uma das propriedades do algoritmo da Divisao. Dados a e b inteiros
e k natural, temos que: Se a # b, entdo a — b|(a* — b¥). Sendo a = 10 e b = 1 temos que

10 — 1|(10* — 1%) logo 9|(10* — 1) ou seja 10" =9 - ¢ + 1.

Exemplo 1.1.2. Qual o maior niimero natural n que dividido por 11 deixa quociente

igual ao resto?

Solugao. X =11-¢+r, sendo ¢ =r temos que X =11 -r+1r = 12r.
Os valores de r é uma variacao de 0 < r < 10. Sendo o maior valor de » = 10,

X =120. De fato dividindo 120 por 11, encontramos quociente igual ao resto.
Exemplo 1.1.3. Todo quadrado perfeito deixa resto 0 ou 1 quando dividido por 3.

Solugao. Pelo algoritmo da divisao, o resto da divisao de n por 3 é 0, 1 ou 2, de modo
que n =3¢, n =3¢+ 1 oun = 3¢ + 2 para algum q inteiro.
Se n = 3q entao n? = (3¢)* = 9k = 3m
Sen=3¢+1lentaon? = (3¢+1)*=9¢>+6¢g+1=3m+1
Sen=3¢+2entaon? = (3¢+2)?2=9¢2+12¢+4=3m+3+1=3n+1.

Os exemplos sao melhores compreendidos quando no minicurso surge alguns
exemplos numéricos. Nao deixando a demonstragao formal como a Unica maneira de

demonstracao para os alunos do ensino médio.
Exemplo 1.1.4. Sendo n impar, entao n? — 1 ¢ divisivel por 8.

Solugao. Sendo n impar entao pode ser escrito como 2m + 1.
Cm+1)2—-1=4m?>—4m+1—1=4m? — 4m = 4m(m + 1) = 4(par)(impar)
ou 4(impar)(par) = 8.k

1.1.2 Numeros Primos

Um topico que gera sempre questionamento é o conjunto dos niimeros primos.
A fatoracdo em nuimero primo é muito bem conceituado como revisao para divisibili-

dade. Nesta unidade recordamos o conceito de niimero primo e niimero composto que é
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muito importante para solucionarmos problemas contextualizados e aplicarmos algumas
propriedades nos Minimo Miiltiplo Comum (MMC), Maximo Divisor Comum (MDC) e
congruéncia linear.

Um inteiro p > 2 é primo se seus Unicos divisores positivos forem ele mesmo e 1.
O numero p que nao for primo é composto e formado pelo produto de nimeros primos.
Citamos alguns nimeros do conjunto dos nimeros primos
{2,3,5,7,11,13,17,19,23,29,31,37,41,43,- - - }

A primeira pergunta no minicurso sobre os primos é “Professor, como descobrir

se o numero é primo?”

Exemplo 1.1.5. Sendo n > 2 for composto entao existe um divisor primo p de n tal que

p<Vn.

Solugao. Seja n = ab com 2 < a < b. Sendo p um divisor primo de a, segue que p|nk.

pP<a*<ab=n, p<+n

A representacao de um inteiro n > 2 como um produto de poténcias de primos é

sua fatoracao ou decomposicao canonica em fatores primos.

Exemplo 1.1.6. Prove que um natural n é quadrado perfeito se e s6 se o nimero de
divisores naturais d(n) for impar. Se n = p;" ... pi* é decomposigao canonica do inteiro
n > 2, entdo os divisores positivos de m sdo os numeros da forma p* - ... - p/* onde
0 <vy; < x; para todo 1.

Podemos representar os divisores naturais como d(n) = [] (y; + 1)

Solugao. Se d > 2 é divisor de n e p é um primo que divide d, entao p também divide

n logo p é igual a um dos primos p; - ... - pr valido para todo divisor primo de d, assim
d=p!-...-pl¥, com y; >0 para todo i. Sendo ¢ natural entao n = dg.
Sen=p*-...-ptqged=p{ ... -pl* y; < z; para todo i. Como 0 < y; < z;

para 1 <14 < k, é um divisor positivo de n ha y; + 1 possibilidades para x;.

Exemplo 1.1.7. Sendon! =1 x2x3 x4 x-xn, qual o valor de n para n! = 215 x 36 x

Hh3 x 72 x 11 x 13.
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Solugao. Sendon =1x2x3x(2Xx2)x5x(2x3)x7Tx(2x2x2)X---, basta descobrir
qual a quantidade de ntimeros primos 2 usamos para decompor n. Sendo 2,4,6,8, -+ 0s
nimeros pares que utilizam 2 apenas uma vez e 4, 8,16, - - - os niimeros pares que utilizam

2 duas vezes e assim sucessivamente 215 = 2 x 22 x 2 x 23 X 2 X 22 x 2 X 24 ou seja até

16. N = 16.
Exemplo 1.1.8. Quantos divisores naturais tem o niimero 1447
Solugao. Como 144 pode ser escrito de forma canonica 2% x 32 ou seja d(144) = 5x 3 = 15.

Podemos concluir com o exemplo (1.1.6) que n possui uma quantidade impar de
divisores se, e somente se, cada x; é par, ou seja, um quadrado perfeito. Relaciona a isso
existe uma brincadeira que é muito bem aceita pelos alunos.

No vestiario de uma escola com n alunos, numerados de 1 a n, ha n armaérios
enfileirados em um corredor, também numerados de 1 a n. Um dia , os alunos resolvem
fazer a seguinte brincadeira:

O primeiro aluno abre todos os armarios, em seguida, o aluno 2 fecha todos os
armarios de nimero par, o aluno 3 inverte as posicoes dos armérios de niimero multiplo
de 3 e assim por sucessivamente. Propoe para a turma se alguém consegue dizer , quais
armarios ficaram abertos?

Os armaérios com numeros de divisores impares ficaram abertos, os armérios de

divisores pares ficaram fechados. Concluimos para os alunos que os abertos serao os

QUADRADOS PERFEITOS.

1.1.3 Maximo Divisor Comum e Minimo Miiltiplo Comum

Um dos conceitos com boa aceitacao no minicurso foram a aplicabilidade de
Maximo Divisor Comum (MDC) e Minimo Multiplo Comum (MMC). Foi apresentado
para a os alunos uma nova nomenclatura para a maioria deles.

Maximo Divisor Comum entre a e b: (a;b)

Minimo Multiplo Comum entre a e b: [a; b]

MDC- Dados dois niimeros naturais a e b, nao simultaneamente nulos, diremos
que o nimero natural ndo nulo é um divisor comum de a e b se d|a e d|b. A definigdo dada
por Euclides nos Elementos e se constitui um dos pilares da sua aritmética. Diremos que

d é um maximo divisor comum de a e b se possuir as seguintes propriedades:
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i) d é um divisor comum de a e de b

ii) d é divisivel por todo divisor comum de a e b

Calculemos MDC de 372 e 162 pelo algoritmo de Euclides:

2 3 2 1
372 162 48 18 12
48 18 12 6

Tabela 1.1: MDC de 372 e 162

Observe que acima nos fornece

6 = 18—-1-12
12 = 48—-2-18
18 = 162 —3-48
48 = 372 —-2-162
Assim segue que 6 =18 —1-(48 —2-18) =3-18 —48 =3 - (162 —3-48) — 48 =

3-162—-10-48=3-162—10- (372 —2-162) =23 -162 — 10 - 372

Escrevemos o 6 como a diferenca de dois multiplos de 162 e 372

(372,162) = 6

Exemplo 1.1.9. Uma sala retangular 18 metros x 12 metros possui pisos em forma
quadrada que nao serao colocados se nao for inteiro. Qual a menor quantidade de pisos

que poderao ser utilizados com pisos idénticos?

Solugao. Se 18 = 2! x 32 ¢ 12 = 22 x 31 logo (18,12) = 2! x 3.
Como o piso quadrado tera 6 metros de lado, a quantidade de piso sera de 6 pisos

com 36 m? de &rea.

Exemplo 1.1.10. Para levar os alunos de duas escolas a uma aula pratica um professor

em comum resolveu separar os grupos em quantidade igual e maior possivel. Cada grupo
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possui um tnico professor responsavel. Se na primeira escola tem 1350 alunos e na préxima

1224 alunos, Qual o niimero de professores para acompanhar esse grupo?

Solugao. 1350 = 2! x 3% x 5% e 1224 = 23 x 3% x 17 (1350,1224) = 2! x 32 = 18. O
nimero de alunos por grupo é de exatamente 18.

Como 1350 = 18 x 75 e 1224 = 18t x 68, o nimero de professores sera de
75+ 68 = 143

MMC- Dados dois niimeros naturais a e b, diremos que [a, b] é o menor miltiplo
comum entre eles. Em qualquer caso ab é um multiplo comum de a e b. Se m = [a,b] é o

menor multiplo comum entao:
i) m é multiplo comum de a e b.
ii) se ¢ é um multiplo comum de a e b entao m|c.

Exemplo 1.1.11. Uma arvore de natal tem lampadas de duas cores verdes e vermelhas.
As lampadas de cor verde pisca 5 vezes por minuto e as lampadas de cor vermelha pisca
4 vezes por minuto. Se as lampadas forem ligadas juntas, em uma hora quantas vezes as

lampadas piscarao juntas?

Solucgao. Sendo 5 vezes por minuto, a cada 12 segundos as lampadas de cor verde voltam
a piscar. Sendo 4 vezes por minuto, a cada 15 segundos as lampadas de cor vermelha
voltam a piscar. Se 12 = 22 x 3! e 15 = 3! x 5! [12,15] = 2?2 x 3! x 5! = 60. A primeira vez
que elas piscam juntas é apds 60 segundos. Como 1 hora = 60 minutos = 360 segundos,

as lampadas piscarao juntas 60 vezes.

Exemplo 1.1.12. Trés automéveis disputam uma corrida em uma pista circular. O 1°
a sair d4 uma volta em 3 minutos, o 2°2 a sair d4 uma volta em 5 minutos e o 3° a sair
dé uma volta em 11 minutos. Se sairem juntos, qual o tempo apds a saida que passam os

trés juntos na linha de saida pela primeira vez?

Solugao. O valor [3,5,11] =3 x 5 x 11 = 165, ou seja, ap6s 165 minutos passarao pela

primeira vez juntos.

1.1.4 Congruéncia Lineares

A Congrueéncia é uma das noc¢oes mais usadas na aritmética, introduzida por

Gauss no seu livro Disquisitiones Arithmeticae, de 1801, trata-se de uma aritmética com
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os restos da divisao euclidiana por um numero fixado e compativel com as operagoes de
adicao, subtracao, multiplicacao e divisao muito utilizadas em exercicios contextualizados,
que o objetivo principal do minicurso. Nesta unidade apresentamos exemplos de proble-
mas que envolvem alguns topicos utilizado pelos alunos do ensino médio como Geometria,
Sequéncia, Progressao Aritmética, Progressao Geométrica entre outros.

Seja m um numero natural nao nulo, diremos que dois nimeros naturais a e b sao
congruentes modulo m se os restos de sua divisao euclidiana por m sao iguais. Quando

os inteiros a e b sao congruentes moédulo m. Escrito assim: @ = b mod m.

23=3( mod5)ouseja23=5-x+3

Observagao. Quando a relagdo a = b( mod m) for falsa, diremos que a e b nao sio

congruentes, ou que sao incongruentes, médulo m.

i) Dois nimeros sao congruos médulo m quando diferem de um multiplo m.

ii) Se dois ntimeros sdo congruos médulo m, eles deixam o mesmo resto na divisdo por

m.
ili) @ =a mod m.

iv) a=b mod m e b=c¢ mod m entdo a = ¢ mod m.
v) a =b mod m entdo a+ c=b+c mod m.

vi) a=b mod mec=d mod mentao a+c=0b+d mod m.
vii) a =b mod m entdo a-c=b-c mod m.

viiil) a=b mod mec=d mod mentdo a-c=b-d mod m.
ix) a =b mod m entdo a™ = b" mod m.

Xx) a =b mod m,se e somente se, a = m - k + b para k inteiro.

Exemplo 1.1.13. O dia 01 de janeiro de 2014 foi quarta-feira, Qual dia da semana sera

no préximo 19 de janeiro?
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Solugao. Como hé 365 dias no ano de 2014, 365 = 1( mod 7) o préximo dia 1° serd na

quinta-feira.

Exemplo 1.1.14. O dia 01 de janeiro de 2016 foi sexta-feira, Qual dia da semana sera

no préximo 19 de janeiro?

Solugao. Como hé 366 dias no ano de 2016, 366 = 2( mod 7) o préximo dia 1° serd na

domingo.

Exemplo 1.1.15. (FUVEST) O ano de 2007 comega na segunda-feira. Qual o préximo

ano comecara em uma segunda-feira?

a) 2012 b) 2011 c) 2014 d) 2018 e) 2024

Solucao. Temos um casa de congruéncia no moédulo 7. Vamos construir a tabela da

primeira semana do ano de 2007.

Segunda | Terca | Quarta | Quinta | Sexta | Sdbado | Domingo
1 2 3 4 5 6 7

Tabela 1.2: Primeira Semana do Ano de 2007

Observe que 365 =1 mod 7 ou seja um ano nao bissexto o ultimo dia do ano é
o mesmo dia do inicio do préximo ano, com isso o préximo ano se inicia um dia apds o
ano anterior se iniciou.

Com isso no ano bissexto 366 = 2 mod 7 ou seja uma ano bissexto o tltimo dia
do ano é um dia a mais que o dia do inicio do préximo ano, com isso o proximo ano se
inicia dois dias apds o ano anterior se iniciou. Chamamos de Y um numero divisivel por

4, ou seja, anos bissextos e X um nimero X que deixa resto 1 quando dividido por 4.

22



Ano | Congruéncia | Primeiro dia | Inicio do préximo ano
2007 | x =1 mod 7 | segunda-feira terca-feira
2008 | y =2 mod 7 | terca-feira quinta-feira
2009 | z =1 mod 7 | quinta-feira sexta-feira
2010 | x =1 mod 7 | sexta-feira sabado
2011 |z =1 mod 7 sabado domingo
2012 | y=2 mod 7 domingo terca-feira
2013 |z =1 mod 7 | terca-feira quarta-feira
2014 | x =1 mod 7 | quarta-feira quinta-feira
2015 | =1 mod 7 | quinta-feira sexta-feira
2016 | y=2 mod 7 | sexta-feira domingo
2017 lz=1 mod 7 domingo segunda-feira

Tabela 1.3: Primeiro dia da Semana do Ano de 2007 a 2017

Conclusao o proximo ano sera 2018. Letra d.

Exemplo 1.1.16. (OBMEP- Olimpiadas de Matemética) Os pontos A, B,C, D, E, F,G

e H sao os fios de apoios que uma aranha usa para construir sua teia, conforme a figura.

Qual fio estara o nimero 1187

C

16

Figura 1.1: Teia da Aranha

Solucgao. Fio A segue x =0 mod 8

Fio B segue x =1 mod 8
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Fio C segue x =2 mod 8
Fio D segue x =3 mod 8
Fio F segue z =4 mod 8
Fio F segue x =5 mod 8
Fio G segue x =6 mod 8
Fio H segue x =7 mod 8
Sendo 118 =6 mod 8 ou seja o fio G.

Exemplo 1.1.17. (OBMEP-2012) Cinco cartas, inicialmente dispostas como na figura
serao embaralhadas. Em cada nova posigao a primeira passa a ser a segunda, a segunda
passa ser a quarta, a terceira passa a ser a primeira, a quarta passa ser a quinta e a quinta

passa ser a terceira. Qual serd a primeira carta apds o 2012° posicao?

A 2 3

® | ||
& & 'y
w | v |[ded | e

) [4
Posicéo inicial

e P 5** 2 4**
ol IR I
||| | e

Posi¢cao apos o primeiro

embaralhamento

Figura 1.2: Posigoes das Cartas

Solucgao. 1° posicao: A 2345

29 posicao: 3 A 524

32 posicao: 534 A 2

4° posicao: 24 A5 3

5° posicao: A 2345

Com isso temos um caso de congruéncia modulo 5
x =0 mod 5, a primeira carta serda A

x =1 mod 5, a primeira carta sera 3

x =2 mod b, a primeira carta sera 5
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r =3 mod b, a primeira carta sera 4
x =4 mod b, a primeira carta sera 2

Sendo 2012 = 2 mod 5, a primeira carta sera 5 .

1.2 Sugestao de um Minicurso Sobre o Teorema Chinés

do Resto

Nessa proposta de minicurso os contetidos foram organizados em unidades para
facilitar aos alunos a teoria e suas aplicagoes. Os minicurso foram aplicados no Colégio
Maxi para alunos do 3° ano do ensino médio e na Escola Estadual Liceu Cuiabano para
alunos do 2° ano do ensino médio.

Nos assuntos abordados no minicurso, as demonstracoes dos teoremas e proprie-
dades foram de maneira formal conforme a fundamentacao tedrica do capitulo posterior.
A grande maioria dos alunos do Ensino Médio, para quais é direcionado o minicurso
nao tem pré-requisitos necessarios para compreender toda essa fundamentacao tedrica da
forma como foi apresentada. Para suprir essa dificuldade dos alunos do ensino médio co-
locamos alguns exemplos do cotidiano, exercicios contextualizados e exemplos numéricos
para uma melhor compreensao do assunto abordado no minicurso.

Apresentamos entao a proposta do minicurso apostilado e como foi trabalhado
com as turmas do 2° ano e do 32 ano. As unidades de 01 a 04 sao pré-requisitos necessarios
a introducao do assunto das unidades 05 a 07. A unidade 05 é o Teorema Chinés do Resto
e suas aplicacoes em exercicios para o ensino médio. As unidades de 01 a 04 sao pré-
requisitos mas visto a necessidade e a falta de conhecimento de alguns alunos, se tornaram
parte do minicurso e com isso alguns exercicios foram feitos para demonstracao e melhor
compreensao das unidades. Cada unidade contém uma lista de exercicios propostos ao

final de cada unidade. (Anexo)
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Capitulo 2

Fundamentacao Tedrica

2.1 Divisibilidade

Dados dois nimeros a e b com a nao nulo, diremos que a divide b, escrevendo
alb, quando existir ¢ natural tal que b = a x ¢. Neste caso, diremos que a é um divisor ou
fator de b ou, ainda que b é um multiplo de a.

Observe que a|b, ndo representa nenhuma operac¢ao nos naturais, nem representa
uma fracao. Trata de uma sentenca que diz ser verdade que existe ¢ tal que b = ac.

Seja b um inteiro nao nulo. Se b dividir a, dizemos que b é um divisor de a, que
a é divisivel por p ou ainda que a é um multiplo de b. se bla e b > 1, entao b é um divisor

positivo de a. Note que todo inteiro nao nulo é um divisor de si mesmo e de 0.
Propriedades 2.1.1. Dados a, b inteiros e k natural, temos que:

a) Se a # b entdo (a — b)|(a* — bF).

b) Se a # —b e k for {mpar, entao (a + b)|(a* + b*).

Propriedades 2.1.2. Sejam a, b, ¢ inteiros nao nulos e x, y inteiros quaisquer.
a) Se bla e alb, entdo a = b ou a = —b.

b) Se ¢|b e b|a, entao c|a.

c) Se cla e c|b, entao c|(ax + by).

d) Se c|b e c|ab, entao c|a.
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e) Se bla entdo belac.
f) Se bla entao |b] < |al.

Propriedades 2.1.3. Dados inteiros ay, as, b sendo b ndo nulo, temos que b|(ay,ay) se e

SO se ap e ap deixam restos iguais na divisao por b.

2.2 Divisao Euclidiana

Mesmo quando um niimero natural a nao divide o niimero natural b, Euclides no
livro Elementos, utiliza, sem enuncia-lo explicitamente, o fato de que é sempre possivel efe-
tuar a divisao de b por a, com resto. Este resultado, nao sé é um importante instrumento
na obra de Euclides, como também é um resultado central da teoria.

Sejam a e b dois nimeros naturais 0 < a < b. Existem dois tnicos nimeros

naturais q e r tais que b = aq + r, com r < a.

2.3 Maximo Divisor Comum (MDC)

O MDC dos inteiros nao nulos aq, as, as, -, a, denotado mdc(ay, as, az, - ,a,) é
o maior dentre os divisores comuns de aq, as,as, - - ,a, Os inteiros ay, as, as, - - -, a, S40
primos entre si ou relativamente primos se mdc(ay, as,as, -+ ,a,) =1

Diremos que d é um maximo divisor comum (mdc) de a e b se possuir as seguintes

propriedades:

a) d é um divisor comum de a e de b, e

b) d é divisivel por todo divisor comum de a e b. Portanto, se d é um mdc de a e b, ¢ é
um divisor comum desses ntmeros, entao ¢ < d. Isto nos mostra que o maximo divisor
comum de dois niimeros é efetivamente o maior dentre todos os divisores comuns desses
niumeros. Em particular, isto nos mostra que se d e f sao dois mdc de um mesmo par
de numeros, d < f e f < d, e, consequentemente d = f. Ou seja, o mdc de dois

nimeros, quando existe, é Uinico.

¢) Como o mdc de a e b nao depende da ordem em que a e b sao tomados, temos que:

(a,b) = (b,a) Em alguns casos particulares, é facil verificar a existéncia do mdc. Por
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exemplo, se a e b sdo nimeros naturais, tem-se claramente que (0,a) = a, (1l,a) =1e

que (a,a) = a

Sejam a, b e n naturais com a < na < b. Se existe (a,b — na) entdo (a,b) existe, e

(a,b) = (a,b— na),

Sejam a e b naturais. Definimos o conjunto J(a,b) = { natural ndo nulo: existe u e v
natural onde z = ua — vb} e J(b,a) = {y natural nao nulo: existe v e u natural onde

y =vb—wua} e J(a,b) = J(b,a)

Sejam a e b natural nao nulo e seja d = min{J(a,b)}. Tem-se que:

—déomdcdeaebd —J(a,b) = {nd : n natural }

Quaisquer que sejam a, b e n naturais nao nulos, (na,nb) = n(a,b)

Dois niimeros naturais a e b sao primos entre si, ou coprimos, se (a, b) = 1; ou nimeros

naturais n e m tais que na — mb =1
Sejam a, b e ¢ nimeros naturais. Se albc e (a,b) = 1 entdo alc

Dados niimeros naturais aq, as, as, - -+, an existe o seu mdc e (ay,as,as, -+ ,an) =

(a1,as,as,--- ,ak, -+, (an — 1,an)).

2.4 Minimo Miiltiplo Comum (MMC)

Diremos que um ntumero ¢ um multiplo comum de dois ntimeros naturais dados

se ele é simultaneamente multiplo de ambos os nimeros. Nomenclatura de MMC de a e

b é denominada [a, b].

Em qualquer caso, o nimero ab é sempre um miultiplo comum de a e b.

Diremos que um nimero m é um minimo miltiplo comum (mmc) de a e b se

possuir as seguintes propriedades:

a)

b)

m é um multiplo comum de a e b, e

se ¢ 6 um multiplo comum de a e b, entao mlc.
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c) Dados dois nidmeros naturais a e b, temos [a,b] existe, ou seja o MMC existe e

la, b](a,b) = ab

d) Se a e b sdo nimeros naturais primos entre si, entao [a,b] = ab.

2.5 Numeros Primos

Teorema Fundamental da Aritmética- Um nimero maior do que 1 e que s6 é
divisivel por 1 e por si proprio é chamado de nimero primo. Dados dois niimeros primos

p e q e um numero natural a qualquer, decorrem da definicao acima os seguintes fatos:
a) Se p|q, entao p = q
b) Se plg, entdo (p,q) =1

¢) Todo nimero natural maior do que 1 ou é primo ou se escreve de modo tinico (a menos

da ordem dos fatores) como um produto de niimeros primos.

d) Se um inteiro n > 2 for composto, entao existe um divisor primo p de n tal que p < y/n.

Conjuntos dos nimeros primos {2,3,5,7,11,13,17,19,23,--- }

e) O conjunto dos nimeros primos ¢ infinito

2.6 Congruéncia Linear

Introduzida por Gauss no seu livro Disquisitiones Arithmeticae, de 1801, trata-se

de uma aritmética com os restos da divisao euclidiana por um nimero fixado.

2.7 Aritmética dos RESTOS

Seja m um numero um numero natural diferente de zero. Diremos que dois
nimeros naturais a e b sao congruentes modulo m se os restos de sua divisao euclidiana
por m, sao iguais. Quando os inteiros a e b sao congruentes modulo m, escreve-se a = b

mod m
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Exemplo 2.7.1. 21 = 13 mod 2, ja que os restos de 21 e 13 por 2 sao iguais a 1.

Como o resto da divisao de um numero natural qualquer por 1 é sempre nulo,
temos que a = b mod 1, quaisquer que sejam a e b natural. Isto torna desinteressante a
aritmética dos restos médulo 1.

A relagao de Congruéncia é muito importante para solucionar alguns problemas

com resto das divisoes naturais.

Definicao 2.7.1. Sejam a, b, e n inteiros dados, sendo n > 2, dizemos que a é congruente

a b, médulo n, e denotamos a = b( mod n), se n|(a — b)

Exemplo 2.7.2. 3 =5( mod 2), —1 = 11( mod 12), 2= —1( mod 3)

Propriedades 2.7.1. a) a = a( mod m)

b) Se a =b( mod m) entdo b = a( mod m)

¢) Sea=b( mod m)eb=c( modm), entdo a = ¢( mod m)

d) Sendo a e b naturais e b > a. Tem-se que a a = b( mod m), se, e somente se, m|b— a
e) Sea=b( mod m)ec=d( modm), entdao a +c=0b+ d( mod m)

f) Se a =b( mod m) e ¢ =d( mod m), entdo ac = bd( mod m)

g) Se a =b( mod m) entdo (a,m) = (b,m)

Exemplo 2.7.3. Vamos achar o menor multiplo de 7 que deixa resto 1 quando dividido
por 2, 3, 4, 5 e 6. Portanto, queremos achar a menor solu¢ao do seguinte sistema de

congruencias :

7r=1 mod2, mod3, mod4, mod>5e mod®6.

Solugao. 7x = 1( mod [2,3,4,5,6]), logo devemos resolver 7z = 1( mod 60). Isto se

traduz como 60|7z — 1, o que equivale a resolver 7x — 60y = 1.
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60 = 7-844

7T = 4-1+3

4 = 3-1+1

1 = (p60 —17)7 — (p7 — 2)60
e portanto x = p60 — 17 e y = p7 — 2.

Tomando p = 1, temos © = 43 e y = 5 é a solucao minimal, segue entao que o

nimero procurado é 7 - 43 = 301.

2.8 Classes Residuais

Nesta unidade, introduzimos o conceito de classe residual médulo m e apresentado
pelo conjunto Z,, formado por todas essas classes. Para introduzir o conceito de classes

residuais, utilizamos a tabela utilizada abaixo:

A0l 6 |12|18|24|30]|36 42|48
Bl1|7 [13/19 25|31 |37|43]49
Cl2|8 [14]20|26|32|38]|44 |50
D3] 9 |15]21 2733|3945 |51
E 41016 22 | 28| 34|40 |46 | 52
F 5|11 1712329 (35|41 |47 |53

Tabela 2.1: Classes Residuais

Sendo adicao temos

B=1 mod6,C=2 mod6eassim B+C=1+2 mod 6, ouseja, B+C =3
mod 6

D =3 mod 6.

Sendo multiplicagao temos

D=3 mod6,C =2 mod6eassimD-C=3-2 mod6, ouseja, D-C =6
mod 6

A=0 mod6
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Observe que a tabela apresenta o conjunto dos ntimeros naturais divididos em seis
subconjuntos, ou seja, cada linha contém elementos que apresentam a mesma propriedade

em relacao a divisao euclidiana pelo nimero 6, a saber:

Na linha A: temos o subconjunto formados pelos nimeros que divididos por 6 deixam

restos 0, ouseja, A={ 2z €N:2=0 mod 6}

Na linha B: temos o subconjunto formados pelos niimeros que divididos por 6 deixam

restos 0, ouseja, B={x€N:z=1 mod 6}

Na linha C: temos o subconjunto formados pelos niimeros que divididos por 6 deixam

restos 0, ouseja, C = {z € N: =2 mod 6}

Na linha D: temos o subconjunto formados pelos niimeros que divididos por 6 deixam

restos 0, ou seja, D ={ z € N: 2 =3 mod 6}

Na linha E: temos o subconjunto formados pelos ntimeros que divididos por 6 deixam

restos 0, ou seja, F = {z € N: x =4 mod 6}

Na linha F: temos o subconjunto formados pelos nimeros que divididos por 6 deixam

restos 0, ouseja, F={z € N: x=5 mod 6}

Verificamos também, através das propriedades das congruéncias modulares, que
somando, por exemplo, qualquer elemento do subconjunto B com qualquer elemento do
subconjunto E, obteremos um elemento do subconjunto F', ou, em outro exemplo, se
multiplicarmos qualquer elemento do subconjunto C por um elemento do subconjunto F
obteremos sempre um elemento do subconjunto E.

Da mesma forma, veremos a seguir que o conjunto dos niimeros inteiros também
pode ser repartido em m subconjuntos, onde cada um deles é formado por todos os
nimeros inteiros que possuem o mesmo resto quando divididos por m e que o conjunto dos
nuameros inteiros, assim subdivididos e munidos das operagoes de adicao e multiplicacao
com algumas de suas propriedades, permitem definir novas aritméticas que encontram
inimeras aplicacoes em varias partes da matematica e que servem de base para quase
todos os procedimentos de céalculo, possuindo muitas aplicacoes tecnoldgicas.

Entao, fixado um nimero inteiro m > 1, podemos repartir o conjunto Z dos

nimeros inteiros em subconjuntos, onde cada um deles é formado por todos os nimeros
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inteiros que possuem o mesmo resto quando divididos por m; isto nos da a seguinte

particao de Z:

0] = {x€Z:2=0 modm}
1] = {z€Z:2=1 mod m}
m—1 = {x€Z:x=m—1 mod m}

Observe que [m] = [0], pois m =0 mod m. Desta forma, podemos obter apenas
m subconjuntos distintos da maneira como foi definida acima.

O conjunto [a] = {x € Z : © = a mod m} é chamado de classe residual médulo
m do elemento a de Z. O conjunto de todas as classes residuais de modulo m sera

representado por Z,,, ou seja:

Exemplo 2.8.1. Seja m = 2. Entao:

0] = {x€Z:2=0 mod 2}
1] = {#€Z:2=1 mod 2}
Logo Z, = {[0], [1]}.

Neste caso, dizemos que qualquer niimero par é um representante da classe resi-

dual [0] e qualquer nimero impar é representante da classe residual [1].

Exemplo 2.8.2. Seja m = 3. Entao:

0] = {z€Z:2=0 mod 3}

1] = {#€Z:2=1 mod 3}

2] = {#x€Z:2=2 mod 3}
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Neste caso, dizemos que qualquer multiplo de 3 é representante da classe residual
[0], enquanto que 1,4,7,10,--- sdo representantes da classe residual [1] e 2,5,8,--- sao

representantes da classe residual [2].

Na tabela apresentada no exemplo inicial, temos:

Apo6s definir o anel das classes residuais da forma como foi apresentada na funda-
mentacao tedrica, as tabelas de adi¢ao e multiplicagao em Zy = {[0], [1]}, Zs = {[0], [1], [2]}

e Zy = {[0], [1], [1], [3]} ficaram da seguinte forma:

+ 0] ] [ x | [o] | 1]
o] | [o] | [1 0] | [0] | [0]
1] | [ | [o] [Ap o] | [

Tabela 2.2: Adicao e Multiplicacao em Zs

+ [ 0] [ ] [2] x [ [of ] [ 2
O] | [0} | [1 | 2] [0] | [0} | [0] | [0]
[ ] (1| 2] ] [0] [Ap o)) |2
2] ] 21| [o] | [1] 2] ][0 | 2] ] [1]

Tabela 2.3: Adicao e Multiplicacao em Zg

+ [ O] O 21 Bl x [ [of ) [ )2 ] 3]
f | [o] | [ | 2] ] 3] [0] | [0] | [0] | [0] | [0]
A [0 21| 3] ] 0] Ap o) | | 2] 3]
21| 21 81| [0] | [1] 21 [0 | 2] | [0] | [2]
BB 0) ][] 2] Bl [0 [3) ] 2] ] (1]

Tabela 2.4: Adi¢ao e Multiplicacao em Z,4

Neste ponto, solicitamos aos alunos que elaborem as tabelas de adicao e multi-

plicacao em Zs e Zg e respondam as seguintes perguntas:
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a)

Identifiue nas tabelas de multiplicacao em Zo, Zs, Z4, Z5 € Zg; 0s pares de elementos

la] e [b] de cada conjunto, onde [a] - [b] = [1].

O objetivo deste item é apresentar a definicao do elemento invertivel, ou seja: Um
elemento [a] € Z,, é invertivel, se existir [b] € Z,, tal que [a] - [b] = [1].

Em quais desses conjuntos, todo elemento distinto de [0] ¢ invertivel?

O aluno deve perceber, por exemplo, que em Zg4, [0] e [2] ndo s@o invertiveis e que
(4,0) = 4 e (4,2) = 2. J& [1] e [3] sdo invertiveis em Z4 e que (4,1) = (4,3) = 1.
Deve notar também que em Zs, todo elemento distinto de [0] ¢ invertivel, que (5,1) =

(5,2) = (5,3) = (5,4) = (5,5) = 1 e que isto também ocorre em Z5 e Z3.

O objetivo desse item é levar o aluno a concluir que [a] € Z,, invertivel se, e somente
se, (a,m) =1 e que Zs, Z3 e Zs sao chamados de corpos, ou seja, sao anéis onde todo

elemento nao nulo possui um inverso multiplicativo.

O aluno deve notar também que 2, 3 e 5 sao primos e chegar a conclusao que Z,,

é um corpo, se e somente se, m € primo.

Uma vantagem das classes residuais é transformar a congruéncia a = b mod m

na igualdade [a] = [b]. Dessa forma, elas permitem resolver congruéncias lineares do tipo

ax = b( mod m), reduzindo-as, em [a] € Z,,, & seguinte equagao:

Podemos notar a importancia de determinar o elemento invertivel no exemplo

abaixo:

Exemplo 2.8.3. N é um miltiplo de 4 que possui trés algarismos. Dividindo N por 5

encontramos resto igual a 3. Determine o menor valor de N. Observe que N = 4 - z.

Dessa forma devemos ter:

Resolver essa congruéncia equivale a resolver em Zj a seguinte equacao:
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Observe que [4] ¢ invertivel em Zs, pois [4] - [4] = [1]. Logo, basta multiplicar

ambos os membros da equagao por [4] e obtemos:

Em Zs, [2] é o conjunto dos nimeros inteiros que divididos por 5 deixam resto 2,
ouseja: X =5-t+2
Como N>100=4-2>100=2>25=5t+2>25=1t>4,6=1=05.

Assim:

r=2950+2=x=27 Logo: N=4.27= N =108
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Capitulo 3

Teorema Chinés do Resto

Observacao 3.1. Sejam ay, as, as, ..., a,, ¢ € Z. Temos a seguinte propriedade :

1. Se ai|e, aslc, ..., a.|c, entdo m = mmc(ay, as, ..., a,)|c.
Proposicao 3.2. Se a = b( mod my), a = b( mod my), ..., a = b( mod my) com a,b
inteiros e mq, mo, ..., my inteiros positivos, entao a = b( mod mmec(my, mao, ..., my)).
Demonstracao. Por hipétese my|(a—b), ma|(a—b), ..., mi|(a—0b) pela observacao 3.1 te-
mos mmc(my, ma, . .., mg)|(a—b), consequentemente a = b( mod mmec(my, ma, ..., my)).
0]
Corolario 3.3. Se a = b( mod m;), a = b( mod my), ..., a = b( mod my) com a,b
inteiros e my, mg, ..., my inteiros positivos tais que mdc(m;, m;) = 1 para todo ¢ # j,
entdo a = b( mod (mq-mgy ... -my)).

Demonstracao. Como mdc(m;, m;) = 1 para todo ¢ # j, pela observacao 3.1 temos

mme(my, Mo, ..., Mg) =My - Mg - ... Mg

Pela proposigao 3.2 segue que a = b( mod (my - mg - ... my)).

Teorema 3.4. (Teorema Chinés dos Restos): Sejam my, mo, ..., my inteiros positivos
tais que mdc(m;, m;) = 1, sempre que i # j e aq, as, ag, - -+ , ai inteiros. Entao o sistema

de congruéncias lineares
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z=a; mod my

T =ay mod my

T =a, mod my

tem solucao que ¢é inica médulo m = my - mg - mg - ..., My

Demonstragao. Nosso objetivo é construir uma solucao simultanea para o sistema de

A . . . 7’ m
congruéncias. Consideremos o conjunto de r nimeros M, = [ — | =my-mo-mz - ... -
my
Mpg—1 * Mpy1 - ... - My para k = 1,2,3,...,7. Como o d = mde(m;, m;) = 1 para i # j
temos
mdc(my, my) = mde(mg, my) = ... = mdc(my_1, mg)
= mdc(mgi1, mg) = ... = mde(m,., my)
=1
o que implica
mde(my - mg - ..o s Mp_1 - Mgy - oo s My, M) = mde( My, my) =1

logo existem inteiros u, v tais que u - My 4+ v - my = 1, o que significa que existe

u = sy tal que

Sk - My =1( mod my)

Como mdc(My, my) = 1|1 segue que s - My = 1( mod my) tem solugdo tnica

Yk, Ou seja,
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Entao

ag + My, - yr, = ax( mod my,)

Uma vez que my|M; quando j # k, temos M; = 0( mod my); entdo a;- M;-y; =
0( mod my) para todos os termos, exceto o k-ésimo. Portanto z = ay - My - yr, = a(

mod my,), para k =1,2,3,...,7r é uma solucao do sistema de r congruéncias, ou seja,

r=ay-M -yy+ay-My-yo+...+a, - M, -y, = ar( mod my)

Agora mostraremos que quaisquer duas solucoes do sistema de r congruéncias sao
congruentes modulo m. Sejam z( e z; solugoes do sistema. Entao para cada k, segue que
o = x1 = ax( mod my) isto implica que my|(xg —x1). Mas xg = z1( mod my), o = x4 (

mod my), ..., o = x1( mod my), entdo pelo coroldrio 3.3 segue que

o = z1( mod mme(my, ma, ... ,my))

Como d = mdc(m;, m;) = 1 sempre que 7 # j temos que

mme(my, m, ..., mg) =mq Mg Mg+ ... My =1m

logo m|(xg — 1), ou seja, zo = x1( mod m), o que significa que as solugoes sao

Unicas mdodulo m.

Exemplo 1. Resolva o sistema

x=1( mod 3)

r=2( mod5)

x=3( mod?7)
\
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Solucgao. Note que m=3-5-7=105¢

r = a1~M1-y1+a2-M2-y2+a3-M3-y3 =1-35-2+2-21-143-15-1 = 157 = 52(

/

105 __

105 _ 35

105

105 _91

= 105 _ 5

7 \
p
2y151(
y251(
ys = 1(

\

My, = 1(
My, = 1(

Mzys = 1(

mod 3)
mod 5)

mod 7)

mod 3)
mod 5)

mod 7)

Y1 = 2(

ys = 1(

Exemplo 2. Resolva a equagao 17 -z = 9( mod 276).

Solugao. Note que 276 =22-3-23 =3-4-23.

(

172 = 9(

172 = 9(

172 = 9(
\

mod 3)
mod 4)

mod 23)

(

22 = 0(

I

Yo =

35y; = 1( mod 3)

21y, = 1( mod 5)

15y3 = 1( mod 7)

mod 3)
mod 5)

mod 7)

mod 3)

mod 4)

172 =9( mod 23)
\

mod 105)

Como d = mdc(17,23) = 1 a congruéncia 17z = 9( mod 23) tem uma tnica

solugdo que pode ser obtida escrevendo d = mdec(17,23)

=1

—4(17) + 3(23), ou

seja, —4(17) = 1( mod 23) = —36(17) = 9( mod 23), finalmente temos 10(17) = 9(

mod 23).Entao basta resolver o sisema de congruéncias

(

\

X

X

xz

0

1(
10(

mod 3)
mod 4)

mod 23)

My =28 =92
Py My =20 =69
My =28 =12
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(
92y; = 1( mod 3) 2y; = 1( mod 3) y1 = 2( mod 3)
69y2 = 1( mod 4) ;472=1( mod 4) 7Y y2 =1( mod 4)
12y3 = 1( mod 23) 12ys = 1( mod 23) y3 =2( mod 23)
\ \ \

Portanto,

3.1 O Teorema Chinés dos Restos e suas Aplicagoes

3.1.1 Problema sobre Satélite

Treés satélites passarao sobre o Rio de Janeiro a noite. O primeiro a 1 hora da
madrugada, o segundo as 4 horas e o terceiro as 8 horas da manha. Cada satélite tem um
periodo diferente. O primeiro leva 13 horas para completar uma volta em torno da Terra;
o segundo, 15 horas e, o terceiro, 19 horas. Determine quantas horas decorrerao, a partir
da meia-noite, até que os trés satélites passem ao mesmo tempo sobre o Rio de Janeiro.

Matematicamente formulando o problema: serd chamado de x o nimero de horas,
a partir da meia-noite. Sabe-se que o primeiro passa a cada 13 horas, a contar da 1 da 16
madrugada, representado por x = 1+ 13¢, para algum inteiro ¢, equivalente a dizer z = 1(
mod 13). Aplicando para os outros satélites: z = 4( mod 15) e x = 8( mod 19).

Para saber qual o horario exato de passagem dos trés satélites, deve ser encontrado

o valor de x que satisfaca as trés equacoes simultaneamente.

r=1( mod 13)
r=4( mod 15)
r =8( mod 19)

Observando as equagoes nao se pode adicionar nem subtrair, pois os modulos sao

diferentes, entao a equacao de congruéncia deve ser convertida em identidade de inteiros.
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x =1( mod 13), isto é, x —1 = 13¢, logo x = 1+ 13t, se substituir o x na segunda

equacao de congruéncia, tem-se:

r=4( mod 15)
1+ 13t = 4(modl15)

13t =3( mod 15) — em Zy5 08 [ =2,4,7,11,13

Resolvendo através do inversivel:

13z = 1( mod 15)
13-7=1( mod 15)

91:15=06-15+ 1( este é o resto)

Substituido este resultado:

13-7-t=3-7( mod 15)

t=21( mod 15)

t=21=6( mod 15)

t =6( mod 15), donde t — 6 = 15u

t=15u+6

Entao substituindo em x = 1 + 13¢.

z =1+ 13(15u + 6)
z=1+78+195u

r =794 195u

Com este resultado, substitui-se na equacao z = 8( mod 19), assim:
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79 4+ 195u = 8( mod 19)
195u = —71( mod 19)
195 = 5( mod 19) — 190[19

—71=5( mod 19) — —76|19

Ou seja:

5u=5( mod 19) — emZjg = bz = 1( mod 19)
5.-4=1( mod 19)

20:19=191+1

Logo (5.4)u =5-4( mod 19)u = 1( mod 19).

Portanto, u = 1 + 19v. Substituindo na equagao do .

r =794 195u
x =79+ 195(1 + 19v)
r =79+ 195 + 3705v

= 274 4 3705v.

Conclui-se que a primeira hora que os 3 satélites passarao juntos sobre a cidade

do Rio de Janeiro é o menor valor de x na equagao acima que é 274, pois o valor do z
representa o tempo contado a partir da meia-noite. Além do mais o problema acima foi

resolvido em duas a duas equagoes como no algoritmo, representando que é concreta a

resolucao do Teorema Chinés do Resto.

3.1.2 Problema do Campononés e os Ovos

Um camponeés tem um certo nimero de ovos; quandos os divide por 3, sobra-lhe

1; quando os divide por 4, sobram 2 ovos; e quando os divide por 5, sobram 3. Quantos

ovos tem o camponés? O que queremos aqui é a solucao simultanea de um sistema de

equacoes modulares

43



r=1 mod3
r=2 mod4
r=3 modb
Comecando pela primeira equacao, temos que qualquer solugao x do sistema tem

que satisfazer

r=1+3y

para algum y € Z; substituindo na segunda equacao ficamos com

3y+1=2 modd<3y=1 modd<=y=3 mod4

e portanto y = 3+ 4z e x = 1 4 3(3 + 42) = 10 + 122, onde, mais uma vez, z

representa uma nova incégnita inteira; substituindo de novo na terceira equagao

1224+10=3 modbhb<22=3 modbH<z2=4 mod?H

Concluimos que z = 4 + 5w e portanto a solugao do nosso sistema

z =104 12(4 4 5w) = 58 + 60w

A resposta pergunta é portanto que o camponés poderia ter 58 ovos ou 118 ou
178, etc.

Que a solucao do sistema sao fica determinada modulo 60 é evidente, uma vez
que se x for solucao, qualquer inteiro da forma x + 60w também seria solucao. Por outro
lado, se x e y forem duas solucoes do sistema, entao x — y sera divisivel por 3, por 4 e por
5, e como estes sao primos dois a dois, x — y tem que ser divisivel pelo seu produto 60.

Podemos também observar que o facto de 3, 4 e 5 serem primos entre si dois a

dois nos garantiu que ao substituir o valor de x na segunda e depois na terceira equacao,
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ficarfamos sempre com uma equagao com solucoes, uma vez que o coeficiente de y e depois
de z é primo com o modulo da equagao respectiva.
Vamos agora enunciar um resultado fundamental para a simplificacao da resolugao

de equagoes modulares:

3.1.3 Aplicar o Teorema Chinés do Resto para resolver equacoes

diofantinas lineares

327x =171 mod 520;

Calculando mde(327;520) = 1 podemos deduzir que existe uma tnica solugao e
aplicar o método explicado mais atras. No entanto, notando que 520 = 5-8- 13, passamos

ao sistema

( 4 (

327x =171 mod 5 2r =1 mod 5 =3 mod?5b
327x =171 mod 8 < $7r =3 mod 8 < yzrx=5 modS8

327xr =171 mod 13 2r =4 mod 13 =2 mod 13

\ \ \

Qualquer solucao da equacao inicial tera que ser também solucao de cada uma
das equacgoes do sistema e reciprocamente, pelo Teorema Chinés dos Restos, qualquer
solucao do sistema é solucao da equagao inicial.

Usamos o mesmo método de solugao do exemplo anterior: pela primeira equacao

x = 3 + by; substituindo na segunda temos

5y =2 mod 8,y =2( mod 8)

portanto y = 2+ 8z e x = 13 + 40z, o que nos d4, na ultima equacgao,

40z =2 mod 13,2 = (2 mod 13)

donde se deduz finalmente que x = 93 + 520w
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E possivel demonstrar o teorema de outra forma, que nos fornece igualmente um

método pratico de solucao: Dado o sistema no enunciado, calcula-se, para cada 1 <1 < k,
um inteiro b; tal que

m

b, =1 mod m;
my;

m
Note-se que isto é possivel, uma vez que mdc (—,, mz) = 1, ficando b; determi-
mi
nado naturalmente médulo m;.

Verificamos que x definido por

é solucao do sistema; fixemos um indice 1 < j < k; nas parcelas do somatorio com
S m . . .
i # j temos que mj|ﬁ (m; e m;j sao primos entre si) e portanto essas parcelas anulam-se
1
moédulo m;; na parcela de indice j, devido ao modo como escolhemos b;, temos
m

—bsa; =a; mod m,;
m, j j

Este método de solugao torna-se mais util quando temos que resolver nao um mas
varios sistemas de equagoes com os mesmos moédulos my, - - - , My, COMO veremos a seguir.
O préximo exemplo envolve equagdes modulares de grau maior que 1 para por

em evidéncia as vantagens do segundo método de solucao de um sistema.

3.1.4 Solucoes Simultaneas de Sistema de Equacodes

4
2=2 mod?7

=1 mod 9

z*=3 mod 11

\

Como nao temos (por enquanto) nenhuma forma mais eficaz de tratar estas

equacoes, procuramos as suas solucoes directamente, calculando a? em que a percorre
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todas as classes de congruéncia modulo 7, e do mesmo modo para as outras equagoes.
Concluimos que a primeira equagao tem duas solugoes 3 e 4 médulo 7, a segunda tem trés
solugoes médulo 9: 1, 4 e 7, e a terceira tem duas solugoes 4 e 7. Teriamos portanto que

resolver os 12 sistemas de 3 equagoes da forma

(
> =a; mod7
2 =ay mod9

2 =as; mod 11

\

onde a; € {3}, {ax} € {1,4,7} e ag € {4,7}.

Em alternativa, podemos usar o outro método: resolvemos as equacoes da forma

ﬂyz 1 mod m;

Temos

99y =1( mod7) < y=1( mod?7)

e portanto podemos escolher by = 1. As outras equagoes sao

Ty =1( mod9) < 5y=1( mod9) < y=2( mod9)

63y =1( mod 11) < 8y =1( mod 11) & y=7( mod 11)

e portanto by = 2 e by = 7. Substituindo os valores dos ai na expressao

r=Y" T ba; = 99a; + 154a, + 441as

)

obtemos as doze solugoes pretendidas.
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Recorde-se que os b; sao calculados modulo m;; podemos portanto, por exemplo,
por by = —4; as solucoes obtidas sao as mesmas médulo m =7 x 9 x 11 = 693, ainda que
representadas por outros inteiros.

O Teorema Chinés dos Restos pode ser enunciado alternativamente do seguinte

modo:

Teorema 3.5. Se M =my X --- X my e mde(m;;m;) = 1 se i # j, entdo a aplicagao

W1 Tt = Ly X+ X Lo,

definida por

¥(a) = (a mod my,---,a mod my)

¢ uma bijeccao.

A existencia de solucao para qualquer sistema da forma

x =a;( mod my)

x = az( mod my)

|z = ar(  mod my)
e equivalente a 1 ser sobrejetiva; por outro lado, a propriedade de v ser injetiva
¢ equivalente a aquela solugao ser tinica médulo M.
Quando enunciado desta forma, o Teorema Chinés dos Restos é de demonstracao
ainda mais simples: de fato, basta provar que v é injetiva, sendo a sobrejetividade uma

consequéncia imediata de o dominio e o contra-dominio desta aplicacao terem o mesmo

nimero de elementos. Mas 1) é injetiva uma vez que

r=y( modm;)Vie{l,--- Jk}er=y mod M
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Por outro lado, este raciocinio nao nos indica como resolver na pratica um sistema,

ou seja, dados a; € Z,,, como determinar

E isso que as outras demonstracoes fazem. De facto, a segunda dessas demons-
tragoes da-nos uma férmula para a funcao inversa de 1):

k

m
w“(a@-, ceeLag) = Z Ebiai

ou mais precisamente a classe congruéncia modulo M deste inteiro.

3.1.5 O Problema do Matematico Chinés Sun-Tsu

Comecamos o minicurso propondo o problema do primeiro século do matemaético
chinés Sun-Tsu. Qual o nimero que deixa restos 2,3 e 2 quando dividido, respectivamente,
por 3,5e 77

Alguns alunos “testam” alguns ntimeros e encontram o niumero 23 como primeira
resposta.

A proposta a seguir é a mesma, mas utilizando Progressao Aritmética.

A=1{2,52811,14,---}; B =1{3,8,13,18,---} e C = {2,9,16,23,30,--- } Qual

nimero aparece primeiro nas trés sequéncias?

Solucao. Os termos gerais sao 3n + 2, 5m + 3 e 7p + 2. Mas isso tras um problema pois
n, m e p serao diferentes. Os alunos com isso foram preenchendo as sequéncias buscando
numero comum.

O Teorema Chinées do Resto traduzindo em linguagem de aritmética procura o
sistema de congruéncia para x = 2( mod 3), z = 3( mod 5), z = 2( mod 7). Conforme
a demonstracao do Teorema Chinés do Resto N = 3 x 5 x 7 = 105, N; = 35, Ny = 21,
N3 =15comissoy; =2,y =1, y3 = 1.

xr = Niyic1 + Nayaca + N3yscs

r=35-2-2+21-1-3+15-1-2 =233 com isso 233 = 23 mod 105.
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Solucao minimal é 23 e a solucao é 23 + 105p. As solucoes das trés sequéncias é

uma outra sequéncia {23,128, 203,308,413, - -}

3.1.6 Problema da Reposicao Salarial

Uma empresa tem trés cargos Junior, Office e Sénior. A cada 3 anos o cargo
Junior tem reposicao salarial, o cargo Office tem reposicao salarial a cada 4 anos e o cargo
Senior a cada 5 anos. Se o cargo Junior teve aumento a primeira vez em 2002, o Office
em 2003 e o Sénior em 2004, qual o primeiro ano que acontecerd reposicao para os trés

cargos, e de quanto em quanto tempo terao reajustes juntos?

Solucao. Usando o Teorema Chinés do Resto temos:

z=2( mod 3), x = 3( mod 4), z = 4( mod 5). Conforme a demonstragao do
Teorema Chinés do Resto N = 3 x4 x5 = 60, N; = 20, N, = 15, N3 = 12 com isso
Y1 =2, Y2 =3, y3 = 3.

x = Niyic1 + Nayaca + N3yscs

r=20-2-24+15-3-3+12-3-4 =359 com isso 359 = 59( mod 60).

Solucao minimal é 59 e a solucao é 23 4+ 60p. As solucoes das trés sequéncias vira
uma outra sequéncia {59, 119,179,239, - - - } ou seja resposta é 2059 e o reajuste acontece

junto de 60 em 60 anos.

3.1.7 Dosagem de Remédio

Um remédio A é dosado para o paciente na UTI de 10 em 10 horas, sendo o
primeiro as 5 horas da manha do dia 01 de maio de 2014, o mesmo paciente tem dosagem
de 16 em 16 horas de um remédio B dosado a primeira vez as 11 horas do dia 01 de maio
de 2014. O ultimo remédio C foi dosado a primeira vez no mesmo dia 01 de maio de 2014
as 19 horas e sera dosado 1 por dia, ou seja, a cada 24 horas. Qual a primeira vez que os

remédios serao dosados juntos?

Solugao. Sendo z = 5( mod 10), z = 11( mod 16), = 19( mod 24). Cuidado com a

resolucao pois o mdc(10,16,24) = 2 . Faremos uma adaptacao sendo a resolugao para

z =0( mod 5)
z =1( mod 2)
x =1( mod 3)
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z =0( mod 5), x = 1( mod 2), z = 1( mod 3). Conforme a demonstragao do
Teorema Chinés do Resto N =5x2x3 =30, N; =6, Ny =15, N3 = 10 com isso y; = 1,
Y2=1,y3=1

x = Nyyicr + Nayaca + Nayscs

z=6-1-0+15-1-14+10-1-1 = 25 com isso 25 = —5( mod 30) ou seja 25 = 25(
mod 30)

Solugao (30p + 25). Para voltarmos na solugao do nosso problema inicial

(30p +25) x 8+ 11 + 19+ 5 ou seja X = 240p + 235. A resposta ¢é de 235 horas
apos 01 de maio de 2014 e de 240 horas em 240 horas. Solugao 9 dias e 1 horas e a cada

10 dias. Resposta dia 9 de maio as 19 horas e a cada 10 dias no mesmo horario.

3.1.8 Problema dos Automoveis

Trés automoveis Trés automéveis disputam uma corrida em uma pista circular.
O 19 a sair d4 uma volta em 3 minutos, o 2° a sair d4 uma volta em 5 minutos e o 32 a sair
da uma volta em 11 minutos. Se o primeiro saiu apés 1 minuto do inicio, o segundo apods
2 minutos e o terceiro apés 7 minutos do inicio, qual o tempo apds a saida que passam os

trés juntos na linha de saida?

Solucao. Usando o Teorema Chinés do Resto temos:

z=1( mod 3), x =2( mod 5), x = 7( mod 11). Conforme a demonstrac¢ao do
Teorema Chinés do Resto N = 3 x 5 x 11 = 165, N; = 55, Ny, = 33, N3 = 15 com isso
h=1y=2y=3

x = Nyyicr + Nayaca + Nayscs

r=55-1-1433-2-2415-3-7 =502 com isso 502 = 7( mod 165)

Solugao minimal é 7 e a solugao é 7+ 165p. As solugoes das trés sequéncias vira
uma outra sequéncia {7, 172,337,502, - - - } ou seja resposta é 172 minutos ou 2 horas e 52

minuto, e a volta no inicio é de 165 em 165 minutos.

3.1.9 Problema dos Horarios dos Onibus

Uma estagao de onibus tem trés linhas. Alvorada sai a cada 3 minutos, Baui a

cada 5 minutos e Consil a cada 11 minutos. Se a linha Alvorada comega as 6hOlmin, a
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Bat as 6h02min e a linha Consil as 6h06min . Qual o primeiro horario que sairao juntas

as 3 linhas da estacao?

Solucgao. Usando o Teorema Chinés do Resto temos:

x =1( mod 3)

r =2( mod 5)

z =6( mod 11).

Conforme a demonstracao do Teorema Chinés do Resto N =3 x 5 x 11 = 165,
N1 =55 Ny =33, Ng3=15comissoy; =1,y =2, y3 =3

x = Niyic1 + Nayaca + Nsyscs

x=55-1-14+33-2-2+15-3:6 =457 com isso 502 = 127( mod 165)

Solugao minimal é 127 e a solugao é 127 4+ 165p. As solugoes das trés sequéncias
vira uma outra sequéncia {127,292,419,---} ou seja resposta é 127 minutos, 2 horas e 7

minutos ou 8h07min.

3.1.10 Problema da Logistica para os Jogos da Copa

Na logistica para a copa do mundo de 2014 foram destinados 3 linhas direto do
aeroporto para o estadio de uma das sede da COPA. Linha A de 6 em 6 minutos, saindo
a primeira linha 5h05min da manha. Linha B de 5 em 5 minutos, saindo a primeira linha
5h da manha e por tltimo linha C de 11 em 11 minutos, saindo a primeira linha as 5h04
minutos. Qual a primeira vez no dia que sairao as 3 linhas juntas e de quanto em quanto

minutos isso se repete?

Solucao. Usando o Teorema Chinés do Resto temos:

x =5( mod 6)

z =0( mod 5)

r =4( mod 11).

Conforme a demonstracao do Teorema Chinés do Resto NV =6 x 5 x 11 = 330,
N1 =55 Ny =066, N3=30comissoy; =1,y =1,y3=7

X = Nyyic1 + Nayaca + Nayscs

X =55-1-54+66-0-14+30-7-4=457 com isso 1115 = 125( mod 330)

Solucao minimal é 125 e a solucao é 125 + 330p. As solucoes das trés sequéncias
vira uma outra sequéncia {125,455, 785, -} ou seja resposta é 125 minutos, 2 horas e 5

minutos ou 7h05min.
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3.1.11 Problema das Placas

Em uma estrada sao colocadas placas de km a cada 3 km comecando no km 2
e telefones a cada 5 km comecando no km 3 . Qual a décima vez que o telefone ficara

fixado junto a placa?

Solucao. Usando o Teorema Chinés do Resto temos:

r =2( mod 3)

z =3( mod b)

Conforme a demonstracao do Teorema Chinés do Resto N =3 x5 =15, N; =5,
Ny = 3 com isso y; = 2, yp = 2

= Niyic1 + Nayaco

r=5-2-24+3-2-3 =238 com isso 38 = 8( mod 15)

Solugao minimal é 8 e a solucao é 8+ 15p. A solugao quando p = 10 é 8+15(10) =
km 158.

3.1.12 Problema das Lampadas na Arvore de Natal

Em uma arvore de natal foram instalados 3 cores de lampadas. A lampada
vermelha foi ligada as 8h02min e pisca de 11 em 11 minutos. A lampada branca foi ligada
as 8hllmin e pisca de 14 em 14 minutos e a lampada verde foi ligada as 8h03min e pisca

de 15 em 15 minutos. Qual o primeiro horario que as lampadas piscaram juntas?

Solucao. Usando o Teorema Chinés do Resto temos:

r=2( mod 11)

x =11( mod 14)

x = 3( mod 15).

Conforme a demonstracao do Teorema Chinés do Resto N = 11 x 14 x 15 = 2310,
N; = 210,

Ny =165, N3 =154 comissoy; =1,y =9, y3 =4

x = Niyic1 + Nayaca + N3yscs

r=210-1-2+165-9-11+4154-4 -3 = 18603 com isso 18603 = 123( mod 2310)

Solugao minimal é 123 e a solugao geral é 123 4+ 2310p. As solugbes das trés
sequéncias vira uma outra sequéncia {123, 2433,4743, - - - } ou seja resposta é 123 minutos

ou seja 10h03min.
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3.1.13 Aplicagao em Compartilhamento de Senha

O compartilhamento de senhas é uma maneira segura e eficiente de se partilhar
uma chave entre um grupo de pessoas. A ideia é dividir a senha sem que a pessoa
tenha a senha completa e nao seja necessario todas as pessoas para para descobrir a
senha compartilhada. O nimero de integrantes que precisamos para descobrir a senha
vai depender dos ntimeros primos escolhidos no grupo. sera verificado que para um grupo
de X elementos e que necessita de de Y elementos no grupo para descobrir a senha,
escolhemos X ntmeros primos de forma que o produto dos y menores seja maior que
(y — 1) maiores.

Exemplo: se escolhermos o conjunto de primos {11, 13,29, 31,43} a solugao pode-
ria ser em conjuntos de 2 em 2 pois 11-13 é igual a 143 e isso é maior que 29, maior que 31
e maior que 43. Mas também poderia ser em conjuntos de 3 em 3 pois 11-13-29 = 4147 é
maior que 31-43 = 1333. o grupo de elementos para descobrir a senha ¢é igual a quantidade
de equacoes a serem resolvidas na congruéncia linear. A senha pode ser qualquer niimero

menor que o produto dos dois menores elementos do conjunto dos niimeros primos.

3.1.13.1 Exemplo de aplicacao de compartilhamento de senhas

Um pai tem cinco filhos e resolve deixar de heranca para os cinco filhos uma
grande quantia dentro de um cofre com senha no banco da cidade. Para recuperar a senha
completa necessitam de pelo menos duas delas para tal. Isso significa que o conjunto de
cinco elementos tem pelo menos dois para encontrar a senha (chave) completa, o conjunto
tem limiar 2 e nos permite agrupar quaisquer elementos 2 em 2.

Para resolver esse problema escolheremos cinco niimeros primos, pois sao cinco
filhos {11,13,17,19 e 23} . A senha tem que ser um numero entre 11 e 143, pois o
produto entre os dois menores 11 - 13 é igual a 143. Escolhido a senha nimero 105, as
senhas distribuidas aos filhos serao os niimeros primos e os restos da divisao desses primos
com 105. Outro conjunto dos restos da divisao do 105 pelos os niimeros de cada filho seria
{6,1,3,10, 13} os filhos receberiam os numeros {11,6}, {13,1}, {17, 3}, {19,10}, {23, 13}.

O compartilhamento de senha utilizando o Teorema Chinés do Resto é a solucao

do sistema :
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C=6 mod11
C=1 mod13
C=3 mod7

C =10 mod 19

C =13 mod 23

\

Utilizando o teorema Chinés do resto, precisamos encontrar a solucao de duas

equacoes do sistema de congruéncia linear acima.

C=6 mod 11
C=1 mod 13
N =11-13 = 143 onde
ny =13 13y, =1 mod 11 y1 =206
ny = 11 11lys =1 mod 13 Yo =6

A solugao é:

S=6-13-6+6-11-1=>534534 =105 mod 143

Solucao minimal é 105, a senha procurada.
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Capitulo 4

Relatorio sobre o Minicurso

Neste capitulo faremos um breve relato da aplicagao da proposta do minicurso
realizada em duas turmas. A primeira foi com vinte alunos no Colégio Maxi (turma do
3° ano de um colégio particular de Cuiabd) e a segunda foi na Escola Liceu Cuiabano
(turma do 22 ano com quinze alunos de uma escola publica estadual de Cuiabd). Neste
relato, incluimos observagoes sobre fatos importantes ocorridos durante os minicursos

ministrados e a utilizacao dos conceitos aprendidos pelos alunos.

4.1 Proposta do minicurso

Identificacao do minicurso- O curso é voltado para alunos do Ensino Médio e
tem como tema o Teorema Chinés do Resto e suas aplicabilidades em exercicios
contextualizados de olimpiadas de matematica e processos seletivos para faculdades e
universidades.

Carga horaria do minicurso - Total de 4 horas semanais e serd ministrado pelo
professor Adriano Sales.

Objetivo do minicurso- Instrumentalizar os discentes com ferramentas matematicas
na area de aritmética para solucionar problemas contextualizados bem como dar bases
gerais para outros tipos de exercicios.

Conteudo programético - Revisao sobre Divisibilidade, MDC, MMC e ntimeros
primos. Introdugao e conceituagao de Congruéncia Linear, Aritmética do Resto e Teorema
Chinés do Resto.

Procedimentos de Ensino - Minicurso com aulas expositivas e participativas; apre-
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sentacao e resolucao de exercicios contextualizados sobre os contetidos programaticos; lei-
tura de exercicios; reflexao e discussao de situacao problema; organizacao e realizacao
de exercicios. Reunir em grupos para apresentacao e solucao de situagoes problemas
sugeridos no decorrer do curso.

O minicurso pode ser aplicado no decorrer do ano letivo, ou como atividade de
projeto fora do horério das aulas de matematica.

O minicurso faz parte da proposta elaborada pelo PROFMAT como uma aula
sobre algum tépico ministrado no decorrer do mestrado profissional. O minicurso pode
ser util para o aluno do Ensino Médio.

Os dois minicursos aplicados tiveram como objetivo uma visualizacao sobre o
tempo de aplicacao, a abordagem com uma simbologia mais apropriada para o aluno do
Ensino Médio e a assimilagao sobre um assunto que para muitos era uma novidade.

O minicurso é uma proposta e deve ser aplicado em outras turmas para obtermos

uma avaliagao e tabulagao dos resultados.

4.2 QObservacao sobre o minicurso

No inicio do curso é apresentado uma situagao problema com dois exercicios

contextualizados:

Exercicio n? 1 Trés automdéveis disputam uma corrida em uma pista circular. O 19 a
sair d4 uma volta em 3 minutos, o 2° a sair d4 uma volta em 5 minutos e o 3% a
sair d4 uma volta em 11 minutos. Se sairem juntos, qual o tempo apods a saida que

passam os trés juntos na linha de saida?

Exercicio n? 2 Trés automdveis disputam uma corrida em uma pista circular. O 1° a
sair d4 uma volta em 3 minutos, o 2° a sair d4 uma volta em 5 minutos e o 3¢ a sair
da uma volta em 11 minutos. Se o primeiro saiu apds 1 minuto do inicio, o segundo
apds 2 minutos e o terceiro apés 7 minutos do inicio, qual o tempo apos a saida que

passam os trés juntos na linha de saida?

A pergunta feita nos dois minicursos que foram ministrados. Professor isso nao é
aquela matéria MMC? Nao precisamos apenas achar o nimero que esta na tabuada dos

trés automoveis?
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Foi interessante responder o exercicio n® 1 foi a ligacao para a revisao de MMC,
MDC e nuimeros primos.

O minicurso comega com a revisao de MMC, MDC e ntimeros primos. Logo apds
uma revisao sobre os contetidos acima, eu pergunto. “O exercicio n°® 2 tem diferenca em
relacao ao exercicio n® 1 ?” Como aqui a revisao sobre divisibilidade e mostro que o des-
locamento do referencial inicial do exercicio 01 para o exercicio 02 pode ser demonstrado
com divisao euclidiana, o que também ¢é visto no Ensino Médio com termo geral de uma
Progressao Aritmética.

Mostra-se ao aluno que é necessario algo mais que MMC para resolver o exercicio
n® 2. Comeca aqui apds a revisao dos itens divisibilidade, divisao Euclidiana, MMC,
MDC o minicurso e sua proposta inicial.

Comecamos nos dois minicurso uma aula expositiva de Aritmética do resto, con-
gruéncia linear. Com demonstracoes, exemplos e propriedades trazemos nossos alunos
para uma nova abordagem da matematica. Para muitos foi um primeiro contato para
algumas simbologias da matematica, isso teve que ser feito com muito cuidado, pois foi
comum o surgimento de perguntas, “Para que preciso fazer desse jeito”, “nao preciso
escrever assim nao”, “nossa como isso me confunde”

O maior tempo do minicurso foi para conceitos e exemplos de congruéncia linear,
aritmética do resto e o Teorema Chinés do Resto. O nosso objetivo era demonstrar para
os alunos uma nova abordagem para um tema da matematica no Ensino Médio. Alguns
concluiram que se tratava de Progressdao Aritmética, outros concluiram que era sobre
divisao e seu resto, afirmando que o quociente nao iria muito influenciar no resultado.
Aproveitando esse questionamento que demonstro as classes residuais e sua aplicabilidade.

Os exercicios tem a maioria apresentado como situacao problema, e alguns alunos
ficaram colocando nimeros para resolver o Teorema Chinés do Resto, a pergunta que
sempre indica para os alunos que resolviam dessa maneira era:

“Se o numero for muito grande, perderemos um grande tempo?”

Apés a solugao do terceiro exercicio utilizando Teorema Chinés do Resto, o quarto
se torna um desafio para as duas turmas. Nesse momento surge questionamentos indi-
viduais, que sao repassados para todos da turma e com isso o minicurso se torna mais

desafiador para os alunos e professor.
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No inicio da proposta do minicurso 3 horas seriam suficientes para esse assunto,
no decorrer dos dois minicurso verificamos que o acrescer de 1 hora seria muito util para
que o aluno conseguisse resolver os tltimos exercicios em grupo ou sozinho e na duvida,
solicitar auxilio tedrico.

As dificuldades encontradas dos alunos foram de fundamentagao tedrica, argu-
mentacao para juntar o contetido matematico e a aplicabilidade no contexto.

Na dificuldade com a nomenclatura e reconhecimento de simbolos foi sugerido
mais empenho na teoria, e uma resolucao de exercicios com mais rigor técnico.

A leitura de simbolos e equagoes surge com o tempo de estudo e resolucao de pro-
blemas. A interpretacao dos exercicios contextualizados foi um obstaculo para os alunos.
A sugestao foi a busca de texto matemédtico para melhor compreensao da formalizagao
matematica apos a leitura do problema. No decorrer do curso a simbologia se torna aliada
para resolver e desenvolver problemas com aplicagoes no cotidiano.

Os dados avaliados e relatérios da aplicagao do minicurso nao serao colocados
aqui, pois a proposta é de formacao do minicurso e precisaria de uma quantidade maior

de alunos para relatar esses dados.
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Capitulo 5

Consideracoes Finais

Este trabalho teve como objetivo mostra que a Aritmética é um tema atual que
pode ser introduzido no Ensino Fundamental e Ensino Médio através de uma proposta
diferenciada, com énfase em situagoes problemas, em exercicios contextualizados.

Para isto, mostramos para os alunos do minicurso a resolugao de exercicios
contextualizados com situagoes problemas, retirados de olimpiadas de matemaética, li-
vros didéaticos ou processos seletivos de universidades. No minicurso abordamos alguns
conteudos como revisao e outros conteidos com demonstragao e propriedades que iria
auxiliar em algumas resolucoes. Mostramos que a Aritmética através da congruéncia,
auxilia na solucao de exercicios com varios assuntos ministrados no Ensino Médio. No
decorrer do minicurso fica claro a dificuldade dos alunos do Ensino Médio com algumas
nomenclaturas e simbologia, isso pode ser bem resolvido com exemplos e demonstragoes
com assuntos mais comuns ao aluno. Esse minicurso pode ser estendido com assuntos
como equacao diofantina e criptografia que sao também itens da Aritmética que auxilia
na solucao de alguns exercicios contextualizados com situacoes problemas, retirados de
olimpiadas de matematica, livros didaticos ou processos seletivos de universidades.

Finalmente, observamos nestes dois minicurso que a Aritmética é um assunto
que motiva a aprendizagem e pode ser 1til na elaboragao e solucao de varios exercicios
no curriculo matematico do Ensino Médio. Dessa forma acredito que o Teorema Chinés
do Resto como outros assuntos da Aritmética seja de grande utilidade para os alunos do
Ensino Médio.

Surge a necessidade de proposta de alguns minicursos:

e Equacgoes Diofantinas
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e Criptografia
e MMC, MDC e Propriedades

e Numeros Primos

Poderia ser criado ainda uma parte do curso para a formacao de material concreto.
Elaborar com os alunos o material, para que se crie o habito de pesquisa e de modelagem
matematica.

Faltou na proposta ainda uma avaliacao do antes e depois, que seria de muita
utilidade para pesquisas ou aprimoramento do curso.

O projeto com isso sairia de uma proposta para virar um minicurso com resultados
catalogados e definidos.

O minicurso pode se tornar realidade, para poder auxiliar algumas perguntas que
nesse primeiro teste nao foram respondidas.

A proposta deve ser colocada em pratica em um numero considerado de turmas

para que seja tiradas algumas conclusoes, o que nao ocorreu nessa proposta.
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Anexo

APOSTILA PARA 0 MINICURSO

Adriano Sales Nascimento



