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Resumo

Este trabalho tem como objetivo apresentar novas atividades para o ensino de trigono-
metria no Ensino Fundamental. A ideia é mostrar como ensinar as principais relagoes
trigonométricas através de exercicios que levam os alunos, de forma gradual, a obtencao
dessas relagdes. As atividades sugeridas fazem uso do software GeoGebra, um recurso
que possibilita a construgao de circulos trigonométricos que facilitam o entendimento por

parte dos alunos.

Este trabalho apresenta ainda, nao somente as relagoes seno, cosseno e tangente para
angulos agudos, como normalmente é proposto por livros didaticos do 9° ano do Ensino
Fundamental, mas também relagdoes como secante, cossecante e cotangente. Além disso,
nao se limita a angulos agudos e ao estudo de triangulos retangulos, deixando, assim, o

aluno mais preparado para os desafios do Ensino Médio e da vida profissional.

Palavras-chaves: Trigonometria, relagoes trigonométricas, circulo trigonométrico.



Abstract

This work aims to present new activities for teaching trigonometry in Elementary Educa-
tion. The idea is to show how to teach the main trigonometric relations through exercises
that guide students, gradually, to conclusions of these trigonometry relations. The sug-
gested activities make use of “GeoGebra” software, a feature that enables the construction

of trigonometric circles that facilitate the understanding by students.

This paper presents not only the sine relations, cosine and tangent for acute angles, as
it is usually proposed by textbooks 9" year of elementary school, but also relationships
with secant, cosecant and cotangent, and it is not limited to acute angles and the study
of right triangles, this leaving, the student more prepared for the challenges of high school

and to their professional life.

Key-words: Trigonometry, trigonometric relationships, trigonometric circle.
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Introducao

Com o avanco da tecnologia e o surgimento de novas ferramentas computacionais,
a informatica estd cada vez mais presente no cotidiano das escolas. Desta forma, cabe
ao professor buscar novas metodologias e praticas pedagdgicas visando um ensino mais
atrativo, multidisciplinar, que desperte o interesse do educando e que facilite o processo

pedagdgico.
Segundo (DANTE, 1999),

O mundo esta em constantes mudangas, dado o grande e o rapido desen-
volvimento da tecnologia — Maquinas de calcular, computadores, inter-
net, etc, sdo assuntos do dia-a-dia e todos eles tém ligacoes estreitas com
a Matematica. Nas ultimas décadas, muitos pesquisadores da psicologia
cognitiva se dedicaram a estudar e pesquisar como os alunos aprendem,
como aplicam o que aprendem para resolver situagdes problemas, como
constroem conceitos, qual é a maturidade cognitiva necessaria para se
apropriar com significado, determinado conceito, como a intera¢do com
o meio social desenvolve a aprendizagem.

De fato, como menciona (DANTE, [1999), o mundo estd em constante mudanga
e, de certa forma, essas mudancas acabam influenciando a vida escolar. O professor
diante de tais mudancas deve estar sempre buscando uma atualizacao profissional, pois a
formacao do professor é fundamental para acompanhar a demanda de uma sociedade em

transformacao.

A incessante busca por uma nova estratégia de ensino da Matematica, visando
sanar algumas dificuldades e despertando o interesse do educando é uma tarefa que nem
sempre é facil de realizar. Com o uso das Tecnologias da Informacao e Comunicacgao
(TIC’s), os professores tem disponiveis diversos recursos como os softwares livres, que
nao necessitam de pagamento de licencas. Um destes softwares é o GeoGebra. O software
GeoGebra (aglutinagdo das palavras Geometria e Algebra) ¢ um aplicativo de matema-
tica dindmica que combina conceitos de geometria e algebra. Sua distribuigao é livre,
nos termos da GNU General Public License, e é escrito em linguagem Java, o que lhe
permite estar disponivel em varias plataformas. A primeira versao é o GeoGebra 1.0 que
apresentava, como objetos disponiveis: ponto, vetor, angulo, nimero, reta e se¢do conica,
e se apresentava em dois idiomas: Inglés e Alemao. Além da versao 1.0, existem também
as versoes 2.0, 3.0, 3.2, 4.0, 4.2, 4.4 e 5.0. A versao 5.0 apresenta figuras em 3D e ainda
estd em fase experimental, ja a versao 4.4 é a mais recente em 2D e tem uma infinidade
de recursos. Este software possui ferramentas que podem ser usadas tanto no Ensino

Fundamental como nos Ensinos Médio e Superior.
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O estudo da trigonometria é parte importante do desenvolvimento da Matematica.
Se desenvolveu na Grécia ha mais de 2 mil anos, e esse desenvolvimento surgiu devido aos
problemas gerados em navegacao, agrimensura e astronomia. As duvidas em astronomia
levaram os gregos a grandes conclusoes na época como: o didmetro da Terra, a distancia
da Lua e a distancia do Sol. A trigonometria foi muito utilizada pelos gregos para os
calculos de grandes distancias. Atualmente, a trigonometria tem aplicagbes em varios
ramos do conhecimento: na Matematica, Fisica, Medicina, ou em qualquer fenémeno

ciclico que pode ser descrito por uma fungao trigonométrica.

Muitos educandos do 9° ano do Ensino Fundamental encontram dificuldades de
aprendizagem no estudo da Matematica, em especial quando se trata de trigonometria. O
estudo da trigonometria é guiado através de livros didaticos e explicagoes de professores,
que muitas vezes se limitam apenas nas aplicagdes de féormulas de razoes trigonométrias,
que costumam ser decoradas sem entendimento mais expressivo e vazio de significado.
Também é comum que os alunos tenham acesso a tabela trigonométrica com valores de
seno, cosseno e tangente de cada angulo onde, na grande maioria das vezes, nao sabem de
onde surgiram. Muitos livros sequer fazem mengao a existéncia do circulo trigonométrico

e se limitam a explicacoes de seno, cosseno e tangente de um angulo « para 0° < o < 90°.

Sendo assim, este trabalho traz uma proposta de uso de novos recursos tecnologi-
cos, mais especificamente o uso do software GeoGebra no ensino da trigonometria. Além
disso, sugere-se trabalhar nao apenas seno, cosseno e tangente, mas também a secante,
cossecante e cotangente de um angulo, e apresentar angulos quaisquer, nao apenas vari-
ando entre 0° e 90°. Também nédo nos restringiremos ao estudo do tridngulo retangulo

apenas.

Este trabalho foi desenvolvido visando alunos do 9° ano do Ensino Fundamental e
tem o propoésito de: mostrar aos alunos a importancia do estudo da trigonometria; apre-
sentar nogdes bem fundamentadas da trigonometria; entender significado das férmulas e
dos valores da tabela trigonométrica; e capacita-los para utilizar os conhecimentos trigo-
nométricos no dia-a-dia. Nao existe apenas um motivo para a escolha da trigonometria
como foco deste trabalho, mas alguns sao: o grande desafio de ensinar este contetido de
maneira satisfatéria, as frustracoes em experiéncias pessoais anteriores e a importancia

desse conteuido para o desenvolvimento da Matematica.

Para justificar o porqué de denominarmos como importante este contetido, este
trabalho traz um capitulo com um pouco da histéria da trigonometria, onde se explica
como a trigonometria se desenvolvou e quem foram os grandes responsaveis por esse
desenvolvimento. Também ¢ possivel conhecer os nomes das obras que apresentaram

algum registro de trigonometria.

Com intuito de servir como facilitador para os professores, este trabalho também

apresenta as seguintes construcoes no software GeoGebra: o circulo trigonométrico, o



Introducao 17

tridangulo sobreposto ao circulo trigonométrico; o grafico das fungoes trigonométricas para

dngulos pertencentes ao intervalo [0°,360°); e o circulo trigonométrico de Hiparco.

Na sequéncia, o trabalho traz uma proposta de atividades para o ensino de trigo-
nometria no 9° ano do Ensino Fundamental, com o uso das construgoes feitas no software
GeoGebra. Esta proposta tem a intengao de auxiliar os alunos a aprenderem de forma
gradual, sem a necessidade de decorar féormulas, desenvolvendo neles a capacidade de

aplicar os conhecimentos trigonométricos construidos.



18

1 Historia da Trigonometria

A trigonometria tem uma histéria rica, fez parte de todas as grandes civilizagoes
e continua sendo parte importante nos estudos e aplicagoes da atualidade. Nao se sabe
ao certo quando os estudos da trigonometria foram iniciados, mas pode-se dizer que o
desenvolvimento dos estudos se deu por conta dos problemas gerados pela astronomia,
navegacao e agrimensura. Para resolver esses problemas era necessario comparar um
triangulo qualquer a outro semelhante, motivo pelo qual surgiu o circulo trigonométrico

onde se tem todos os triangulos possiveis com cateto unitario ou hipotenusa unitaria.

Na construcao dos relégios de Sol, produzidos pelos egipcios, era preciso ter conhe-
cimento de algumas relagoes entre dngulos e cordas em um circulo. Alguns mateméaticos
acreditam que a trigonometria foi originalmente inventada para a producao desse tipo
de relogio. No entanto, a construcao dos relégios de Sol se baseava mais em observacoes
didrias, sem um estudo aprofundado em trigonometria. O livro (KENNEDY] 1992) traz
uma inscricao do século XIIT a.C., em Abydos, no Alto Egito, e apresenta uma tabela
que relaciona o tempo ao comprimento da sombra do gnémon (instrumento utilizado para
projetar sombra em um plano perpendicular a ele). A ideia de func¢ao era bastante uti-
lizada pelos egipcios, neste caso relacionando o tempo ao comprimento da sombra, mas
com o passar o tempo o instrumento basico passou a ser a fung¢do corda, ainda tabulada

em manuais de engenharia e conhecida como a precursora da fungao seno.

Segundo (USP, 2000) é possivel encontrar problemas envolvendo cotangente no
Papiro Rhind (também conhecido como Papiro Ahmes). Este papiro egipcio é um dos
mais antigos registros que sobreviveu ao tempo e foi copiado por Ahmes, por volta de
1650 a.C., de outro papiro ainda mais antigo provindo do Reino Médio entre 2000 a.C. e
1800 a.C., segundo o que foi escrito por Ahmes. O papiro copiado por Ahmes se encontra,
quase na sua totalidade, no museu British Museum, em Londres, mas alguns fragmentos
estdo em Brooklyn Museum, em Nova York. Um fragmento do papiro de Rhind pode ser

visualizado na Figura [I}



Capitulo 1. Histéria da Trigonometria 19

Figura 1 — Uma parte do papiro Rhind, que se encontra no Museu Britanico, Londres

Outro registro importante ¢ a tabula de secantes Plimpton 322 (veja a Figura .
Trata-se de uma pedra cuneiforme babilonica, com registro de ternas pitagoricas, segundo
o historiador mateméatico Otto Neugebauer. A Plimpton 322 é, talvez, a mais notavel
tabula matematica babilonica, e foi escrita no periodo Babilonico Antigo, aproximada-
mente 1900 a 1600 a.C.. Esta pedra se encontra na Universidade de Columbia, em Nova

York, conforme (BICUDO, 2010)) e (USP, [2000)).

Figura 2 — Plimpton 322

Embora as civilizagoes do Egito e Mesopotamia tivessem algumas nocoes em rela-
¢ao a trigonometria, foi na Grécia que os estudos nessa area se desenvolveram. Os gregos,
de modo geral, foram estudiosos da cultura egipcia e mesopotamica e muitos registros
dessas duas civilizagoes chegavam a Grécia. Muitos gregos notaveis dedicaram a sua vida
a dar sequéncia nos estudos iniciados no Egito e na Mesopotamia e o desenvolvimento da

Matemaética nao foi uma excecao. O préprio nome “trigonometria” “...do grego trigono

significa “triangular” e metria, “medida”...”(SILVEIRA; MARQUES, [2001)).

Coube a Hiparco de Nicéia (190 a 125 a.C.), astronomo greco-otomano, o titulo
de “Pai da trigonometria” por ter criado o que podemos chamar de primeiro circulo
trigonométrico, obviamente diferente do que temos conhecimento hoje, pois os gregos nao
tinham conhecimento dos nimeros negativos. Entre os feitos de Hiparco estd o fato de ter
sido a primeira pessoa a relacionar as medidas dos lados e dos angulos de um triangulo
através de uma tabela de cordas, de acordo com (BENTLEY] [2010)).

A trigonometria de Hiparco era baseada no estudo da relacao entre a corda de um

circulo e o angulo entre os segmentos que ligam as extremidades dessa corda ao centro
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desse circulo.

Cc

Figura 3 — Circulo de Hiparco

Observando a Figura [3| podemos relacionar o angulo o« = COB a corda BC. Se
o circulo dessa figura fosse unitario, poderia-se concluir facilmente que o seno da metade
de « é igual a metade da corda BC', portanto para um circulo qualquer podemos escrever

a funcao corda da seguinte maneira:

A funcdo anterior relaciona a metade do Angulo « & metade da corda BC', por esse
motivo era chamada de fung¢io meia corda. Segundo (BENTLEY] 2010),

A palavra em sénscrito para “meia corda” era jya-ardha, que era abre-
viada por jiva. Em &arabe isso se tornou jiba, que se abrevia por jb.
Tradutores latinos tornaram erroneamente jb pela palavra arabe jaib,
que singnifica seio, portanto passaram a usar a palavra latina sinus, e
em portugués sinus tornou-se seno.

Pelo que consta em (USP} 2000), somente no século XVII surgiu o termo cosseno,
que é o seno do angulo complementar. O seno e o cosseno surgiram para resolver questoes
existentes na astronomia. Acredita-se que o conceito de tangente tenha surgido para

calculos de alturas, através da relacao entre seno e cosseno.

Também contribuiu para o desenvolvimento da trigonometria o astronomo e geo-
metra Menelau de Alexandria (70 a 130 d.C.). Segundo (FILHO, 2014c)), entre suas
principais obras estao Cordas em Circulos, em seis livros, Elementos de Geometria, em
trés livros, e Sphaera, em trés livros, também chamado de “O Livro das Proposi¢oes Es-
féricas”. Sphaera é a tinica obra de Menelau que foi preservada, em uma versdao Arabe, e
¢é o trabalho mais antigo sobre trigonometria esférica. Nesta obra ele provou, entre outras
coisas, que a soma dos angulos internos de um tridngulo na superficie de uma esfera é

maior que 180°.



Capitulo 1. Histéria da Trigonometria 21

Outro extraordinario matematico, que contribuiu de forma significativa para o
desenvolvimento da trigonometria foi Claudio Ptolomeu, nascido possivelmente em Pto-
lemaida Hérmia por volta de 90 d.C., no Egito. Morreu em Canopo, também no Egito,
por volta do ano 168 d.C.. Pelo que consta em (BENTLEY, 2010), (SANTIAGO| |2012)) e
(USP| [2000) Ptolomeu também era astronomo, gedgrafo e fisico e foi o ultimo dos grandes
cientistas gregos. Trabalhou em Alexandria e deu continuidade ao trabalho deixado por
Hiparco. Entre os feitos de Ptolomeu estdao: a continuidade do catdlogo de estrelas que
foi iniciado por Hiparco - catalogou 1022 estrelas; calculou o valor de m com consideravel
precisao - usou a aproximagao ?;7 para o valor de m, que s6 seria melhorado 150 anos
depois; desenvolveu a ideia de cordas, produzindo uma tabela de valores de cordas para
angulos que variavam de meio em meio grau e langou para as geragdes seguintes os fun-
damentos sobre fungbes trigonométricas; fez um sistema geométrico-numérico, de acordo

com as tabelas de observagoes babilonicas, para descrever os movimentos do céu.

Segundo (BENTLEY) 2010) Ptolomeu escreveu um tratado de 13 livros cha-
mado Syntaxis Mathematica (Sintese Matematica), considerado por muitos tdo impor-
tante quanto os Os FElementos de Euclides. Por volta do século IX, os drabes usavam o
superlativo “Magiste” que significa “O Maior”, para se referir a obra. Nesse termo foi
acrescentado o artigo drabe “Al” entao surgiu o nome Almagesto (Al-Magiste), como
a obra ¢ hoje conhecida. Pelo que consta em (VASCONCELOS| 2014a)) e (VASCON-
CELOS, 2014b), esta obra, que é a sintese dos trabalhos e observacoes de Aristételes,
Hiparco, Posidonio e outros, é uma das mais importantes e influentes. Nela Ptolomeu se
dedicou a explicagdo do sistema geocéntrico, que situa a Terra no centro do universo e,

girando em torno dela estao: Mercirio, Vénus, Lua, Sol, Marte, Jupiter, Saturno e Urano.

Pelo que consta em (VASCONCELOS; 2014a)), o segundo livro do Almagesto con-
tém uma tabela de cordas e rudimentos de trigonometria esférica. No restante da obra
Ptolomeu: defende o geocentrismo, no primeiro livro; descreve o movimento do Sol e da
duragao do ano, no terceiro livro; descreve o movimento da Lua e duragao dos meses, no
quarto livro; traz a distancia do Sol e da Lua e descreve o astrolabio, no quinto livro;
descreve eclipses do Sol e da Lua, no sexto livro; traz um catalogo de 1022 estrelas, no
sétimo e oitavo livros; e expoe detalhadamente a sua teoria geocéntrica, nos cinco ultimos
livros. Mesmo defendendo o geocentrismo, o Almagesto foi uma obra importantissima,
que foi preservada em uma versao arabe encontrada no Ira em 765 d.C., e muito do que
se sabe a respeito dos estudos de Hiparco se deve a esta obra. Este trabalho, apresen-
tado por Ptolomeu, foi aceito por mais de 14 séculos, quando a teoria do geocentrismo
foi suplantada por pessoas do quilate de Copérnico, Galileu e Kepler, dando espaco ao
heliocentrismo, de acordo com (BENTLEY) 2010)).

Tanto Hiparco quanto Ptolomeu, por influéncia babilonica, dividiam o circulo em

360°. Foi dividido assim pelos babilonios pelo fato de usarem o sistema sexagesimal, entao
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dividiam o circulo em 60 partes, e depois subdividiam em 6 partes, pelo que consta em
(BENTLEY], 2010). Posteriormente, surgiu a necessidade de uma nova unidade de medida
para os angulos e foi assim que surgiu o radiano, denominado radian, pois os estudiosos
discutiam uma “expressao” do angulo em termos de m, que primeiramente foi chamada
m-medida, circular ou medida arcual, conforme (USP, 2000). Nenhum autor explica por
que fizeram uso dessa unidade, mas o seu uso simplificou varias férmulas matematicas e

fisicas.

Pelo que consta em (USP, [2000), outra civilizagdo antiga que contribuiu para o
desenvolvimento da trigonometria foi o povo hindu. Foi na India, inclusive, onde foi desco-
berto a mais antiga tabula de senos, de autor desconhecido. Outro registro importante foi
o Surya Siddhanta, que é¢ uma das primeiras doutrinas ou tradigoes em arqueo-astronomia
dos hindus, de versao original também de um autor desconhecido. Esta obra misturava
as crengas dos hindus com algumas informagoes cientificas com pouca explicacdo e sem
demonstragao, entre elas: os movimentos dos planetas; a dire¢ao, local e horario dos plane-
tas; as projegoes de eclipses; estimativas dos tamanhos dos planetas (apresenta o tamanho
de Merciirio e Saturno com erro inferior a 1%, de Marte com erro de aproximadamente
11%, e considerava Vénus e Jupiter com a metade do tamanho real); e conter as raizes da
moderna trigonometria usando sine (jya), co-seno (kojya ou “sine perpendicular”) e seno
inverso (otkram jya), pela primeira vez, e também conter o uso mais antigo da tangente
e secante quando se discute a sombra projetada por um gnéomon. O Surya Siddhanta foi
composto no século IV ou V d.C., mas a versao que resta foi revista tantas vezes que é

dificil dizer que partes estao em sua forma original.

De acordo com (USP, 2000), o primeiro aparecimento real do seno de um angulo
se deu no trabalho dos hindus. Aryabhata (476 a 550 d.C.), elaborou tabelas envolvendo
metade de cordas que agora realmente sao tabelas de senos e usou jiva para nomear o

SEeno.

De acordo com (FILHO, 2014b), a tabela desenvolvida por Aryabhata foi repro-
duzida no trabalho do matematico e astrénomo hindu Brahmagupta (598 a 668 d.C,),
na obra Brahmasphutasiddhanta (“A abertura do Universo”), escrita em 628 d.C. em 25
capitulos. Neste trabalho, Brahmagupta: definiu o nimero zero como sendo o resultado
da subtracao de um nimero por si mesmo; apresentou ideias de nimeros negativos; ex-
plicou o movimento dos planetas e como suas trajetérias precisas podiam ser calculadas;
apresentou o ano da Terra como sendo de 365 dias, 6 horas, 5 minutos e 19 segundos (pos-
teriormente de 365 dias, 6 horas, 12 minutos e 36 segundos na obra Khandakhadyaka); e
abordou as longitudes dos planetas; eclipses solares e lunares e conjuncoes dos planetas.
Na obra Khandakhadyaka, Brahmagupta usa a férmula de interpolagao para calcular os

valores de seno.

O préximo passo do desenvolvimento da trigonometria também foi realizado na
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India. No século VII, o matemadtico, astrélogo e astronomo, Bhaskara I (600 a 680 d.C,),
escreveu Laghubhaskariya, Aryabhatiyabhasya, e também a obra Mahabhaskariya, em 8
capitulos sobre matemaética aplicada em astronomia, em que apresentou, no sétimo ca-
pitulo, uma aproximacao para a funcao de seno por meio de uma fracao racional. Essa
formula era incrivelmente precisa e seu uso conduz a um erro maximo menor que 1%, de
acordo com (FILHO| 2014a). A férmula é:

16z(m — x)
52 — da(m — x)’

onde z ¢ a medida do angulo em radianos.

sen(x) =

Outro notével matematico, astrélogo e astronomo hindu foi Bhaskara IT (1114 a
1185 d.C.). Pelo que consta em (FILHO, [2014a)), ele escreveu seis grandes trabalhos que
sao: Lilavati, Bijaganita, Siddhantasiromani, Vasanabhasya of Mitaksara, Karanakutuhala
ou Brahmatulya e Vivarana. Em Siddhantasiromani, apresentou dois volumes sobre tri-
gonometria e mateméatica aplicada a astronomia, e apresentou também as expressoes:
sen(a +b) = sen(a) - cos(b) + cos(a) - sen(b) e sen(a —b) = sen(a) - cos(b) — cos(a) - sen(b),

que ja eram utilizadas no trabalho de Ptolomeu.

A tangente e a cotangente vieram por um caminho diferente daquele das cordas
que geraram o seno. Foram conceitos desenvolvidos juntos e nao foram primeiramente
associados a angulos, sendo importantes para calcular o comprimento da sombra que é
produzida por um objeto. O comprimento das sombras foi também de importancia no
relégio de sol. A secante e a cossecante nao foram usadas pelos antigos astrénomos ou
agrimensores. Estas surgiram quando os navegadores por volta do século XV comecaram
a preparar tabelas com valores de secante e cossecante correspondentes as medidas de

varios dngulos, conforme (USP| 2000).

Também de acordo com (USP) 2000), a trigonometria continuou sendo usada e
desenvolvida por outros grandes matematicos como: o francés Fibonacci (1170 a 1250
d.C.), o polaco Copérnico (1473 a 1543 d.C.), o suico Johann Bernoulli (1667 a 1748
d.C.), o francés De Moivre (1667 - 1754 d.C.) e o sui¢o Euler (1707 a 1783 d.C).

No préximo capitulo, descreveremos alguns dos principais livros de Matematica

adotados no Brasil que apresentam o conteuido de trigonometria.
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2 O estudo de trigonometria

Segundo (LIBANEO, [2001) “A escola com que sonhamos é aquela que assegura a

todos a formacao cultural e cientifica para a vida pessoal, profissional e cidada,...”

Ainda sobre essas falas e reflexoes o mesmo autor relata:

A escola tem concorrentes poderosos, inclusive que pretendem substituir
suas fungbes, como as midias, os computadores e até propostas que
querem fazer dela meramente um lugar de convivéncia social. Acho vital
compreender que efetivamente estamos de frente a novos desafios. Em
face desse contexto, a escola precisa manter aquelas func¢ées nucleares
de que falei, mas, simultaneamente, precisa rever processos, os métodos,
as formas de educar, ensinar e aprender. Para que isso aconteca, é
preciso que os professores compreendam que a escola ndo é mais a inica
agéncia de transmissao do saber. Na verdade, ela nunca deteve sozinha
nesse papel, mas hoje é fundamental que os educadores percebam que
a educacio ocorre em muitos lugares... (LIBANEO, em entrevista a

(COSTAL 2007))

Neste contexto, é importante que os educadores tenham compreensao de que é
necessaria a adaptacao da escola as mudancas da sociedade, inclusive na forma de se
construir conhecimento. Fica evidente que uma das formas de se adaptar, é usar novas
agéncias de transmissao do saber nao como concorrentes, mas em prol de uma educacao

de qualidade.

Quanto a trigonometria, o professor pode fazer uso de recursos tecnoldgicos que
podem servir de facilitador da aprendizagem dessa importante area do conhecimento, que

ja contribuiu muito com o desenvolvimento cientifico.

Algumas nogoes sobre trigonometria sao estudadas no 9° ano do Ensino Funda-
mental, com algumas aplicacoes de razoes trigonométricas no triangulo retangulo, e no
Ensino Médio os estudos se intensificam com fungoes trigonométricas, normalmente no
1° ano, e prosseguem em alguns cursos de Ensino Superior pela utilidade que se tem em
varios ramos do conhecimento. E comum os vestibulares, e o ENEM (Exame Nacional do

Ensino Médio) apresentarem questoes referentes a este contetdo.

2.1 Abordagem dada ao estudo de trigonometria em livros didati-

Cos

Esta subsegdo apresenta uma andlise da abordagem da trigonometria em 5, dos
10 livros didaticos do 9° ano do Ensino Fundamental, colocados a disposi¢ao dos profes-

sores da rede publica de ensino pelo MEC (Ministério da Educacao e Cultura) através
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do PNLD 2014 (Programa Nacional do Livro Didatico). Os livros analisados sao: Ma-
temdtica — Bianchini (BIANCHINI, 2012)), Matemdtica — ideias e desafios (ONAGA;
MORI, [2012), Matemdtica: teoria e contexto (CENTURION; JAKUBOVIC, 2012), Pro-
jeto Arariba Matemdatica (LEONARDO) 2013) e Vontade de saber Matemdtica (SOUZA;
PATARO) 2012).

O livro Matemdtica — Bianchini (BIANCHINI, |2012)) introduz o conteddo de tri-
gonometria com um exemplo de aplicagdo e o resumo da histéria da trigonometria. O
livro apresenta: defini¢des de seno, cosseno e tangente para angulos agudos no triangulo
retangulo; estudo das razoes trigonométricas com angulos notaveis (30°, 45° e 60°); exem-
plos, exercicios e problemas com aplicagoes das razoes trigonométricas. Mostra também:
uma tabela trigonométrica com valores de seno, cosseno, e tangente, com aproximacgao de
4 casas decimais para angulos maiores que 0° e menores que 90°. Os diferenciais deste
livro sdo: mostrar ao leitor como usar a calculadora cientifica para encontrar os valores
de seno, cosseno e tangente; explicar o que é teodolito (aparelho usado para medir angu-
los) e como construir um teodolito com transferidor, que pode ser interessante para ser
trabalhado em sala de aula. Este livro nao traz explicacao do contetudo de trigonometria

fazendo uso de softwares.

O livro Matemdtica — ideias e desafios (ONAGA; MORI,|2012) introduz o contetdo
de trigonometria com um exemplo de aplicacao interessante, mas resume a histéria em
apenas um paragrafo, e ndo menciona o significado da palavra “trigonometria”. Apresenta
defini¢oes de seno, cosseno e tangente para angulos agudos no triangulo retangulo; estudo
das razbes trigonométricas com angulos notaveis (30°, 45° e 60°); exemplos, exercicios
e problemas com aplicagoes das razoes trigonométricas. Mostra também uma tabela
trigonométrica com valores de seno, cosseno, e tangente com aproximagao de 3 casas
decimais, para angulos maiores que 0° e menores que 90°. Além disso, faz uma breve
referéncia a outras trés relagoes trigonométricas, entre elas a relagao fundamental e deixa
a demonstragdo como desafio. Os diferenciais deste livro sdo: uma linguagem acessivel
ao leitor; mostrar a construcao de um instrumento para determinar os valores de seno e
cosseno para angulos maiores que 0° e menores que 90° que reproduz o primeiro quadrante
do circulo trigonométrico. Este livro nao traz explicacao do contetido de trigonometria

fazendo uso de softwares.

O livto Matemdtica: teoria e contexto (CENTURION; JAKUBOVIC, [2012) in-
troduz o contetido explicando o significado da palavra “trigonometria”. Apresenta um
resumo da histéria da trigonometria; um exemplo interessante de aplicacao da trigono-
metria e muitos exemplos que necessitam medigoes manuais; defini¢oes de seno, cosseno e
tangente para angulos agudos no triangulo retangulo; estudo das razoes trigonométricas
com angulos notaveis (30°, 45° e 60°); exercicios e problemas com aplicagoes das razoes

trigonométricas. Mostra também uma tabela trigonométrica com valores de seno, cos-
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seno, e tangente com aproximacao de 2 casas decimais, para angulos maiores que 0° e
menores que 90°. Os diferenciais deste livro sdo: estimular a aplicacao dos conhecimentos
na pratica; apresentar o conteudo de forma bem ilustrada; e apresentar a curiosidade de
como calcular o raio da Terra. Este livro nao traz explicagao do contetido de trigonometria

fazendo uso de softwares.

O livro Projeto Arariba Matemdtica (LEONARDO| 2013) introduz o contetido de
trigonometria com um resumo da histéria e um exemplo de aplicagao da trigonometria.
Apresenta defini¢oes de seno, cosseno e tangente para angulos agudos no tridngulo retan-
gulo; estudo das razoes trigonométricas com angulos notaveis (30°, 45° e 60°); exercicios e
problemas com aplicagoes das razoes trigonométricas. Mostra também uma tabela trigo-
nométrica com valores de seno, cosseno, e tangente com aproximacao de 3 casas decimais,
para angulos maiores que 0° e menores que 90°. Os diferenciais deste livro sdo: apresentar
relagdes entre seno, cosseno e tangente; mostrar ao leitor como usar a calculadora cienti-
fica para encontrar os valores de seno, cosseno e tangente. Este livro nao traz explicacao

do conteudo de trigonometria fazendo uso de softwares.

O livro Vontade de saber Matemdtica (SOUZA; PATARO| 2012)) introduz o con-
tetudo de trigonometria com um resumo da histéria e fala da importancia da trigonometria
em varios campos do conhecimento. Apresenta defini¢oes de seno, cosseno e tangente para
angulos agudos no triangulo retangulo; estudo das razoes trigonométricas com angulos
notéveis (30°, 45° e 60°); exemplos, exercicios e problemas com aplicagoes das razoes tri-
gonométricas. Mostra também uma tabela trigonométrica com valores de seno, cosseno,
e tangente com aproximacao de 3 casas decimais, para angulos maiores que 0° e menores
que 90°. Os diferenciais deste livro sao: expor o conteiido de forma bem ilustrada e com
muitos detalhes; conter um ntmero expressivo de exercicios; e explicar ao leitor como
usar um software, que oferece a possibilidade de encontrar medidas de angulos e lados de

triangulos, chamado Microsoft Mathematics.

Nenhum dos atuais livros analisados menciona a existéncia do circulo trigono-
métrico, embora o livto Matemdtica — ideias e desafios (de (ONAGA; MORI, 2012))
apresente um instrumento para encontrar os valores de seno e cosseno de um angulo
agudo, que é uma reproducao do primeiro quadrante do circulo. Os livros analisados
definem seno como a razao entre a medida do cateto oposto e a medida da hipotenusa
em um triangulo retangulo; o cosseno como a razao entre a medida do cateto adjacente
e a medida da hipotenusa em um triangulo retangulo, e a tangente como a razao entre
a medida do cateto oposto e a medida do cateto adjacente em um tridngulo retangulo,
ou seja, definem seno, cosseno e tangente apenas para angulos agudos. Nenhum desses
livros faz referéncia a secante, cossecante, e cotangente, e quase nada se fala a respeito de
outras relagoes trigonométricas. Esses livros se limitam ao estudo da trigonometria em

triangulos retangulos, nao fazendo referéncia a trigonometria em um triangulo qualquer,
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consequentemente nao fazem referéncia a lei dos senos e a lei dos cossenos. Embora o
livrto Vontade de saber Matemdtica (de (SOUZA; PATARO) 2012)) apresente como usar

o programa Microsoft Mathematics, livros que usam recursos tecnolégicos sao excegoes.

E importante que os alunos do 9° ano do Ensino Fundamental: estudem secante,
cossecante e cotangente, assim como trigonometria em um triangulo qualquer, antes de
chegarem ao Ensino Médio; saibam o significado das palavras seno, cosseno, tangente,
secante, cossecante e cotangente; conhecam o circulo trigonométrico pois através dele é
possivel chegar as razoes e relagoes trigonométricas sem a necessidade de decorar tais
razoes e relagdes; e conhegam os valores de seno, cosseno, tangente, secante, cossecante
e cotangente também para angulos maiores ou igual a 90°, que sejam estimulados a usar
softwares de maneira correta, pois dessa forma chegam ao Ensino Médio mais preparados

para aprender as fungoes trigonométricas.
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3 Justificativa e objetivos

Segundo os Parametros Curriculares Nacionais (MEC, |1998)) do terceiro e quarto
ciclos do Ensino Fundamental, no que se refere a importancia dos recursos tecnolégicos

na educagao:

O mundo vive um acelerado desenvolvimento, em que a tecnologia esta
presente direta ou indiretamente em atividades bastante comuns. A es-
cola faz parte do mundo e para cumprir sua funcao de contribuir para a
formagao de individuos que possam exercer plenamente sua cidadania,
participando dos processos de transformagcdo e construcao da realidade,
deve estar aberta e incorporar novos habitos, comportamentos, percep-
¢oes e demandas.

E com a preocupacdo de incorporar esses novos hébitos, comportamentos, per-
cepcoes e demandas, que este trabalho tem os objetivos de: apresentar uma proposta
de trabalho no ensino da trigonometria que possa estimular o interesse dos alunos pelo
aprendizado e estimular o uso de novas ferramentas tecnologicas em sala de aula que pos-
sam servir nao somente como facilitador para os professores, mas também como suporte

para a construcao do conhecimento em trigonometria por parte dos alunos.

Este trabalho tem como publico alvo, principalmente alunos do 9° ano do Ensino
Fundamental, mas também pode servir a todas as pessoas que se interessam pelo estudo

da trigonometria.

O fato de ser professor de Ensino Funfamental me motivou a escolher um tema que
pudesse ser abordado nessa etapa do ensino, mas a principal motivacdo para a elaboracao
deste trabalho deve-se a inquietacao diante das experiéncias negativas acumuladas com
aulas de trigonometria através de métodos tradicionais. Além disso, existem: a incon-
formidade com a dificuldade dos alunos em entender um conteido tao rico e util; o fato
da grande maioria dos livros didaticos nao apresentarem uma forma de levar os alunos a
concluirem as relagoes trigonométricas e a vontade de buscar melhores resultados fazendo

algo diferenciado daquilo que é apresentado nos livros didaticos atuais.

O presente trabalho tem a intengao de: estimular o uso de recursos tecnoldgicos
em sala de aula; oferecer aos professores uma forma alternativa de ensino da trigono-
metria e servir como facilitador para esses professores; eliminar, ou pelo menos reduzir,
as experiéncias frustrantes dos professores no ensino deste contetido; dar aos alunos os
conhecimentos em trigonometria necessarios para que tenham condicoes entender a im-
portancia desse tema, aplicar esse conhecimento na pratica e que possam prosseguir os

estudos no Ensino Médio.
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Este trabalho nao tem o objetivo de substituir os livros didaticos, mas sim servir

como complemento a eles.



30

4 Construcoes no software GeoGebra

Para a realizacao deste trabalho iniciam-se agora algumas construgoes no software
GeoGebra que serao usadas na realizacao das atividades, mas que também podem servir
para que os professores desenvolvam suas proprias atividades. Nessas construgoes usa-se
a versao 4.4.29.0 do software GeoGebra. Recomenda-se que esta versao seja instalada no

computador, mas também é possivel fazer as construcoes na web, através do site:
http://web.geogebra.org/chromeapp/.

Para facilitar a compreensao, sao dados os seguintes nomes aos recursos do pro-

grama, conforme a Figura

= Menu: E a barra horizontal que se localiza na parte superior com os botoes

arquivo, editar, exibir, opcoes, ferramentas, janela e ajuda;

= Barra de recursos: E a barra horizontal que se localiza imediatamente abaixo

do menu e possui 12 botoes;

m Janela de Algebra: E a janela que se localiza imediatamente abaixo da barra

de recursos, a esquerda;

m Janela de Visualizacdo: E a janela que se localiza imediatamente abaixo da

barra de recursos, a direita, onde fica toda a construgdo geométrica desejada;

m Entrada: E a barra horizontal que fica na parte inferior, nela podem ser
escritos: pontos, retas, fungoes, operacoes, etc. Tudo o que é digitado na entrada aparece

na janela de dalgebra. Se solicitarmos operacoes aparecerd o resultado da operacao.


http://web.geogebra.org/chromeapp/
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£} GeoGebra

b Janela de.-éxllﬁebra » Janela de Visualizacio
P—

Janela de Algebra Janela de Visualizacdo

0 9

Entrada: ¢ Entrada @

Figura 4 — GeoGebra

Observagoes:

1. Sempre que se falar em clicar em um botao, significa movimentar o mouse levando
a seta, na tela, até o botao desejado e pressionar o botao esquerdo do mouse. Sera

especificado quando for necessario clicar com o botao direito do mouse;

2. Arrastar significa clicar, permanecendo com o botao esquerdo do mouse pressionado,

e movimentar o mouse;

3. Ao clicar em um dos botoes do menu, ou na parte inferior direita de cada um dos
botoes da barra de recursos se vizualizam outros botoes que serao chamados de

opcoes;

4. Nao é necessario clicar na parte inferior direita dos botoes da barra de recursos para
que se visualizem as opgoes de cada botao, basta clicar em qualquer parte do botao

e esperar por um segundo com 0 mouse na mesma posi¢ao;
5. Alguns passos da construcao sdo facultativos servindo apenas esteticamente;

6. Se acontecer de algum dos passos nao sair conforme a explica¢do, pode-se desfazer

este passo pressionando as teclas Ctrl e Z, simultaneamente;

7. Em alguns casos serd necessario clicar com o botao direito do mouse na janela de

algebra, ou na janela de visualizagdo, para que se abra uma janela com algumas
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opgoes, se a opgao procurada nao estiver nessa janela, recomenda-se clicar em qual-
quer um dos botoes da barra de recursos e voltar a clicar com o botao direito na
janela de algebra, ou janela de visualizagao, para que a opg¢ao desejada apareca na

janela.

Para nao haver poluicao visual no circulo trigonométrico, com excesso de informa-
¢oes, serao construidos dois circulos: o circulo trigonométrico 1 na se¢ao4.1], com seno,
cosseno e tangente; e o circulo trigonométrico 2 na secao 4.2, com secante, cossecante

e cotangente.

4.1 Circulo trigonométrico 1: seno, cosseno e tangente

O circulo trigonométrico 1 apresenta os valores de seno, cosseno e tangente de um
angulo «, e esta secdo apresenta duas construgdes para o circulo trigonométrico 1, que
diferem na forma como se altera o angulo. Estas construgdes serao chamadas de circulo

trigonométrico la, e circulo trigonométrico 1b.

4.1.1 Construcao do circulo trigonométrico 1a

1. Verificar se os eixos x e y estao expostos na janela de visualizagdo. Caso nao estejam,
deve-se colocar os eixos = e y em: barra de recursos, clicar no botao 1, depois clicar
em opgao mover, conforme a Figura[pl Na janela de visualizagao, clicar com o botao
direito do mouse e abrird uma janela, conforme a Figura[6] e deve-se clicar no botao

eixos. O mesmo pode ser feito para nao exibir os eixos;
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Figura 5 — Mover objeto
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Figura 6 — Ativar, ou desativar, eixos x e y
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2. Reposicionar a figura em: barra de recursos, clicar no botao 12, depois clicar na

opg¢ao mover janela de visualizagao, conforme a Figura[7] Na janela

arrastar a figura para centralizar os eixos;

de visualizacao,

¢ ~
it — > Q. R S— = [
Arquivo Editar Exibir Opcbes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...
f g
Y EdEHRNEE R o
| | | a ABC a=2 -
‘%v.v/:”'}fv 7| v\.'/v ® Ny 7| véb £
b Janela de Algebra » Janela de Visualizagio ‘% e e e
over Janela de Visualizacio % g
44 & | Ampliar
2, Reduzr
34
# | Exibir/ Esconder Objeto
“ q
A /A Exibir/ Esconder Rétulo
N
<! | Copiar Estilo Visual
0
T T T T T , —
-3 -2 -1 0 1 | Apagar ]
_‘I_
Entrada: ®

Figura 7 — Mover janela de visualizacao

3. Ajustar o tamanho da figura em: barra de recursos, clicar no botao 12, depois clicar

na opcao ampliar, se desejar aumentar o tamanho, ou na opg¢ao reduzir, se desejar

diminuir o tamanho da figura, conforme a Figura[8 Na janela de visualizacao, clicar

no centro da figura até que esta fique do tamanho desejado. Repetir o item 2, caso

o ajuste do tamanho da figura descentralize-a;
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Figura 8 — Ajustar tamanho da figura

4. Criar o circulo de raio unitario em: barra de recursos, clicar no botao 6, depois clicar
em opgao circulo dados centro e um de seus pontos, conforme a Figura[d] Na janela
de visualizagao, clicar na origem do plano cartesiano (0,0), e em seguida clicar no
ponto (1,0), criando assim os pontos A e B e o circulo ¢ de raio unitario e centrado

na origem;
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Figura 9 — Criar circulo

5. Criar um ponto qualquer sobre o circulo ¢ em: barra de recursos, clicar no botao
2, depois clicar na opc¢ao ponto, conforme a Figura Na janela de visualizagao,
clicar em um ponto qualquer do circulo ¢, com excecao dos pontos de intersecao

entre o eixo y e o circulo ¢, criando o ponto C
Observagoes:

a) O ponto C nao deve ser um dos pontos de intersecao entre o eixo y e o circulo

¢ pelo fato da tangente de um angulo nao estar definida para os angulos de 90°
e 270°;
b) Evite escolher um ponto préximo a um dos pontos de interse¢ao entre o eixo y

e o circulo ¢, pois isso pode dificultar a construcao da figura.
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Figura 10 — Criar ponto

6. Tracar o segmento de reta AC em: barra de recursos, clicar no botdo 3, depois
clicar na opcao segmento, conforme a Figura Na janela de visualizagao, clicar

no ponto A(0,0) e depois clicar no ponto C, criando o segmento de reta a = AC;
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05 15 5
‘/" Wetor
|
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Entrada: @

Figura 11 — Tracar segmento de reta
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7. Criar o angulo BAC em: barra de recursos, clicar no botao 8, depois clicar na opgao
angulo, conforme a Figura Na janela de visualizagao, clicar no ponto B, depois

clicar no ponto A, e por fim, clicar no ponto C, criando o dngulo o = BAC;

Observacao:

a) Vale ressaltar que a ordem dos pontos em que clicamos altera a figura do

angulo.

7 GeoGebra — —— ——— —_— — l':' 5] ||
Arguive Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...

' e

A S @“ N = @l

\ | . ABC azi
‘[:iv.v/v"{’v‘v ./ v‘%v ? M
» Janela de Algebra » Janela de Visu

. Angulo
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LD mxEryE=i =1
- Ponto -Q; Angulo com Amplitude Fixa
A=(0,0)
- B={1,0) om o .
@ C={0.83, 0.56) . 7| Distancia, Comprimento ou Perimetro
= Segmento
H em? E
...... 2 a=1 Eﬂ Area
/ ‘
Inclinacdo
¢ B
2 1 15 2
{1,2} Criar Lista

Entrada: ®@

Figura 12 — Criar angulo

Tragar a reta tangente ao circulo ¢, pelo ponto (1,0) em: barra de recursos, clicar no
botao 4, depois clicar na opgao reta tangente, conforme a Figura [I3] Na janela de
visualizacao, clicar no ponto B, e depois clicar em qualquer outro ponto do circulo

¢, diferente de C', criando a reta b;

Observacao:

a) O software GeoGebra nao criard a reta tangente ao clicar nos pontos B e C,

por esse motivo o ponto C' nao pode ser escolhido para essa construcao.
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Figura 13 — Tracar reta tangente ao circulo

9. Criar o ponto que contém a tangente de « na coordenada y, sobre a reta b, em:

barra de entrada, digitar o ponto (1,tg(«)), conforme a Figura e pressionar a

tecla enter, criando o ponto D sobre a reta tangente b. Para digitar o na barra de

entrada, basta clicar no botao ao lado direito da barra de entrada e depois clicar na

opgao «;
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Figura 14 — Ponto com tangente do angulo na coordenada y, na reta b

10. Criar o ponto que contém o cosseno de « na coordenada x, sobre o eixo x, em: barra
de entrada, digitar o ponto (cos(«),0), conforme a Figura e pressionar a tecla

enter, criando o ponto F;
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Figura 15 — Ponto com cosseno do angulo na

coordenada x, no eixo x
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11. Criar o ponto que contém o seno de a na coordenada ¥, sobre o eixo y, em: barra

de entrada, digitar o ponto (0,sen(«)), conforme a Figura e pressionar a tecla

enter, criando o ponto F;

rﬁ}GeoGebra - p— | — - — — - - — @é

Arquivo Editar Exibir Opcbes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...

RN cEHEN e

.
=& 7| 7 . s

b Janela de Algebra } Janela de Visualizagdo
=l Cénica b
L@ CREEYE=1

- Panto

@ A=1(0,0)
‘@ B=(1,0)

ABC
|

2

W o

L]
|

O e

=l Segmento
e oa=1 T T
= Angula

a=34" EIB
2] - 15 2

M

[= | |
oo |=
dla o
I+ | g | =

F|®|€|~&

A
v
d

D e |2
B
M

Wiz [pa|=
v < a e e

r
E-3

Entrada: (0,sen(a))

@

Figura 16 — Ponto com seno do angulo na coordenada y, no eixo y

12. Tragar os segmentos de reta AD, C'E, C'F, AF, AE e BD, em: barra de recursos,
clicar no botao 3, depois clicar na opgao segmento, conforme a Figura[I1] Na janela
de visualizagao: clicar no ponto A e depois clicar no ponto D, criando o segmento
de reta d = AD:; clicar no ponto C e depois clicar no ponto E, criando o segmento
de reta e = C'E; clicar no ponto C' e depois clicar no ponto F, criando o segmento
de reta f = C'F; clicar no ponto A e depois clicar no ponto F, criando o segmento
de reta g = AF; clicar no ponto A e depois clicar no ponto £, criando o segmento
de reta h = AF; e por fim, clicar no ponto B e depois clicar no ponto D, criando o

segmento de reta 1 = BD;

13. Escrever os valores de seno, cosseno e tangente na janela de algebra, da seguinte
forma: digitar na barra de entrada sen(«), conforme a Figura , e pressionar a tecla
enter criando o valor j. Depois repetir o processo digitando cos(«) e pressionando
a tecla enter para criar o valor k, e por fim, digitando tan(«) e pressionando a tecla

enter para criar o valor [;
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Figura 17 — Criar o valor de seno na janela de algebra

14. Renomear os valores j, k e [ em: janela de &dlgebra, clicar com botao direito do

mouse em j, e abrird uma nova janela. Deve-se clicar no botao renomear, conforme

a Figura [I§ Serd aberta outra janela, em seguida, digitar seno e clicar no botao

OK, conforme a Figura Repetir o processo com o valor k£ dando o nome de

cosseno, e com o valor [ dando o nome de tangente.
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Figura 18 — Primeiro passo para renomear objeto
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Figura 19 — Segundo passo para renomear objeto

Embora o circulo trigonométrico la ja possa ser usado, recomenda-se organizar a

figura na janela de visualizacao com os itens facultativos, a seguir:

Caso os rétulos (nomes de pontos, retas, segmentos de reta, circulo, etc) aparecam
na janela de visualizacao, é possivel apagar esses rotulos em: barra de recursos,
clicar no botao 12, depois clicar na opgao exibir/esconder rétulo, conforme a Figura
Na janela de algebra, clicar em a, b, ¢, d, e, f, g, h e 7, apagando esses rétulos
na figura;
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16.

Figura 20 — Exibir, ou esconder, rétulo na figura

Aumentar a espessura do circulo ¢, e dos segmentos de reta AF, AE e BD, em:
janela de algebra, clicar com botao direito do mouse em ¢, e abrird uma nova janela.
Deve-se clicar no botao propriedades, conforme a Figura 21} Serd aberta outra ja-
nela, em seguida, clicar no botao estilo e aparecera uma escala com um indicador
da espessura da linha, conforme a Figura 22| Deve-se arrastar esse indicador para
a direita, aumentando a espessura da linha dando mais destaque na janela de vi-
sualizagdo, em seguida deve-se clicar em fechar janela, na parte superior direita da
janela, em X. Repetir processo com os segmentos de reta g, h e 7, aumentando a
espessura dos segmentos AFE, AF e BD;




Capitulo 4. Construgoes no software GeoGebra

45

-
7 GeoGebra

e — — R — [ 5

Arquivo Editar Exibir Opcbes Ferramentas Janela Ajuda

= Cdnica

= Ponto

| Elé.sicol Cor| Estilo |ﬁdgehra| ﬁwangadol F‘rogramagﬁo|

Espessura da Linha

> U

1 3 5 T 9 11 13

Estilo; ————————— ~ |

Preenchimento: | Padrio hd Inverter Preenchimento

Figura 22 — Aumentar espessura da linha

Al ,@ O] &f‘;v xv ABC||| 222)| A A Iﬂ
d bl ] 7 7 bl ] bl 3 7 O Ee ]
» Janela de Algebra » Janela de Visualizagio
= Cénica -
L e =
Miime Circulo c: Circulo por B com centro A
: Equacio ax+bxy+cy@+dx+ey=f i
| Exibir Objeto C
| Exibir Rdtulo
| Habilitar Rastro 4
| Renomear p=3 L : : |
Apagar 05 E 15 2
| Propriedades ...
| |_| i
| H
1.21 I
| e=0.56 I
@ =083 i
i@ 0=0.56 -
Entrada;l 3 | ©
Figura 21 — Propriedades
R cr—" T e e e
1 .
o™ (1) [ B B @




Capitulo 4. Construgoes no software GeoGebra 46

17. Mudar as cores dos segmentos de reta AF, AE e BD, na janela de visualizacao,
e dos valores de seno, cosseno e tangente, na janela de &lgebra, em: janela de
algebra, clicar com botao direito do mouse em g, e abrird uma nova janela. Deve-se
clicar no botao propriedades, conforme a Figura Sera aberta outra janela, em
seguida, clicar no botao cor, depois clicar em uma das cores que sao oferecidas como
alternativas, conforme a Figura 23] em seguida, deve-se clicar em fechar janela,
na parte superior direita da janela, em X. Dessa forma, o segmento de reta ficard
destacado na janela de visualizacao. Repetir processo com os segmentos h e i, na
janela de algebra. Repetir processo com seno, cosseno e tangente, na janela de

algebra, escolhendo as mesmas cores de g, h e 7, respectivamente;

r@ Ge{ £ Preferéncias — . =
1
=4 BelEEY n 4
3 = - 3
E _ _____ C;mlfa | Elésico| Cor | Estilo I Decoracio I Avangadol Programacio
» Jaf || = Mimero

e S ) cosseno Recente:
SOl o semo
A O tangente

= Ponto

Visualizar: - Azul 0, 0, 255 (#0000FF) i

!I:
\ L% — — |

Figura 23 — Alterar cor

18. Exibir malhas na figura em: barra de recursos, clicar no botao 1, depois clicar na
opcao mover, conforme a Figura [l Na janela de visualizacao, clicar com o botao
direito do mouse fora da figura, e abrird uma nova janela. Deve-se clicar no botao

malha, conforme a Figura O mesmo pode ser feito para nao exibir a malha;
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Figura 24 — Exibir, ou excluir, malha na figura

19. Mudar rétulo de posi¢do em: barra de recursos, clicar no botao 1, depois clicar na
op¢ao mover, conforme a Figuraff] Na janela de visualizagdo, arrastar o rétulo para
o local desejado.

Com o circulo trigonométrico la, é possivel alterar a medida do angulo o em:
barra de recursos, clicar no botao 1, depois clicar na op¢ao mover, conforme a Figura [5

Na janela de visualizacao arrastar o ponto C' sobre o circulo c.

4.1.2 Construcao do circulo trigonométrico 1b

1. Verificar se os eixos z e y estao expostos na janela de visualizagdo. Caso nao estejam,
deve-se colocar os eixos = e y em: barra de recursos, clicar no botao 1, depois clicar
em opgao mover, conforme a Figura[s] Na janela de visualizagdo, clicar com o botao
direito do mouse e abrird uma janela, conforme a Figura[6], e deve-se clicar no botéao

eixos. O mesmo pode ser feito para nao exibir os eixos;

2. Reposicionar a figura em: barra de recursos, clicar no botao 12, depois clicar na
op¢ao mover janela de visualizagao, conforme a Figura[7] Na janela de visualizagio,

arrastar a figura para centralizar os eixos;

3. Ajustar o tamanho da figura em: barra de recursos, clicar no botao 12, depois clicar
na op¢ao ampliar, se desejar aumentar o tamanho da figura, ou na opcao reduzir, se

desejar diminuir o tamanho, conforme a Figura [8| Na janela de visualizacao, clicar
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no centro da figura até que esta fique do tamanho desejado. Repetir o item 2, caso

o ajuste do tamanho da figura descentralize-a;

Criar o circulo de raio unitario em: barra de recursos, clicar no botao 6, depois clicar
em opgao circulo dados centro e um de seus pontos, conforme a Figura[J] Na janela
de visualizagao, clicar na origem do plano cartesiano (0,0), e em seguida clicar no
ponto (1,0), criando assim os pontos A e B e o circulo ¢ de raio unitario e centrado

na origem;

Criar um angulo qualquer em: barra de entrada, digitar um angulo qualquer, com
excecao dos angulos 90° e 270°, por exemplo o = 34°, e pressionar a tecla enter,
conforme a Figura [25] criando o valor a = 34° na janela de algebra. Para digitar «

“won

e o simbolo na barra de entrada, basta clicar no botao ao lado direito da barra

o,

de entrada e depois clicar na opgao a e “°7;
Observagoes:
a) Nao podem ser escolhidos os d&ngulos 90° e 270° pelo fato da tangente nao estar
definida para esses angulos;

b) Evite escolher um dngulo com pouca diferenga para os dngulos onde a tangente

nao esta definida, pois isso pode dificultar a construcao da figura.
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Figura 25 — Digitar angulo



Capitulo 4. Construgoes no software GeoGebra 49

6. Criar o angulo S em: barra de recursos, clicar no botao 8, depois clicar na opgao
angulo com amplitude fixa, conforme a Figura Na janela de visualizacao, clicar
no ponto B, depois clicar no ponto A, e abrird uma janela, em seguida digitar «,
depois selecionar a opc¢ao sentido anti-horario, e por fim clicar em OK, conforme
a Figura criando o ponto B’ e o angulo 8 = «. Para digitar o na barra dessa

janela, basta clicar no botao ao lado direito dessa barra e depois clicar na opg¢ao «;

Lg
€7 GeoGebra e — P — . L — e |2 O |
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: L B O O Ll 3 e =2
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G B i
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Figura 26 — Primeiro passo para criar angulo com amplitude fixa



Capitulo 4. Construgoes no software GeoGebra 50

€ GeoGebra - =T

Arquivo Editar Exibir Opcbes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...
gl e B¥ 1S (Ol [l P N Y

‘ %T«' bt 7 t./':«' 7| v 7 a * 7 a ‘%?

¥ Janela de Algebra

b Janela de Visualizagdo

=l Cénica

- Ponto 3¢>u3v655r18b<1\
...... J A:‘Uln}
...... 3 B-(1.0) plelplojT]o|o|x|w|w
= Angulo - _rﬂBI‘IE{DQm@é
...... O a=34° ¥ Angule com Ampli slzlz|alalv]s|nlele

Angulo clc|x|=|=|°|i|m|e

« &1 ] == 4

1
T @ sentido anti-horario
(©) sentido hordrio
S =T

Entrada: s @

Figura 27 — Segundo passo para criar angulo com amplitude fixa

7. Renomear o angulo  em: janela de algebra, clicar com botao direito do mouse em

[, e abrird uma nova janela. Deve-se clicar no botao renomear, conforme a Figura

Sera aberta outra janela, em seguida, digitar € e clicar no botao OK, conforme

a Figura

Para digitar # na barra dessa janela, basta clicar no botao ao lado

direito dessa barra e depois clicar na opgao 6,
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Figura 28 — Renomear angulo

8. Renomear o ponto B’ em: janela de dlgebra, clicar com botao direito do mouse em

10.

11.

B’, e abrird uma nova janela. Deve-se clicar no botao renomear, conforme a Figura

Sera aberta outra janela, em seguida, digitar C' e clicar no botao OK, conforme

a Figura

Tracar o segmento de reta AC' em: barra de recursos, clicar no botdo 3, depois

clicar na op¢ao segmento, conforme a Figura [II] Na janela de visualizacao, clicar

no ponto A(0,0) e depois clicar no ponto C, criando o segmento de reta a = AC;

Tragar a reta tangente ao circulo ¢, pelo ponto (1,0) em: barra de recursos, clicar no

botao 4, depois clicar na opgao reta tangente, conforme a Figura [I3] Na janela de

visualizacao, clicar no ponto B, e depois clicar em qualquer outro ponto do circulo

¢, diferente de C', criando a reta b;

Observacao:

a) O software GeoGebra nao criard a reta tangente ao clicar nos pontos B e C,

por esse motivo o ponto C' ndo pode ser escolhido para essa construgao.

Criar o ponto que contém a tangente de a na coordenada y, sobre a reta b, em:

barra de entrada, digitar o ponto (1,tg(«)), conforme a Figura e pressionar a

tecla enter, criando o ponto D sobre a reta tangente b. Para digitar o na barra de

entrada, basta clicar no botao ao lado direito da barra de entrada e depois clicar na

opcao «;
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12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

Criar o ponto que contém o cosseno de a na coordenada x, sobre o eixo x, em: barra
de entrada, digitar o ponto (cos(a),0), conforme a Figura [L5] e pressionar a tecla

enter, criando o ponto E;

Criar o ponto que contém o seno de « na coordenada y, sobre o eixo y, em: barra
de entrada, digitar o ponto (0,sen(«)), conforme a Figura [L6] e pressionar a tecla

enter, criando o ponto F

Tracar os segmentos de reta AD, CE, CF, AF, AE e BD, em: barra de recursos,
clicar no botao 3, depois clicar na opgao segmento, conforme a Figura[I1] Na janela
de visualizagdo: clicar no ponto A e depois clicar no ponto D, criando o segmento
de reta d = AD:; clicar no ponto C e depois clicar no ponto E, criando o segmento
de reta e = C'E; clicar no ponto C' e depois clicar no ponto F, criando o segmento
de reta f = C'F; clicar no ponto A e depois clicar no ponto F', criando o segmento
de reta g = AF; clicar no ponto A e depois clicar no ponto E, criando o segmento
de reta h = AF; e por fim, clicar no ponto B e depois clicar no ponto D, criando o

segmento de reta ¢ = BD;

Escrever os valores de seno, cosseno e tangente na janela de dlgebra, da seguinte
forma: digitar na barra de entrada sen(«), conforme a Figura , e pressionar a tecla
enter criando o valor j. Depois repetir o processo digitando cos(«) e pressionando
a tecla enter para criar o valor k, e por fim, digitando tg(«) e pressionando a tecla

enter para criar o valor [;

Renomear os valores 7, k e [ em: janela de algebra, clicar com botao direito do
mouse em j, e abrird uma nova janela. Deve-se clicar no botao renomear, conforme
a Figura [I§ Serd aberta outra janela, em seguida, digitar seno e clicar no botao
OK, conforme a Figura [I9) Repetir o processo com o valor k dando o nome de

cosseno, e com o valor [ dando o nome de tangente.

Embora o circulo trigonométrico 1b ja possa ser usado, recomenda-se organizar a

figura na janela de visualizagao com os itens facultativos, a seguir:

Caso os rétulos (nomes de pontos, retas, segmentos de reta, circulo, etc) aparegam
na janela de visualizacao, é possivel apagar esses rotulos em: barra de recursos,
clicar no botao 12, depois clicar na opgao exibir/esconder rétulo, conforme a Figura
20l Na janela de &lgebra, clicar em a, b, ¢, d, e, f, g, h e i, apagando esses rétulos

na figura;

Aumentar a espessura do circulo ¢, e dos segmentos de reta AF, AE e BD, em:
janela de algebra, clicar com botao direito do mouse em ¢, e abrird uma nova janela.
Deve-se clicar no botao propriedades, conforme a Figura 21} Serd aberta outra ja-

nela, em seguida, clicar no botao estilo e aparecera uma escala com um indicador
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da espessura da linha, conforme a Figura [22| Deve-se arrastar esse indicador para
a direita, aumentando a espessura da linha dando mais destaque na janela de vi-
sualizagdo, em seguida deve-se clicar em fechar janela, na parte superior direita da

janela, em X. Repetir processo com os segmentos de reta g, h e i, aumentando a

espessura dos segmentos AE, AF e BD;

19. Mudar as cores dos segmentos de reta AF, AE e BD, na janela de visualizagao,
e dos valores de seno, cosseno e tangente, na janela de algebra, em: janela de
algebra, clicar com botao direito do mouse em g, e abrird uma nova janela. Deve-se
clicar no botao propriedades, conforme a Figura 21} Serd aberta outra janela, em
seguida, clicar no botao cor, depois clicar em uma das cores que sao oferecidas como
alternativas, conforme a Figura [23] em seguida, deve-se clicar em fechar janela,
na parte superior direita da janela, em X. Dessa forma, o segmento de reta ficara
destacado na janela de visualizacao. Repetir processo com os segmentos h e 7, na
janela de algebra. Repetir processo com seno, cosseno e tangente, na janela de

algebra, escolhendo as mesmas cores de g, h e i, respectivamente;

20. Exibir malhas na figura em: barra de recursos, clicar no botao 1, depois clicar na
opcao mover, conforme a Figura [5l Na janela de visualizacao, clicar com o botao
direito do mouse fora da figura, e abrird uma nova janela com alguns botoes. Deve-
se clicar no botdo malha, conforme a Figura 24, O mesmo pode ser feito para nao

exibir a malha;

21. Mudar rétulo de posicao em: barra de recursos, clicar no botao 1, depois clicar na
opgao mover, conforme a Figura[f] Na janela de visualizagdo, arrastar o rétulo para

o local desejado.

Com o circulo trigonométrico 1b, é possivel alterar a medida do édngulo o em:
barra de entrada, digitar o angulo (por exemplo: « = 40°), e pressionar a tecla enter,

conforme a Figura [25]
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Observagoes:

1. Nas construgoes dos circulos trigonométricos la e 1b, o professor pode modificar
as figuras conforme desejar, aumentando ou diminuindo a espessura das linhas, e

modificando as cores das linhas, dos pontos e dos rotulos.

2. A tnica diferenca, na janela de visualizagao, entre o circulo trigonométrico la e o
ciculo trigonométrico 1b é que um ficard com o angulo nomeado «, enquanto o outro

ficara com o angulo nomeado 6.

3. Com os circulos trigonométricos la e 1b, o professor tem uma interessante ferra-
menta para trabalhar as relagoes trigonométricas envolvendo seno, cosseno e tan-
gente. O que diferencia o circulo trigonométrico la do circulo trigonométrico 1b é

a forma como se modifica o angulo.

4. Para modificar o angulo no circulo trigonométrico la arrasta-se o ponto C' pelo
circulo, e para modificar o angulo no circulo trigonométrico 1b digita-se o angulo
na barra de entrada. Dessa forma, quando o professor tem o objetivo de mostrar
aos alunos os valores de seno, cosseno e tangente de um angulo «, e a forma como
acontece a variacao desses valores em relacao ao angulo «, é mais conveniente usar o
circulo trigonométrico la, por ser mais dinamico. Mas quando se deseja encontrar os
valores de seno, cosseno e tangente, para um valor de « especifico, é mais conveniente
usar o circulo trigonométrico 1b. Uma vantagem do circulo trigonométrico la é que
se pode fazer o dngulo a aumentar automaticamente através de uma animacao, da
seguinte forma: na janela de algebra, clicar com o botao direito do mouse no ponto
C, e abrirda uma janela, em seguida, deve-se clicar no botao animar, conforme a

Figura 29] Repetir o processo caso se queira parar a animagao.
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4.2 Circulo trigonométrico 2: secante, cossecante e cotangente

O circulo trigonométrico 2 apresenta os valores de secante, cossecante e cotangente

de um angulo a, e esta secao apresenta duas construgoes para o circulo trigonométrico 2,

que se diferem na forma como se altera o angulo. Estas construcoes serdo chamadas de

circulo trigonométrico 2a, e circulo trigonométrico 2b.

4.2.1 Construcdo do circulo trigonométrico 2a

1.

Verificar se os eixos x e y estao expostos na janela de visualizagdo. Caso nao estejam,
deve-se colocar os eixos x e y em: barra de recursos, clicar no botao 1, depois clicar
em opgao mover, conforme a Figura[pl Na janela de visualizagdo, clicar com o botao
direito do mouse e abrird uma janela, conforme a Figura[6] e deve-se clicar no botao

eixos. O mesmo pode ser feito para nao exibir os eixos;

. Reposicionar a figura em: barra de recursos, clicar no botao 12, depois clicar na

op¢ao mover janela de visualizagao, conforme a Figura[7] Na janela de visualizagao,

arrastar a figura para centralizar os eixos;

. Ajustar o tamanho da figura em: barra de recursos, clicar no botao 12, depois clicar

na opcao ampliar, se desejar aumentar o tamanho, ou na opg¢ao reduzir, se desejar
diminuir o tamanho da figura, conforme a Figura[8] Na janela de visualizacao, clicar
no centro da figura até que esta fique do tamanho desejado. Repetir o item 2, caso

o ajuste do tamanho da figura descentralize-a;

Criar o circulo de raio unitario em: barra de recursos, clicar no botao 6, depois clicar
em opgao circulo dados centro e um de seus pontos, conforme a Figura[9] Na janela
de visualizagao, clicar na origem do plano cartesiano (0,0), e em seguida clicar no
ponto (0, 1), criando assim os pontos A e B e o circulo ¢ de raio unitario e centrado

na origem;

. Criar um ponto qualquer sobre o circulo ¢ em: barra de recursos, clicar no botao

2, depois clicar na opgao ponto, conforme a Figura [I0] Na janela de visualizagao,
clicar em um ponto qualquer do circulo ¢, com excecao dos pontos de interse¢ao

entre os eixos x e y com o circulo ¢, criando o ponto C’;

Observagoes:

a) O ponto C' nao deve ser um dos pontos de intersegdo dos eixos x e y com o
circulo ¢ pelo fato da secante de um angulo nao estar definida para os angulos
90° e 270° e a cossecante e a cotangente de um angulo nao estarem definidas

para os angulos de 0° e 180°;
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b) Evite escolher um ponto préximo a um dos pontos de interse¢ao dos eixos z e

y com o circulo ¢, pois isso pode dificultar a construcao da figura.

6. Tracar o segmento de reta AC em: barra de recursos, clicar no botdo 3, depois
clicar na op¢ao segmento, conforme a Figura [11] Na janela de visualizacdo, clicar

no ponto A(0,0) e depois clicar no ponto C, criando o segmento de reta a = AC;

7. Criar o angulo entre o eixo = e o segmento de reta AC' em: barra de recursos,
clicar no botao 8, depois clicar na opgao angulo, conforme a Figura [I2] Na janela
de visualizacao, clicar no eixo z, depois clicar no segmento de reta AC', criando o

angulo «;

Observacao:

a) Vale ressaltar que a ordem das retas e segmentos de reta em que clicamos altera

a figura do angulo.

8. Tracar a reta tangente ao circulo ¢, pelo ponto (0, 1) em: barra de recursos, clicar no
botao 4, depois clicar na opgao reta tangente, conforme a Figura [I3] Na janela de
visualizacao, clicar no ponto B, e depois clicar em qualquer outro ponto do circulo

¢, diferente de C', criando a reta b;

Observacao:

a) O software GeoGebra nao criard a reta tangente ao clicar nos pontos B e C,

por esse motivo o ponto C' nao pode ser escolhido para essa construcao.

9. Criar o ponto que contém a cotangente de o na coordenada x, sobre a reta b, em:
barra de entrada, digitar o ponto (cotg(c),1), conforme a Figura [31] e pressionar a
tecla enter, criando o ponto D sobre a reta tangente b. Para digitar o na barra de
entrada, basta clicar no botao ao lado direito da barra de entrada e depois clicar na

opgao «;
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Figura 31 — Ponto com cotangente do angulo na coordenada z, na reta b

10. Criar o ponto que contém a secante de o na coordenada x, sobre o eixo x, em: barra
de entrada, digitar o ponto (sec(a),0), conforme a Figura e pressionar a tecla

enter, criando o ponto F;
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11. Criar o ponto que contém a cossecante de o na coordenada y, sobre o eixo y, em:

12.

13.

barra de entrada, digitar o ponto (0, cosec()), conforme a Figura e pressionar

a tecla enter, criando o ponto F;
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Figura 33 — Ponto com cossecante do angulo na coordenada y, no eixo y

Tracar os segmentos de reta AD, EF, AE, AF e BD, em: barra de recursos, clicar
no botao 3, depois clicar na opg¢ao segmento, conforme a Figura Na janela de
visualizacao: clicar no ponto A e depois clicar no ponto D, criando o segmento de
reta d = AD; clicar no ponto E e depois clicar no ponto F, criando o segmento de
reta e = FF; clicar no ponto A e depois clicar no ponto E, criando o segmento de
reta f = AF; clicar no ponto A e depois clicar no ponto F, criando o segmento de
reta g = AF; e por fim, clicar no ponto B e depois clicar no ponto D, criando o

segmento de reta h = BD;

Escrever os valores de secante, cossecante e cotangente na janela de algebra, da
seguinte forma: digitar na barra de entrada sec(«), conforme a Figura e pressi-
onar a tecla enter, criando o valor i. Depois repetir o processo digitando cosec(c)
e pressionando a tecla enter para criar o valor j, e por fim, digitando cotg(«) e

pressionando a tecla enter para criar o valor k;
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14.

15.

16.
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Figura 34 — Criar o valor de secante na janela de dlgebra

Renomear os valores 7, j e k em: janela de algebra, clicar com botao direito do
mouse em ¢, e abrird uma nova janela com alguns botoes. Deve-se clicar no botao
renomear, conforme a Figura [18 Sera aberta outra janela, em seguida, digitar
secante e clicar no botao OK, conforme a Figura Repetir o processo com o valor

7 dando o nome de cossecante, e com o valor k dando o nome de cotangente.

Embora o circulo trigonométrico 2a ja possa ser usado, recomenda-se organizar a

figura na janela de visualizacao com os itens facultativos, a seguir:

Caso os rétulos (nomes de pontos, retas, segmentos de reta, circulos, etc) aparecam
na janela de visualizacao, é possivel apagar esses rotulos em: barra de recursos,
clicar no botao 12, depois clicar na opgao exibir/esconder rétulo, conforme a Figura
Na janela de algebra, clicar em a, b, ¢, d, e, f, g e h, apagando esses rétulos na

figura;

Aumentar a espessura do circulo ¢, e dos segmentos de reta AFE, AF e BD, em:
janela de algebra, clicar com botao direito do mouse em ¢, e abrird uma nova janela.
Deve-se clicar no botao propriedades, conforme a Figura 21} Sera aberta outra ja-
nela, em seguida, clicar no botao estilo e aparecera uma escala com um indicador
da espessura da linha, conforme a Figura [22] Deve-se arrastar esse indicador para
a direita, aumentando a espessura da linha dando mais destaque na janela de vi-
sualizacao, em seguida deve-se clicar em fechar janela, na parte superior direita da

janela, em X. Repetir processo com os segmentos de reta f, g e h, aumentando a

espessura dos segmentos AFE, AF e BD;
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17. Mudar as cores dos segmentos de reta AE, AF e BD, na janela de visualizagao, e
dos valores de secante, cossecante e cotangente, na janela de dlgebra, em: janela de
algebra, clicar com botao direito do mouse em f, e abrird uma nova janela. Deve-se
clicar no botao propriedades, conforme a Figura [2I] Sera aberta outra janela, em
seguida, clicar no botao cor, depois clicar em uma das cores que sao oferecidas como
alternativas, conforme a Figura 23] em seguida, deve-se clicar em fechar janela,
na parte superior direita da janela, em X. Dessa forma, o segmento de reta ficara
destacado na janela de visualizagdo. Repetir processo com os segmentos g e h, na
janela de algebra. Repetir processo com secante, cossecante e cotangente, na janela

de algebra, escolhendo as mesmas cores de f, g e h, respectivamente;

18. Exibir malhas na figura em: barra de recursos, clicar no botao 1, depois clicar na
opc¢ao mover, conforme a Figura bl Na janela de visualizacao, clicar com o botao
direito do mouse fora da figura, e abrird uma nova janela. Deve-se clicar no botao

malha, conforme a Figura[24] O mesmo pode ser feito para nao exibir a malha;

19. Mudar rétulo de posi¢ao em: barra de recursos, clicar no botao 1, depois clicar na
op¢ao mover, conforme a Figuraffl Na janela de visualizagdo, arrastar o rétulo para

o local desejado.

Com o circulo trigonométrico 2a, é possivel alterar a medida do angulo o em:
barra de recursos, clicar no botao 1, depois clicar na op¢ao mover, conforme a Figura

Na janela de visualizacao arrastar o ponto C' sobre o circulo c.

4.2.2 Construcao do circulo trigonométrico 2b

1. Verificar se os eixos z e y estao expostos na janela de visualizacao. Caso nao estejam,
deve-se colocar os eixos = e y em: barra de recursos, clicar no botao 1, depois clicar
em opgao mover, conforme a Figurafs] Na janela de visualizagdo, clicar com o botao
direito do mouse e abrird uma janela, conforme a Figura[6], e deve-se clicar no botéao

eixos. O mesmo pode ser feito para nao exibir os eixos;

2. Reposicionar a figura em: barra de recursos, clicar no botao 12, depois clicar na
opgao mover janela de visualizagao, conforme a Figura[7] Na janela de visualizagao,

arrastar a figura para centralizar os eixos;

3. Ajustar o tamanho da figura em: barra de recursos, clicar no botao 12, depois clicar
na opg¢ao ampliar, se desejar aumentar o tamanho, ou na opcao reduzir, se desejar
diminuir o tamanho da figura, conforme a Figura[8, Na janela de visualizagao, clicar
no centro da figura até que esta fique do tamanho desejado. Repetir o item 2, caso

o ajuste do tamanho da figura descentralize-a;
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4. Criar o circulo de raio unitario em: barra de recursos, clicar no botao 6, depois clicar
em opgao circulo dados centro e um de seus pontos, conforme a Figura[)] Na janela
de visualizagdo, clicar na origem do plano cartesiano (0,0), e em seguida clicar no
ponto (0, 1), criando assim os pontos A e B e o circulo ¢ de raio unitario e centrado

na origem;

5. Criar um angulo qualquer em: barra de entrada, digitar um angulo qualquer, com
excecao dos angulos 0°, 90°, 180° e 270°, por exemplo o = 53°, e pressionar a tecla
enter, conforme a Figura criando o valor @ = 53° na janela de algebra. Para

“won

digitar « e o simbolo na barra de entrada, basta clicar no botao ao lado direito

o,

da barra de entrada e depois clicar na op¢ao a e no simbolo “°”;

Observacgoes:

a) Nao podem ser escolhidos os angulos 0°, 90°, 180° e 270° pelo fato da secante
de um angulo nao estar definida para os angulos 90° e 270° e a cossecante e a

cotangente de um angulo nao estarem definidas para os angulos de 0° e 180°;

b) Evite escolher um dngulo com pouca diferenga para os a&ngulos onde a secante,
cossecante e cotangente nao estao definidas, pois isso pode dificultar a cons-

trucao da figura.

6. Criar um novo ponto no circulo em: barra de recuros, clicar no botao 2, depois clicar
na opc¢ao ponto, conforme a Figura . Na janela de visualizagao, clicar ponto (1, 0),

criando assim o ponto C’

7. Renomear o ponto C' em: janela de algebra, clicar com botao direito do mouse em
C, e abrird uma nova janela. Deve-se clicar no botao renomear, conforme a Figura
[I8 Serd aberta outra janela, em seguida, digitar X e clicar no botao OK, conforme
a Figura (19}

8. Criar o angulo # em: barra de recursos, clicar no botao 8, depois clicar na opcao
angulo com amplitude fixa, conforme a Figura Na janela de visualizacao, clicar
no ponto X, depois clicar no ponto A, e abrird uma janela, em seguida, digitar «,
depois selecionar a opg¢ao sentido anti-horario, e por fim clicar em OK, conforme a
Figura criando o ponto X’ e o 4ngulo 8 = «a. Para digitar « na barra dessa

janela, basta clicar no botao ao lado direito dessa barra e depois clicar na opg¢ao «;

9. Renomear o angulo 8 em: janela de algebra, clicar com botao direito do mouse em
[, e abrirda uma nova janela. Deve-se clicar no botao renomear, conforme a Figura
[I8 Serd aberta outra janela, em seguida, digitar 6 e clicar no botdo OK, conforme
a Figura Para digitar # na barra dessa janela, basta clicar no botao ao lado

direito dessa barra e depois clicar na opcao 0,
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

Renomear o ponto X’ em: janela de dlgebra, clicar com botao direito do mouse em
X', e abrird uma nova janela. Deve-se clicar no botao renomear, conforme a Figura
[I8 Sera aberta outra janela, em seguida, digitar C' e clicar no botdao OK, conforme
a Figura [19;

Tracar o segmento de reta AC em: barra de recursos, clicar no botdo 3, depois
clicar na opcao segmento, conforme a Figura [II] Na janela de visualizagdo, clicar

no ponto A(0,0) e depois clicar no ponto C, criando o segmento de reta a = AC;

Tragar a reta tangente ao circulo ¢, pelo ponto (0, 1) em: barra de recursos, clicar no
botao 4, depois clicar na opgao reta tangente, conforme a Figura [13] Na janela de
visualizacao, clicar no ponto B, e depois clicar em qualquer outro ponto do circulo

¢, diferente de C', criando a reta b;

Observacao:

a) O software GeoGebra nao criard a reta tangente ao clicar nos pontos B e C,

por esse motivo o ponto C' nao pode ser escolhido para essa construcao.

Criar o ponto que contém a cotangente de o na coordenada x, sobre a reta b, em:
barra de entrada, digitar o ponto (cotg(c),1), conforme a Figura [31] e pressionar a
tecla enter, criando o ponto D sobre a reta tangente b. Para digitar o na barra de
entrada, basta clicar no botao ao lado direito da barra de entrada e depois clicar na

opgao «;

Criar o ponto que contém a secante de o na coordenada x, sobre o eixo x, em: barra
de entrada, digitar o ponto (sec(a),0), conforme a Figura [32] e pressionar a tecla

enter, criando o ponto E;

Criar o ponto que contém a cossecante de o na coordenada y, sobre o eixo y, em:
barra de entrada, digitar o ponto (0, cosec(ev)), conforme a Figura [33] e pressionar

a tecla enter, criando o ponto F

Tragar os segmentos de reta AD, EF, AE, AF e BD, em: barra de recursos, clicar
no botao 3, depois clicar na opgao segmento, conforme a Figura [II] Na janela de
visualizacao: clicar no ponto A e depois clicar no ponto D, criando o segmento de
reta d = AD; clicar no ponto E e depois clicar no ponto F, criando o segmento de
reta e = EF; clicar no ponto A e depois clicar no ponto E, criando o segmento de
reta f = AFE; clicar no ponto A e depois clicar no ponto F, criando o segmento de
reta g = AF; e por fim, clicar no ponto B e depois clicar no ponto D, criando o

segmento de reta h = BD;

Escrever os valores de secante, cossecante e cotangente na janela de algebra, da
seguinte forma: digitar na barra de entrada sec(«), conforme a Figura , e pressi-

onar a tecla enter, criando o valor i. Depois repetir o processo digitando cosec(c)
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e pressionando a tecla enter para criar o valor j, e por fim, digitando cotg(«) e

pressionando a tecla enter para criar o valor k;

18. Renomear os valores 7, 7 e k em: janela de algebra, clicar com botao direito do
mouse em ¢, e abrird uma nova janela. Deve-se clicar no botao renomear, conforme
a Figura[I8 Sera aberta outra janela, em seguida, digitar secante e clicar no botao
OK, conforme a Figura [19] Repetir o processo com o valor j dando o nome de
cossecante, e com o valor k dando o nome de cotangente;
19. Desmarcar o ponto X da figura em: janela de algebra, clicar no ponto a esquerda
de X, conforme a Figura [35, desmarcando este objeto.
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Figura 35 — Desmarcar objeto na figura

Embora o circulo trigonométrico 2b ja possa ser usado, recomenda-se organizar a

figura na janela de visualizagao com os itens facultativos, a seguir:

Caso os rétulos (nomes de pontos, retas, segmentos de reta, circulo, etc) aparegam
na janela de visualizacao, é possivel apagar esses rotulos em: barra de recursos,
clicar no botao 12, depois clicar na opgao exibir/esconder rétulo, conforme a Figura

20l Na janela de algebra, clicar em a, b, ¢, d, e, f, g e h, apagando esses rétulos na
figura;

Aumentar a espessura do circulo ¢, e dos segmentos de reta AF, AE e BD, em:
janela de algebra, clicar com botao direito do mouse em ¢, e abrird uma nova janela.
Deve-se clicar no botao propriedades, conforme a Figura 21} Serd aberta outra ja-

nela, em seguida, clicar no botao estilo e aparecera uma escala com um indicador
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da espessura da linha, conforme a Figura [22| Deve-se arrastar esse indicador para
a direita, aumentando a espessura da linha dando mais destaque na janela de vi-
sualizagdo, em seguida deve-se clicar em fechar janela, na parte superior direita da

janela, em X. Repetir processo com os segmentos de reta f, g e h, aumentando a

espessura dos segmentos AE, AF e BD;

22. Mudar as cores dos segmentos de reta AE, AF e BD, na janela de visualizagao, e
dos valores de secante, cossecante e cotangente, na janela de dlgebra, em: janela de
algebra, clicar com botao direito do mouse em f, e abrird uma nova janela. Deve-se
clicar no botao propriedades, conforme a Figura 21} Serd aberta outra janela, em
seguida, clicar no botao cor, depois clicar em uma das cores que sao oferecidas como
alternativas, conforme a Figura [23] em seguida, deve-se clicar em fechar janela,
na parte superior direita da janela, em X. Dessa forma, o segmento de reta ficara
destacado na janela de visualizagdo. Repetir processo com os segmentos g e h, na
janela de algebra. Repetir processo com secante, cossecante e cotangente, na janela

de algebra, escolhendo as mesmas cores de f, g e h, respectivamente;

23. Exibir malhas na figura em: barra de recursos, clicar no botao 1, depois clicar na
opcao mover, conforme a Figura [l Na janela de visualizacao, clicar com o botao
direito do mouse fora da figura, e abrirda uma nova janela. Deve-se clicar no botao

malha, conforme a Figura 24 O mesmo pode ser feito para nio exibir a malha,;

24. Mudar rétulo de posicao em: barra de recursos, clicar no botao 1, depois clicar na
opg¢ao mover, conforme a Figura[f] Na janela de visualizagdo, arrastar o rétulo para

o local desejado.

Com o circulo trigonométrico 2b, é possivel alterar a medida do angulo o em:
barra de entrada, digitar o dngulo (por exemplo: « = 40°), e pressionar a tecla enter,
conforme a Figura 25
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Observagoes:

1. Nas construgoes anteriores, o professor pode modificar as figuras conforme desejar,
aumentando ou diminuindo a espessura das linhas, e modificando as cores das linhas,

dos pontos e dos rétulos.

2. A tnica diferenca, na janela de visualizagao, entre o circulo trigonométrico 2a e o
ciculo trigonométrico 2b é que um ficard com o angulo nomeado «, enquanto o outro

ficara com o angulo nomeado 6.

3. Com os circulos trigonométricos 2a e 2b, o professor tem uma interessante ferra-
menta para trabalharas relagoes trigonométricas envolvendo secante, cossecante e
cotangente. O que diferencia o circulo trigonométrico 2a do circulo trigonométrico

2b ¢é a forma como se modifica o angulo.

4. Para modificar o angulo no circulo trigonométrico 2a arrasta-se o ponto C' pelo
circulo, e para modificar o angulo no circulo trigonométrico 2b digita-se o angulo na
barra de entrada. Dessa forma, quando o professor tem o objetivo de mostrar aos
alunos os valores de secante, cossecante e cotangente de um angulo «;, e a forma como
acontece a variacao desses valores em relacao ao angulo «, é mais conveniente usar
o circulo trigonométrico 2a, por ser mais dinamico. Mas quando se deseja encontrar
os valores de secante, cossecante e cotangente de o especifico, é mais conveniente
usar o circulo trigonométrico 2b. Uma vantagem do circulo trigonométrico 2a é
que se pode fazer o angulo o aumentar automaticamente através de uma animacao,
da seguinte forma: na janela de algebra, clicar com o botao direito do mouse no
ponto C', e abrird uma janela, deve-se clicar no botao animar, conforme a Figura

29 Repetir o processo caso se queira parar a animagao.
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Figura 36 — Circulo trigonométrico 2

E possivel colocar todas as informagoes em um sé circulo, ou também colocar as

informacoes separadamente, de acordo com a necessidade e da proposta em sala de aula.

Na Figura tem-se o circulo trigonométrico apenas com a representacao geomé-
trica do seno. Pois as informacoes referentes ao cosseno e tangente foram desacionadas na
janela de algebra. As informacoes na janela de algebra podem ser desmarcadas clicando

no ponto a esquerda do objeto pendente, conforme a Figura [35]
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Na Figura tem-se o circulo trigonométrico completo, com as informagoes de
seno, cosseno, tangente, secante, cossecante e cotangente. Mas a nomenclatura dos pontos

apresenta-se diferente da apresentada nos circulos trigonométricos 1 e 2.
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Ao longo do trabalho, usaremos os circulos trigonométricos 1 e 2, seguindo rigoro-

samente a nomenclatura utilizada na construcao conforme o passo-a-passo.

4.3 Triangulo sobreposto ao circulo trigonométrico 1

Esta figura consiste em apresentar um triangulo retangulo qualquer no circulo tri-
gonométrico 1, e facilitar a compreensao das relagoes trigonométricas. Para a construgao

do tridngulo sobreposto ao circulo trigonométrico 1, seguir os passos:

1. Escolher entre os circulos trigonométricos la e 1b;

2. Criar um valor positivo na janela de algebra, em: barra de entrada, digitar um valor
positivo qualquer (preferencialmente entre 1 e 2, usando ponto para separar a parte
inteira da parte decimal caso preferir um niimero decimal) e pressionar a tecla enter,

criando o valor j, conforme a Figura |39
Observacgao:
a) E possivel criar qualquer valor positivo para j, porém, dependendo do valor

escolhido serd dificil a visualizagdo. Portanto nao use os valores 1 e cos(a),

nem valores muito elevados.
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3. Renomear o valor j em: janela de &algebra, clicar com botao direito do mouse em
7, e abrird uma nova janela. Deve-se clicar no botao renomear, conforme a Figura
[I8 Serd aberta outra janela, em seguida, digitar z e clicar no botao OK, conforme
a Figura [19;

4. Criar um dos vértices do tridngulo sobreposto em: barra de entrada, digitar o ponto
(2,0), conforme a Figura [39] e pressionar a tecla enter, criando o ponto G, vértice

do triangulo;

5. Criar o outro vértice do tridngulo em: barra de entrada, digitar (z(G), tg(a)z(G)),
conforme a Figura |39, e pressionar a tecla enter, criando o ponto H, vértice do

triangulo;

Observacoes:

a) Os pontos G e H devem ter a mesma coordenada x, pois dessa maneira o
segmento de reta GH, que sera o cateto oposto ao angulo «, fica perpendicular
ao eixo x, deixando o triangulo AGH retangulo. Por esse motivo o ponto H

deve ter coordenada x com valor z(G) (coordenada x do ponto G);

b) Para deixar os triangulos ABD e AGH semelhantes, devemos perceber que o
lado AG ¢ 2(G) vezes maior que o lado AB = 1, portanto o lado GH também
deve ser x(G) vezes maior que o lado BD = tg(a). Por esse motivo o ponto H

deve ter coordenada y com valor igual a tg(a)z(G).

6. Criar os segmentos de reta AG, GH e AH, em: barra de recursos, clicar no botao 3,
depois clicar na opgao segmento, conforme a Figura [I1] Na janela de visualizagao,
clicar no ponto A e depois clicar no ponto G, criando j = AG, cateto adjacente ao
angulo « no tridngulo AGH; clicar no ponto G e depois clicar no ponto H, criando
k = GH, cateto oposto ao angulo « no tridngulo AGH; em seguida, clicar no ponto

A e depois clicar no ponto H, criando | = AG, hipotenusa do tridngulo AGH;

7. Renomear os valorres j, k e [ em: janela de algebra, clicar com botao direito do
mouse em j, e abrird uma nova janela. Deve-se clicar no botao renomear, conforme
a Figura[I8 Sera aberta outra janela, em seguida, digitar AG e clicar no botéao OK,
conforme a Figura[19] Repetir o processo com o valor k, dando o nome de GH, e

com o valor [, dando o nome de AH,

8. Caso os rétulos (nomes de pontos, retas, segmentos de reta, circulo, etc) aparecam
na janela de visualizacao, é possivel apagar esses rotulos em: barra de recursos,
clicar no botao 12, depois clicar na opgao exibir/esconder rétulo, conforme a Figura

20l Na janela de dlgebra, clicar em AG, GH e AH, apagando esses rétulos na figura.
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Dessa forma, o triangulo AGH fica sobreposto ao circulo trigonométrico 1, tor-

nando mais facil a comparacao desse triangulo com outro tridngulo semelhante no circulo.

Com o triangulo AGH sobreposto ao circulo trigonométrico 1, tem-se uma inte-
ressante ferramenta para comparar um tridngulo qualquer (AAGH) a um tridngulo de

hipotenusa unitaria (AAEC), ou a um tridngulo de cateto unitario (AABD).

Com a construcao do tridngulo sobreposto ao circulo trigonométrico 1, no software
GeoGebra, pode-se encontrar todos os tridngulos retangulos possiveis, basta alterar o

angulo «, e o cateto AG, adjacente ao angulo « do triangulo AGH.

E possivel alterar a medida do cateto AG, adjacente a a, em: barra de recursos,
clicar no botao 1, depois clicar na opg¢ao mover, conforme a Figura [5] e na janela de
visualizacao, clicar no ponto G e arrastar sobre o eixo x. Mas também ¢é possivel alterar
a medida do cateto AG, adjacente a o em: caixa de entrada, digitar um valor para z, por

exemplo z = 2.5, conforme a Figura [39] e pressionar a tecla enter.

A alteracao do dngulo a dependerd da escolha entre os circulos trigonométricos la

e 1b vistos anteriormente.
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Figura 40 — Triangulo sobreposto ao circulo trigonométrico 1

4.4 Grafico das funcoes trigonométricas

Embora este trabalho nao tenha como foco o estudo de fungoes trigonométricas,
com a construcao a seguir sera possivel introduzir a ideia de fungoes para angulos per-

tencentes ao intervalo [0,360°). Esta construcao serd importante para entender os valores



Capitulo 4. Construgoes no software GeoGebra 72

que seno, cosseno, tangente, secante, cossecante, e cotangente, de um angulo «, assumem

em funcao de a.

Para construir a figura que sera utilizada para os graficos das fung¢oes trigonomé-

tricas, segue-se 0s passos:

1. Verificar se os eixos x e y estdo expostos na janela de visualizagao. Caso nao estejam,
deve-se colocar os eixos = e y em: barra de recursos, clicar no botao 1, depois clicar
em op¢ao mover, conforme a Figura[f] Na janela de visualizacdo, clicar com o botao
direito do mouse e abrird uma janela, conforme a Figura[6], e deve-se clicar no botéao

eixos. O mesmo pode ser feito para nao exibir os eixos;

2. Posicionar a figura a esquerda da janela de visualizagao em: barra de recursos, clicar
no botao 12, depois clicar na op¢ao mover janela de visualizacao, conforme a Figura

[7 Na janela de visualizagdo, arrastar a figura para o lugar desejado;

3. Ajustar o tamanho da figura em: barra de recursos, clicar no botao 12, depois clicar
na opcao ampliar, se desejar aumentar o tamanho, ou na opg¢ao reduzir, se desejar
diminuir o tamanho da figura, conforme a Figura[8 Na janela de visualizagao, clicar
no centro da figura até que esta fique do tamanho desejado. Repetir o item 2, caso

o ajuste do tamanho da figura descentralize-a;

4. Criar o circulo de raio unitario em: barra de recursos, clicar no botao 6, depois
clicar em opc¢ao circulo dados centro e raio, conforme a Figura {1} Na janela de
visualizagdo, clicar na origem do plano cartesiano (0,0) e abrird nova janela, em
seguida, digitar 1 e clicar no botao OK, conforme a Figura 2] criando assim os

pontos A e o circulo ¢ de raio unitario e centrado na origem;



Capitulo 4. Construgoes no software GeoGebra

"% Gecteba B R L BEr==)

Arquivo Editar Exibir Opclies Ferramentas Janela Ajuda Entrar...
DR EEECFENEER

| & ) | | v | .{l‘v * & | 9| o &
» Janela de Algebra

] Circulo dados Centro e Um de seus Pontos

L]
@ Circulo dados Centro e Raio 1@ N
@ Compasso
O Circulo definido por Trés Pontos
d|
(™ semicirculo Definido por Dais Pontos 1
] 5 & 7 B
o) ArcoCircular
N
q Arco Circuncircular 1
Ly setorcircular !
N
q Setor Circuncircular
Entrada:| :| ®
[ - -
Figura 41 — Primeiro passo para criar circulo com raio fixo
"¢y GeoGebra - — — l=[@] = ]
Arquivo Editar Exibir Opcies Ferramentas Janela Ajuda Entrar...
ae
A Ve &)l \U ABC ||_a=2
‘%v.v/'v vbvw v‘l‘v' 7| v$v o
» Janela de Algebra » Janela de Visualizagio
= Ponto 3
L@ A=(0,0)
F
£ Circulo dados Centro e Raio M
Raio
+—E @
4
2 o
: = = & 7 B
_1_
24
Entrada:| :| (]

Figura 42 — Segundo passo para criar circulo com raio fixo



Capitulo 4. Construgoes no software GeoGebra 74

5. Criar um ponto qualquer sobre o circulo ¢ em: barra de recursos, clicar no botao
2, depois clicar na opc¢ao ponto, conforme a Figura Na janela de visualizacgao,

clicar em um ponto qualquer do circulo ¢, criando assim o ponto B;

6. Tracar o segmento de reta AB em: barra de recursos, clicar no botdao 3, depois
clicar na opcao segmento, conforme a Figura [II] Na janela de visualizagdo, clicar

no ponto A(0,0) e depois clicar no ponto B, criando o segmento de reta a = AB:;

7. Criar o angulo «, entre o eixo x e o segmento de reta AB, em: barra de recursos,
clicar no botao 8, depois clicar na opgao angulo, conforme a Figura Na janela de
visualizacao, clicar em um ponto do eixo x, com excecao do ponto A, depois clicar

no segmento de reta AB;

8. Alterar unidade de medida do eixo x em: barra de recursos, clicar no botao 1,
depois clicar em opgao mover, conforme a Figura [ Na janela de visualizacao,
clicar com o botao direito do mouse (desde que nao seja na figura) e abrird uma
janela. Deve-se clicar no botdo janela de visualizacdo, conforme a Figura 3] Sera
aberta outra janela, em seguida, deve-se clicar no botao eixoz, depois clicar nas
opgoes de unidades de medida, e por fim, escolher a unidade de medida 7, e fechar

a janela na parte superior direita clicando no X, conforme a Figura [44}
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9. Criar os pontos que fardo os graficos, em: barra de entrada, digitar (a,sen(a)),
conforme a Figura e pressionar a tecla enter, criando o ponto C' que fara o
grafico do seno. Repetir o processo digitando (a, cos(«)), criando o ponto D, que
fard o grafico do cosseno; digitando (o, tg(«)), criando o ponto E, que fard o gréfico
da tangente; digitando («, sec(«)), criando o ponto F', que fard o grafico da secante;
digitando (v, cosec(a)), criando o ponto G, que fard o grifico da cossecante; e

digitando («, cotg(a)), criando o ponto H, que fard o gréafico da cotangente;

10. Habilitar o rastro dos pontos C, D, E, F';, G e H, em: janela de algebra, clicar
com o botao direito do mouse no ponto C' e abrira uma janela, Deve-se clicar em
habilitar rastro, conforme a Figura [45] Repetir o processo com os pontos D, E, F,
G e H;
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Figura 45 — Habilitar rastro

11. Mudar as cores dos pontos C, D, E, F', G e H, em: janela de algebra, clicar com

12.

13.

14.

botao direito do mouse em C, e abrirda uma nova janela. Deve-se clicar no botao
propriedades, conforme a Figura 21 Serd aberta outra janela, em seguida, clicar
no botao cor, depois clicar em uma das cores que sao oferecidas como alternativas,
conforme a Figura 23] em por fim, deve-se clicar em fechar janela, na parte superior

direita da janela, em X. Repetir processo com os pontos D, E, F, G e H,

Renomear os pontos C, D, E, F, G e H, em: janela de algebra, clicar com botao
direito do mouse em (', e abrird uma nova janela. Deve-se clicar no botao renomear,
conforme a Figura [I8 Serd aberta outra janela, em seguida, digitar seno e clicar
no botao OK, conforme a Figura [19, Repetir o processo com o ponto D dando o
nome de cosseno, com o ponto £ dando o nome de tangente, com o ponto F' dando
o nome de secante, com o ponto G, dando o nome de cossecante, e com o ponto H

dando o nome de cotangente;

Escolher qual(is) gréafico(s) se deseja(m) visualizar desmarcando os que nao se tem
interesse, e deixando marcado os que se tem interesse, em: janela de algebra, clicar
no ponto a esquerda da funcao que nao se deseja visualizar, desmarcando a fungao,

conforme a Figura|35] Deve-se fazer o mesmo processo caso queira marcar a fungao;

Construir o grafico desejado, para 0 < a < 27 rad, em: janela de algebra, clicar com
o botao direito do mouse sobre o ponto B e abrird uma janela. Deve-se clicar no

botdo animar, conforme a Figura[29] A animacao pode ser pausada ou acionada no
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botdo inferior esquerdo da janela de visualizagdo, conforme a Figura [46] O gréfico
pode ser construido manualmente em: barra de recursos, clicar na parte inferior
direita do botao 1, clicar na opg¢ao mover, conforme a Figura Na janela de

visualizacao, clicar no ponto B e arrastar sobre o circulo ¢ girando algumas voltas.

15.

16.

17.
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Figura 46 — Pausar/acionar animacao

Embora as construgoes dos graficos das fungoes trigonométricas ja possam ser feitas,

recomenda-se organizar a figura na janela de visualizagao com os itens facultativos,

a seguir:

Caso os rétulos (nomes de pontos, retas, segmentos de reta, circulo, etc) aparegam
na janela de visualizacao, é possivel apagar esses rotulos em: barra de recursos,
clicar no botao 12, depois clicar na opgao exibir/esconder rétulo, conforme a Figura

20 Na janela de dlgebra, clicar em a e em ¢, apagando esses rétulos na figura;

Exibir malhas na figura em: barra de recursos, clicar no botao 1, depois clicar na
opc¢ao mover, conforme a Figura bl Na janela de visualizacao, clicar com o botao
direito do mouse fora da figura, e abrird uma nova janela. Deve-se clicar no botao

malha, conforme a Figura[24] O mesmo pode ser feito para nao exibir a malha;

Graduar eixo x em intervalos de T em: barra de recursos, clicar no botao 1, depois
clicar em opcao mover, conforme a Figura Na janela de visualizagao, clicar
com o botao direito do mouse (desde que nao seja na figura) e abrird uma janela.
Deve-se clicar no botéao janela de visualizac¢do, conforme a Figura [43] Serd aberta

outra janela, em seguida, deve-se clicar no botao eixox, depois clicar no quadrinho
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a esquerda da alternativa “Distancia”. Em seguida, deve-se clicar em possibilidades

7
de distancia, e por fim, escolher a alternativa 5 e fechar a janela na parte superior

direita clicando no X, conforme a Figura [A7]

€% Furl £ Preferéncias - Fungdes trigonométricas print.ggb

waif " 3 [B] °E B ®

EixeX | EixoY | Malha

Exibir EixoX

Exibir Nimeros

] Direcdo Positiva ApenasO
m Distincia: | -
2

Graduaqﬁes:i

Rétulo:

Origem em: 0.0 [C] Ajustar 3 Borda da Janela de Visualizagio

Entr*l
LY

Figura 47 — Graduar eixo x em intervalos de g

Observacao:

1. Sempre que se quiser desfazer o grafico da fungao, basta clicar nos botoes “Ctrl” e

“7Z7”, simultaneamente.

A Figura 48 mostra o grafico da fungao seno.
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Figura 48 — Grafico da funcao seno

4.5 Circulo de Hiparco

Nesta secao, sera apresentado como construir o circulo de Hiparco, o precursor dos

circulos trigonométricos que temos hoje. Novamente serao apresentadas duas formas de

construcao que se diferem na forma como se modifica o angulo. Estas construgoes serao

chamadas de circulo de Hiparco 1 e circulo de Hiparco 2 e serao necessarias ao longo deste

trabalho.

4.5.1 Construcdo do circulo de Hiparco 1

1. Verificar se os eixos x e y estdo expostos na janela de visualiza¢ao. Caso nao estejam,

deve-se colocar os eixos = e y em: barra de recursos, clicar no botao 1, depois clicar

em op¢ao mover, conforme a Figura[f] Na janela de visualizagdo, clicar com o botao

direito do mouse e abrird uma janela, conforme a Figura[6], e deve-se clicar no botéao

eixos. O mesmo pode ser feito para nao exibir os eixos;

2. Reposicionar a figura em: barra de recursos, clicar no botao 12, depois clicar na

op¢ao mover janela de visualizagao, conforme a Figura[7] Na janela de visualizagio,

arrastar a figura para o lugar desejado;

3. Ajustar o tamanho da figura em: barra de recursos, clicar no botao 12, depois clicar

na opcao ampliar, se desejar aumentar o tamanho, ou na opg¢ao reduzir, se desejar

diminuir o tamanho da figura, conforme a Figura[8, Na janela de visualizagao, clicar
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no centro da figura até que esta fique do tamanho desejado. Repetir o item 2, caso

o ajuste do tamanho da figura descentralize-a;

4. Criar um valor positivo na janela de algebra, que sera a medida do raio, em: barra
de entrada, digitar um valor positivo qualquer (preferencialmente menor ou igual
a 3, usando ponto para separar a parte inteira da parte decimal caso preferir um
nimero decimal), e pressionar a tecla enter, criando o valor a, conforme a Figura

B9

Observacao:

a) K possivel criar qualquer valor positivo para a, porém, dependendo do valor es-
colhido sera dificil a visualizagdo, ou sera necessario repetir o item 3. Portanto

nao use valores elevados.

5. Renomear o valor a em: janela de algebra, clicar com botao direito do mouse em
a, e abrird uma nova janela. Deve-se clicar no botao renomear, conforme a Figura
[I8 Serd aberta outra janela, em seguida, digitar 7 e clicar no botao OK, conforme
a Figura [19;

6. Criar o circulo de raio r em: barra de recursos, clicar no botao 6, depois clicar em
opcao circulo dados centro e raio, conforme a Figura Na janela de visualizacao,
clicar na origem do plano cartesiano (0,0) e abrird nova janela, em seguida, digitar
r, e clicar no botao OK, conforme a Figura[42] criando assim os pontos A e o circulo

¢ de raio r. Repetir os itens 2 e 3, novamente, se necessario;

7. Criar o ponto de intersecao entre o circulo ¢ e o eixo x positivo, em: barra de
entrada, digitar o ponto (r,0), e pressionar a tecla enter, conforme a Figura ,

criando o ponto B;

8. Criar um ponto qualquer sobre o circulo ¢ em: barra de recursos, clicar no botao
2, depois clicar na opg¢ao ponto, conforme a Figura [I0] Na janela de visualizagao,
clicar em um ponto qualquer do circulo ¢, diferente de B (preferencialmente do arco

do primeiro quadrante), criando o ponto C

9. Criar o ponto de reflexao de C' em relagao ao eixo x, em: barra de recursos, clicar no
botao 9, depois clicar na opcao reflexdo em relagao a uma reta, conforme a Figura
[49] Na janela de visualizagdo, clicar no ponto C', depois clicar em um ponto do eixo

x, com excegoes dos pontos A e B, criando o ponto C;
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Figura 49 — Ponto de reflexdo a uma reta

Tracar os segmentos de reta AB, AC', AC" e C'C’, em: barra de recursos, clicar
no botao 3, depois clicar na opgao segmento, conforme a Figura Na janela de
visualizacao: clicar no ponto A e depois clicar no ponto B, criando o segmento de
reta a = AB; clicar no ponto A e depois clicar no ponto C, criando o segmento de
reta b = AC’; clicar no ponto A e depois clicar no ponto C’, criando o segmento de
reta d = AC’; e por fim, clicar no ponto C e depois clicar no ponto C’, criando o

segmento de reta e = C'C”;

Criar os angulos BAC e C' fAlB, em: barra de recursos, clicar no botao 8, depois
clicar na opgao dngulo, conforme a Figura [I2] Na janela de visualizagdo, clicar no
ponto B, depois clicar no ponto A, e por fim, clicar no ponto C, criando o dngulo
a = BﬁC’, em seguida, clicar no ponto C’, depois clicar no ponto A, e por fim,

clicar no ponto B, criando o angulo 8 = C'AB = a;

Criar o ponto de intersecdo entre os segmentos AB e CC’, em: barra de recursos,
clicar no botao 2, depois clicar na opcao intersecdo de dois objetos, conforme a
Figura Na janela de visualizacdo, clicar no segmento C'C", depois clicar no

segmento AB, criando o ponto D;
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Figura 50 — Intersecao de dois objetos

Tracar os segmentos de reta CD e AD, em: barra de recursos, clicar no botao 3,
depois clicar na opgao segmento, conforme a Figura [I1 Na janela de visualizagdo:
clicar no ponto C' e depois clicar no ponto D, criando o segmento de reta f = CD;

e clicar no ponto A e depois clicar no ponto D, criando o segmento de reta g = AD;

Renomear aos valores e, f, e g em: janela de algebra, clicar com botao direito do
mouse em e, e abrird uma nova janela. Deve-se clicar no botao renomear, conforme
a Figura . Serd aberta outra janela, em seguida, digitar CC’ e clicar no botdo
OK, conforme a Figura . Repetir o processo com o valor f dando o nome de CD,

e com o valor ¢ dando o nome de AD:;

Caso os rétulos (nomes de pontos, retas, segmentos de reta, circulo, etc) aparegam
na janela de visualizacao, é possivel apagar esses rotulos em: barra de recursos,
clicar no botao 12, depois clicar na opgao exibir/esconder rétulo, conforme a Figura
R0l Na janela de dlgebra, clicar em a, b, ¢, d, CC’, AD e C'D, apagando esses rétulos

na figura;
Esconder eixos x e y, conforme o item 1;

Mudar rétulo de posi¢do em: barra de recursos, clicar no botao 1, depois clicar na
opgao mover, conforme a Figura [}l Na janela de visualizacdo, clicar no rétulo e

arrastar para o local desejado.
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E possivel alterar a medida do raio do circulo de Hiparco 1, em: barra de entrada,
digitar a medida do raio (por exemplo: r = 1.5), e pressionar a tecla enter, conforme a
Figura [39 Também pode-se alterar o raio do circulo de Hiparco em: barra de recursos,
clicar no botao 1, depois clicar na op¢ao mover, conforme a Figura 5] Na janela de

visualizacao, clicar no ponto B e arrastar horizontalmente.

E possivel alterar a medida do angulo em: barra de recursos, clicar no botao 1,
depois clicar na opg¢ao mover, conforme a Figura 5l Na janela de visualizacao clicar no

ponto C' e arrastar sobre o circulo c.

4.5.2 Construcao do circulo de Hiparco 2

1. Verificar se os eixos z e y estao expostos na janela de visualizacao. Caso nao estejam,
deve-se colocar os eixos = e y em: barra de recursos, clicar no botao 1, depois clicar
em opgao mover, conforme a Figura[s] Na janela de visualizagdo, clicar com o botao
direito do mouse e abrird uma janela com alguns botoes, conforme a Figura [6] e

deve-se clicar no botao eixos. O mesmo pode ser feito para nao exibir os eixos;

2. Reposicionar a figura em: barra de recursos, clicar no botao 12, depois clicar na
opg¢ao mover janela de visualizagao, conforme a Figura[7] Na janela de visualizagio,

arrastar a figura para o lugar desejado;

3. Ajustar o tamanho da figura em: barra de recursos, clicar no botao 12, depois clicar
na opg¢ao ampliar, se desejar aumentar o tamanho, ou na opcao reduzir, se desejar
diminuir o tamanho da figura, conforme a Figura[8, Na janela de visualizagao, clicar
no centro da figura até que esta fique do tamanho desejado. Repetir o item 2, caso

o ajuste do tamanho da figura descentralize-a;

4. Criar um valor positivo qualquer na janela de algebra, que sera a medida do raio,
em: barra de entrada, digitar um valor positivo qualquer (preferencialmente menor
ou igual a 3, usando ponto para separar a parte inteira da parte decimal caso preferir
um nimero decimal), e pressionar a tecla enter, criando o valor a, conforme a Figura

B9

Observacgao:

a) E possivel criar qualquer valor positivo para a, porém, dependendo do valor es-
colhido sera dificil a visualizacao, ou serd necessario repetir o item 3. Portanto

nao use valores elevados.

5. Renomear o valor a em: janela de algebra, clicar com botao direito do mouse em
a, e abrird uma nova janela. Deve-se clicar no botao renomear, conforme a Figura

[I8 Serd aberta outra janela, em seguida, digitar 7 e clicar no botao OK, conforme
a Figura [19;
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11.
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13.

Criar o circulo de raio » em: barra de recursos, clicar no botao 6, depois clicar em
opcao circulo dados centro e raio, conforme a Figura Na janela de visualizacao,
clicar na origem do plano cartesiano (0,0) e abrird nova janela, em seguida, digitar
r, e clicar no botao OK, conforme a Figura[42] criando assim os pontos A e o circulo

¢ de raio r. Repetir os itens 2 e 3, novamente, se necessario;

Criar o ponto de interse¢do entre o circulo ¢ e o eixo x positivo, em: barra de
entrada, digitar o ponto (r,0), e pressionar a tecla enter, conforme a Figura ,

criando o ponto B;

Criar um angulo qualquer em: barra de entrada, digitar um dngulo qualquer (escolha
um angulo agudo, preferencialmente), por exemplo o = 30°, e pressionar a tecla
enter, conforme a Figura criando o valor @ = 30° na janela de dlgebra. Para

“on

digitar a e na barra de entrada, basta clicar no botao ao lado direito da barra

o,

de entrada e depois clicar na opgao a e “°7;

Renomear o dngulo o em: janela de algebra, clicar com botao direito do mouse em
a, e abrird uma nova janela. Deve-se clicar no botao renomear, conforme a Figura
[I8 Serd aberta outra janela, em seguida, digitar 6 e clicar no botdo OK, conforme
a Figura Para digitar # na barra dessa janela, basta clicar no botao ao lado

direito dessa barra e depois clicar na opcao 0,

Criar o angulo a em: barra de recursos, clicar no botao 8, depois clicar na opgao
angulo com amplitude fixa, conforme a Figura [26] Na janela de visualizagdo, clicar
no ponto B, depois clicar no ponto A, e abrird uma janela, em seguida, digitar
6, selecionar a opc¢ao sentido anti-horario, e clicar em OK, conforme a Figura
criando o criando o ponto B’ e 0 angulo a = 6. Para digitar # na barra dessa janela,

basta clicar no botao ao lado direito dessa barra e depois clicar na opcao 6,

Renomear o ponto B’ em: janela de algebra, clicar com botao direito do mouse em
B’, e abrird uma nova janela. Deve-se clicar no botao renomear, conforme a Figura
[I8 Serd aberta outra janela, conforme a Figura [19, em seguida, digitar C' e clicar
no botao OK;

Criar o ponto de reflexdo de C' em relagao ao eixo z, em: barra de recursos, clicar
no botao 9, depois clicar na opgao reflexdo em relagdo a uma reta, conforme a
Figura A9 Na janela de visualizacdo, clicar no ponto C, depois clicar no eixo z,

com excecoes dos pontos A e B, criando o ponto C’;

Tracar os segmentos de reta AB, AC, AC" e C'C', em: barra de recursos, clicar
no botéo 3, depois clicar na opgao segmento, conforme a Figura [II] Na janela de
visualizacao: clicar no ponto A e depois clicar no ponto B, criando o segmento de

reta a = AB; clicar no ponto A e depois clicar no ponto C, criando o segmento de
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14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

reta b = AC’; clicar no ponto A e depois clicar no ponto C’, criando o segmento de
reta d = AC'; e por fim, clicar no ponto C' e depois clicar no ponto C’; criando o

segmento de reta e = C'C;

Criar o angulo ¢’ AB, em: barra de recursos, clicar no botao 8, depois clicar na opgao
angulo, conforme a Figura[12] Na janela de visualizagao, clicar no ponto C’, depois

clicar no ponto A, e por fim, clicar no ponto B, criando o dngulo g = C’ AB = a:

Criar o ponto de intersegdo entre os segmentos AB e C'C’, em: barra de recursos,
clicar no botao 2, depois clicar na opcao intersecao de dois objetos, conforme a
Figura . Na janela de visualizagdo, clicar no segmento C'C’, depois clicar no

segmento AB, criando o ponto D;

Tracar os segmentos de reta C'D e AD, em: barra de recursos, clicar no botao 3,
depois clicar na opgao segmento, conforme a Figura [II] Na janela de visualizagao:
clicar no ponto C' e depois clicar no ponto D, criando o segmento de reta f = CD;

e clicar no ponto A e depois clicar no ponto D, criando o segmento de reta g = AD;

Renomear aos valores e, f, e g em: janela de algebra, clicar com botao direito do
mouse em e, e abrird uma nova janela. Deve-se clicar no botao renomear, conforme
a Figura |18 Sera aberta outra janela, conforme a Figura em seguida, digitar
CC" e clicar no botao OK. Repetir o processo com o valor f dando o nome de CD,

e com o valor g dando o nome de AD:;

Caso os rétulos (nomes de pontos, retas, segmentos de reta, circulo, etc) aparegam
na janela de visualizacao, é possivel apagar esses rotulos em: barra de recursos,
clicar no botao 12, depois clicar na opgao exibir/esconder rétulo, conforme a Figura
20l Na janela de dlgebra, clicar em a, b, ¢, d, CC', AD e C'D, apagando esses rétulos

na figura;
Esconder eixos x e y, conforme o item 1;

Mudar rétulo de posicao em: barra de recursos, clicar no botao 1, depois clicar na
opgao mover, conforme a Figura [5 Na janela de visualizagdo, clicar no rétulo e

arrastar para o local desejado.

E possivel alterar a medida do raio do circulo de Hiparco 2, em: barra de entrada,

digitar a medida do raio (por exemplo: r = 1.5), e pressionar a tecla enter, conforme a

Figura [39) Também pode-se alterar o raio do circulo em: barra de recursos, clicar no

botao 1, depois clicar na opgao mover, conforme a Figura [fl Na janela de visualizagao,

clicar no ponto B e arrastar horizontalmente.

E possivel alterar a medida do Angulo em: barra de entrada, digitar o angulo (por

exemplo: 6 = 35°), e pressionar a tecla enter, conforme a Figura .
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Nas construgoes dos circulos de Hiparco 1 e 2 é possivel fazer modificacoes de
acordo com a necessidade, aumentando ou diminuindo a espessura das linhas, alterando
as cores dos objetos das figuras, etc. Também é possivel construir o circulo de Hiparco
sem os eixos x e y, portanto, sem precisar tomar cuidado em: reposicionar figura, ajustar
tamanho da figura ou cuidar a posicao do centro do circulo, porém a forma como esta o
passo-a-passo permite ao professor colocar os eixos do plano cartesiano e comparar com

o circulo trigonométrico atual, de raio unitario.

Com os circulos de Hiparco 1 e 2, o professor tem uma interessante ferramenta
para uso em sala de aula, podendo ser utilizado para comparar um triangulo qualquer a
um triangulo semelhante deste circulo. O que diferencia o circulo de Hiparco 1 do circulo
de Hiparco 2 ¢ a forma como se modifica o angulo, pois para modificar o angulo no circulo
1 se arrasta o ponto C pelo circulo, e para modificar o angulo no circulo 2 se digita o

angulo na barra de entrada.
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Figura 51 — Circulo trigonométrico de Hiparco
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5 Atividades propostas

Trigonometria e circulo trigonométrico estao diretamente associados, porém a mai-
oria dos livros didaticos do 9° ano do Ensino Fundamental trazem uma proposta de ex-
plicar trigonometria sem fazer mencao a existéncia do circulo trigonométrico. Através
do circulo trigonométrico conclui-se nao somente o que sao os valores de seno, cosseno,
tangente, secante, cossecante e cotangente, de um angulo, mas também de onde surgem,
e porque levam esses nomes. A maioria das relagdes trigonométricas podem ser conclui-
das usando o circulo trigonométrico e fazendo uso do conhecimento em semelhanca de
triangulos, pois no circulo se encontram absolutamente todos os triangulos possiveis com
cateto ou hipotenusa, unitario. Portanto, uma boa parte das rela¢des trigonométricas
consiste em comparar um triangulo retangulo qualquer a outro tridngulo semelhante do

circulo trigonométrico, que tem cateto ou hipotenusa, unitario.

No presente capitulo, apresentam-se algumas atividades com o uso do software
GeoGebra e as construgoes vistas no capitulo anterior, com intuito de levar os alunos as
conclusoes das relagoes trigonométricas. Antes de mais nada, é extremamente importante
que os alunos tenham total entendimento sobre semelhanca e congruéncia de triangulos,
propriedade fundamental da semelhanca de tridngulos, propriedades da propor¢ao, Teo-
rema de Tales, Teorema de Pitagoras, soma dos angulos internos dos triangulo, conversao

de unidades de medida do angulo, pontos no plano cartesiano e nog¢oes sobre fungoes.

Dica ao professor:

1. O professor deve ensinar conhecimentos basicos do software GeoGebra que estao no
capitulo [4 deste trabalho.

5.1 Estudando o circulo trigonométrico de Hiparco

Esta secao tem o propoésito de mostrar como se iniciou o estudo da trigonometria
e como surgiu o circulo trigonométrico. Nesta atividade usaremos uma das construgoes
feitas na segao [4.5

O uso do circulo trigonométrico de Hiparco feito no software GeoGebra, se torna
interessante pelo dinamismo. O professor pode, inclusive, realizar a construcao do circulo
de Hiparco com régua e compasso, mas a vantagem da construcao no software GeoGebra
¢ a precisao e também ser possivel usar as medidas dos lados dos triangulos que sao

expostas na janela de algebra.
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Trabalhando com o circulo de Hiparco

Objetivos: Estimular os alunos ao uso de recursos tecnologicos na aprendizagem;
mostrar aos alunos como surgiu o primeiro circulo trigonométrico usando as mesmas ideias

de Hiparco e explicar o surgimento da palavra seno.

Pré-requisitos: Semelhanca e congruéncia de tridngulos; Teorema de Pitago-

ras; Propriedades da proporcao e conhecimentos minimos sobre utilizacdo do software

GeoGebra.

Material necessario: Equipamento que tenha instalado o software GeoGebra,

além do material escolar usual.

Tempo necessario: 2 horas/aula.

Leitura: H4 aproximadamente 500 a.C. os gregos, especialmente Pitagoras
de Samos (569 a 475 a.C., aproximadamente), ja tinham conhecimento da relagdo entre os
catetos e a hipotenusa de um triangulo retangulo, inclusive com demonstracao, conhecida
como Teorema de Pitagoras, em que era possivel calcular a medida de um dos lados
de um tridangulo retangulo conhecidas as medidas dos outros dois lados. No entanto,
nos estudos de astronomia do grego Hiparco de Nicéia (190 a 125 a.C.), considerado o
“Pai da trigonometria”, surgiu a necessidade de saber como calcular um dos lados do
triangulo retangulo sabendo-se apenas a medida de um dos catetos e um dos angulos
agudos. Hiparco, fazendo uso dos conhecimentos em semelhanga de tridngulos propostos
por Tales de Mileto (624 a 548 a.C.), criou o que podemos chamar de “primeiro circulo

trigonométrico”, com a finalidade de encontrar tridngulos semelhantes e compara-los.
Sabendo-se dessa importancia, faca as atividades a seguir:

a) No circulo de Hiparco, construido no software GeoGebra, escolha um valor
qualquer para a medida do raio, e um valor qualquer para a medida do &ngulo « (Escolha

entre o circulos de Hiparco 1 e 2);

b) No circulo criado no item (a), justifique que os tridngulos AC'D e AC'D sao

congruentes, e consequentemente, sao triangulos retangulos:

¢) Encontre um tridngulo, no circulo de Hiparco do software GeoGebra, que seja
semelhante ao tridngulo FFG, da Figura [52] e calcule o valor de = por semelhanca de
tridngulos, usando o valor da medida do segmento C'D (correspondente & meia corda C'C")

exposto na janela de algebra.
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—

F

Figura 52 — Atividade [I} exercicio [1} item (c) - Tridngulo EFG

d) Repita o que foi feito no item (c), porém utilizando raio unitario no circulo de

Hiparco.

Solucao da Atividade 1:
Exercicio 1

a) Uma possivel solugao: para mudar a medida do raio deve-se digitar na barra de
entrada um valor para o raio, por exemplo = 1.5, e pressionar a tecla enter. Também é
possivel alterar a medida do raio em: barra de recursos, clicar no botao 1, depois clicar
na op¢ao mover e na janela de visualizagdo, arrastar o ponto B horizontalmente. Para
mudar a medida do angulo dependeréa do circulo escolhido. Caso se escolha o circulo de
Hiparco 1 deve-se, na barra de recursos, clicar no botao 1, depois clicar na op¢ao mover e
na janela de visualizacao arrastar o ponto C sobre o circulo. Caso se escolha o circulo de
Hiparco 2 deve-se alterar o angulo em: barra de entrada, digitar um valor para o angulo,

por exemplo 6 = 40°, e pressionar a tecla enter. Veja a Figura [53]

Figura 53 — Atividade [I] exercicio [1} item (a) - Solugdo

b) Analisando a figura construida no item (a), pode-se perceber que a medida
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do lado AC ¢ igual & medida do lado AC’, a medida do angulo a é igual a medida
do angulo 3, e o lado AD é comum ao tridngulo ACD e AC'D, portanto AACD e
AAC'D sao congruentes por LAL (possuem dois lados correspondentes congruentes e
os angulos compreendidos entre esses lados congruentes). Como esses tridngulos sao
congruentes, tem-se que os angulos CDA e ADC' sdo congruentes. Como CDA e ADC'
sao suplementares, a soma de suas medidas é igual a 180°, portanto os angulos CDA e

ADC' sdo retos e, consequentemente AAC'D e AAC'D sao tridngulos retangulos.

¢) Uma possivel solu¢ao: primeiramente vamos encontrar no circulo de Hiparco,
um triangulo semelhante ao tridngulo retangulo FFG e, para isso, podemos utilizar a
construgao feita no item (a), com raio medindo 1,5, em seguida alterar o &ngulo « para
30°. Caso se escolha o circulo de Hiparco 1 deve-se, na barra de recursos, clicar no botao
1, depois clicar na opcao mover e na janela de visualizacao arrastar o ponto C' sobre o
circulo até encontrar a« = 30°. Caso se escolha o circulo de Hiparco 2 deve-se alterar o

angulo em: barra de entrada, digitar § = 30°, e pressionar a tecla enter, criando a Figura

B4l

Figura 54 — Atividade [I] exercicio [1] item (c) - Solugao

Conforme vimos no item (b), o tridngulo AC'D é retangulo. Portanto, o tridngulo
ACD é semelhante ao tridngulo EFG por AA (possuem dois dngulos correspondentes
congruentes, e consequentemente o terceiro angulo congruente). Como os tridngulos EFG
e AC'D sao semelhantes possuem os lados correspondentes proporcionais, entao é possivel
encontrar o valor de x comparando esses dois tridngulos, usando as medidas de AC = 1,5

e CD = 0,75, na janela de 4lgebra:

CD AC CD EF 075 =
= =N = &S = = 1.5xr=262<2x=1.75.
EF FG  AC FG 1,5 35 72" 7= S

Portanto, o tridngulo EFG tem a medida x = EF = 1, 75.



Capitulo 5.  Atividades propostas 91

d) O circulo construido no item (c) ja apresenta o triangulo AC'D semelhante ao
triangulo EF'G, porém o raio nao ¢é unitario. Para deixar o raio igual a 1, basta digitar
r = 1 na barra de entrada e pressionar a tecla enter. Dessa maneira, AC = 1e CD = 0, 5.

Portanto:

¢D_AC CD_EF 05 _ = _ | -
EF FG = AC FG 1 35 T

Portanto, o tridngulo FFG tem a medida z = EF = 1,75.

Dicas ao professor:

1. Mostre aos alunos que o circulo de Hiparco no software GeoGebra, possibilita en-

contrar todas as possibilidades de triangulos retangulos;

2. Diga aos alunos que um triangulo qualquer pode ser comparado a um triangulo
semelhante no circulo de Hiparco com raio qualquer, porém ¢é mais facil comparar
esse triangulo a um triangulo que tenha um dos lados unitario. Esse é o motivo pelo
qual o circulo trigonométrico atual, que sera mostrado aos alunos na sequéncia, tem

raio unitario;

3. Para calcular o valor de = foi preciso utilizar a medida de DC', que corresponde a
metade da corda C'C'. Entado peca para os alunos que observem que quando se

altera o angulo «, se altera também a medida da meia corda CD;

4. Comente com os alunos que sera estudado, posteriormente, uma férmula que relaci-
ona a medida do dngulo o a medida da meia corda C'D. Esta féormula generaliza

o que foi feito nesta atividade e é chamada de relagcdo seno.

Importante: Diga aos alunos que a relacio entre o angulo « e a meia corda CD,
era chamada de funcdo meia corda. A palavra em sanscrito para “meia corda” era jya-
ardha, que era abreviada por jiva. Em arabe isso se tornou jiba, que se abrevia por jb.
Tradutores latinos tornaram erroneamente jb pela palavra arabe jaib, que singnifica seio,

portanto passaram a usar a palavra latina sinus, e em portugués sinus tornou-se seno.

5.2 Explorando o circulo trigonométrico no software GeoGebra

Esta secao tem o propésito de mostrar como encontrar os valores de seno, cosseno,
tangente, secante, cossecante, e cotangente, de um angulo « no circulo trigonométrico.
Nesta atividade usaremos uma das construgoes feitas na secao [4.1] e uma das construgoes

feitas na secao [4.2
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O uso do circulo trigonométrico no software GeoGebra, torna-se interessante pois
através dele é possivel encontrar os valores de seno, cosseno, tangente, secante, cossecante
e cotangente de um angulo «, podendo ser visualizada a representagdo geométrica. O
professor pode realizar essas construgdes com régua e compasso, mas a vantagem da

construcao no software GeoGebra é a precisao e dinamismo.

Trabalhando com o circulo trigonométrico no software GeoGebra

Objetivos: Estimular os alunos ao uso de recursos tecnolégicos na aprendizagem:;
mostrar aos alunos a representacao geométrica dos valores de seno, cosseno, tangente,
secante, cossecante e cotangente de um agulo « e explicar o motivo pelo qual se utilizam

as palavras tangente e secante.

Pré-requisitos: Semelhanca e congruéncia de triangulos; Retas paralelas corta-
das por transversal; Soma dos angulos internos de um tridngulo; Pontos no plano carte-

siano e conhecimentos minimos sobre utilizacao do software GeoGebra.

Material necessario: Equipamento que tenha instalado o software GeoGebra,

além do material escolar usual.
Tempo necessario: 2 horas/aula.

Dicas ao professor:

1. Diga aos alunos que no circulo trigonométrico 1: o seno do dngulo «, que podemos
abreviar por sen(a) é a coordenada y do ponto F; o cosseno do dngulo «, que
podemos abreviar por cos(a) é a coordenada = do ponto E e a tangente do dngulo
o, que podemos abreviar por tg(«) é a coordenada y do ponto D. Portanto, tem-se

o ponto C' = (cos(a),sen(a)) e o ponto D = (1, tg(a));

2. Diga aos alunos que no circulo trigonométrico 2: a secante do angulo «, que
podemos abreviar por sec(a) é a coordenada x do ponto F; a cossecante do
angulo «a, que podemos abreviar por cosec(a) é a coordenada y do ponto F e a
cotangente de um angulo «, que podemos abreviar por cotg(a) é a coordenada
x do ponto D. Portanto, tem-se o ponto F = (sec(«),0), o ponto F' = (0, cosec(«))
e o ponto D = (cotg(a),1).

De posse do circulo trigonométrico 1, construido no software GeoGebra,

faca as atividades a seguir:

a) No circulo trigonométrico 1a, faga o dngulo « variar automaticamente através
de uma animacao. Para fazer esta animacgao deve-se clicar com o botao direito do mouse
no ponto C', da janela de algebra, ou da janela de visualizagdo, e abrirda uma janela, em

seguida deve-se clicar na opg¢ao animar;
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b) Observando a janela de dlgebra, escreva os valores que seno, cosseno e tangente

do dngulo a assumem quando: a = 0°, @ = 90°, a = 180° e o = 270°;

c¢) Observando a janela de dlgebra, escreva os valores que seno, cosseno e tangente
do angulo o assumem em cada quadrante: 0° < o < 90° (1° quadrante), 90° < o < 180°
(2° quadrante), 180° < ar < 270° (3° quadrante) e 270° < a < 360° (4° quadrante);

d) Compare os valores de seno, cosseno e tangente do angulo o com os valores das

coordenadas dos pontos C e D.

De posse do circulo trigonométrico 2, construido no software GeoGebra,

faca as atividades a seguir:

a) No circulo trigonométrico 2a, faga o angulo « variar automaticamente através
de uma animacao. Para fazer esta animacgao deve-se clicar com o botao direito do mouse
no ponto C', da janela de algebra, ou da janela de visualizacdo, e abrird uma janela, em

seguida deve-se clicar na op¢ao animar.

b) Observando a janela de algebra, escreva os valores que secante, cossecante e

cotangente do angulo o assumem quando: a = 0°, a = 90°, o = 180° e o = 270°;

c¢) Observando a janela de édlgebra, escreva os valores que secante, cossecante e
cotangente do dngulo « assumem em cada quadrante: 0° < « < 90° (1° quadrante),
90° < a < 180° (2° quadrante), 180° < o < 270° (3° quadrante) e 270° < o < 360° (4°

quadrante);

d) Compare os valores de secante, cossecante e cotangente do dngulo « com os

valores das coordenadas dos pontos D, E e F.

De posse do circulo trigonométrico 2, construido no software GeoGebra,
escolha um valor para a entre 0° e 90°. Em seguida, demonstre que os triangulos AC'E,
ACF, ABD e AEF sao semelhantes e demonstre que os triangulos ACF e ABD também

sdo congruentes. Observacao: O segmento AD é perpendicular ao segmento EF.

Solucao da Atividade 2:
Exercicio 2

a) Para fazer animagao é preciso: na janela de dlgebra ou na janela de visualizacao,
clicar com o botao direito do mouse no ponto C', e abrird uma janela. Deve-se clicar no

botao animar. Repetir o processo caso se queira parar a animagao.

Para resolver os itens (b) e (c) do exercicio [2 pode-se obervar os valores encon-

trados na janela de algebra, conforme a Figura [55|
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Figura 55 — Atividade [2| exercicio [2 - Solugao

b) Observando a janela de &dlgebra, podemos encontrar os seguintes valores de

sen(a), cos(a) e tg(a) para a = 0°, a = 90°, o = 180° e a = 270°, conforme a Tabela [}

Tabela 1 — Valores de sen(«), cos(a) e tg(a) para a = 0°,90°,180°,270°

a=0a=90°| a=180° | a = 270°
sen () 0 1 0 -1
cos(a) 1 0 —1 0
tg(e) | O i 0 3

c¢) Observando a janela de élgebra, podemos encontrar os seguintes valores para

sen(a), cos(a) e tg(a) em cada quadrante, conforme a Tabela [2}

Tabela 2 — Valores de sen(«), cos(a) e tg(«) para cada quadrante

1° quadrante | 2° quadrante | 3° quadrante | 4° quadrante
sen(a) (0,1) (0,1) (—1,0) (—1,0)
cos(a) (0,1) (—1,0) (—1,0) (0,1)
tg(a) (0,400) (—00,0) (0,400) (—00,0)

d) Comparando os valores de seno, cosseno e tangente do dngulo v com os valores
das coordenadas dos pontos C' e D, pode-se concluir que: sen(a) é a coordenada y do

ponto C; cos(a) é a coordenada = do ponto C' e tg(a) é a coordenada y do ponto D.



Capitulo 5.  Atividades propostas

95

Importante: Diga aos alunos que embora os livros didaticos do 9° ano no Ensino
Fundamental frequentemente definem a tangente de um angulo agudo como a razao entre
a medida do cateto oposto e a medida do cateto adjacente ao angulo, em um triangulo
retangulo, a “tangente” de um angulo qualquer leva esse nome por ser o valor da coorde-
nada y do ponto D que pertence a reta tangente ao circulo trigonométrico no ponto (1,0),

conforme o circulo trigonométrico 1.
Exercicio 3

a) Para fazer animagao é preciso: na janela de élgebra, clicar com o botao direito
do mouse no ponto C, e abrirda uma janela. Deve-se clicar no botao animar. Repetir o

Processo caso se queira parar a animagcao.

Para resolver os itens (b) e (¢) do exercicio |3, pode-se obervar os valores encon-

trados na janela de algebra, conforme a Figura |56,
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Figura 56 — Atividade [2| exercicio [3]- Solugao

b) Observando a janela de &dlgebra, podemos encontrar os seguintes valores de
sec(a), cosec(a) e cotg(a) para o = 0°, = 90°, a = 180° e o« = 270°, conforme a Tabela

B
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Tabela 3 — Valores de sec(a), cosec(a) e cotg(a) para o = 0°,90°, 180°, 270°

a=0a=90°|a=180° | a = 270°
sec(a) 1 A —1 i
cosec () i 1 i —1
cotg(a) i 0 i 0

c¢) Observando a janela de dlgebra, podemos encontrar os seguintes valores para

sec(a), cosec(a) e cotg(ar) em cada quadrante, conforme a Tabela [4}

Tabela 4 — Valores de sec(«), cosec(a) e cotg(a) para cada quadrante

1° quadrante | 2° quadrante | 3° quadrante | 4° quadrante
sec(a) (1, +00) (—o0, —1) (—o0, —1) (1, +00)
cosec () (1, 4+00) (1, +00) (—o0, —1) (—o0, —1)
cotg(a) (0, 4+00) (—00,0) (0,400) (—00,0)

d) Comparando os valores de secante, cossecante e cotangente do angulo o com os
valores das coordenadas dos pontos D, E e F', pode-se concluir que: sec(«) é a coordenada

x do ponto Ej; cosec(a) é a coordenada y do ponto F' e cotg(a) é a coordenada = do ponto
D.

Importante: Diga aos alunos que a palavra “secante” é utilizada, pois a secante
de um angulo « é o valor da coordenada x do ponto E no circulo trigonométrico 2 e o

ponto E pertence a reta ZE que é secante por intersectar o circulo ¢ em dois pontos.
Exercicio 4
Primeiramente escolha um angulo o agudo no circulo trigonométrico 2.
Demonstracao de que o triangulo AC'E é semelhante ao triangulo ACF':

Os tridngulos ACE e ACF sao retangulos, pois como os segmentos AD e EF sdo
perpendiculares, os angulos ACE e FC A sdo retos. Como a soma das medidas dos angulos
internos de um tridngulo é igual a 180° tem-se que o angulo C'EA mede 90° — o (ou seja, o
angulo CEA ¢ complementar ao angulo a). Como o angulo C'AF também é complementar
ao angulo a tem-se que os angulos CEA e CAF sdo congruentes. Portanto, o triangulo
ACE é semelhante ao tridngulo ACF por AA (possuem dois dngulos correspondentes

congruentes).

Demonstracao de que o tridngulo AC'EF é semelhante e congruente ao triangulo

ABD:

O tridngulo ABD é retangulo, pois o angulo ABD ¢é reto, e o triangulo ACF
¢é retangulo, conforme foi visto anteriormente. Tem-se que os angulos BDA e «a sio

congruentes pois sdo angulos alternos internos. Entao o tridngulo AC'F' é semelhante ao
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tridngulo ABD por AA (possuem dois angulos correspondentes congruentes). Além disso,
pode-se perceber que esses tridngulos tem os lados correspondentes AC e AB com medida,
unitaria. Portanto, o tridngulo AC'F' é congruente ao tridngulo ABD por ALA (possuem

dois dngulos correspontentes congruentes e lado correspondente congruente);
Demonstracao de que o tridngulo ABD é semelhante ao triangulo AEF"

O tridngulo AEF é retangulo, pois o angulo EAF ¢ reto, e o tridngulo ABD ¢é
retangulo, conforme foi visto anteriormente. Tem-se que a medida do Angulo FE A é igual
a medida do angulo CEA que é igual a 90° — « (ou seja, o angulo CEA é complementar
ao angulo o). Como o angulo DAB também 6 complementar ao angulo a tem-se que
os angulos FEA e DAB sao congruentes. Portanto, o tridngulo ABD é semelhante ao

tridngulo AEF por AA (possuem dois angulos correspondentes congruentes).
Dicas ao professor:

1. Diga aos alunos que o circulo trigonométrico fornece todos os tridangulos retangulos
com cateto unitario, e todos os tridngulos retangulos com hipotenusa unitaria. E o
motivo pelo qual o circulo trigonométrico tem raio unitario é justamente pelo fato
de ser mais facil comparar um triangulo qualquer a outro que tenha um dos lados

unitario;

2. Pega para os alunos observarem que no 1° quadrante: sen(«) é a medida do cateto
oposto ao dngulo @ em um tridngulo de hipotenusa unitéria, cos(a) é a medida do
cateto adjacente ao angulo o em um tridngulo de hipotenusa unitéria, tg(a) é a
medida do cateto oposto ao dngulo @ em um tridngulo de cateto adjacente unitario,
sec(a) é a medida da hipotenusa em um tridngulo de cateto unitario adjacente ao
angulo «a, cosec(a) é a medida da hipotenusa em um tridngulo de cateto unitério
oposto ao angulo « (pois os tridngulos ABD e ACF sao congruentes, conforme foi
visto no exercicio [d] da atividade [2), e cotg(a) é a medida do cateto adjacente ao

angulo a em um triangulo de cateto unitario oposto ao angulo a.

5.3 Encontrando relacoes trigonométricas no circulo 1

Esta secao tem o propésito de mostrar como é possivel encontrar algumas relagoes

trigonométricas no circulo trigonométrico 1. Para realizar esta atividade usaremos as
construgoes feitas na secao [4.1] e [4.3]

O uso do circulo trigonométrico 1 e do triangulo sobreposto ao circulo trigonomé-
trico 1 (que nada mais é do que uma extensao do circulo trigonométrico 1) possibilita
encontrar varias relagoes trigonométricas usando o conhecimento em semelhanca de trian-

gulos e torna-se ainda mais interessante quando se usam os recursos do software GeoGebra.
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O professor pode realizar essas construgoes com régua e compasso, mas a vantagem do
software GeoGebra ¢ a precisao, o dinamismo, e o fato de ser possivel testar as relacoes tri-
gonométricas usando os valores encontrados na janela de algebra. O triangulo sobreposto
ao circulo trigonométrico 1 serd usado para comparar um triangulo retangulo qualquer a
outro triangulo semelhante do circulo trigonométrico 1, dessa forma é possivel ter os dois

triangulos na mesma figura facilitando a visualizagao.

Relagoes trigonométricas envolvendo seno, cosseno e tangente de

um angulo «

Objetivos: Estimular os alunos ao uso de recursos tecnologicos na aprendizagem;
mostrar aos alunos como estabelecer algumas relacées envolvendo o seno, o cosseno e a

tangente de um angulo a e explicar o motivo pelo qual se utiliza a palavra cosseno.

Pré-requisitos: Semelhanca de triangulos; Propriedade fundamental da seme-
lhanca de triangulos; Teorema de Pitagoras; Propriedades da propor¢ao; Soma das me-
didas dos angulos internos de um triangulo; Pontos no plano cartesiano e conhecimentos

minimos sobre utilizacao do software GeoGebra.

Material necessario: Equipamento que tenha instalado o software GeoGebra,

além do material escolar usual.

Tempo necessario: 4 horas/aula.

Realize as atividades a seguir:

a) No circulo trigonométrico 1 construido no software GeoGebra, encontre um

tridngulo semelhante ao triangulo da Figura [57}

Figura 57 — Atividade [3] exercicio [p] item (a) - Tridngulo AGH

b) Calcule os valores de x e y da Figura comparando este triangulo aos triangulos
semelhantes encontrados no item (a) e usando os valores das medidas dos lados expostos

na janela de algebra;

c¢) Construa o tridAngulo AGH, da Figura [57] sobreposto ao circulo trigonométrico

1 no software GeoGebra.
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Considere um angulo a agudo qualquer no triangulo sobreposto ao cir-
culo trigonométrico 1 construido no software GeoGebra, conforme a Figura 58, Faga as

atividades a seguir:

'n
O

>

Figura 58 — Atividade [3] exercicio [g]

Observagao: os itens (a), (b) e (¢) podem ser feitos seguindo a ideia do que foi
feito no exercicio [f] item (b), da atividade [3|

a) Comparando o tridangulo qualquer AGH com o tridngulo do circulo trigonomé-

trico AC'E, determine uma relagdo que permita generalizar os valores de sen(«);

b) Comparando o tridngulo qualquer AGH com o tridngulo do circulo trigonomé-

trico AC'E, estabelega uma relagdo que permita generalizar os valores de cos(«);

¢) Comparando o tridngulo qualquer AGH com o triangulo do circulo trigonomé-

trico ABD, encontre uma relagdo que permita generalizar os valores de tg(«);
d) Verifique o Teorema de Pitagoras no triangulo ACE;

e) Compare os tridngulos ADB e ACE e determine uma relagdo entre sen(a) e
cos(a) que seja igual a tg(a). Dica: use apenas as medidas dos catetos opostos e dos

catetos adjacentes ao angulo «;

f) Seja 5 o Angulo complementar a . No tridngulo AC'E aplique a relagdo cosseno
(encontrada no item (b)) do dngulo « e aplique a relagdo seno (encontrada no item (a))
do angulo EéA, compare o que foi encontrado nas duas relagoes e encontre uma relagao

trigonométrica entre os angulos a e [3;

g) Seja [ o dngulo complementar a a. No tridngulo ACE aplique a relacao seno
(encontrada no item (a)) do angulo « e aplique a relagao cosseno (encontrada no item
(b)) do angulo EC'A, compare o que foi encontrado nas duas relacoes e encontre uma

relagao trigonométrica entre os angulos a e f3;

h) Seja 5 o angulo complementar a «. No tridngulo ABD aplique a relagdo

tangente (encontrada no item (c)) do ADB e encontre uma relagiio trigonométrica entre
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os angulos « e .

Dicas ao professor:

1. Lembre os alunos que na Figura : AC e AB sao congruentes; CF e AE sdo

congruentes; e AF' e C'E também sao congruentes;

2. Pega para os alunos observarem que na Figura os segmentos de reta CE, BD
e GH perpendiculares ao eixo x, portanto os triangulos AGH, ABD e ACEFE sao

semelhantes por AA (possuem dois dngulos correspondentes congruentes).

Solucao da Atividade 3:
Exercicio 5

a) Como o tridngulo AGH, da Figura , é retangulo, para encontrar um triangulo
semelhante no circulo trigonométrico 1 basta que este triangulo retangulo tenha um dos
angulos agudos igual a 30°. Para alterar o angulo no circulo trigonométrico 1 construido
no software GeoGebra dependera da escolha entre os circulos trigonométricos la e 1b.
Caso escolha-se o circulo trigonométrico 1a deve-se, na barra de recursos, clicar no botao
1, depois clicar na opcao mover e na janela de visualizagao arrastar o ponto C' sobre o
circulo até encontrar o = 30°. Caso escolha-se o circulo trigonométrico 1b deve-se alterar
o dngulo em: barra de entrada, digitar o valor do dngulo (o = 30°), e pressionar a tecla
enter. Dessa forma encontram-se os triangulos ACE e ABD semelhantes ao triangulo
AGH. Veja a Figura

a=30° E!B
05 15 2

Figura 59 — Atividade [3] exercicio [ - Solugao

Dica ao professor:

1. E importante dizer aos alunos que quando realizarem uma atividade no circulo
trigonométrico em que o objetivo é encontrar nele um triangulo semelhante a outro

tridngulo qualquer (como foi feito no item (a) do exercicio |5 da atividade |3]) pode-se
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encontrar varios tridngulos semelhantes, porém a resolugao proposta anteriormente

¢ a mais simples e conveniente.

b) Como sabemos os valores das medidas dos lados AC' e AE do tridngulo ACE,
expostos na janela de algebra, e também sabemos o valor de AG do tridngulo AGH,
podemos calcular o valor de y comparando os tridngulos semelhantes ACE e AGH, da
seguinte forma:

AH AG

_AG _y _
aAc  AE 1

25 .20
=087

Sy~ 2,87.
cos(a)

Como sabemos os valores das medidas dos lados AB e BD do tridngulo ABD,
expostos na janela de dlgebra, e também sabemos o valor de AG do tridngulo AGH,
podemos calcular o valor de  comparando os tridngulos semelhantes ABD e AGH, da

seguinte forma:

GH AG x 2,5
= & =& r~25x%x0,58x~1,45.
BD AB  tgla) 1 " v

¢) Usando a construgao da segdo devemos alterar o valor do angulo para
30° e isso dependera do circulo trigonométrico escolhido. Se a construcao do triangulo
sobreposto ao circulo trigonométrico 1 foi construido sobre o circulo trigonométrico 1a
deve-se, na barra de recursos, clicar no botao 1, depois clicar na op¢ao mover e na janela de
visualizagao arrastar o ponto C' sobre o circulo até encontrar o = 30°, mas se foi construido
sobre o circulo trigonométrico 1b deve-se alterar o angulo em: barra de entrada, digitar o
valor do dngulo (o = 30°), e pressionar a tecla enter. Por fim, deve-se alterar a medida de
AG. Para mudar a medida de AG deve-se digitar na barra de entrada z = 2.5 e pressionar
a tecla enter. Também ¢é possivel alterar a medida de AG em: barra de recursos, clicar
no botao 1, depois clicar na opcao mover e na janela de visualizagao, arrastar o ponto GG

horizontalmente até que a coordenada x do ponto G seja igual a 2,5. Veja a Figura [60}
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30° E\B G
05 15 2 25 3

Figura 60 — Atividade [3| exercicio 5] item (c) - Solugao

Exercicio 6

a) Comparando os tridngulos AGH e ACE, por semelhanga de tridngulos, tem-se:

CE AC - CE GH - sen(o)  GH o sen(a) = cateto oposto
GH AH = AC AH 1 AH B

hipotenusa

Importante: Informe aos alunos que esta relagao é chamada de Relagao trigo-

nométrica seno.

b) Comparando os tridngulos AGH e ACE, por semelhanga de tridngulos, tem-se:

AE AC - AE  AG - cos(a) AG cateto adjacente
AG  AH ~ AC AH 1 AH B ‘

hipotenusa

Importante: Diga aos alunos que esta relagao é chamada de Relagao trigono-

métrica cosseno.

¢) Comparando os triangulos AGH e ABD, por semelhanca de tridngulos, tem-se:

BD AB BD GH _ tgla) GH cateto oposto

GE ac A ac T 1 " ag tel=

cateto adjacente’

Importante: Fale aos alunos que esta relagdo é chamada de Relagao trigono-

métrica tangente.

d) Aplicando o Teorema de Pitadgoras no tridngulo AC'E tem-se:

CE’+AE" = AC" & sen’(a) + cos®(a) = 1.
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Importante: Informe aos alunos que esta relagdo é chamada de Relagao trigo-

nométrica fundamental entre seno e cosseno.

e) Comparando os tridngulos ABD e ACE, por semelhanga de tridngulos, tem-se:

BD AB BD C(CE  tg(a) _ sen(«) & ta(a) = sen(a)

= = = =
CE AE AB AFE 1 cos(a)

cos(a)
Importante: Diga aos alunos que esta relacao é chamada de Relagao quociente

entre seno e cosseno.

f) No tridngulo AC'E o angulo ACE ¢ complementar ao angulo «, pois a soma das

medidas dos angulos internos de um tridngulo é 180° (ou seja, ACE = B).

Aplicando a relagao cosseno do angulo «, tem-se:

(@) cateto adjacente & cos(a) AFE
cos(a) = cos(a) = =—.
hipotenusa AC
Aplicando a relagao seno do angulo [, tem-se:
cateto oposto AE
sen(f) hipotenusa sen(5) AC

Portanto, tem-se que:

cos(ar) = sen(f3).

Importante: Fale aos alunos que essa relacao justifica o motivo pelo qual se usa

a palavra “cosseno”, pois cosseno quer dizer o seno do angulo complementar.

g) No tridangulo ACE o dngulo ACE 6 complementar ao angulo o, pois a soma

das medidas dos angulos internos de um triangulo é 180° (ou seja, ACE = B).

Aplicando a relagao seno do angulo «, tem-se:

cateto oposto CE
COTET0 OposYO o, sen(a) = =—.

sen(a) = hipotenusa AC

Aplicando a relagdo cosseno do angulo 3, tem-se:

cateto adjacente CE

cos(f) = hipotenusa & cos(f) = AC

Portanto, tem-se que:
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sen(a) = cos(f).

h) No tridangulo ABD o angulo ADB & complementar ao angulo «, pois a soma

das medidas dos angulos internos de um tridngulo é 180° (ou seja, ADB = B).

Aplicando a relacao tangente do angulo [, tem-se:

cateto oposto AB
8(f) catetos adjacente 8(f) BD
Portanto, tem-se que:
1
tg(f) =
(6) tg(c)

Importante: Informe aos alunos que as relagoes encontradas nos itens (f), (g) e

(h) sdo chamadas de Relagbes entre Angulos complementares.
Dicas ao professor:

1. E importante para o aluno que ele tenha total entendimento das relagoes trigono-
métricas encontradas nessa se¢ao, por esse motivo é valido que se facam exercicios
com o uso do circulo trigonométrico 1, onde o aluno possa escolher um valor para
o angulo a no circulo trigonométrico e com os valores encontrados na janela de

algebra verificar a igualdade de cada relagao trigonométrica;

2. Também é importante que o aluno faca exercicios de aplicagdo, em que é necessario

o uso das relacoes trigonométricas na resolucao.

5.4 Encontrando relacdes trigonométricas no circulo 2

Esta secao tem o propésito de mostrar como é possivel encontrar algumas relagoes
trigonométricas no circulo trigonométrico 2. Para realizar esta atividade usaremos as

construgoes feitas na segao [4.2

O uso do circulo trigonométrico 2 possibilita encontrar varias relagoes trigono-
métricas usando os conhecimentos adquiridos na se¢ao 5.3 Com o uso deste circulo
trigonométrico no software GeoGebra nao é preciso fazer um desenho manual para cada
situacao, e é possivel conferir essas relagdes trigonométricas usando os valores da janela

de algebra para diferentes medidas do angulo «.
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Relagoes trigonométricas envolvendo secante, cossecante e cotan-

gente de um angulo «

Objetivos: Estimular os alunos ao uso de recursos tecnolégicos na aprendizagem;
mostrar aos alunos como encontrar algumas relagoes envolvendo a secante, a cossecante
e a cotangente de um angulo a e explicar o motivo pelo qual se utilizam as palavras

cossecante e cotangente.

Pré-requisitos: Semelhanca e congruéncia de triangulos; Relagoes trigonométri-
cas seno, cosseno e tangente; Retas paralelas cortadas por transversal; Pontos no plano

cartesiano e conhecimentos minimos sobre utilizacao do software GeoGebra.

Material necessario: Equipamento que tenha instalado o software GeoGebra,

além do material escolar usual.

Tempo necessario: 4 horas/aula.

Considere um angulo « agudo qualquer no circulo trigonométrico 2 cons-

truido no software GeoGebra, conforme a Figura [61] Faca as atividades a seguir:

F

<
& D

Figura 61 — Atividade [ exercicio[7]

a) Aplique a relagdo cosseno do angulo a no tridngulo ACE' e encontre uma ex-

pressao que permita relacionar a secante do angulo v com o cosseno do angulo «;

b) Aplique a relagao seno do dngulo a no tridngulo AC'F' e encontre uma expressao

que permita relacionar a cossecante do angulo o com o seno do angulo «;

c) Aplique a relagdo tangente do dngulo « no tridngulo ABD e encontre uma

expressao que permita relacionar a cotangente do angulo o com a tangente do angulo «;

d) Seja 8 o angulo complementar a a. Use a igualdade encontrada no item (b) do
exercicio |7| da atividade , em seguida use a relagao encontrada no item (g) do exercicio @
da atividade 3| depois use a igualdade encontrada no item (a) do exercicio [7|da atividade

[], e encontre uma relagio entre os angulos « e [3;
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e) Seja B o dngulo complementar a . No tridngulo ABD aplique a relagao tangente

do angulo S e encontre uma relacao trigonométrica entre os angulos a e .

Dica ao professor:

1. Lembre os alunos que na Figura [61] os segmentos AD e EF sao perpendiculares e,
consequentemente, os triangulos ACE, ACF e AEF sao semelhantes e os triangulos

ACF e ABD sao congruentes, conforme foi visto no exercicio [4] da atividade [2]
Solucao da Atividade 4:

Exercicio 7

a) Aplicando a relagdo cosseno do angulo « no tridngulo ACE, tem-se:

cos(a) = flg & cos(a) = ! & sec(a) = !

sec(a) cos(a)

Importante: Informe aos alunos que a secante de um angulo é igual ao inverso
hipotenusa

do cosseno desse mesmo angulo e, consequentemente, sec(a) = - .
cateto adjacente

b) Conforme vimos no exercicio {4f da atividade , o angulo o = EAD é congruente
ao angulo BZA)A, pois sdo angulos alternos internos e o angulo AFC é congruente ao
angulo BDA pois os tridngulos ABD e ACF sdo congruentes. Portanto, como AFC = a,

aplicando a relagdo seno do angulo « no triangulo ACF', tem-se:

(@) = 22 & sen(a) = ——— ¢ cosec(a) = —
senl) = — sen\) = — coseclx) =
AF cosec(a)

sen(a)

Importante: Diga aos alunos que a cossecante de um angulo é igual ao inverso

. hipotenusa
do seno desse mesmo angulo e, consequentemente, cosec(a) = ——-
cateto oposto

¢) Conforme vimos no exercicio {4| da atividade , o angulo EAD & congruente ao
angulo BD\A, pois sao angulos alternos internos. Portanto, como BDA = a, aplicando a

relacdo tangente do angulo a no triangulo ABD, tem-se:

tg(a) = A:B & tgla) = ! & cotg(a) = tgza)'

BD
Importante: Fale aos alunos que a cotangente de um angulo ¢é igual ao inverso
cateto adjacente

cotg(a)

da tangente desse mesmo angulo e, consequentemente, cotg(a) =
cateto oposto

d) Seja a e B dngulos complementares. Usando as relagoes propostas, tem-se:

1 1
cosec(a) = — = cos(7) = sec(f3).
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Importante: Informe aos alunos que a cossecante de um angulo « é igual a
secante do angulo  que é complementar a «. Diga inclusive, que a palavra “cossecante”

¢ empregada justamente por ser a secante do angulo complementar.

e) No tridngulo ABD o angulo DAB ¢é complementar ao angulo «, entao DAB =

«. Portanto, aplicando a relagao tangente do angulo S no tridngulo ABD), tem-se:

BD cotg(a)

t8(f) = 55 < t8(f) = —— & tg(f) = cotg(a).

Importante: Diga aos alunos que a cotangente de um angulo « é igual a tangente
do angulo  que é complementar a «. Diga inclusive, que a palavra “cotangente” é

empregada justamente por ser a tangente do dngulo complementar.
Dica ao professor:

1. E importante para o aluno que ele tenha total entendimento das relagoes trigono-
métricas encontradas nessa sec¢ao, por esse motivo é valido que se fagam exercicios
usando o circulo trigonométrico 2, onde o aluno possa testar essas relacoes trigono-

métricas usando os valores encontrados na janela de algebra do software Geogebra.

5.5 Grafico das funcoes trigonométricas

Esta secao, embora nao tenha como foco o estudo de fungoes, tem o proposito de
mostrar como é possivel usar o software GeoGebra e a construcao feita na secao para

visualizar os graficos das fungoes trigonométricas.

O uso do Grifico das fungoes trigonométricas, construido no software GeoGebra,
possibilita visualizar os valores que seno, cosseno, tangente, secante, cossecante e cotan-
gente de um dngulo assumem para cada dngulo pertencente ao intervalo [0°,360°). Com a
construcao dos graficos das fungoes trigonométricas no software GeoGebra é possivel com-
plementar os estudos de fungoes trigonométricas, pois tem a precisdo necessaria para nao
permitir erros de entendimento que podem acontecer com a imprecisao nas construgoes

com régua e compasso.

Construcao dos graficos das fungoes trigonomeétricas

Objetivos: Estimular os alunos ao uso de recursos tecnolégicos na aprendizagem

e mostrar aos alunos como construir os graficos das fungoes trigonométricas.

Pré-requisitos: Ideia de funcoes; Unidades de medida do angulo e conversao de

unidades e conhecimentos minimos sobre utilizacao do software GeoGebra.

Material necessario: Equipamento que tenha instalado o software GeoGebra,

além do material escolar usual.
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Tempo necessario: 4 horas/aula.

Fazendo uso da construgio feita na se¢ao [£.4] e sendo = o valor do dngulo

a, realize as atividades a seguir:

a) Construa o grafico da fungdo y = sen(z) para x pertencente ao intervalo
[0°,360°);

b) Observando o grafico feito no item (a) escreva os valores que sen(«) assume

para a = 0°, 90°, 180°, 270°, e os valores que sen(a) assume em cada quadrante;

¢) Construa o grafico da fungdo y = cos(x) para x pertencente ao intervalo

)
[0°, 360°);
d) Observando o grafico feito no item (c) escreva os valores que cos(«) assume

para a = 0°, 90°, 180°, 270°, e os valores que cos(«) assume em cada quadrante;
e) Construa o grafico da funcao y = tg(x) para x pertencente ao intervalo [0°, 360°);

f) Observando o gréfico feito no item (e) escreva os valores que tg(«) assume para

a = 0°,90°, 180°, 270°, e os valores que tg(«) assume em cada quadrante;

g) Construa o grafico da fungao y = sec(z) para x pertencente ao intervalo [0 rad,
27 rad);

h) Observando o gréfico feito no item (g) escreva os valores que sec(«) assume

T ™
para o = 0 rad, 5 rad, 7 rad, > rad, e os valores que sec(«) assume em cada quadrante;

i) Construa o grafico da fungdo y = cosec(z) para x pertencente ao intervalo [0
rad, 27 rad);

j) Observando o gréfico feito no item (i) escreva os valores que cosec(a) assume

0 s
para a = 0 rad, 5 rad, 7 rad, - rad, e os valores que cosec(a) assume em cada quadrante;

k) Construa o grafico da fungdo y = cotg(x) para = pertencente ao intervalo [0
rad, 27 rad);

1) Observando o grafico feito no item (k) escreva os valores que cotg(a) assume

T T
para o = 0 rad, 5 rad, 7 rad, - rad, e os valores que cotg(«) assume em cada quadrante.

Solucao da Atividade 5:

Observacoes:

1. Usando a construgao feita na se¢ao|4.4], em cada um dos graficos exigidos no exercicio
é preciso marcar a funcao que se deseja construir, e desmarcar a fun¢ao que nao
se deseja construir. Para marcar/desmarcar a funcao basta, na janela de algebra,
clicar no ponto a esquerda das palavras seno, cosseno, tangente, secante, cossecante

e cotangente;
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2. Em todas as construgoes dos graficos é possivel fazer a construcao através de uma
animacao em: janela de algebra, clicar com o botao direito do mouse no ponto
B, depois clicar na opc¢do animar. Dessa forma a construgdao do grafico se faz

automaticamente. Pode-se repetir o processo se desejar parar animacao.

Exercicio 8

a) Usando a construcao feita na segao , marcar a func¢do seno e desmarcar as
outras fungoes, conforme a observacao|I] em seguida: na barra de recursos, clicar no botao
1, depois clicar na op¢ao mover. Na janela de visualizacao arrastar o ponto C' sobre o
circulo tracando o grafico manualmente. E possivel fazer a construcdo automaticamente
conforme a observagao [2 Veja a Figura [62}

B seno

T
amiz ™

Figura 62 — Grafico da funcao seno

b) Usando o grafico do item (a), encontram-se os seguintes valores para sen(a),

conforme a Tabela B

Tabela 5 — Valores de sen(«)

o sen(a)

0° 0

1° quadrante/a € (0°,90°) sen(a) € (0,1)
90° 1

2° quadrante/a € (90°,180°) | sen(«) € (0,1)
180° 0

3° quadrante/a € (180°,270°) | sen(«) € (—1,0)
270° -1

4° quadrante/a € (270°,360°) | sen(a) € (—1,0)
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¢) Usando a construgao feita na se¢ao , marcar a func¢do cosseno e desmarcar
as outras fungoes, conforme a observacgao (I em seguida: na barra de recursos, clicar no
botao 1, depois clicar na op¢ao mover. Na janela de visualizagao arrastar o ponto C' sobre
o circulo tracando o grafico manualmente. E possivel fazer a construcao automaticamente

conforme a observagao 2| Veja a Figura [63}

COSSeno

Figura 63 — Grafico da funcao cosseno

d) Usando o gréfico do item (c), encontram-se os seguintes valores para cos(a),

conforme a Tabela 6

Tabela 6 — Valores de cos(a)

o cos(«)

0° 1

1° quadrante/a € (0°,90°) cos(ar) € (0,1)
90° 0

2° quadrante/a € (90°,180°) | cos(a) € (—1,0)
180° -1

3° quadrante/a € (180°,270°) | cos(a) € (—1,0)
270° 0

4° quadrante/a € (270°,360°) | cos(a) € (0,1)

e) Usando a construcao feita na segao , marcar a funcao tangente e desmarcar
as outras fungoes, conforme a observacao [I em seguida: na barra de recursos, clicar no
botao 1, depois clicar na op¢ao mover. Na janela de visualizagao arrastar o ponto C' sobre
o circulo tracando o grafico manualmente. E possivel fazer a construcao automaticamente

conforme a observacao 2. Veja a Figura [64}
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=123°

\ | I )
\‘ y ! ﬂ 1 )

Figura 64 — Grafico da fungao tangente

f) Usando o gréfico do item (e), encontram-se os seguintes valores para tg(a),

conforme a Tabela [T

Tabela 7 — Valores de tg(«)

a tg(@)

0° 0

1° quadrante/a € (0°,90°) | tg(a) € (0, +00)
90° A

2° quadrante/a € (90°,180°) | tg(a) € (—o0,0)
180° 0

3° quadrante/a € (180°,270°) | tg(a) € (0, +00)
270° A

4° quadrante/a € (270°,360°) | tg(a) € (—o0,0)

g) Usando a construgao feita na secao , marcar a funcdo secante e desmarcar
as outras fungoes, conforme a observacao (I em seguida: na barra de recursos, clicar no
botao 1, depois clicar na op¢ao mover. Na janela de visualizagao arrastar o ponto C' sobre
o circulo tragando o grafico manualmente. E possivel fazer a construcio automaticamente

conforme a observagao [2 Veja a Figura [65}
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Figura 65 — Gréfico da fungao secante

h) Usando o grafico do item (g), encontram-se os seguintes valores para sec(a),

conforme a Tabela [&

Tabela 8 — Valores de sec(«)

o) sec(q)
0 rad 1
1° quadrante | sec(a) € (1, 400)
i d 7
5 18

2° quadrante

sec(a) € (—o0, —1)

7 rad -1

3° quadrante | sec(a) € (—o0, —1)
3
27T rad A

4° quadrante

sec(a) € (1,+00)

i) Usando a construcao feita na se¢ao , marcar a funcao cossecante e desmarcar

as outras fungoes, conforme a observacao [I em seguida: na barra de recursos, clique no

botao 1, depois clicar na op¢ao mover. Na janela de visualizagao arrastar o ponto C' sobre

o circulo tragando o grafico manualmente. E possivel fazer a construgao automaticamente
conforme a observacao 2l Veja a Figura [66}
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Figura 66 — Gréfico da fungao cossecante

j) Usando o grafico do item (i), encontram-se os seguintes valores para cosec(«),

conforme a Tabela G

Tabela 9 —

Valores de cosec(a)

«

cosec ()

0 rad

7

1° quadrante

cosec(a) € (1, 400)

il rad
2

2° quadrante

7 rad

1
cosec(a) € (1,400)
?

3° quadrante

cosec(a) € (—oo, —1)

3
27T rad

-1

4° quadrante

cosec(a) € (—oo, —1)

k) Usando a construgao feita na segao , marcar a func¢ao cotangente e desmarcar

as outras fungoes, conforme a observacgao (I em seguida: na barra de recursos, clicar no

botao 1, depois clicar na op¢ao mover. Na janela de visualizagao arrastar o ponto C' sobre

o circulo tragando o grafico manualmente. E possivel fazer a construgao automaticamente
conforme a observacao 2l Veja a Figura [67}
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Figura 67 — Grafico da fungdo cotangente

1) Usando o gréfico do item (k), encontram-se os seguintes valores para cotg(a),

conforme a Tabela [T0

Tabela 10 — Valores de cotg(a)

«

cotg(a)

0 rad

7

1° quadrante

cotg(a) € (0, 400)

v

— rad
2

0

2° quadrante

cotg(a) € (—00,0)

7 rad

3° quadrante

3
27T rad

4° quadrante

€
?
cotg(a) € (0,400)
0
c

cotg(a) € (—00,0)

5.6 Trigonometria em um triangulo qualquer

Esta secao tem o proposito de trabalhar trigonometria nao somente nos triangulos

retangulos, mas sim em um triangulo qualquer.

Com o software GeoGebra é possivel construir um triangulo qualquer e visualizar

as medidas dos lados e da altura na janela de algebra possibilitando conferir as relagoes

trigonometricas encontradas. Embora seja possivel fazer estas construgoes com regua e

compasso, com estas construgoes tem-se mais precisao e nao existe a necessidade de fazer

um desenho manualmente para cada situacao.
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Encontrando relagées trigonométricas em um tridngulo qualquer

Objetivos: Estimular os alunos ao uso de recursos tecnolégicos na aprendizagem

e mostrar aos alunos como encontrar a lei dos senos e a lei dos cossenos.

Pré-requisitos: Relagoes trigonométricas em triangulos retdngulos; Teorema de

Pitagoras e conhecimentos sobre utilizacao do software GeoGebra.

Material necessario: Equipamento que tenha instalado o software GeoGebra,

além do material escolar usual.

Tempo necessario: 4 horas/aula.

No software GeoGebra construa um triangulo qualquer e trace o segmento

referente a altura de um dos lados, conforme as instrucoes a seguir:

1. Nao exibir os eixos x e y da janela de visualizacao em: janela de visualizacao, clicar
com o botao direito do mouse e abrira uma janela, em seguida clicar no botao eixos

para retirar os eixos r e y;

2. Criar os vértices do triangulo em: barra de recursos, clicar no botao 2, em seguida
clicar na opc¢ao ponto. Na janela de visualizacao clicar em trés pontos diferentes,

criando assim os pontos A, B, e C, vértices do triangulo;

3. Tracar os lados do triangulo em: barra de recursos, clicar no botao 3, em seguida
clicar na opc¢ao segmento. Na janela de visualizagao: clicar no ponto B e em seguida
clicar no ponto C, criando o segmento a = BC que ¢ o lado oposto ao angulo BAC ;
clicar no ponto A e em seguida clicar no ponto C, criando o segmento b = AC que
¢ o lado oposto ao angulo CBA:; e clicar no ponto A e em seguida clicar no ponto

B, criando o segmento ¢ = AB que é o lado oposto ao angulo ACB;

4. Criar a reta E(% em: barra de recursos, clicar no botao 3, em seguida clicar na opgao
reta. Na janela de visualizacao: clicar no ponto B e em seguida clicar no ponto C,

criando a reta d = BC;

5. Criar a reta perpendicular so segmento BC' que passa pelo vértice A em: barra de
recursos, clicar no botao 4, em seguida clicar na op¢ao reta perpendicular. Na janela
de visualizacdo: clicar no ponto A e em seguida clicar na reta d = BC', criando a

reta e;

6. Criar o ponto de intersecao entre as retas d e e em: barra de recursos, clicar no botao
2, em seguida clicar na opc¢ao intersecao de dois objetos. Na janela de visualizagao:

clicar na reta d e em seguida clicar na reta e, criando o ponto D;

7. Tragar os segmentos de reta BD, C'D e AD em: barra de recursos, clicar no botao

3, em seguida clicar na opcao segmento. Na janela de visualizacao: clicar no ponto
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B e em seguida clicar no ponto D, criando o segmento f = BD; clicar no ponto
C' e em seguida clicar no ponto D, criando o segmento g = C'D; e clicar no ponto
A e em seguida clicar no ponto D, criando o segmento h = AD que é a altura do
triangulo ABC relativa ao lado BC;

8. Desmarcar as retas d e e em: janela de dlgebra, clicar no ponto a esquerda da
reta d, e clicar no ponto a esquerda da reta e, ocultando essas retas na janela de

visualizacao;

9. Criar os angulos BAC, CBA, ACB e CDA em: barra de recursos, clicar no botao
8, em seguida clicar na opcao angulo. Na janela de visualizagdo: clicar no ponto
B, depois clicar no ponto A, e em seguida clicar no ponto C, criando o angulo
a = BﬁC; clicar no ponto C, depois clicar no ponto B, e em seguida clicar no
ponto A, criando o dngulo § = C'BA: clicar no ponto A, depois clicar no ponto C,
e em seguida clicar no ponto B, criando o angulo v = ACB ; e por fim, clicar no

ponto C', depois clicar no ponto D, e em seguida clicar no ponto A, criando o dngulo
§ =CDA = 90°.

Usando a figura encontrada no exercicio [0} faga as seguintes atividades:

a) Aplique a relagao seno do dngulo v no tridngulo AC'D e encontre uma equagao

equivalente com o valor de h isolado no primeiro membro da equacao;

b) Aplique a relagao seno do dngulo 3 no tridngulo ABD e encontre uma equagao

equivalente com o valor de h isolado no primeiro membro da equagcao;

c) Pelos itens (a) e (b), pode-se perceber que existem duas formas de escrever o
valor da altura h. Pode-se perceber também que o segundo membro da equacao encon-
trada no item (a), e o segundo membro da equacao encontrada no item (b) sdo iguais,

portanto escreva a equagao que representa essa igualdade;

d) Usando a equagdo encontrada no item (c), divida ambos os lados da equagio

por sen(f3).sen(7y) e simplifique a equagao;

e) Escreva a equagao que teria sido encontrada se os itens (a), (b), (¢) e (d) tivessem

sido feitos com a altura relativa ao lado ¢ do tridngulo ABC'

f) Observando as equagoes encontradas nos itens (d) e (e), percebe-se que temos

a igualdade entre trés razoes, escreva essa igualdade.

Dica ao professor:

1. E importante que o professor auxilie os alunos no exercicio , ajudando na inter-

pretacao de cada item.
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Usando a figura encontrada no exercicio [0} faga as seguintes atividades:

a) Aplique a relacdo cosseno do angulo  no tridngulo ABD e encontre uma

equacao equivalente com o valor de f isolado no primeiro membro da equacao;

b) Aplique o Teorema de Pitdgoras no tridngulo ABD usando os valores ¢, f e
h e encontre uma equacao equivalente com o valor h? isolado no primeiro membro da

equagao;

c¢) Aplique o Teorema de Pitdgoras no triangulo AC'D usando os valores b, h e
a— f (pois a = f + g) e encontre uma equagao equivalente com o valor b* isolado no

primeiro membro da equacao e simplifique o segundo membro da equagao;

d) Use o valor de h?, encontrado no item (b), substitua na equagao encontrada no

item (c), e simplifique o segundo membro da equacao;

e) Use o valor de f, encontrado no item (a), substitua na equagao encontrada no

item (d), e simplifique o segundo membro da equagao;

f) Escreva as equagbes que teriam sido encontradas se os itens (a), (b), (c), (d) e
(e) tivessem sido feitos com as altura relativas ao lado b e com a altura relativa ao lado ¢
do triangulo ABC.

Dica ao professor:

1. E importante que o professor auxilie os alunos no exercicio , ajudando na inter-

pretacao de cada item.

Solucao da Atividade 6:
Exercicio 9

Seguindo as instrugoes propostas, tem-se uma figura com essas caracteristicas:

Figura 68 — Atividade [6] exercicio [J]- Solugao

Exercicio 10

a) Aplicando a rela¢ao seno do angulo 7 no tridngulo ACD, tem-se:
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sen(y) = Z & h=10b-sen(v).

b) Aplicando a relagao seno do angulo 5 no tridngulo ABD, tem-se:

sen(f) = }CL < h = c-sen(p).

¢) O segundo membro da equagdo encontrada no item (a) é igual ao segundo

membro da equagao encontrada no item (b), portanto tem-se:

b-sen(y) = c-sen(p).

d) Dividindo por sen(/3) -sen(y) ambos os membros da equacao encontrada no item

(c), tem-se:

b-sen(y) __c sen(p) o b o«
sen(f3) -sen(y)  sen(f)-sen(y) = sen(B) sen(y)

e) A relagao do item (d) foi encontrada quando se tragou a altura relativa ao lado
a, se repetirmos os itens (a), (b), (c) e (d) apds tracar a altura relativa ao lado ¢, terfamos

encontrado a relacgao:

a b

sen(a)  sen(B)’

f) Observando as equagoes encontradas nos itens (d) e (e), percebe-se que temos

a seguinte igualdade entre trés razoes:

a b c

sen(a)  sen(f)  sen(y)’

Importante: Informe aos alunos que a relagdo encontrada no item (f) do exercicio

10l tem o nome de Lei dos Senos.
Exercicio 11

a) Aplicando a relagdo cosseno do angulo 5 no tridngulo ABD, tem-se:

cos(f) = i & f=c-cos(P).

b) Aplicando o Teorema de Pitagoras no tridngulo ABD), tem-se:

c=hm+fPent=c—-f~
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¢) Aplicando o Teorema de Pitdgoras no triangulo ACD, tem-se:

V=h0n+g@d e =nr4+a—f)?<b =n+d —2af + f

d) Usando o valor de h?, encontrado no item (b), e substituindo na equagio do

item (c), tem-se:

V=n+ad-2af+fPeobP=-F+d*—2af+fPeb®=c2+d®—2af.

e) Usando o valor de f, encontrado no item (a), e substituindo na equagao do item
(d), tem-se:

b’ =c? +a* —2af & b =a®+ ¢ — 2accos(B).

f) A relacao do item (e) foi encontrada quando se tragou a altura relativa ao lado
a, se repetirmos os itens (a), (b), (c), (d) e (e) apds tracar a altura relativa ao lado b e

também apos tracar a altura relativa ao lado ¢, teriamos encontrado as relagoes:

a® = b* + ¢ — 2bccos(a).

¢ =a® +b* — 2abcos(y).

Importante: Informe aos alunos que as relagoes encontradas nos itens (e) e (f)

do exercicio [[1l tem o nome de Lei dos Cossenos.

Dicas ao professor:

1. E aconselhavel que se facam exercicios usando os valores encontrados na janela de
algebra da Figura construida no exercicio [9] para testar a lei dos senos e a lei

dos cossenos.

2. Pega para os alunos usarem o circulo trigonométrico 1 para encontrar os valores de
sen(a), sen(f), sen(y), cos(a), cos(f) e cos(y). E importante dizer aos alunos que
os valores encontrados na janela de algebra podem conter erros de arredondamento

ou de truncamento;

3. Peca para os alunos que modifiquem o tridngulo encontrado na Figura [6§ e testem
a lei dos senos e a lei dos cossenos em mais de uma possibilidade, inclusive com

triangulo acutangulo, retangulo e obtusangulo.
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6 Possiveis continuacoes ou desdobramentos

Uma boa continuacao para esse trabalho ¢ sua aplicacdo, ndo somente em uma
turma mas em varias, dessa forma é possivel encontrar os pontos positivos e negativos

das atividades e, consequentemente, descobrir o que pode ser melhorado.

Outra possivel continuacao é a elaboracao de atividades de trigonometria, com o

uso do software GeoGebra, visando alunos do Ensino Médio.

Também é possivel dar sequencia ao trabalho usando o software GeoGebra para
desenvolvimento de outras atividades que nao se restringem apenas ao estudo da trigono-

metria.
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7 Consideracoes finais

Ultimamente a sociedade vem passando por grandes problemas. A falta de es-
trutura familiar, o acesso a contetdos impréprios para a faixa etaria das criancas, falta
de orientagao, limites e afeto a que muitas criancas e adolescentes sao submetidos po-
dem gerar grandes problemas na sua formacao intelectual das criangas e adolescentes e
também gera problemas em auto-estima e falta de perspectiva de vida. Soma-se a isso o
fato de normalmente as escolas manterem métodos tradicionais de ensino em meio a uma
sociedade em constante transformacao. Isto faz com que a escola nao seja atrativa aos

olhos de muitos alunos, gerando desestimulos, reprovacao e evasao escolar.

Tornar a escola mais atrativa e estimulante é um grande desafio aos profissionais
da educacao atualmente. Nesse contexto, os professores de Matematica tem o grande
desafio de tornar uma matéria considerada dificil, pela grande maioria dos alunos, em

algo acessivel, estimulante, capaz de gerar interesse e com um aprendizado satisfatorio.

Tentando colaborar com a superacao desse grande desafio, através desse trabalho
disponibilizou-se aos professores de Ensino Fundamental, um pouco da histéria da tri-
gonometria, algumas construgdes no software GeoGebra, e uma proposta de atividades
usando essas construgoes com intuito de levar os alunos a conclusao das principais rela¢oes

trigonométricas.

No decorrer deste trabalho foi realizada uma pesquisa bibliografica em 5, dos 10
livros didaticos do 9° ano do Ensino Fundamental, colocados a disposicao dos professores
da rede publica de ensino pelo MEC (Ministério da Educacao e Cultura) através do PNLD
2014 (Programa Nacional do Livro Didético). Nesta pesquisa ficou constatado que, dos
livros consultados, nenhum deles menciona a existéncia do circulo trigonométrico, embora
um deles apresente um instrumento para encontrar os valores de seno e cosseno de um
angulo agudo, que ¢ uma reproducao do primeiro quadrante do circulo trigonométrico.
Também ficou constatado que, embora um desses livros apresente como usar o programa
Microsoft Mathematics, livros que usam recursos tecnologicos sdo excecoes. Além disso,
esses livros definem seno, cosseno e tangente apenas para angulos agudos e nenhum desses
livros faz referéncia a secante, cossecante, e cotangente, quase nada se fala a respeito de
outras relagoes trigonométricas e se detém aos estudos de trigonometria no triangulo

retangulo.

Foram apresentadas seis atividades: a primeira propoe um exercicio com o circulo
trigonométrico de Hiparco; a segunda apresenta trés exercicios usando o circulo trigono-
métrico 1; a terceira traz dois exercicios onde trabalha-se com o ciculo trigonométrico 1,

e o tridngulo sobreposto ao circulo trigonométrico 1, para conclusao de algumas relagoes
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trigonométricas envolvendo seno, cosseno e tangente de um angulo; a quarta apresenta
um exercicio com o uso do circulo trigonométrico 2 para a conclusao das principais rela-
¢oOes trigonometricas envolvendo secante, cossecante e cotangente de um angulo; a quinta
trabalha com os graficos das fungoes seno, cosseno, tangente, secante, cossecante, e cotan-
gente e a sexta se dedica aos estudos da trigonometria em um tridngulo qualquer para a
obtencao das leis de seno e leis de cosseno. Em todas as atividades sao disponibilizados os
objetivos, os pré-requisitos, o material e o tempo necessarios para a resolucao das mesmas

em sala de aula.

Os exercicios de cada atividade estao todos resolvidos, onde se usou as construcoes
no software GeoGebra. A maioria das atividades servem de pré-requisito para a atividade
subsequente, portanto torna-se interessante seguir a ordem, mas fica a critério do professor
decidir a forma de usar que mais lhe convém, e se adapta a turma. O professor também
pode criar seus proprios exercicios com as construgoes do software GeoGebra e uma das
possibilidades é testar as relagoes trigonométricas usando os valores encontrados na janela
de dlgebra. Além disso, nos anexos foram disponibilizadas as atividades sem as resolugoes,

caso o professor julgue necessarias suas aplicagoes e queira imprimir.

A utilizacao do software GeoGebra e de outras tecnologias no estudo da trigonome-
tria no Ensino Fundamental pode ser um excelente recurso para auxiliar os professores nas
suas aulas, tornando-as mais atrativas e significativas aos olhos dos alunos. Se o professor
tiver a sensibilidade de entender as dificuldades de cada turma e elaborar aulas especi-
ficas de acordo com essas dificuldades usando esses recursos tecnolégicos, aumenta-se a
probabilidade dos alunos se sentirem motivados na aprendizagem da Matematica e, con-
sequentemente, a probabilidade dos alunos tomarem gosto pela disciplina pode aumentar

consideravelmente.
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ANEXO A - Atividade 1

Exercicio 1]

Leitura: H&4 aproximadamente 500 a.C. os gregos, especialmente Pitagoras de
Samos (569 a 475 a.C., aproximadamente), ja tinham conhecimento da relagao entre os
catetos e a hipotenusa de um triangulo retangulo, inclusive com demonstracao, conhecida
como Teorema de Pitagoras, em que era possivel calcular a medida de um dos lados
de um tridangulo retangulo conhecidas as medidas dos outros dois lados. No entanto,
nos estudos de astronomia do grego Hiparco de Nicéia (190 a 125 a.C.), considerado o
“Pai da trigonometria”, surgiu a necessidade de saber como calcular um dos lados do
triangulo retangulo sabendo-se apenas a medida de um dos catetos e um dos angulos
agudos. Hiparco, fazendo uso dos conhecimentos em semelhanga de tridngulos propostos
por Tales de Mileto (624 a 548 a.C.), criou o que podemos chamar de “primeiro circulo

trigonométrico”, com a finalidade de encontrar tridngulos semelhantes e compara-los.
Sabendo-se dessa importancia, faca as atividades a seguir:

a) No circulo de Hiparco, construido no software GeoGebra, escolha um valor
qualquer para a medida do raio, e um valor qualquer para a medida do &ngulo « (Escolha

entre o circulos de Hiparco 1 e 2);

b) No circulo criado no item (a), justifique que os tridngulos ACD e AC'D sao

congruentes, e consequentemente, sao triangulos retangulos:

¢) Encontre um tridngulo, no circulo de Hiparco do software GeoGebra, que seja
semelhante ao tridngulo EFG, da Figura [69] e calcule o valor de = por semelhanca de
tridngulos, usando o valor da medida do segmento C'D (correspondente & meia corda C'C")

exposto na janela de algebra.

—

Figura 69 — Triangulo FFG

d) Repita o que foi feito no item (c), porém utilizando raio unitario no circulo de

Hiparco.
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ANEXO B - Atividade 2

Exercicio [2]

De posse do circulo trigonométrico 1, construido no software GeoGebra, faga as

atividades a seguir:

a) No circulo trigonométrico 1a, faga o dngulo « variar automaticamente através
de uma animagao. Para fazer esta animacao deve-se clicar com o botao direito do mouse
no ponto C', da janela de algebra, ou da janela de visualizacdo, e abrird uma janela, em

seguida deve-se clicar na op¢ao animar;

b) Observando a janela de dlgebra, escreva os valores que seno, cosseno e tangente

do dngulo «a assumem quando: o = 0°, @ = 90°, a = 180° e o = 270°;

¢) Observando a janela de dlgebra, escreva os valores que seno, cosseno e tangente
do angulo o assumem em cada quadrante: 0° < o < 90° (1° quadrante), 90° < o < 180°
(2° quadrante), 180° < av < 270° (3° quadrante) e 270° < a < 360° (4° quadrante);

d) Compare os valores de seno, cosseno e tangente do angulo o com os valores das

coordenadas dos pontos C' e D.
Exercicio [3]

De posse do circulo trigonométrico 2, construido no software GeoGebra, faca as

atividades a seguir:

a) No circulo trigonométrico 2a, faga o dngulo a variar automaticamente através
de uma animacao. Para fazer esta animacgao deve-se clicar com o botao direito do mouse
no ponto (', da janela de algebra, ou da janela de visualizacao, e abrird uma janela, em

seguida deve-se clicar na op¢ao animar.

b) Observando a janela de algebra, escreva os valores que secante, cossecante e

cotangente do angulo o assumem quando: o = 0°, a = 90°, a = 180° e a = 270°;

¢) Observando a janela de algebra, escreva os valores que secante, cossecante e
cotangente do dngulo « assumem em cada quadrante: 0° < « < 90° (1° quadrante),
90° < a < 180° (2° quadrante), 180° < o < 270° (3° quadrante) e 270° < o < 360° (4°

quadrante);

d) Compare os valores de secante, cossecante e cotangente do dngulo « com os

valores das coordenadas dos pontos D, E e F.
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Exercicio [4]

De posse do circulo trigonométrico 2, construido no software GeoGebra, escolha
um valor para « entre 0° e 90°. Em seguida, demonstre que os triangulos ACE, ACF,
ABD e AEF sao semelhantes e demonstre que os tridngulos ACF e ABD também sao

congruentes. Observacio: O segmento AD é perpendicular ao segmento EF.
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ANEXO C - Atividade 3

Exercicio 5]
Realize as atividades a seguir:

a) No circulo trigonométrico 1 construido no software GeoGebra, encontre um

tridngulo semelhante ao tridngulo da Figura [70}

Figura 70 — Triangulo AGH

b) Calcule os valores de x e y da Figura comparando este tridangulo aos triangulos
semelhantes encontrados no item (a) e usando os valores das medidas dos lados expostos

na janela de algebra;

¢) Construa o tridngulo AGH, da Figura sobreposto ao circulo trigonométrico

1 no software GeoGebra.
Exercicio

Considere um angulo o agudo qualquer no triangulo sobreposto ao circulo trigo-
nométrico 1 construido no software GeoGebra, conforme a Figura[71] Faga as atividades

a seguir:
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'n
O

>

Figura 71 — Triangulo AG H sobreposto ao circulo trigonométrico 1

Observagao: os itens (a), (b) e (c) podem ser feitos seguindo a ideia do que foi
feito no exercicio [f] item (b), da atividade [3|

a) Comparando o tridngulo qualquer AGH com o triangulo do circulo trigonomé-

trigo AC'E, determine uma relagdo que permita generalizar os valores de sen(«);

b) Comparando o tridangulo qualquer AGH com o tridngulo do circulo trigonomé-

trigo AC'E, estabelega uma relacdo que permita generalizar os valores de cos(«);

¢) Comparando o tridngulo qualquer AGH com o triangulo do circulo trigonomé-

trigo ABD, encontre uma relagdo que permita generalizar os valores de tg(a);
d) Verifique o Teorema de Pitdgoras no tridngulo AC'E;

e) Compare os tridngulos ADB e ACE e encontre uma relacao entre sen(a) e
cos(ar) que seja igual a tg(a). Dica: use apenas as medidas dos catetos opostos e dos

catetos adjacentes ao angulo «;

f) Seja B o Angulo complementar a «. No tridngulo AC'E aplique a relagao cosseno
(encontrada no item (b)) do dngulo « e aplique a rela¢do seno (encontrada no item (a))
do angulo ECA, compare o que foi encontrado nas duas relacoes e encontre uma relagao

trigonométrica entre os angulos «a e 3;

g) Seja B o dngulo complementar a . No tridngulo AC'E aplique a relagdo seno
(encontrada no item (a)) do dngulo « e aplique a relacdo cosseno (encontrada no item
(b)) do angulo ECA’A, compare o que foi encontrado nas duas rela¢des e encontre uma

relagdo trigonométrica entre os angulos « e f3;

h) Seja o angulo complementar a «. No tridngulo ABD aplique a relagao
tangente (encontrada no item (c)) do ADB e encontre uma relagio trigonométrica entre

os angulos a e 3.
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ANEXO D - Atividade 4

Exercicio

Considere um angulo a agudo qualquer no circulo trigonométrico 2 construido no

software GeoGebra, conforme a Figura Faca as atividades a seguir:

F

q
‘N D

Figura 72 — Circulo trigonométrico 2

a) Aplique a relacao cosseno do dngulo « no triangulo AC'E e encontre uma ex-

pressao que permita relacionar a secante do angulo o com o cosseno do angulo «;

b) Aplique a relagao seno do angulo a no tridngulo AC'F' e encontre uma expressao

que permita relacionar a cossecante do angulo o com o seno do angulo «;

c¢) Aplique a relagao tangente do dngulo « no tridngulo ABD e encontre uma

expressao que permita relacionar a cotangente do angulo o com a tangente do angulo «;

d) Seja B o angulo complementar a «. Use a igualdade encontrada no item (b)
do exercicio (7] da atividade |4 em seguida use a igualdade encontrada no item (g) do
exercicio |§] da atividade , depois use a igualdade encontrada no item (a) do exercicio

da atividade [4], e encontre uma relagio entre os angulos « e 3;

e) Seja B o dngulo complementar a . No tridngulo ABD aplique a relagao tangente

do angulo S e encontre uma relacao trigonométrica entre os angulos a e .
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ANEXO E - Atividade 5

Exercicio

Fazendo uso da construcao feita na secao e sendo z o valor do angulo «, realize

as atividades a seguir:

a) Construa o grafico da fungdo y = sen(z) para x pertencente ao intervalo

[0°,360°);

b) Observando o grafico feito no item (a) escreva os valores que sen(«) assume

para a = 0°, 90°, 180°, 270°, e os valores que sen(a) assume em cada quadrante;

C

)
[0°,360°);

Construa o grafico da fungdo y = cos(x) para z pertencente ao intervalo

d) Observando o gréfico feito no item (c) escreva os valores que cos(a) assume

para a = 0°, 90°, 180°, 270°, e os valores que cos(«) assume em cada quadrante;
e) Construa o grafico da funcao y = tg(x) para x pertencente ao intervalo [0°, 360°);

f) Observando o gréfico feito no item (e) escreva os valores que tg(«) assume para

a = 0°,90°, 180°, 270°, e os valores que tg(«) assume em cada quadrante;

g) Construa o grafico da fungao y = sec(z) para x pertencente ao intervalo [0 rad,
271 rad);

h) Observando o gréfico feito no item (g) escreva os valores que sec(«) assume

7r s
para o = 0 rad, 5 rad, 7 rad, > rad, e os valores que sec(«) assume em cada quadrante;

i) Construa o grafico da fungdo y = cosec(z) para x pertencente ao intervalo [0
rad, 27 rad);

j) Observando o gréfico feito no item (i) escreva os valores que cosec(a) assume

T s
para a = 0 rad, 5 rad, 7 rad, > rad, e os valores que cosec(a) assume em cada quadrante;

k) Construa o grafico da fungdo y = cotg(x) para = pertencente ao intervalo [0
rad, 27 rad);

1) Observando o grafico feito no item (k) escreva os valores que cotg(a) assume

T ™
para o = 0 rad, 5 rad, 7 rad, > rad, e os valores que cotg(a) assume em cada quadrante.
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ANEXO F - Atividade 6

Exercicio

No software GeoGebra construa um tridngulo qualquer e trace o segmento referente

a altura de um dos lados, conforme as instruc¢oes a seguir:

1. Nao exibir os eixos x e y da janela de visualizacao em: janela de visualizacao, clicar
com o botao direito do mouse e abrird uma janela, em seguida clicar no botao eixos

para retirar os eixos x e y;

2. Criar os vértices do tridngulo em: barra de recursos, clicar no botao 2, em seguida
clicar na opg¢ao ponto. Na janela de visualizacao clicar em trés pontos diferentes,

criando assim os pontos A, B, e C, vértices do tridngulo;

3. Tracar os lados do triangulo em: barra de recursos, clicar no botao 3, em seguida
clicar na opgao segmento. Na janela de visualizagao: clicar no ponto B e em seguida
clicar no ponto C, criando o segmento a = BC que é o lado oposto ao angulo BAC;
clicar no ponto A e em seguida clicar no ponto C, criando o segmento b = AC que
¢ o lado oposto ao angulo C’EA; e clicar no ponto A e em seguida clicar no ponto

B, criando o segmento ¢ = AB que é o lado oposto ao angulo ACB:;

4. Criar a reta E(% em: barra de recursos, clicar no botao 3, em seguida clicar na opgao
reta. Na janela de visualizacao: clicar no ponto B e em seguida clicar no ponto C,

criando a reta d = BC

5. Criar a reta perpendicular so segmento BC' que passa pelo vértice A em: barra de
recursos, clicar no botao 4, em seguida clicar na opgao reta perpendicular. Na janela
de visualizacao: clicar no ponto A e em seguida clicar na reta d = BC', criando a

reta e;

6. Criar o ponto de intersecao entre as retas d e e em: barra de recursos, clicar no botao
2, em seguida clicar na opc¢ao intersecao de dois objetos. Na janela de visualizagao:

clicar na reta d e em seguida clicar na reta e, criando o ponto D;

7. Tracar os segmentos de reta BD, C'D e AD em: barra de recursos, clicar no botao
3, em seguida clicar na opcao segmento. Na janela de visualizagdo: clicar no ponto
B e em seguida clicar no ponto D, criando o segmento f = BD; clicar no ponto
C e em seguida clicar no ponto D, criando o segmento g = C'D; e clicar no ponto
A e em seguida clicar no ponto D, criando o segmento h = AD que é a altura do
triangulo ABC relativa ao lado BC
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8. Desmarcar as retas d e e em: janela de dalgebra, clicar no ponto a esquerda da
reta d, e clicar no ponto a esquerda da reta e, ocultando essas retas na janela de

visualizacao;

9. Criar os angulos BAC, CBA, ACB e CDA em: barra de recursos, clicar no botao
8, em seguida clicar na opg¢ao angulo. Na janela de visualizacao: clicar no ponto
B, depois clicar no ponto A, e em seguida clicar no ponto C, criando o angulo
a = BEC; clicar no ponto C, depois clicar no ponto B, e em seguida clicar no
ponto A, criando o dngulo § = C§A; clicar no ponto A, depois clicar no ponto C,
e em seguida clicar no ponto B, criando o dngulo v = ACB; e por fim, clicar no

ponto C', depois clicar no ponto D, e em seguida clicar no ponto A, criando o angulo
§ =CDA = 90°.

Exercicio [10]
Usando a figura encontrada no exercicio [0 faga as seguintes atividades:

a) Aplique a relagao seno do dngulo v no tridngulo AC'D e encontre uma equagao

equivalente com o valor de h isolado no primeiro membro da equacao;

b) Aplique a relagao seno do dngulo 3 no tridngulo ABD e encontre uma equagao

equivalente com o valor de h isolado no primeiro membro da equagcao;

c) Pelos itens (a) e (b), pode-se perceber que existem duas formas de escrever o
valor da altura h. Pode-se perceber também que o segundo membro da equacao encon-
trada no item (a), e o segundo membro da equacao encontrada no item (b) sdo iguais,

portanto escreva a equagao que representa essa igualdade;

d) Usando a equagdo encontrada no item (c), divida ambos os lados da equagao

por sen(f3).sen(7y) e simplifique a equagao;

e) Escreva a equacao que teria sido encontrada se os itens (a), (b), (c) e (d) tivessem

sido feitos com a altura relativa ao lado ¢ do triangulo ABC;

f) Observando as equagoes encontradas nos itens (d) e (e), percebe-se que temos

a igualdade entre trés razoes, escreva essa igualdade.
Exercicio [I1]
Usando a figura encontrada no exercicio [J] faga as seguintes atividades:

a) Aplique a relacdo cosseno do angulo  no tridngulo ABD e encontre uma

equacao equivalente com o valor de f isolado no primeiro membro da equacao;

b) Aplique o Teorema de Pitdgoras no tridngulo ABD usando os valores ¢, f e
h e encontre uma equacao equivalente com o valor h? isolado no primeiro membro da

equagao;
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c¢) Aplique o Teorema de Pitdgoras no triangulo AC'D usando os valores b, h e
a— f (pois a = f + g) e encontre uma equagao equivalente com o valor b* isolado no

primeiro membro da equacao e simplifique o segundo membro da equagao;

d) Use o valor de h?, encontrado no item (b), substitua na equagao encontrada no
item (c), e simplifique o segundo membro da equacao;

e) Use o valor de f, encontrado no item (a), substitua na equagao encontrada no
item (d), e simplifique o segundo membro da equagao;

f) Escreva as equagbes que teriam sido encontradas se os itens (a), (b), (c), (d) e
(e) tivessem sido feitos com as altura relativas ao lado b e com a altura relativa ao lado ¢
do triangulo ABC.
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