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— Gato Cheshire ... quer fazer o favor de me dizer qual é o caminho que eu devo tomar?
— Isso depende muito do lugar para onde vocé quer ir, disse o gato.

— Ndo me interessa muito para onde ... — disse Alice.

— Ndo tem importdncia entdo o caminho que vocé tomar — disse o gato.

— ... contando que eu chegue a algum lugar, acrescentou Alice como uma explicagao.

— Ah, disso pode ter certeza — disse o gato — desde que caminhe bastante.

Lewis Carrol - Alice no pais das maravilhas.



RESUMO
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Neste trabalho sdo exploradas as propriedades geométricas dos ndmeros complexos.
Apresenta-se uma breve contextualizagdo histdrica, formalizam-se conceitos, perpassando pela
apresentacdo da sua forma algébrica até sua forma polar e suas decorréncias geométricas. Por
meio deste viés geométrico, examina-se com detalhe as operacdes de rotacdo, contragdao e
dilatacdo no plano que o produto de complexos proporciona. Como consequéncia, exibe-se
uma demonstragdo alternativa do Teorema de Napoledo, usando, de maneira imediata, o pro-
duto de nimeros complexos. Além disso, sdo apresentadas propostas alternativas de trabalho
que exploram a interpretacdo de problemas da geometria analitica experimentando a eficiéncia
da utilizacdo das propriedades de rotacdo decorrentes da multiplicacdo de nimeros complexos.
Estas propostas estao direcionadas ao professor de matematica do 3° ano do Ensino Médio com
o objetivo de ampliacdo das formas de apresentacdo e tratamento de nimeros complexos em

suas estratégias para o ensino deste topico.
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This work explored the geometric properties of complex numbers. It presents a brief histor-
ical contextualization, formalize the concepts, passing through the presentation of its algebraic
form to its polar form and its geometric derivations. By means of this geometric bias is exam-
ined in detail the operations of rotation, contraction and dilatation in the plane proportioned by
the product of complex. As a consequence, we present an alternative proof of Napoleon’s Theo-
rem, using immediately the product of complex numbers. Furthermore, are presented alternative
proposals of work exploiting the interpretation of the analytic geometry problems experiencing
efficient use of the properties of rotation resulting from the multiplication of complex num-
bers. These proposals are directed to mathematics teachers in the 3rd year of high school with
the goal of expanding the forms from presentation and treatment of complex numbers in their

strategies for teaching this topic.
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INTRODUCAO

Os nimeros complexos, tal como sua apresentacdo € feita hoje no Ensino Médio, cos-
tuma resultar em uma dificil compreensdo aos nossos estudantes, precisamente pela falta de
aplicabilidade de sua representagdo geométrica e auséncia de conexdao com outros conteidos
matematicos.

Uma breve contextualizacao historica sobre a origem dos numeros complexos pode mostrar
que seu desenvolvimento ndo foi linear nem simples e que os matemdticos levaram muito tempo
para compreender sua importancia e até mesmo de admiti-los como verdadeiros nimeros.
Além disso, proporciona uma justificativa evidenciando o quao apropriada € a representagao

geométrica dos niimeros complexos.

Esse exercicio histérico daria aos estudantes uma oportunidade de questionar e com-
preender melhor processos sociais, econdmicos e culturais passados e contemporaneos
e, além disso, auxiliaria a construir uma visdo das Ciéncias da Natureza associada a
outras dimensdes da vida humana (PCNEM, 2000, p.18).

Nos PCNEM destacam-se a importancia de estabelecer conexdes entre os conteidos
matematicos e aplicagdes dos conhecimentos a situacdes diversas. Por outro lado, ao aludir
o conteudo de nimeros complexos, os PCN+ (2002, p. 122) contradizem esta conexao, afir-
mando que “esse tema isolado da resolu¢do de equagdes perde seu sentido para os que nao
continuardo seus estudos na drea”. Neste sentido, pretende-se com este trabalho, verificar o pa-
pel que exercem os nimeros complexos e a eficiéncia da representacdo geométrica da operagao
de multiplicacdo entre complexos em conexao ao estudo de rotagdes no plano.

Os numeros complexos evidenciam o processo de evolugdo e tomada de corpo da teoria
matematica e também permitem a percepcao da forma pela qual se d4 o processo constru¢ao
e consolidacao dessas teorias (objeto de pesquisa da Historia da Matematica). Neste tocante,
evidenciam-se desde conflitos de ordem pessoais a fatos intrigantes e desafiadores a respeito
da teoria a ser desenvolvida e que podem ser sintetizadas na necessidade de ampliacdo do con-
ceito de conjuntos numéricos ao estabelecimento do Teorema Fundamental da Algebra. Nio
obstante, os nimeros complexo, através de sua representacdo polar, constituem uma ferra-
menta mais do que adequada para o tratamento de problemas de Geometria e assim ampliando
o ferramental de Geometria Analitica. Ainda, pode-se encontrar as mais variadas aplicagdes
de numeros complexos em Fisica, Engenharia Elétrica, Fractais, Arte ¢ Aerodinamica (Caon,
2013).

O objetivo desse trabalho é expor que a operacdo de multiplicagdo de nimeros complexos €

uma ferramenta descomplicada e de grande utilidade na resolu¢@o de problemas que envolvem
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rotacdes no plano. Podendo ser empregada em sala de aula até mesmo para demonstragdes de
importantes resultados da Geometria como por exemplo o Teorema de Napoledo (Hahn, 1994).

A estrutura, formatacdo e apresentacdo seguem as normas da MDT (2012) e utiliza-
se de softwares de editoracdo IATEX para a confeccdo deste trabalho, que estd dividido

7z

em trés capitulos mais as consideragdes finais; No primeiro capitulo, é apresentada uma
breve contextualiza¢do histérica dos nimeros complexos, onde € salientado que a necessi-
dade de completar algebricamente o corpo dos reais surgiu em meio a resolucdo de equagdes
cuibicas, mesmo que raizes de nimeros negativos tenham aparecido muito antes na histéria
da Matematica, na resolucdo de equacdes quadraticas, ao que apenas se concluia ndo haver
solucdo. Ainda, apresenta-se uma resumida revisdo teorica sobre o corpo dos complexos cul-
minando no isomorfismo entre o corpo dos nimeros complexos e o plano. Fato que dard sen-
tido geométrico a representacido de nimeros complexos no Plano de Argand-Gauss. Conceitos,
formulas e interpretagdes associadas a forma polar, conjugado, médulo e soma sao apresentados
neste capitulo, assim como a exposi¢ao de algumas observa¢des quanto ao ensino de ndmeros
complexos.

No segundo capitulo sao exibidas com detalhes as representagdes geométricas das operagoes
de multiplicacao, potenciacao e radiciacdo de nimeros complexos na sua forma trigonométrica,
realcando seu adequado uso na resolugcdo de problemas que envolvem rotacdes no plano. Na
ultima sec¢do sdo feitas aplicagdes ao se demonstrar dois resultados da Geometria, o Teorema
de Napoledo e um resultado andlogo para paralelogramos, fazendo uso destas operacdes de
rotacao.

No terceiro e ultimo capitulo deste trabalho, foram elaboradas propostas de ensino de
numeros complexos, proporcionando subsidios para analise do conteudo e possiveis aplicacdes
em sala de aula pelo professor, enfatizando as operacdes de rotacdo e consequentemente, desta-
cando, a importancia da representacdo geométrica e sua imediata aplicacdo na resolugcdo de
problemas de natureza geométrica, ampliando as alternativas de apresentacdo e justificacdo do

estudo dos nimeros complexos.



1 APRESENTACAO E CONTEXTUALIZACAO
HISTORICA-CIENTIFICA-DIDATICA DOS NUMEROS
COMPLEXOS

Em sua génese, a Matemadtica € estabelecida como uma ferramenta auxiliar no processo ci-
vilizatério. Suas caracteristicas principais, padronizagdo e linguagem, forneceram, e fornecem,
avancos significativos em varios setores da atividade humana incluindo sua prépria constituicao
como ciéncia.

A histéria da Matemadtica fornece vérios exemplos desse desenvolvimento dialético sim-
plista mencionado acima, como ilustracao o estabelecimento da Geometria, que transpassa pe-
los periodos babil6nico, egipcio e helénico, caracterizando a evolugdo do saber geométrico, com
inicio destacadamente aplicado na distribui¢io de terras no entorno dos rios Nilo e Eufrates até
formatacdo tedrico-dedutiva dos Elementos de Euclides.

Segundo Roque (2012, p. 06), “desde tempos muito antigos, povos como os babilonicos ja
sabiam resolver equagdes de segundo grau”; e reafirmado em Boyer (2012) que para os povos
Babildnicos eram comuns os problemas de encontrar dois nimeros, dados seu produto e ou sua
soma ou sua diferenga, ou seja, problemas equivalentes a resolver uma equacao quadrética.

Ocasionalmente, quando essas equacgdes levavam a radicais negativos em seu processo de
resolucdo, os mateméticos concluiam, simplesmente, que ndo havia solu¢do para o problema.
De acordo com Milies (2004), em 275 d.C. aparece, na histéria da matemadtica, um primeiro
exemplo desta atitude, quando Diofanto! em sua obra Arithmetica, considera o seguinte pro-
blema:

Um tridngulo retdngulo tem drea igual a 7 e seu perimetro é de 12 unidades. Encontre o
comprimento dos seus lados.

Encontrar os catetos deste tridngulo € equivalente a resolver a equacdo do segundo grau
24x% —172x+336 = 0, cujas raizes sdo:

43+ V-167
X=—

Ainda, segundo Milies (2004), Diofanto observa que o problema teria solu¢do se

2
172
- > 24 x 336, ndo havendo, portanto, necessidade alguma de introduzir sentido para o

radical negativo encontrado na solucao.

'Diofanto é considerado o pai da dlgebra no sentido de ter sido o primeiro a empregar notagdes simbélicas para
expressoes algébricas, apesar de suas notagdes serem bem diferentes das empregadas hoje.
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Quando e por que se deu, entdo, o surgimento dos nimeros complexos se, ao encontrar
raizes de nuimeros negativos, concluia-se que o problema originalmente proposto ndo tinha
solucdo. Carmo (2005, p. 150) afirma que os “numeros complexos surgem no século XVI
quando os conceitos de nimeros negativos e irracionais ainda nio estavam esclarecidos” e con-
forme Milies (2004), pode-se afirmar que a necessidade de trabalhar com niimeros complexos
foi imposta pelas equacdes do terceiro grau. Deste modo, observa-se que estes nimeros nao sur-
giram para que as equacdes do segundo grau tivessem sempre raizes como sugere PCN+(2002,
p. 71) ao escever que “Os nimeros complexos devem ser apresentados como uma histdrica ne-
cessidade de ampliacdo do conjunto de solu¢des de uma equagdo, tomando-se, para isso, uma
equacio bem simples, a saber, x>+ 1 = 0.

De acordo com Pinto (2009), em 1545, Girolano Cardano (1501-1576), em seu livro Ars
Magna, resolve o problema de dividir um segmento de comprimento 10 em duas partes cujo
produto seja 40. Na linguagem de hoje, Cardano procurava um nimero x tal que x(10—x) = 40.
Assim, resolvendo a equacdo quadratica que representa o problema pelo método de completar

o quadrado, obtem-se:

X —10x+40 = 0
(x—=5)>=25+40 = 0
(x-5?% = -15
V-15
x = 5+ V-15.

H+

x=-5 =

Mesmo a solucdo exibindo raiz quadrada de nimero negativo, Cardano, ainda sob grande
influéncia dos métodos gregos, principalmente os encontrados nos Elementos de Euclides, apre-
senta uma tentativa de justificar geometricamente tal resultado como pode ser visto no apéndice
A. Embora tendo dado a justificativa geométrica, Cardano rende-se a pragmaticidade de admitir
uma solucdo desse formato e conforme Carmo (2005) informa “Como diz Cardano, “Deixando
de lado toda a tortura mental envolvida, multiplica (5 + V-15) por (5— V-15). O produto é
25—-(—15) =40 (...).” Assim progride a sutileza aritmética cujo objetivo, como afirmado, € tao
refinado quanto inuatil”.

Desse modo, Cardano propde a questdo da existéncia de raizes quadradas de nlimeros nega-
tivos, ao que chamava de quantidades sofisticadas.

Neste livro, conforme Pinto (2009), Cardano também exibe publicamente um método que
recebeu de Del Ferro e Tartaglia para obter as solu¢des de equacdes do terceiro grau da forma
x>+ px+¢q =0, indicando assim uma nova etapa no campo da Matemdtica. Além disso, ele
demonstra que a férmula era valida e encontra um método para que todo o tipo de equacao do
terceiro grau pudesse ser reduzida a uma forma mais simples de tal modo que fosse sempre

possivel usar a formula de Del Ferro e Tartaglia. Esta féormula é conhecida até hoje como
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férmula de Cardano, por ter sido ele quem a divulgou.

Neste contexto, tais quantidades sofisticadas formataram as primeiras ideias no que acar-
retaria no Teorema Fundamental da Algebra. No Universo dos Complexos C, qualquer equagio
quadrética, ax’ +bx+c =0, possui sempre duas raizes. Mas o que dizer de equacdes poli-
nomiais com grau maior que 2?7 Hahn (1994) nos informa que Gauss, em 1799 em sua tese
de doutorado, a0 demonstrar um importante resultado da Algebra, solidifica a utilidade dos

nimeros complexos.

Teorema 1 (Teorema Fundamental da Algebra). As raizes de qualquer equagdo polinomial
ap+a1x+arx* +---+a,xX" =0

com coeficientes a; reais (ou complexos), sdo complexos. Isto é, existem n niimeros complexos

21,22, -, Zn (Nd0 necessariamente distintos) tal que
a0+ a1 x+ax’ + ...+ apx = ap(x—z1)(x = 22)...(x = 2).

Em particular, isso mostra que uma equagdo polinomial de grau n tem, contando repeticoes,

exatamente n raizes em C.

Este Teorema nao revela nenhuma dica de como encontrar as raizes de uma equagado poli-
nomial. Ele garante a existéncia de n raizes para uma equagdo polinomial de grau n, desde
que o conjunto Universo seja os complexos, em outras palavras, o corpo C € algebricamente
fechado. Nao cabe neste trabalho a demonstracao deste teorema, queremos apenas destacar a
grande utilidade dos niimeros complexos para a Matematica.

Ainda conforme Pinto (2009) € provavel que a ideia de representar os complexos geome-
tricamente tenha ocorrido a Gauss nos seus estudos do teorema acima, tendo apresentado, ao
longo do tempo, trés novas demonstragdes. Outros matematicos também trabalharam sobre o
problema, sendo que Wessel e Argand, aparentemente, foram os primeiros a compreender os
complexos como pontos (ou vetores) no plano, porém

Foi Gauss que outorgou aos complexos o “direito de cidadania”, ndo sé explorando
a identificag@o do conjunto dos nimros complexos com o plano, mas principalmente
usando os complexos para obter diversos resultados sobre Geometria plana e sobre 0s
ndmeros reais, e até sobre os nimeros inteiros. Foi com a ajuda dos complexos que
Gauss decidiu quais eram os poligonos regulares construtiveis com régua e compasso,
ou que ndmeros inteiros podiam ser escritos como soma de dois quadrados. Foi uti-
lizando o plano complexo que Gauss deu sua demonstracdo geométrica de que todo

polindbmio de coeficientes reais pode ser decomposto em fatores de grau méximo dois
o que equivale ao Teorema Fundamental da Algebra (CARNEIRO, 2004, p.5).

Em harmonia com o que ja foi exposto e com o objetivo de enriquecer este trabalho
encontra-se no Apéndice B a deducdo da férmula que Cardano publicou, sendo esta bastante

simples e apropriada para o uso em sala de aula.
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1.1 Nimeros Complexos

Nesta secao o conjunto dos nimeros complexos € descrito com suas propriedades algébricas

e geométricas afim de dar o suporte necessario para o tratamento de problemas de geometria

analitica, em particular, problemas que envolvem rota¢des no plano.

1.1.1 Definicao de Niimero Complexo

Os ndmeros complexos apresentam-se na forma z = a + bi(a,b € R) e denominam-se parte

real e parte imagindria de z, os respectivos valores R(z) = a e J(z) = b. O simbolo i representa

a expressio matemdtica V—1. 2

Ao agrupamento de todos os ndmeros z descritos acima, denomina-se o Conjunto dos

Niimero Complexos e denotado por C = {z=a+bi; a,be R}. A igualdade de nimeros com-

plexos € decorrente da igualdade de numeros reais, mais espcecificamente, da igualdade das

respectivas partes reais e imagindrias de z. A saber, dados z1 = a; + b1i, z2 = az + bai € C, entao

71 = 22, Se e somente se, d| = ar € by = by.

Em C, definem-se duas operagdes, mais precisamente dados z; = ay +b1i, 20 =ax+ bi € C:

“+”soma-zy+z2=(a;+b1i)+(ar+byi)=(a;+ap)+(b1+b)ieC;

(1321

multiplicagéo -21°'22 = (a1 + bli) . (a2 + bzi) = (alaz - blbz) + (a1b2 +a2b1)i eC.

Uma vez definidas as duas operagdes, as propriedades algébricas abaixo sdo validas para

quaisquer numeros complexos zi, z2 € z3 (verificagdo no Anexo A):

1.

1l.

iii.

1v.

Comutatividade: z1+z2=20+z1€21-22 =22-21;
Associatividade: (z1+22)+z3 =21+ +23) e (z1-22)-23 =21 - (22 - 23);
Distributividade: z;(z2 +23) = 21220 + 2123;

Elemento neutro aditivo e multiplicativo: Existem e sdo tinicos os nimeros complexos
70 =0+0i =0ez; = 1+0i =1 satisfazendo as condi¢des para qualquer nimero complexo

Z,Z+20=2¢€2°21 =2, respectivamente;

Elemento Oposto e Inverso: A todo complexo z corresponde um Unico ndmero com-
1

plexo (—z) denominado oposto, e se z # 0 + 0i, existe um Gnico nimero complexo 7~ = —
Z
) . . _ 1 )
denominado inverso, tais que z+(-z)=0¢€ z-z L= z(— = 1, respectivamente. Desta
Z

forma, dado z = a + bi, entdo o oposto de z é —z = —a—bi e, sendo z # 0 + 0i, o inverso de

1 a-bi
76 —=———.

Z  a’+b?

2Euler usou o simbolo i para V-1, quase no final de sua vida, em 1777, conforme BOYER (2012, p. 304).
Desde entao esta é a notacao padrdo para o uso matemaético.
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Assim, estabelecido C, as operacdes fechadas de soma e multiplicacdo em C e a validade das
propriedades acima estebelece-se a defini¢do de corpo complexo e sera denotado como (C, +,-).
Neste ponto, cabe a observagdo de que todo nimero real € um nimero complexo, isto €,
R c C e assim, Y x € R pode ser reescrito na forma x = x+0i (€ C). E de forma precisa, quase

“preciosista”, ao definir a aplicag¢ao

¢ : R->C

x—= ¢(x)=x+0i

estabelece-se que o corpo dos ndmeros reais é um subcorpo dos complexos, uma vez que esta
aplicacao define um isomorfismo (ver definicdo em Hygino (2003)), entre (R,+,-) e (C,+,-),
com soma e multiplicagdo usuais em R, como demonstra-se abaixo.

Dado ¢, definido acima, tem-se:

i. injetividade — Suponha que ¢@(x1) = d(x2), d(x1), d(x2) € Im(¢) c C, logo
(x1 +0i) = (xp +0i) é equivalente a x| = x», provando a injetividade de ¢;

ii. sobrejetividade — € imediata;

iii. ¢ preserva as operacdes nos respectivos corpos:

¢(a+Db)
¢(ab)

(a+b)+0i=(a+0i)+(b+0i) = ¢d(a)+ ¢(b);
(ab)+0i = (a+0i)-(b+0i) = ¢(a)-d(b).

A primeira distin¢do entre (C, +,-) e (R, +,-), isto é o Corpo C ndo presevar uma propriedade
do Corpo R, é que (C,+,+) ndo € um corpo ordenado, e assim, em (C,+-), ndo comporta uma
relacdo de ordem, como ilustra o contraexemplo que segue:

— dado i€ C, sabe-se que i #0, entdio —i>0 ou i>0. Assumindo que —i> 0 entdo
(—=i)-(=i) > 0, um absurdo, pois —1 < 0. Se i >0, entdo i-i > 0, da mesma forma gera —1 > 0,
um absurdo.

O corpo (C,+,-) ndo é ordenado, mas sobre o conjunto dos nimeros complexos podem ser
definidas relagdes de ordem tais como Ordem Lexicogrdfica (a Direita) e Ordem Modular. Um
estudo sobre estas ordens no conjunto dos nimeros complexos pode ser encontrado em Bastos
(2012).

*Em R existe o subconjunto R tal que para todo a € R ocorre uma, e s6 uma, das seguintes relacdes:

a€R;, =a>0
a=0
—aeR; =a<0

Além disso, para todo a, b € RY, ou seja, para todo a >0, b > 0 temos a+b € R} e a-b € R}, em outras palavras,
a+b>0ea-b>0. Esta propriedade dos Corpos Ordenados é chamada de Tricotomia.
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Para finalizar esta se¢do de apresentacdo algébrica dos nimeros complexos, estabelece-se

notacdes e conceitos que serdo utilizados no transcorrer do trabalho.

Definicao 1. Conjugado — Dado o nimero complexo z, o seu conjugado serd também um com-
plexo denotado por z, tal que R (7)) =R () e I (2) = T ().

Deste modo se z = a+ bi, entdo 7 =a—bi. Note que, a partir da defini¢cdo de conjugado,
as partes reais e imagindrias de um nimero complexo, sdo representadas respectivamente por
R@)=""ed(@)=""

Uma propriedade limportante decorrente desta definicdo, e do nudmero ima-
gindrio i, é observada no processo de obtencdo de solugdes da equagcdo quadratica
ax*+bx+c=0 (a,b,c €R), quando b* —4ac = —(4ac - bz) <0, as solucdes associadas
~b+ Vb2 —4ac —b=+iVhac—b?

2a - 2a
automaticamente incorre em uma segunda raiz complexa conjugada para equacdes polinomiais

sS40 X2 = ; isto €, a ocorréncia de uma raiz complexa

com coeficientes reais.

Definicao 2. Médulo — O médulo de um nimero complexo z, que serd denotado por |z|, € um
numero real ndo negativo igual a raiz quadrada da soma do quadrado de R(z) com o quadrado

de J(z). Ou seja, dado o complexo z = a + bi, entdo
Izl = Va2 +b%* = \z 2.

E associam-se as seguintes propriedades a essas defini¢des.
Preposicao 1. (Propriedades de conjugado e médulo.) Para todo z, w € C tem-se

(1.1) |z-wl = lz] - [wl;

12) |& L VIR
wl  |w|
(1.3) z:2=1z%

(1.4) z+w=z+w;
(L.5) zzw=2z-w;

(1.6) (E) = é,\v’w #0;
w/  w

(1.7) Iz =zl

1.1.2 O Plano de Argand-Gauss

Assim como os numeros reais sdo representados na linha real, com ordem crescente da

. . . . . H H
esquerda para a direita, representa-se no Plano Cartesiano, determinado pelos eixos Ox e Oy,
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os numeros complexos, com duas componentes ordenadas, suas partes real e imagindria. Ao
relacionar o Corpo C e o Plano Cartesiano* fica implicito o isomorfismo entre C e o R?, que é
detalhado no Anexo B.

O ponto P = (a,b) é a imagem do nimero complexo z = a + bi, onde o eixo Ox é denomi-
nado Eixo Real, pois contém todos os nimeros reais (J(z) = 0) e o eixo 5):, Eixo Imagindrio,
visto que sdo numeros complexos do tipo imagindrio puro, isto €, ndo tem nenhuma parte real

(R(z) =0).

Definicao 3. Afixo — Afixo é o nimero complexo que representa algebricamente um ponto P
do plano. Isto é, dado P = (a,b), o afixo de P € o nimero complexo z = a + bi, além disso P
€ chamado imagem do nimero complexo z. Na figura 1.1 representa-se o ponto P = (a,b) no

plano complexo, cujo afixo é o nimero complexo z = a + bi.

y Eixo Imaginério

[y TP:(a,b) = z=a+bi

O cIL z Eixo Real

Figura 1.1: Plano Complexo

Uma vez estabelecido o isomorfismo de C e o plano, e se utilizando do isomorfismo do plano
com o R?, chega-se a um segundo ponto de guinada na histéria dos nimeros complexos e decor-
rente do importantissimo avanco no desenvolvimento da Matemdtica: a Geometria Analitica.

Por assim dizer, a Geometria Analitica € apresentada em La Géométrie, terceiro anexo do
trabalho de DESCARTES - Discurso sobre o Método para racioncinar bem e procurar a ver-
dade nas ciéncias. Conforme Boyer (2012), a intensdo de Descartes era ilustrar matematica-
mente as consideracdes filosoficas do seu trabalho. Com isso, ele construiu as bases da Geome-
tria Analitica utilizando o sistema de coordenadas de um ponto com o objetivo de representar
planos, retas, curvas e circulos através de equacdes matematicas. Além disso,

...ele rompeu com a tradi¢io grega, pois em vez de considerar x*> e x>, por exem-

plo, como uma drea e um volume, ele também os interpretava como segmentos. Isso
lhe permitiu abandonar o principio de homogeneidade, ao menos explicitamente, e,
ainda assim, preservar o significado geométrico. (...) E claro que Descartes sub-
stituia a homogeneidade formal por homogeneidade em pensamento, o que tornou sua
dlgebra geométrica mais flexivel - de fato, tao flexivel que hoje lemos xx como “x ao
quadrado” sem jamais enxergar mentalmente um quadrado (BOYER, 2012 p. 238).

Apesar de Descartes ndao usar o plano com eixos ortogonais como fazemos hoje, € em sua
homenagem a denominacdo de eixos cartesianos. Descartes foi o primeiro a propor unir a

algebra e a geometria em A Geometria seu unico trabalho matematico.

4 Ao fazer uso do Plano Cartesiano para representar os niimeros complexos, este é chamado de Plano Complexo
ou Diagrama de Argand em homenagem ao Matematico suico Jean Robert Argand (1768-1822).
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Por vezes ¢ util pensar em z = a+ bi como um vetor (segmento orientado) de origem em
0 = (0,0) e extremidade em P = (a, b), isto €, z pode ser representado pelo vetor v = 5z) (Figura
1.2(a)).

Desta forma as operagdes de soma e produto em C podem ser representadas geometrica-

mente por operagdes de translacao, reflexdo, contragdo, dilatagdo e rotagdo no plano.

Yi Yi
o 2T 20
[ P bp---F--
) ! : S
) WAt |
O a ; O a ag ;
(a) Nimero Complexo — Ponto — Vetor (b) Soma de numeros complexos como
soma de vetores em R?
)
7 z= ((L, b)
§ Y\
: b __ z
apt s ;
N " e 2] ;
2 —|0 = —0 I 0 E
I : a T
b %= (a,-b) 0
(c) Conjugado de um nimero complexo (d) Médulo de um nimero complexo como
como a reflexdo em relagdo ao eixo-real a norma de um vetor em R?

Figura 1.2: Representacdo geométrica de soma e de conceitos algébricos dos nimeros complexos

Na figura 1.2 ilustram-se, respectivamente, as manifestacoes geométricas das propriedades
algébricas de soma, conjugado e modulo de um nimero complexo.
Consideragdes sobre a opera¢ao de multiplicagao em C serd destinado um capitulo préprio,

pois servird de aporte a toda proposta de estudo e atividades desenvolvida na dissertacao.

1.1.3 Forma Polar de um Niimero Complexo

Até o momento tem-se que um niimero complexo z = a + bi pode ser representado geometri-
camente por um ponto P = (a,b) que evidencia suas coordenadas cartesianas, isto €, a abscissa
é a parte real a e a ordenada, a parte imagindria b. E de grande utilidade representar z por
coordenadas polares onde os elementos geométricos do vetor 52 sdo destacados, isto é, seu

. . ~ . -
comprimento (modulo) e o argumento de z (dngulo formado entre o vetor € o eixo Ox).
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A forma polar, também chamada de forma trigonométrica, é de grande relevancia neste tra-
balho devido a sua utilidade ao simplificar a multiplica¢do e, como seguimento, a potenciacao e
aradiciac@o de numeros complexos. Sendo esta ultima um mecanismos importante no encontro
das raizes da unidade e consequentemente para a construcdo de poligonos regulares.

Além disso, esta ferramenta € a base para a representacdo geométrica da multiplicacdo e
consequentemente, potenciacdo e radiciagdo de complexos e com isso favorece as rotagdes no

plano complexo sendo este o enfoque das atividades propostas aqui.

2
ol z
p=|z
9 o
9] a T

Figura 1.3: Forma polar do nimero complexo z

Pelo Teorema de Pitagoras, tem-se a relacdo entre os lados do tridngulo retangulo sombreado
como ilustra a figura 1.3, formado pelas partes real e imagindria de z e seu médulo, confirmando
a definicdo de médulo dada previamente, isto é |z]> = a® +b* = |z] = Va? + b2

Dado z=a+bi #0, seja |z] =p > 0, e 0, definido como argumento do numero complexo z e
indicado por arg (z), o angulo positivo entre o eixo Ox e o vetor 52, isto &, 6 = xOx.

~ . ‘. a
Pelas Razdes Trigonométricas seguem que — =cosf = a=pcosf e
P

z=p(cosf+isinb), (1.1)

com 0 <6 < 2nm.
Observe que, para k inteiro pode-se escrever a seguinte expressao mais geral para z, que em

muitos casos torna-se mais conveniente:

z=plcos(0+2km)+isin(0+2km)].
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1.2 Nimeros Complexos e seu ensino

Nos cursos de Licenciatura e Bacharelado em Matemética é comum os niimeros complexos
serem vistos como assunto basico. J4 para os alunos da Educagdo Bésica, no Ensino Médio,
causam estranheza.

Os nimeros complexos ocupam uma posi¢do muito singular no ensino da Matematica.
Nao merecem grande atengdo nos cursos de Licenciatura e Bacharelado em
Matematica, por serem considerados como “assunto elementar” de nivel médio. Ja

no Ensino Médio, sao evitados, sendo taxados de estranhos, de compreensao dificil e,
sobretudo, intteis (CARNEIRO, 2004, p. 1).

Evidencia-se o mesmo pensamento que Cardano tinha, ha quase 500 anos, quando ndo havia
a representacao geométrica dada por Gauss a esses numeros. De fato, a histdrica descoberta dos
nimeros complexos € ausente do seu significado geométrico e talvez esse seja o fator conside-
rado para que em seu ensino as abordagens sigam esse padrao. Porém, visto que estes nimeros
s6 foram realmente reconhecidos apds ter uma representacao geométrica, ha mais de 200 anos,
parece relevante utilizar-se da representacdo geométrica e suas aplicacoes.

Em geral, os complexos sdo apresentados no terceiro ano do Ensino Médio, quando também
¢ estudada a Geometria Analitica. Tais conteidos ndo sdo relacionados durante o processo de
ensino-aprendizagem, isto €, os nimeros complexos nao sao estudados como ferramentas para
resolver problemas em geometria analitica. Além disso, quando o professor define i = V-1 ¢
ainda “esclarece” com a frase: “onde i € a unidade imaginéria”, faz com que os alunos fiquem
convictos de que tais nimeros s6 existem na imaginacdo e nao possuem serventia no mundo
real, como pode ser visto pelo texto a seguir:

Este é um outro ponto desta defini¢do que tende a desconcertar o iniciante. Durante
anos, convencemos e fomos convecidos de que o quadrado de um niimero nao pode
ser negativo, e agora “cai do céu” um novo niimero cujo quadrado é —1. E se alguém
pensa que estd delirando, nds professores garantimos que sim, pois é um nimero
“imaginario”! Como podemos querer, depois disto, que o principiante ache que os
nimeros complexos sdo uteis na Matematica e na Fisica, ou pelo menos, ache que eles

existem? Nada mais natural que o aluno pense que os complexos foram inventados
apenas para resolver exercicios sobre nimeros complexos (CARNEIRO, 2004, p. 3).

As Orientagdes Curriculares para o Ensino Médio ndo fornecem muitas orientacdes quanto
ao ensino de numeros complexos. Consta apenas a motivacao de introduzir estes nimeros com
enfoque historico de que eles nasceram da necessidade de encontrar solu¢des para equagoes
quadraticas, sugerindo que isto seja feito a partir da equagdo x* + 1 = 0, mesmo estando evidente
a real motivagdo para a criacio de tais nimeros na historia da Matemadtica, através do livro Ars
Magna de Cardano, conforme exposto nas se¢des anteriores.

Quando, no ensino de nimeros complexos, estes entes sao incorporados como pontos do
plano ou vetores, que se somam através da composicdo de translacdes, e que se multiplicam
através da composicao de rotagdes e dilatacdes, faz com que os iniciantes compreendam que nao

ha nada de “imagindrio” nestes nimeros. Desta forma, pode-se beneficiar da grande revolugao
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iniciada por Wessel?, Argand6 e Gauss, conforme Carneiro (2004), compreendendo os com-
plexos como pontos ou vetores no plano.

No préximo capitulo serd apresentada com detalhe a representagdo geométrica das
operacdes de multiplicacdo e radiciacdo de nimeros complexos no plano e consequentemente
a representacdo da potenciacdo. Tais operagdes podem ser trabalhadas em software de geome-
tria dindmica, tal como o Geogebra. O Geogebra € um programa de uso livre onde podem ser
desenvolvidas atividades que permitem as operacdes com nimeros complexos, a verificacao do

calculo do produto entre nimeros complexos de modo algébrico e geométrico.

> Agrimenssor noruegués.
®Matemitico suico.



2 REPRESENTACAO GEOMETRICA DAS OPERACOES DE
MULTIPLICACAO, POTENCIACAO E RADICIACAO DE NUMEROS
COMPLEXOS E ALGUMAS APLICACOES

Neste capitulo elabora-se em detalhe as ferramentas e técnicas usuais para a representacao
geométrica do produto entre complexos. Com isso € feita uma base solida para a aplicacdo

destes resultados nas propostas de trabalho que sdo apresentadas no proximo capitulo.

2.1 Multiplicacao no Plano Complexo

Dados dois nimeros complexos em sua forma polar (Equacgdo 1.1), z; = p1 (cosf; +isenb)
e 20 = pa(cosfy +isenbh), uma expressdo na forma trigonométrica, para o produto z; -z € en-

contrada usando as Formulas de adi¢do de arcos, dadas por:

cos(a+b) =cosacosb ¥ senasenb
2.2)

sen(a+b) =cosasenb +cosbsena

Desta forma, o produto pode ser escrito conforme segue

7122 =p1(cosfy +isendy)-py(cosbr +isenb)
=p1-02 (cos 61cosbr +icosb; senbr +icosbrsenb + i% sen 61 sen 92)

=p102 [(cosB; cosbr — sen b senBy) + (cos bl sen by +cosbr senby)i],

ou simplesmente, usando as Férmulas de adi¢do de arcos (Equacgdo 2.2)

71-22 = p1p2[cos (6 +62) +isen (6 +6,)]. (2.3)

Portanto, ao multiplicar dois complexos z; € z; encontra-se um complexo com moédulo igual
ao produto dos médulos de z; e z» e argumento igual a soma dos argumentos dos complexos
originais.

Adota-se a notacdo cos(#) +isen (6) = cis (), para efeitos de simplificacdo de escrita.

Desta forma, sendo |z1| = p1 € |z2| = p2, entdo z; = p; - cisH) e z2 = p7 - cis by, substituindo

na equacgao 2.3, segue que

2122 =p1-p2- cis(01 +62), (2.4)
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e os resultados da multiplicagdo de complexos, sob a dtica geométrica, € descrito conforme

casos abaixo (utilizando-se como parametro de distin¢@o de casos os valores dos modulos de z;

€ Zz).

o [zi|=l|zal=1 = z1-22 = cis(6; +62).
Na interpretacdo geométrica deste resultado observa-se que zj € zp estdo sob a Circun-
feréncia de centro O = (0,0) e raio unitario, » = 1, e o produto entre eles também pos-
sui médulo igual a 1 e arg (z) = 61 + 62, ou seja, 71 - 2> estd sob a circunferéncia de raio

unitdrio, e o seu argumento € a soma dos argumentos de z; e z (Figura 2.4(a)).

o |z1l=1lelnl=p = z1-22=p- cis(0] +62).
Este é um resultado muito importante, pois observa-se que ao multiplicar um complexo z
qualquer por cis #, o complexo obtido € uma rotacao de z em um angulo 6 (Figura 2.4(b)).

. V4 . (T . . )

Um caso particular ocorre quando 6 = 5 e portanto z; = cis (5) =1i. Assim, ao multi-

plicar qualquer complexo z = pcisé por i seu modulo ndo se altera, isto €, |z-i| = |z| € arg
T . . = T

(z-1) =[0+ = ). Geometricamente o resultado serd a rotacao de z em 5 Este resultado

estd ilustrado na (Figura 2.4(c)).

Y)
YA
SRS SN2 %
2o = cistsy e IR

/ N p-cisly = zj/ N

/ 01 + 6 \ . / N
; p z1 = cisb; y N
I 2 \ 21 29/ . \
: 7 ' _ b1+ 0 ) 2 = cis Oy
T T —— 1
: (@) ! x , - 0, I
\\ II ‘( O ,’ e
\\ /I \\ I

AY /7 1

@ lzl=lzl=1 () lzil=1elznl=p>1

Y
p-cisty = zy -~ .
N
z21 = cis — °
2 \\ 2
, 7 ; .
™ ! x
\\\ 92+§ /r’
z1 Z\Q\
. T .
©) z1= c1s§ ezp =pcisth

Figura 2.4: Representacdo geométrica do produto z; - z»



24

e O<|zil< |22l < 1.

Considera-se a hipotese de |z1| < |z2| e multiplica-se toda inequacdo por |z;|, tem-se
0 <z1llz2] < lz1] < |z2] < 1. Neste caso, uma contragdo tanto de z; como de z3, visto que o

moédulo do produto 7122 € menor que qualquer um dos vetores originais. (Figura 2.5(a)).

e O<|zil< 1<zl

Multiplica-se, neste caso, toda a inequagao por |z;| e depois por |z3|, obtendo:

2 2
0 <lz1l” <lzil < lzillz2l e 0 <zillza] < lz2| < 22| (2.5)

Da equacao 2.5, resulta que 0 < |z1| < |z1]|z2] < |z2], assim hd uma contragdo de z; € uma
dilatacdo de z;. (Figura 2.5(b)).

o I <|z| <zl

Procedendo como acima, as seguintes desigualdades sdo encontradas:

2 2
lz1l < lz11” < lz1llz2] e lz2l < |z1llz2] < 22" (2.6)

Pelas desigualdades da equacéo 2.6, conclui-se que 1 < |z1]| < |z2| < |z1]lz2| € portanto, uma
dilatacdo de z; e de z». (Figura 2.5(c)).

y
po - Cis by = 29 29 = py - cis Oy Y
z1 =.p1 - cisf
0.
122 0, + 0 2
Z1 29
a1 - 0+ 6> 6, 21 = py - cisby
T
- b,
raio = -
raio,= 1
(@ 0<lz1l <lz2l <1 (b) 0<lz1l <1<z
Yy
29 = po - cis by
Z1 22
01+ 0, z1 = p1 - cisbty
0y
7
xr
raio/= 1

(©) 1 <lz1] <lz2l

Figura 2.5: Representacdo geométrica do produto z; - z»
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2.2 Potenciacao e Radiciacao no Plano Complexo

Calcular a poténcia n-€sima de um nimero complexo z, € trabalhoso se z for escrito na sua
forma algébrica, pois seria necessério desenvolver o segundo membro da equagéo 7" = (a + bi)"
usando bindmio de Newton e ainda responder o que é i". Porém, ao considerar a forma po-
lar dada pela equagdo 2.4 do complexo z e utilizando a equacdo 2.4 n vezes, obtém-se uma
expressao conhecida sob o nome de Formula de Moivre (Carmo, 2005), uma consequéncia

imediata do produto de complexos, que é:

7' = p" cis (nb). 2.7

A Férmula de Moivre € valida para n € Z.

Para n =0 ou n =1 € imediata a verificacao da férmula. Para n > 0 a demonstracao segue
por indugdo sobre n:

Assume-se como hipotese que para n = k, vale a igualdade = pFeis (ko).

k+1

Sen=k+1,entio £ = .z = [pk- cis(kB)] - [p- cisd], entdo pela equagdo 2.4

2 = Pl cis [k + D).
Portanto vale para todo n positivo.
Para n <0, segue que —n > 0, tem-se portanto que:

1 1 Y .
= ZT" - p"(cos(—nh) + isen (—nb) =p[cos(=nf) —isen(=nb)].

Segue do fato de a funcdo cosseno ser par € a funcdo seno ser impar, que
cos(—nb) = cos(nb) e sen(—nb) = —sen (nd), assim 7" = p" cis (nh), para n < 0.

Utilizando a Férmula de Moivre (Equacdo 2.7), observa-se que sempre que o nimero com-
plexo for unitario, isto é, quando |z| = 1, geometricamente z"* equivale a dar n rotagdes sucessivas

de dngulo igual ao argumento de z, sem sair da circunferéncia unitdria (Figura 2.6).

2% = cis 360

22 = cis 20

L z=cish

SA

Figura 2.6: Poténcias de z = cis 6
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J4 as poténcias de um nimero complexo z de médulo diferente de 1, esbocam um compor-

tamento em espiral (Figura 2.7(a) e 2.7(b)).

Y
Y
4 23 7 8 5
z z
zs . . ZZ zs = . .Z Z4
. . 5
28 29 z
z=p-cisf . 2
27, 510 .z )
28 o1° 211 zZ=pP- cis6
9e ; x
z . T
12
210 N * z
z ZIZ
(a) Poténcias de z=pcisf, comp < 1 (b) Poténcias de z =pcisf, com p > 1

Figura 2.7: Representacdo geométrica das poténcias de z = pcis 6

O problema de extrair raizes n-€simas de z € equivalente a resolver a equacao

w' =z (2.8)

conhecidos n € z.
Seja z =pcisf e w = py, cis b, tem-se p,, € 6,, as incognitas. Com a substitui¢do das formas

polares de z e w na equagao 2.8 obtém-se

(ow)" cis (nB,,) = pcish.

Consequentemente, considerando os angulos em radianos

(pw)n =p
né,, = 6+ 2kn ’
onde k € inteiro qualquer. Visto que os moddulos sdo nuimeros positivos, p,, = {p €
0 2kn
Oy =—+—.
n n

Portanto, reafirmando o Teorema Fundamental da Algebra, e evidenciando a importancia
de incluir todas as determinacdes do argumento de z, existem exatamente n solucdes distintas

da equacdo 2.8, sempre que z # 0 e ainda, wy € uma raiz n-€sima de z = p cis 6, se e somente se,

0+ 2kn ) ;
wy tem modulo <{/p e argumento, ——, ou seja, wy € da forma
n

w). (2.9)

n

wi = {fpcis (
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Geometricamente, dado z=pcisf, as n raizes wy (Equacdo 2.9), com k inteiro e
0 <k<n-1,daequacdo w" = z, sdo os n afixos dos pontos que sdo os vértices de um poligono
regular de n lados inscritos na circunferéncia de centro O = (0,0) e raio {/p. Exemplos deste

fato sdo mostrados nas figuras 2.8(a) e 2.8(b).

Y
Y
W (0 27 ws P4 Ws
ff’-)' ——""-n\’l\l)] = W'CZS (g“r?) > w2
Z we
w3 \‘\ 0 wy
y Swo = /p-cis | = wry
,’l 9 ) “\ 9 2] wo
H 0 \ . / 017
! 9 \ x
Wy | x Wie
| 7 W
) i wis
; A z=r" cis /[ Wiy
Wy 1w wys
\’11/‘(; o
(a) Raizes da equacio w = pcisf, onde p < 1 (b) Raizes da equacdo w!” = pcis6, onde p > 1

Figura 2.8: Representacdo geométrica dos poligonos de 9 e 17 lados sendo os vértices as imagens das
raizes das respectivas equagdes w’ = pcisf e w'’ = pcis

Em particular, as raizes n-€simas de um complexo unitério, z = cis (6 + 2krn) serdo os afixos
de pontos sob a circunferéncia de centro em O = (0,0) e raio 1 (Figura 2.9(a)).

Como consequéncia, pode-se encontrar as Raizes n-ésimas da Unidade, isto €, as solugdes
da equacao m = w ou simplesmente w" = 1.

E facil ver que uma das raizes serd wo = 1, e portanto, um dos vértices do poligono de n
lados serda o ponto Py = (1,0). Os demais serdo os pontos imagens dos complexos dados pela
equacao 2.9 (ver a ilustragc@o deste fato na figura 2.9(b)). Uma referéncia para estes resultados
pode ser encontrada em Churchill (1980).

No Apéndice C mostra-se que o conjunto das raizes n-ésimas da unidade formam um grupo

ciclico abeliano.

Lw =1

N

6m\
we w3 = cis (T) kN
5 <

Ws

7

(a) Raizes da equacdo w' = cisé (b) Raizes quintas da unidade, w =1

Figura 2.9: Representacdo geométrica dos poligonos de 7 e 5 lados sendo os vértices as imagens das
raizes das respectivas equacdes w’ = cisfe w’ = 1
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2.3 Rotacao de vetores no plano através do produto de niimeros complexos

A operacdo de multiplicagdo de complexos na forma trigonométrica ou polar se mostrarda
uma ferramenta apropriada para o estudo de rotacdes no plano.

Dado um nimero complexo z = pcisf, quando multiplicado por um complexo unitério,
cisa, o resultado serd a rotacdo de z de um angulo @ em torno da sua origem.

) n . .
Como exemplo, para se rotacionar em 3 o complexo z = pcis#, em torno da origem, basta
T T/
multiplica-lo por cis 3 (Figura 2.10(a)), como segue:

— 2 cis T = (peisf)cis ~ = ,(9+7r)
1 =% CIS3— C1S ClS3—pClS 3)

. e . . T
Ao realizar 6 multiplicacdes sucessivas, dos complexos encontrados por cis — encontra-
se 6 afixos dos vértices de um hexdgono (Figura 2.10(b)), pois os mdédulos dos complexos

encontrados sdo todos iguais ao mddulo de z e ainda o ultimo complexo € igual ao complexo

L . m\® . .
original, isto é, z|{ cis 3 = z. Como se verifica abaixo:

. . 2m ) . 4 . S5 .
20 =2,21 = ZCI8 = ,2p =ZCIS — ,23 = ZCiSm,z4 = ZCIS— ,25 = ZCiS — €76 = ZCIS2m = 2.
3 3 3 3
Yy
y“ T zlzz»czsg
21 =2-CiS = 5 -cis T = 2
1 3 21 cis
;0\*1 z=p-cish
_ . 3 A y
O+ — -l .
P8 z=p-cist rocisT =
3 \
0 ‘1 > 25 = 21 - CiS —
0 x .
zg-cz.eg—m
bis . ~
(a) Rotacdo de Oz em 3 (b) Hexagono gerado a partir de rotacdes de Oz de

b4 .
3 em torno da sua origem

. .. ~ . . cs. . T
Figura 2.10: Multiplica¢Ges sucessivas de um nimero complexo unitdrio por cis =

No caso acima, o vetor rotacionado tem origem em O = (0,0), porém atravéz do produto de
nimeros complexos pode-se rotacionar vetores que nao possuem a mesma origem do Plano de
Argand. Com isso € possivel resolver problemas de Geometria Analitica que envolvem rotagoes
no plano.

_> Z z. . 7 A .

Dado qualquer vetor AB € possivel rotaciona-lo de um angulo @ em torno da sua origem,

. . . ~ . .. . T2
isto €, o vetor obtido pela rotacdo, também terd origem em A. Seja AC o vetor resultante da
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—
rotacdo em a de AB em torno de A. Segue que

— > .
AC=ABcisa & (C-A)=(B-A)cisa. (2.10)
Sejam z,, 75 € z. os afixos dos respectivos pontos A, B e C. Substituindo na equacao 2.10,

vem que

Ze =24+ (2p — Z4) Cis @, (2.11)

como Unica incégnita o complexo z.

2.4 Aplicacao de Rotacao para a demonstracao de dois Resultados da Geometria

Nesta se¢do serdao apresentadas as demonstracoes de dois resultados da Geometria fazendo
uso do que ja foi exposto sobre o produto de nimeros complexos para rotacionar vetores no
plano. Tais demonstracdes geralmente sio estabelecidas pela geometria euclidiana’, ou em

outros casos, com nimeros complexos na sua forma algébrica®, sem o uso de rotagées.

2.4.1 Teorema de Napoleao - Demonstracao Alternativa Via Rotacoes no Plano

Nesta secdo é apresentado o Teorema de Napoledo, com este nome por ser atribuida sua au-
toria a Napoledo Bonaparte®. Uma demonstracio alternativa deste teorema é feita empregando

a rotagdo de vetores no plano através da multiplicagdo de nimeros complexos.

Teorema 2 (Teorema de Napoledo). Sobre os lados de um triangulo qualquer, constroem-se
tridngulos equildteros exteriores, entdo os baricentros desses trés triangulos equildteros sdo

vértices de um tridngulo também equildtero.

Seja ABC um triangulo qualquer, adota-se um sistema de coordenadas cartesianas, tais que
o vértice A coincida com a origem e o vértice B esteja sob o eixo Ox. Além disso, define-se,
sem perda de generalidade, a seguinte unidade de medida: AB = 1. Seja z = a+ bi, o afixo do

vértice C, onde a e b sdo nimeros reais.

7Uma demonstragio via Geometria Sintética pode ser encontrada em Freitas (2013).

8Uma demontracio via nimeros complexos pode ser encontrada em Hahn (1994).

Lider Politico e Militar da Revolu¢do Francesa, que segundo historiadores era muito interessado pela
matemdtica em especial a geometria, conforme Freitas (2013).
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21

b
%
8]Y

Figura 2.11: Tridngulos equildteros construidos sob os lados do tridngulo ABC e seus respectivos bari-
centros

Os complexos 71, z2 € z3 sao os afixos dos vértices dos triangulos equildteros construidos
sob os lados do tridngulo ABC e z,, 2 € Z. S0 os afixos para os respectivos baricentros G, G, €
G, desses triangulos como ilustrado na figura 2.11. Sejam w,, wy, € w. 0s afixos dos respectivos
vértices A, Be C.

Assim escreve-se as relacdes entre o0s pontos e seus respectivos afixos:
A=0,0ow,=0+0i, B=(1,00ow,=1+0i ¢ C=(a,b)©oc=a+bi e entre os ve-
tores e complexos conforme equagdo 2.11: CTB> =wp—we=(1-a)-bi, A_C>‘ =Ww,—Ww, =a+bi
e BA == wq —wp = —1 +0i, que serdo usados na demonstragdo. Tal demonstracdo consiste em
encontrar os baricentros G,, Gp € G, € a seguir atestar que estes sdo vértices de um triangulo
equilétero.

Para encontrar o baricentro z, do triangulo equildtero construido sob o lado BC do triangulo
ABC, emprega-se as propriedades do tridngulo equildtero onde se verifica que o dngulo formado

—> —_—> T . —_—> L v i, . L,
entre CB e CG, mede 3 e ainda, |CG,| = §h’ onde A € a altura do tridngulo equilatero, isto é,

3
h= 7‘/_|E§|.

. T — B} Lo 3
Desta forma, ao rotacionar em c© vetor CB e apés, multiplicar por = encontra-se o vetor

_—9 .
CG, (Figura 2.12),

Substituindo os afixos dos respectivos pontos conforme equacdo 2.11, tem-se que:

Za =(a+bi)+§[(1—a)—bi](§+%i} = (3+3a6+b\/§)+(3b+(16_a)\/§)i.
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3
Figura 2.12: CG, = T\/—CB cis %

Procedendo de modo andlogo encontra-se para z; € Z.:

Zb:(3a—b\/§)+(3b+a\/§]i e o] V3.

6 6 “27 6 ¢

Encontrados os afixos dos pontos que sdo baricentros dos tridngulos equildteros construidos,

resta a confirmagdo de que o triangulo G,G,G,. € equilatero. Para isto, basta verificar que ao

) n — ) . - .
rotacionar de 3 o vetor G,Gj em torno de sua origem, obtém-se G,G. (Figura 2.12).

. . ~ T - . ~
Seja X o ponto encontrado apds a rotagcdo de 3 do vetor G,Gj em torno de sua origem, entao

—s ——( .7
G.x% =G.Gh (c1s §). 2.12)

Sendo z, o afixo do ponto X e substituindo na equagdo 2.12 os afixos dos respectivos pontos

de acordo com a equagdo 2.11, vem que

. _[3+3a+b\/§+3b+(1—a)\/§i)+( 3a+b\/§+a\/§—2\/§—3bl_)
* 6 6 6 6 ’

1 3
portanto z, = o o que implica em X = G.. Logo verifica-se que G,G,G. é equildtero
(Figura 2.13).

- 1

Za
2b

. ;
\\ ,l
. !
. ;
\ ;
. ;
\ 1
\\ rl
. /
) —> T
S
We Ty
\ 7
\ ,l
\ ,I
\ ’
\ ’
N 7
N ’

Zc

Y 23

Figura 2.13: G,G, = GGy cis g A G4GpG, € equilétero
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2.4.2 O Problema do Quadrado

O resultado geométrico a seguir, enunciado em forma de teorema, foi retirado de uma
questdo de prova (AV 1-MA13) aplicada aos alunos, no ano 2012, no Curso de Mestrado Profis-
sional em Matemadtica em Rede Nacional - PROFMAT (Figura 2.14).

Questao 2. (pontuagio: 2)

Quadrados foram construidos sobre os lados de um paralelogramo como mostra a figura abaixo. Mostre que os

centros desses quatro quadrados sio vértices de outro quadrado.

Figura 2.14: Avaliacdo 1 - 2012/2 Geometria 1

Teorema 3. Sobre os lados de um paralelogramo qualquer, constroem-se quadrados exteriores,

entdo os centros dos quatro quadrados construidos sdo vértices de um quadrado.

Tome-se um sistema de coordenadas cartesianas tal que o vértice A do paralelogramo co-
incida com a origem e o vértice B esteja sob o eixo Ox. Além disso, sem perda de gen-
eralidade, escolhe-se como unidade de medida: AB=1. Seja z=a+bi o afixo do vértice
D, o vértice C fica determinado pela propriedade da soma de nimeros complexos, isto é
AC=AD+AB=1 +z=(a+1)+bi. Além disso os afixos de A e B, por constru¢do, sao re-

spectivamente z, =0 e z;, = 1. (Figura 2.15).

Figura 2.15: Paralelogramo ABCD no Plano conforme escolha do Sistema Cartesiano. AC = AB + AD

Seja M; o centro do quadrado construido sob o lado BC e seu afixo dado por z;. Pelas

V2

propriedades do quadrado, seu centro € o ponto médio da diagonal, isto &, |CM | = 7|E|,

" . — T . . L —_—> \/5—) . T
além disso BCM, = 1 (Figura 2.16(a)). Com isso M é tal que CM| = TCB cis T
Substituindo os respectivos afixos, conforme equagao 2.11, encontra-se Mj:

1 1 b+2 b— b+2 b-
zl:(a+1+bi)+(—a—bi)(§+§i) = Zl:(a+2+ )+( 2a)i = M1=(%, Za).
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Procedendo de maneira andloga para encontrar M>, M3 e My (Figura 2.16(b)), tem-se as

seguintes equacoes e respectivas solugdes:

— V2— . 7 2a+1 2b+1
DM, = —DCcis— =M, = s R
2T TIRE T )
—s V2— a-b a+b
AM3=—ADcis— =>M3 = , e 2.13
3= is 7 3 73 ) (2.13)
— V2— & 1 1
BMy=—BAcis— =>M4=|=,—=].
LTI IR A U 2)
Y . . Y . s
M, M,
", 2y 2% " W ; 'Ezd 1 2
R T : T e
Za Zb\/ €T Zq x
v
V2 .« <
(a) CM; = TCBCISZ (b) M>,M3,M, encontrados conforme equacio

2.13

Figura 2.16: Rotagdo seguida de contracdo para encontrar os centros dos quadrados construidos sobre os
lados do paralelogramo

A prova de que M{M>M3M, sdo vértices de um quadrado (Figura 2.17(c)) segue das

~ T . .
rotagdes em > de M3M4 e de M4M;, em torno das suas respectivas origens, resultarem re-

spectivamente em M3M; e M4 M3, pois assim conclui-se que |MyM3| = |M3My| = |M4M;|, além

A ) Vi3
de dois angulos consecutivos de 5

T, — ) .
Rotacdo em 5 de M3;M,4 em torno da sua origem (Figura 2.17(a)):

W . 7T_( )._ 1 1 a—b+a+b_
3 4C182—Z4 3) = 5 2l 3 3 l

—_—
i=My—Ms = MM,

T, — . .
Rotacdo em 5 de M4M em torno da origem (Figura 2.17(b)):

—_— T .
M4M, c1s§:(z1—Z4)z:

(a+b+2 b—a,) (1 1

+ i=Ms— M, = MaM
2 2 T\ T Y| T M T e = M
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M, M,

M, My

(a) M3M2 = M3M4 cis g (b) M4M3 = M4M1 cis 7—;

Yi

EgV

(¢) Quadrado M MrM3M,

Figura 2.17: Figuras relativas a demonstacdo do Teorema 3



3 PROPOSTAS DE ATIVIDADES NO ENSINO DOS NUMEROS
COMPLEXOS

As propostas apresentadas neste capitulo direcionam-se ao professor de matemdtica do 3°
ano do Ensino Médio e tem por objetivo ampliar as formas de abordagem no ensino do tépico de
nimeros complexos enfatizando sua representacdo geométrica e as conexdes com a geometria
analitica .

Para tanto, foram abordados quatro problemas de geometria e expostas suas solugdes usando
ndmeros complexos, de modo distinto ao que € feito hoje em dia. Habitualmente tais problemas
sdo resolvidos através das equagdes da geometria analitica. A quarta proposta, por exemplo,
trata do célebre problema de encontrar um tesouro perdido, sendo que ja foi

vérias vezes apresentado para alunos de licenciatura ou em cursos de formagao con-
tinuada para professores. Nao somente ndo ocorre aos cursistas usar complexos para

resolver este problema, como os mesmos ficam extremamente surpreendidos em saber
que niimeros complexos tenham alguma aplicacio “real” (CARNEIRO, 2004, p.9).

Adotar a abordagem geométrica no ensino de numeros complexos nao significa excluir sua
algebra, consiste em dar significado aos nimeros complexos, mostrar sua eficiéncia na solugdo

de problemas de rotagcdo no plano, uma ferramenta eficaz no campo da geometria.

3.1 PROPOSTA 1 - Representando o Produto de Complexos no Plano

1
3.1.1 Dados os nimeros complexos 7| = 3 + Ti e 7o = 2+ 2i faca os seguintes passos:

a. Calcule o nimero complexo z3, tal que z3 = z1 - 22;

b. Marque no plano complexo os pontos P, P e P3, respectivas imagens dos nimeros

complexos z1, 22 € z3;

c. Represente no plano complexo os vetores OP1, OP; e OP3;

d. Usando um transferidor, verifique os argumentos dos nimeros complexos zi, z2 € z3 rep-

R _— =
resentados no plano e o angulo formado entre os vetores OP; e OP3;

e. Escreva os niimeros complexos z1, z2 € z3 na sua forma polar e observe que o argumento

de z3 é igual a soma dos argumentos de z; € z7;
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Solucao:

a. Encontro de z3, produto entre z; € z3:

212 = (%+§i)-(2+2i) =(1-V3)+(1+ V3)i.
b. Representagdo dos nimeros complexos z1, z2 € z3 como pontos do plano (Figura 3.18(a));
c. Representac¢io dos nimeros complexos zi, z2 € zz como vetores no plano (Figura 3.18(b));
d. Obtencdo da amplitude dos argumentos de z1, z2 € zz com uso do transferidor (Figura

3.18(c)):

Y
y
P3T-—--\/§+1 O—Pf;
R . om,
i OP1
vl !
2 | !
\/El,l O 1 é E 0 T
(a) Pontos Py, P, e P3 representados no plano (b) Vetores OP;, OP, e OPj3 representados no
complexo plano

Wires

(c) Uso do transferidor para medir os argumentos de
nimeros complexos representados no plano

Figura 3.18: Figuras relativas aos itens b, ¢ e d da Proposta 1

e. Para encontrar a forma polar, é necessario encontrar os respectivos méodulos e argumentos de

<1, 22 € 23.

2
‘5) — 1 ll= V22+22=2V2 e 23] = \/(1— V3 +(1+V3) =22

Sejam 61, 6, e 63 os argumentos dos respectivos complexos z1, zo € z3. Tais argumentos

A0 tai 6= ¢ send b= 2 6= 2. cost (\5_%)
sdo tais que cosf; = = e senf] = —; cosfp = ——= e senbh = ——; cosh =| ——— | e
2 2 242 242 4
sends; = \/§+\/6 ortantoe—ﬂ 9—7Te9—7r+7r
3T\ T4 fP 173 BTy eBT3Ty

Portanto usando a notacdo adotada neste trabalho, z1, z2 € z3 sdo escritos na forma polar como
. T . T . (mooTw
a1 =cis, Z2=2\501SZ e z3=21-22=2V2cis (§+Z)
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3.2 PROPOSTA 2 - Construindo Triangulos Equilateros e Quadrados a partir de um seg-
mento dado

3.2.1 Determinar o vértice C do tridngulo equilatero ABC, onde sao dados os vértices
A=(-1,2)e B=(1,-1).
Para esse problema existem duas solu¢des C; e Ca. (Figura 3.19). Consideram-se os vetores
A_Cl) e ﬁ, e pelas propriedades de tridngulo equildtero, encontra-se C1, rotacionando AB em
7—T, em torno de sua origem, ou seja, A—Ci = ﬁcis %T

Com a origem do sistema de coordenadas em O = (0,0), tem-se

_— = — — Vi T
0C1—0A:(OB—0A)(cosg+i- seng).

ou simplesmente, substituindo z,, 75 € z1 0s afixo dos respectivos vértices A, B e C1, conforme
equacgdo 2.11:
71 =Zqt+ (Zb _Za) (l + ﬁl]
2 2

o que resulta em

_3V3 14243,

Z
) 2
Y

A=z, 71(71 Ci=2z
//I ™

/ 3

vy
18) \/ "
'il ————————————————— B = Zp
CQ = 29

Figura 3.19: ACy = ABcis 73—T

Procede-se de modo analogo para encontrar o vértice C».
Obviamente, assim como todos os problemas em matemadtica, esta ndo € a inica maneira de

. . T — .
encontrar Cy. C| poderia ser encontrado ao rotacionar em (_5) o vetor BA encontrando assim

—

o vetor BCj.
Um outro método para resolver o problema, habitualmente o ensinado, via geometria
analitica, consiste em encontrar a interseccdo entre a circunferéncia com centro em A ou B

com raio igual a distincia entre os pontos dados e a reta mediatriz do segmento AB. Porém,
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para resolver através deste procedimento € necessario igualar as equagdes da circunferéncia e

da reta tornando-o muito mais trabalhoso.

3.2.2 Determinar os vértices C e D do quadrado ABCD, considerando os mesmos pontos A

e B da proposta anterior.
Semelhante ao problema anterior, este também possui duas solu¢des C; e D; ou Cy e D».

(Figura 3.20). Sejam z,, zp, Zc € z4 0s afixos dos respectivos pontos A, B, C e Dy, pode-se

escrever as seguintes relacoes que serdo usadas adiante:
A=(-1,2) & z,=—-1+2i
B=(1,-)oz=1-i

H
AB=z,—7,=2-3i

H
BA =z,—7,=-2+3i

) ) ) Vs —
Pelas propriedades do quadrado, D € encontrado rotacionando em 5 o vetor AB em torno

de sua origem, isto é

— — .7
AD| = ABcis > (3.14)

Substituindo na equagdo 3.14 os afixos conforme equagao 2.11 obtém-se

2d=2a+(@p—22)1 = zg=2+4i.
Portanto a imagem de z;4 € o vértice D = (2,4) do quadrado.

y4 Dy = zq

N /,I’B =2

Figura 3.20: AD; = ABcis g

Para encontrar C| procede-se de maneira andloga, tendo bem mais possibilidades, pois

agora sao conhecidos trés dos quatro vértices do quadrado. Abaixo estdo algumas das possiveis
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equagdes que podem ser usadas para encontrar C:

— — .7 o
D1C1=DACISE S z2e =24+ (2a—zq)Cis =,

2
_— _— . T . T
BC| = BAcis (_E) Sz =2p+(24—2p)CiS 5 e

A_()? = \/zﬁcis;—r Sz =24+ \/i(zb—za)cis;—r

A ultima equagdo decorre do fato de o ponto C; estar na mesma dire¢do da diagonal do
quadrado e das propriedades do quadrado, onde |A_C>' 1= V2 |A_B)|.

3.3 PROPOSTA 3 - Verificacao de um caso particular do Teorema de Napoleao

3.3.1 Determine os baricentros G|, G, e G3, dos triangulos equilateros construidos exter-
namente sob os lados do tridngulo ABC, sendo dados os seus vértices A = (0,0), B=(6,0) e
C =(2,4), a seguir verifique que o tridngulo G|G,G3 € equilatero.

Para encontrar o baricentro G, pode-se proceder da seguinte forma: encontrar primeira-
mente, conforme Proposta (3.2.1), o vértice D do triangulo equilatero BCD construido sob o

lado BC em seguida, usa-se um resultado conhecido da Geometria Analitica para encontrar o

B+C+D
baricentro G| = — Porém, pelas propriedades do tridngulo equilatero, verifica-se que

R — — T . —_— 2 , i
o angulo formado entre CB e CG| mede 3 e ainda,|CGq| = §h’ onde 4 € a altura do tridngulo
. L 3= — ) V4
equildtero, isto €, h = 7|C B|. Desta forma, para encontrar CG basta rotacionar em — o vetor

3
CTB) (Figura 3.21(a)), em seguida multiplicar por ER isto é,

3
CG, = T\/_-Fécisg. (3.15)

Sejam z1, z. € zp 0s afixos associados respectivamente a G, C e B, tem-se substituindo na

equacao 3.15 de acordo com a equagdo 2.11:

V3 . 2V3
A =2+—@—-z)|cis=| = z1 =4+ ——|+|2
3 6 3
2V3 _ 2V3
_’2+_
3 3

+2«B).
3 )"

Portanto o baricento do triangulo BCD € G| = (4 + ), ou seja, a imagem de
21

Analogamente, encontram-se os baricentros G, e G3:

GZ=(1—23—\/§,2+§) e G3=(3.-V3)

Para a segunda parte do problema, verificar que o triangulo G1G,G3 € equilétero, pode ser

realizada conferindo que |G, — G| = |G3 — G2| = |G| — G3|, ou que dois angulos internos medem
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%T, ou ainda que o angulo entre dois lados congruentes mede 73—T A dltima opc¢ao, dispensa muitos
calculos, sendo suficiente realizar apenas uma rotacao de ;—T (Figura 3.21(b)).
O triangulo G1G>G3 € equilétero pois |G1G2| = |G1G3| e GoG1G3 = 3

. ) Vi — . ) N
Com efeito, ao rotacionar em 3 o vetor G1G3 obtém-se um vetor de mesmo mdodulo G X,

tal que

\ z3 , \\‘\ G
/8

(2) CGy = ?CB cis -

(b) G163 = G1Gacis 3
Figura 3.21: Representagdo geométrica das rotacdes aplicadas na Proposta 3

Sejam z1, 22 € zyx 0s afixos correspondentes respectivamente aos pontos G, G> e X, tem-se

pela equacdo 2.11 que

x =21 +(Zz—11)(% + ?l) =3-V3i,
ou seja, X = (3,— \/5) = Gs.

Pode-se, ao final desta proposta, levantar a questdo com os alunos se este resultado se repe-
tira sempre para qualquer triangulo ABC dado. Apos discussdes sobre o assunto, lembrar os
iniciantes que para afirmar que um resultado na matemaética sempre sera valido, deve-se fazer a
demonstracao do mesmo.

Este resultado € um caso particular do Teorema de Napoledo apresentado na secdo 2.4.1, e
demonstrado usando as rotacdes via produto de nimeros complexos, podendo sem dificuldade,

ser apresentado aos alunos como forma de enriquecimento do saber matematico.

3.4 PROPOSTA 4 - Verificacao de um caso particular do Problema do Quadrado

3.4.1 Determinar os centros M, M,, M3 e M4 dos quadrados construidos externamente
sob os lados do paralelogramo ABCD, sendo dados os pontos A =(0,0), B=(6,0) e
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C = (8,4). Verificar que M| M, M3M, é um quadrado.
Primeiramente, pelas propriedades de paralelogramo e da soma de vetores, encontra-se o
vértice desconhecido D (Figura 3.22(a)). Sendo z,, 2p, z¢ € z4 0s afixos dos respectivos vértices

A, B, C e D do paralelogramo, tem-se que

— = = .
BD=BA+BC © z5= zp+(@a—zp)+@c—2p) © z4=2+4i,

ou seja, D = (2,4).

Tal problema pode ser resolvido encontrando um dos vértices desconhecidos do quadrado
e em seguida o ponto médio da diagonal por este vértice. Porém, de uma maneira mais
“econOmica”, encontra-se o centro do quadrado usando as propriedades geométricas desta
figura.

Seja M o centro do quadrado construido sob o lado BC do paralelogramo e recordando das

\/_

. —— 2 —
propriedades do quadrado relevantes neste momento, pode-se escrever que |[CMi| = 7|C B,

além disso M estd na mesma direcdo de sua diagonal, isto &, Bf]\\ﬁ = ;—T (Figura 3.22(b)). Este
problema trata de rotacdes e pode ser resolvido utilizando o produto de complexos a partir da
seguinte equacgdo 3.16:

V2

—_—> - 7T
CM1 = TCBCIS Z (316)

. ~ ~ 7 -2 .
Assim, fazendo uma operacdo de rotagdo em 1 de CB em torno da sua origem, € uma

contracao de 7, encontra-se M.
Denotando-se por z; o afixo relativo ao centro M, e substituindo os respectivos afixos dos

pontos em questdo na equagdo 3.16, segue que

T

1 S 71=9+1.

2 .
=2+ T(Zb —Z¢)CIS

Portanto, M| = (9,1).

Procedendo analogamente, encontram-se os vértices M, M3 e M4 (Figura 3.22(c)):
2=5+T7i=>M,=05,7) , 3=—1+3i=>M3=(-1,3) e z4=3-3i= M4 =(3,-3).

Para verificar que M1 MyM3M4 € um quadrado (Figura 3.22(d)), € suficiente dois angulos

consecutivos retos e que os lados que formam esses angulos sejam congruentes.
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v Jo
D C(8,4) D
M;
BD = BA + BC .
K A BT T
A(OO) B(G’ O) x i i h RS ,’I
: ! Ty
V2, . oon
(a) BD=BA +BC. (b) CM; = TCB cis T
y yroTsemmsssssoooooes 1
| "
! D c
M, E M
i C M /
M, \ - A
x : A B: x
« 1 I hd :
SR V7 ‘
/\1} T i,
L By

(c) Rotagdes para encontrar os centros M1, M, M3 e (d) Centros dos quadrados construidos sob os lados do
My. paralelogramo ABCD.

Figura 3.22: Representa¢do geométrica da soma e produto de vetores aplicados na Proposta 3

. . n — . .
Seja X o ponto encontrado ao rotacionar em 3 o vetor M3 M4 em torno de sua origem (Figura

e m— e _— T .
3.23(a)). Por construcao |[IM3My| = |M3X| e MsM3X = 5 Seja z, o afixo de X, segue que

— — 7 : :
M3X:M3M4c1s§ © =+ -)i=5+Ti,

e assim X = (5,7).
Portanto, z,, = 2o, isto é X = M>.
. . n —
Analogamente, seja Y o ponto encontrado ao rotacionar em 5 o vetor M> M3 em torno de sua
origem (Figura 3.23(b)). Se Y = M, entdao pode-se concluir que M;M>M3M,4 € um quadrado,
. —_ —_ 7T
pois |MM;| = |MyM3| = IM3My| e MiMyM3 = MoM3My = >

Com efeito, seja zy o afixo de Y, segue que

—_— — 7 . .
M2Y2M2M3CIS§ © zy=2+(23-22)i =9+,

eassim Y =(9,1) = M;.
Logo M1 M>M3M,4 é um quadrado (Figura 3.23(c)).
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M,
1 M

M,

(a) M3Mj = M3Mycis g (b) MaM; = MyMj cis g

My

(c) Quadrado M\ M>M3M,.

Figura 3.23: Rotagdes de g aplicadas aos vetores M3My e M,M3

Este € um problema particular para um resultado da geometria. O enunciado e sua
demonstracdo via rotacdo de vetores através do produto de ndmeros complexos é abordada
na Se¢do 2.4.2.

3.5 PROPOSTA 5 - Mapa do tesouro. E possivel encontrar o tesouro?

Um antigo mapa dava instrucoes para localizar um tesouro enterrado em certa ilha
(Figura 3.24(a))...

“Ande da palmeira até a entrada da caverna. La chegando, vire 90° a direita e caminhe
0 mesmo nimero de passos. No fim desse trajeto, coloque uma marca e retorne a palmeira.
Agora, caminhe em direcao a pedra. La chegando, vire 90° a esquerda e caminhe o mesmo
nimero de passos que foram dados da palmeira a pedra. Coloque uma marca no fim desse
trajeto. O tesouro esta no ponto médio dessas marcas (Figura 3.24(b))”.

Quando chegamos a ilha, a palmeira nao existia mais (Figura 3.24(c)). Como fazer

para achar o tesouro?
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(a) Ilha do Tesouro (b) Passos para encontrar o tesouro escon-
dido

(c) Tlha do tesouro escondido sem a

palmeira

Figura 3.24: Instru¢des do mapa para encontrar o tesouro enterrado na ilha

Primeiramente, observa-se que este problema trata de rotagdes no plano, portanto pode-se
encontrar o tesouro usando a multiplicagdo de complexos. Para isso, escolhe-se um sistema de
coordenadas xOy (Figura 3.25), de modo que o ponto onde estd a entrada da caverna, coincida
com a origem O = (0,0) e o ponto onde estd a pedra coincida com o eixo Ox, isto €, P = (x,0).
Toma-se um ponto Q = (a,b) qualquer da ilha para a palmeira e seguem-se as instrucdes do
mapa lembrando que, ao virar 90° para a direita equivale a multiplicar por cis g =1ie o giro de

90° para esquerda equivale a multiplicar por cis (—z) =—i.

Figura 3.25: Sistema de coordenadas escolhido convenientemente na ilha do tesouro
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Passo 1 — Figura 3.26(a) — O primeiro passo consiste em andar da palmeira, ponto Q, até a
entrada da caverna, ponto O, girar 90° a direita, caminhar o mesmo nimero de passos e marcar

L =35 2 . . T
o lugar encontrado. Chamando de M esta primeira marca, OM; € obtido ao girar em 5 0 vetor

— L — — )
0Q, pois |OM1| =10Q)|. Seja z; o afixo de M,

O—Ml> = 0—Q>cis7§r =>z1=(@+b))i=>z1 =-b+ai,
entdo M| = (-=b,a).

Passo 2 — Figura 3.26(b) — Para o segundo passo, partindo novamente da Palmeira, ponto Q,
deve-se andar até a pedra, ponto P, girar 90° a esquerda, caminhar o mesmo nimero de passos
e marcar o lugar encontrado. Chamando-se de M; a segunda marca, obtém-se o vetor P—M;
girando em g o vetor P_Q) em torno da sua origem no sentido hordrio. A equagdo que traduz

esta passagem, com 2, o afixo de My, é

—  — Vs
PM, = POcis (—5) = 2 = x4+ 0i+ (d— x4 bi)(—i) = 2 = (x+ b) + (x— )i,

entdo My = (x+b,x—a).

Yi
Yi M,
Ml ° MQ
P P
5 T / ;
Q Q
(a) Passo 01 (b) Passo 02

Figura 3.26: Encontro das duas primeiras marcas do Mapa do Tesouro
O ultimo passo equivale a encontrar o ponto 7', médio entre M| e M;, onde estd o tesouro.
(Figura 3.27). Chamando de z; o afixo de T, tem-se que

_M1+M2:> _(—b+ai)+(x+b)+(x—a)i:> _x+x_
) “= 2 “=3Ta"

3t
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Yi

M

—&

AP -
0 T
Q
M+ M
Figura3.27: T = % Encontrando o Tesouro

Portanto T = (g, %) Observa-se que as coordenadas de 7 ndo dependem das coordenadas
de Q. Portanto pode-se concluir que a posi¢ao do tesouro ndo depende da posi¢cdo da palmeira
que ja ndo existia mais na ilha.

A figura 3.28 mostra vdrias posi¢des para a palmeira, ponto Q, sendo que o local do tesouro,
ponto 7" permanece inalterado. Este fato pode ser explorado com os alunos, em uma aula em
laboratdrio, usando software de geometria dindmica, por exemplo o GeoGebra, para construir o
problema e sua solu¢do, movimentando o ponto Q conjecturando que a posi¢ao deste nao altera

a posicao do ponto 7" onde esta o tesouro.

<

Figura 3.28: Posi¢do do ponto Q ndo altera a posi¢do do ponto T

O problema desta proposta foi retirado do livro Trigonometria nimeros complexos.
Insentiva-se aos professores trabalhar problemas com esse perfil de teor investigativo que pro-
move a busca da solugdo.

Recomenda-se que apds encontrada a solu¢cdo em sala de aula, seja feita uma aula pratica na
area livre da escola, marcando dois pontos, para a entrada da caverna e para a pedra, deixando
os alunos seguirem as dicas do mapa e escolhendo qualquer ponto de partida, medindo com
fita métrica seus passos, para entdo encontrar o local do tesouro escondido. Além disso, €
proveitoso que o professor indague seus alunos sobre qual o melhor ponto a escolher para ser a
palmeira, pois ja que ndo depende desta escolha para encontrar o tesouro, pode-se encontra-lo

com menor nimero de passos.



CONSIDERA COES FINAIS

Somente apds 300 anos da descoberda dos nimeros complexos, estes foram dotados de
significado geométrico e asim, estabelecida sua cidadania plena. No desenvolvimento deste
tabalho, verificou-se que este fato evidencia-se até hoje na forma de ensinar este contetudo, pois
nem mesmo as orientagdes curriculares para o Ensino Médio abordam as potencialidades das
aplicacdes, quando os complexos sdo vistos na sua forma geométrica.

Portanto, cabe aos professores da Educacdao Bésica, ao tratar deste contetido, abordar sua
histéria, comentar sobre as suas aplicacdes em outras dreas do conhecimento e principalmente
revelar aos alunos a versatilidade da representacdo geométrica do produto dos niimeros com-
plexos e as suas correlacdes de multiplicagdo complexa e rotacdes no plano no ensino médio
deve ser incentivada.

Além disso, a utilizac@o de softwares de geometria dinamica podem facilitar a visualizacao
e proporcionar uma maior interacdo dos alunos de Ensino Médio, que acostumados a resolver
problemas que envolvem rotagdes, em geometria analitica, por meio de equagdes de circun-
feréncias e retas, julgardo de extrema relevancia aprender que o produto de nimeros complexos
torna-se um facilitador desta tarefa.

Dessa forma, o ensino dos nimeros complexos no Ensino Médio deve ser incentivado, pois
além de estabelecer conexdes com a geometria analitica conservando um importante mecanismo
para operagdes de rotagcdes no plano, é também um instrumento significativo na compreensao

dos processos de construcao dos saberes matemadticos, dando sentido a sua existéncia.
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ANEXO A — CORPO ALGEBRICO C

A adi¢do e a multiplicacdo com nimeros complexos € exatamente como se espera.
e Adicdo: (a+bi)+(c+di)=(a+c)+(b+d)i
e Multiplicacdo: (a+ bi) - (c +di) = ac+ bci + adi + bdi* = (ac—bd) + (ad + bc)i

Demonstracao das Propriedades de Corpo para nimeros complexos

Dados z1 = aj +b1i, zo = ap + byi € z3 = a3 + b3i tem-se:

Comutativa adicao: z; +z2 =20+ 71.

Comutativa multiplicacao: z; -z, = 22 - 1.

Elemento Neutro Aditivo 0+ 0i: z; + (0+0i) = z;.

Elemento Neutro Multiplicativo 1+ 0i: z; - (1 +0i) = z;.

A demonstragdo das propriedades comutativa e elemento neutro da adi¢do e da
multiplicacdo seguem trivialmente da definicdo destas operacdes em C, as demais seguem
abaixo.

Associativa adi¢io: 71 + (22 +23) = (21 +22) + 23.

(a1 +b1i) +[(a2 +az) +(by + b3)i] = [a1 + (ax +a3)] +[b1 + (b2 + b3)]i

21+ (z2+23)

[(a1 +a2) +az]+[(b1 +b2) +b3li = [(a1 +az) + (b1 + by)i] + (a3 + b3i)

(z1+22)+23

Associativa Multiplicacao: z;(z2z3) = (z122)z3.

21(2223) (a1 +b1))[(az2a3 — bab3) + (axbs + braz)i]

= lai1(a2a3z — bab3) —bi(azb3 + braz)] + [ai(a2bs + baaz) + bi(azaz — bab3)li
= lai1(a2a3z — bab3) —bi(axb3 + braz)] + [ai(axbs + baaz) + bi(azaz — bab3)li
= [(a1a2=bibr)az —(a1by + b1az)b3] + (a1a2 — b1b2)b3 + (a1by + braz)asli

= (2122)73
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Distributiva relativamente a adicao: z;((z2 +23) = 2122 + 2123-

(a1 +b1)[(az +a3z) + (b + b3)i]

21(z2 +23)

[ai(az +a3) —b1(by + b3)] + [a1(by + b3) + bi(as + a3)i

[(a1az2 —b1b2) + (a1by + braz)i]l + [(a1a3 — b1 b3) + (a1b3 + baz)i]

= 2122+12133

Elemento Oposto: Para todo z € C, existe um dnico (—z) € C, tal que z+(-z) =0+0i. A
demonstracao do elemento oposto aditivo segue trivialmente da definicdo da operagao de adi¢cao
em C.

Elemento Inverso.: Dado um nimero complexo z = a+bi # 0, existe 7 =a’ +b’i € C, tal
que, z-7 = 1+0i.

Para verificar a existéncia do inverso, resolve-se o sistema linear real nas variaveis a’ e b/,

aa’ —=bb' =1 , ba’' +ab’ =0.

Este sistema possui determinante a+b*#0e portanto, solu¢do unica dada por:

7 a ’ b
a2+b2’ a+b?
z ., .
Deste modo, 7 = — € o inverso de z, para todo z € C.

\S}

|z



ANEXO B - ISOMORFISMO ENTRE C E O PLANO R?

A “estranheza” dos nimeros complexos comeca a ser dissipada quando se estabelece uma

identidade geométrica para a sua representacao. Essa identificac@o € posto pelo isomorfismo ¢,

¢: R? —C
(x,y) = @(x,y) = x+1iy.

Ja demonstrado anteriormente que (C, +,-) € um corpo (o conceito de corpo pode ser encon-
trado em Hygino (2003)); sabe-se também que R? é um espaco vetorial com defini¢cao de soma
e multiplicacdo por escalar real usuais, entretanto para completar a verificacdo do isomorfismo
acima, precisa-se definir uma multiplicacdo adequada entre elementos de R?.

Para isto utiliza-se da defini¢do de multiplicagdo dos complexos, e sua versao para o R? é

da forma

(a,b)- (c,d) = (ac — bd, bc + ad), para(a,b),(c,d) € R?

Com a multiplicagdo, assim definida em R?, cumprem-se as propriedades
e Associativa: (a,b)-[(c,d)- (e, /)] = [(a,b)- (c,d)]- (e, f);

(a,b)-[(c,d)- (e, )] =(a,b) - (ce—df,cf +de)
=(a(ce—df)—b(cf +de),alcf +de)+b(ce—df))
=(ace—adf —bcf —bde,acf +ade+ bce —bdf)
=((ac —bd)e —(ad + bc) f,(ac—bd) f + (ad + bc)e)
=(ac—bd,ad+bc)- (e, f) =[(a,b)(c,d)]- (e, f).

e Comutativa: (a,b)-(c,d) = (c,d)-(a,b)

e Existéncia de Neutro: (a,b)-(1,0) = (a,b) ;

A verificagdo das propriedades comutativa e a existéncia do elemento neutro seguem

trivialmente da defini¢do da multiplicacdo em R2.

e Existéncia de Inverso: Y(a,b) # (0,0), existe (u,v) € R tal que (a,b) - (u,v) = (1,0); Para

a verificacdo da existéncia do inverso, pela defini¢do da multiplicagdo, resolve-se o sis-
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tema linear para u e v reais:
au—bv=1,bu+av=0.

O determinante da matriz associada a este sistema é a® + b*> # 0 e a solucdo do sistema é

Unica, dada por:

a b
s VT T o ;e
a‘+b a‘+b

e Distributiva: (a,b)-[(c,d)+ (e, f)] = (a,b)-(c,d) + (a,b) - (e, f).

(a,b)-[(c,d)- (e, H] =(a,b)-(c+e,d + [)
=(a(c+e)—b(d+ f),a(d+ f)+b(c+e)
=((ac —bd) + (ae—bf),(ad + bc) + (af + be))
=(ac —bd,ad + bc)+ (ae—bf,af + be)
=(a,b)-(c,d)+(a,b)- (e, ).

Unidas as propriedades do espaco vetorial R, com soma usual, tem-se que (R%,+,-) é um
Ccorpo.

Para verificar a afirmacdo inicial , de que ¢ € um isomorfismo, deve-se provar que ¢ é um
homomorfismo entre 0s corpos (RZ, +,-) e (C,+,-) e que este homomorfismo € bijetor.

De fato, para ser um homomorfismo, deve-se ter
i pu+v) =) +ev), Y u=(ab),v=(cd eR*

pu+v)=pla+c,b+d)=(a+c)+b+d)i
=(a+ bi) + (c+di) = p(u) + @(Vv).

i. p(u-v) =) @(v),Yu=(ab),v=_(cd)e Rz;

p(u-v) =¢p(ac—bd,ad + bc) = (ac — bd) + (ad + bc)i
=(a+bi)-(c+di) =) @(v).

iii. p(1)=1,1=(1,0)eR?;

A demonstragdo deste item decorre trivialmente da defini¢do de ¢

O homomorfismo apresentado identifica pares ordenados do R? com os nimeros complexos,

em particular tem-se

¢(0,0)=0, p(1,0) = 1 e(0,1) = i.
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Assim, i sob o enfoque do homomorfismo definido, herda a estrutura de resolugdao da
equagao algébrica X?+1=0em R2 e ao verificar a bijetividade do homomorfismo, agrega-se a
representatividade geométrica ao corpo (C, +,-). 10

A sobrejetividade é imediata, e tem-se que @(R?) = C, e a injetividade é verificada ao con-

siderar u = (x,y) e u’ = (x',y) tais que p(u) = o) & (x—x' ) = i*(y-y)Y o x=xey=y.

10Este resultado permitiria definir de maneira independente, ao j4 feito, os nimeros complexos; uma vez que,
este corpo d4 sentido a equacio algébrica: X?+1=0, paral =(1,0),0 = (0,0), como se verifica.

X=(0,1)
X2+1=0"= (0,1)-(0,1)+(1,0) = (0,0) => (—1,0) +(1,0) = (0,0) => (0,0) = (0,0)



APENDICE A - SOLUCAO GEOMETRICA PARA A SOLUCAO DA
EQUACAO x*>-10x+40=0

O problema original desta equacdo € dividir 10 em duas partes tal que o produto destas seja
40. Ao completar quadrado, encontram-se as solu¢des da equacdo que representa este problema
esdo x =5+ V-15.

Estas solucdes apresentam radical de nimero negativo, porém ao somé-las e ao multiplica-

las, encontra-se 0 que se espera, ou seja:

5+ V=15)+(5- V=15)=10 e (5+ V=15)-(5- V=15) = 40.

No texto abaixo, as nota¢des usadas para as operagcdes de mais e menos sao designadas por
p (de plus, “mais” em latim), m (de minus, “menos” em latim), a raiz designada por R (de radix)

e ainda a igualdade quad est (de quod est, “que €” em latim).

Além disso, a solugdo devia ser justificada geometricamente e Cardano apresenta uma
tentativa interessante para suprir a auséncia de uma representacdo geométrica natural
para esta situagdo. Segundo as proposicoes de Euclides, a equacdo de que tratamos
aqui exigiria a construg¢do de um quadrado de area m15. Dividindo-se o segmento AB
de comprimento 10 em dois segmentos iguais e desiguais, queremos encontrar o ponto
D que resolve o problema, como na proposicao /1 —5 dos Elementos de Euclides. Para
isto, seria necessdrio retirar do quadrado CEF B (Veja a Figura 4.3 (5.29)), de 4rea 25,
um quadrado de drea 40 (igual ao produto AD por DB). Sendo assim, o quadrado em
CD deveria ter drea m15 (ROQUE, 2012, p.214).

A D B
area 25
L H M
E G F

Figura 5.29: Figura 4.3 - Fonte: ROQUE, 2012, p. 215

A solucdo desejada € AC+CD e AC—-CD que eram registradas como “SpRm15” e
“SmRm15”.
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Fazendo o produto desses resultados, obtem-se “25mm 15 quadest40”. Logo, Car-
dano afirma que pode-se realizar com essas quantidades “sofisticadas” operagdes do tipo

5+ V=15)(5- V-15) =25—-(-15) = 40.



APENDICE B - Deducio da Férmula de Resolucio da Equaciio do

Terceiro Grau

Cardano publicou a férmula de resolucdo para equagdes cubicas em seu livro Ars
Magna(1545), porém nao se deve a ele a descoberta desta formula. De acordo com PINTO
(2009) Scipione Del Ferro (1465-1526) resolveu a cuibica X+ px=gq, sendo p e g positivos,
porém ndo publicou seus resultados, contando apenas para um grupo de amigos, entre eles
Antonio Maria Fior. Este, de posse deste resultado, desafiou publicamente Tartaglia.

Na disputa entre Fior e Tartaglia, o objetivo era a solucdo de vdrios problemas que
um deveria propor ao outro. Fior apresentou a Tartaglia, 30 problemas que eram

solucionados pelo caso particular da cibica, cujo método de solucéo ja era conhecido
por ele.(PINTO, 2009, p.13).

Tartaglia ja sabia encontrar a solucdo de qualquer equagao cibica da forma X+ pXx = g, pois
jé havia estudado esse tipo de equagao quando um amigo enviou dois problemas. Conforme
PINTO (2009) “Tartaglia € declarado vencedor, ja que, além de resolver todos os problemas
propostos por Fior, ndo teve seus problemas propostos resolvidos pelo oponente”.

Cardano, apds implorar a soluc@o das cubicas, obtém de Tartaglia tal formula e a publica,

mas como deduziram esta formula tdo desejada na época?

Deducio da formula de resolucao da equacao do terceiro Grau.
A ideia foi bastante simples, sendo x uma das raizes de uma equagao do terceiro grau do
tipo
x3+px+q:O, (5.17)

entdo x pode ser escrito como a soma de duas parcelas u e v, isto € x = u+v. Substituindo na

equacao 5.17, tem-se:

(u+v)3+p(u+v)+q:0

u3+v3+3uv(u+v)+p(u+v)+q:0 (5.18)

w4 Buv+p)(u+v)+q =0.

A ideia é perceber que seria muito bom se (3uv+ p) =0, pois assim a equagao 5.18 seria

satisfeita desde que W+ = —q. Portanto, encontrando u e v que satisfizessem as condi¢des

acima, x = u +v, seria a solugdo da equagdo 5.17.
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Reescrevendo a condicdo Buv+p) =0 uyv = -3 sy = ~57 € necessdario entdo re-

solver o seguinte sistema:

3 ¢ v é equivalente ao problema de determinar dois nimeros,

Dessa forma, determinar u
conhecendo seu produto e sua soma e as solucdes para esse tipo de problema, ji era conhecida

pelos matemadticos da €poca, pois se reduz a encontrar as raizes da seguinte equacao quadratica

3

> p
r"+gt—— =0,
1"=%7

[:2 53
ondet:—gi %+‘§—7ep0rtanto

3 g qz p3

=\-=z+/—+=

! \/2 N4 727

3 2 3

V:\/_z_,/q_+P_

2 4 27

3 g 9> p’ i/q 9> p’
x—\/2+\/4+27+ 2 Na o

Foi essa a formula publicada por Cardano para encontrar uma raiz da equagao do terceiro

E assim,

grau.

O leitor pode, neste momento, se perguntar se qualquer equagdo do terceiro grau, pode ser
resolvida usando a férmula deduzida acima. A seguir mostra-se que sim, pois qualquer equagao
do terceiro grau, ax> +bx*+cx+d = 0, pode ser escrita da forma O+ px+q =0, sem o termo

do segundo grau.

Reduciio de qualquer equacio ciibica para o caso particular x° + px+¢ =0
Para qualquer equagdo cuibica ax® +bx* +cex+d=0 para tornd-la mais simples, faz-se a

seguinte mudanca de incdgnita, substituindo x por ¢+ h:

a(t+h)* +b(t+h)* +c(t+h)+d =0
at’ + (b+3ah)t* + (c + 2bh + 3ah®)t +d + ch+ ah® + bh* =0 (5.19)

5 b+3ah , c+2bh+3ah* d+ch+ah’+bh?
r+ + 1+ =
a a a

0
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b
Fazendo o coeficiente de > = 0, tem-se & = 3 Assim a equacdo 5.19 pode ser escrita da
a

seguinte forma

£ +pt+q=0,

onde

c b?
= ———— ¢
p a 3a?
26> be d
—
2743 3a? a

Toda a equagdo do terceiro grau pode portanto, ser escrita no forma x>+ px+q=0,logoa
férmula publicada por Cardano resolve qualquer equagao cubica, bastando para isso, reescrevé-
la na forma proposta.

Cardano tinha um discipulo, o Matematico italiano Rafael Bombelli, que muito contribuiu
para o estudo dos nimeros complexos ou “quantidades sofisticadas”’como eram chamados. Por
volta de 1560 ele aborda em sua obra L’Algebra os nimeros imaginérios, reconhecendo a ex-
isténcia de raizes negativas ao considerar a equacao x> =15x+4, quando para resolvé-la aplica

a férmula de Cardano chegando na seguinte expressao para uma solugao:

x= N2+ Vo121 4 N2 = Vo121

Porém, como ja comentado anteriormente, no contexto do século XVI, nimero negativo
ndo era tratado como se fosse um verdadeiro nimero, ndo tinha alcancado sua cidadania plena
dentro da matematica, como operar entdo com a raiz quadrada de um ndmero negativo.

E natural pensar que qualquer matemdtico da época pudesse comecar a questionar se a
féormula publicada por Cardano resolveria verdadeiramente qualquer equagao do terceiro grau.
Entretanto, Bombelli ndo desistiu e, na forma de versos enunciou regras operatdrias, que
também sdo validas para os nimeros reais, para a multiplicacdo do que chamamos hoje de
unidade imagindria, evidenciando estar a frente de seus antecessores pela sua capacidade de
abstracdo algébrica. PINTO (2009) transcreve os versos que Bombelli escreveu em L’Algebra
na pagina 133, e indica as tradugdes para piu, meno, meno di meno e piunt di meno como sendo,
respectivamente, 1, —1, — V-1e +V—-1. Dessa forma, seguem os versos com suas respectivas

tradugdes:

Pitl via pitt di meno, fa pitt di meno (+1)- (+ V=1) = (+ V-1)

Meno via pitt di meno, fa meno di meno (~1)-(+ V=1) = —=(V-1)
Piu via meno di meno, fa meno di meno (+1)-(— \/—_1) =(- \/—_1)
Meno via meno di meno, fa piu di meno (—1)-(— V=1)=(+V-1)
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Piu di meno via pit di meno, fa meno (+ V=1)-(+ V=-1) = (=1)
Pitl di meno via meno de meno, fa pitt (+ V=1)- (- V=1) = (+1)
Meno di meno via piu di meno, fa piu (- V=1)-(+ V=1) = (+1)
Meno di meno via meno di meno, fa meno (— \/—_1) (- \/—_1) =(-1)

Provavelmente Bombelli percebeu a simetria na expressdo encontrada para a raiz da
equacdo, e fazendo manipulagdes algébricas, operando com as raizes de nimeros negativos
através das regras versadas por ele, concluiu que (2 + V-1’ =2+ V=121, ¢ analogamente
percebeu que (2— V-1)° =2 - V-121.

Deste modo, Bombelli ao usar este método, obteve uma das raizes reais da equagao, pois as
partes imagindrias se cancelavam. Mesmo assim foi inevitdvel o seu encontro com 0s nimeros

complexos.

x= i/(2+ x/—_1)3+i/(2—\/—_1)3 = x=2+V-1+2-V-1 = x=4

2 3
Ao analisar a féormula de Cardano, percebe-se que nos casos em que — < —— € indis-

pensavel o uso de nimeros complexos, tornando-os assim, ndmeros legitimo;L na Mgzemética.
Apartir de entdo, os matemadticos, apesar de terem sempre uma certa desconfianca quanto a
estes nimeros, comegaram a operar com as raizes de nimeros negativos, aos quais chamavam
de nimeros imagindrios por nao existir uma representacao, estavam apenas na imaginacgao.
Por vezes, ao usar o “principio da permanéncia das formas”(Principio de aplicar a
novos objetos algébricos as regras usuais do cdlculo de numeros ja conhecidos), levou
os Matematicos da antiguidade a enganos. Euller (1707 - 1783) chegou a afirmar que
V=2-V=2=4/(=2)-(-2)= V4 =2 por analogia a regra para nimeros reais Va Vb = Vab.
Um problema fundamental na historia dos nimeros complexos trata de encontrar as raizes de
uma equacao cubica, quando esta equagao € irredutivel, isto €, as trés raizes sdo reais. Nestes ca-
sos, ao utilizar a férmula de Cardano, aparecem “nuimeros ilegitimos”(raiz quadrada de nimero
negativo) para chegar a resultados ’legitimos”(ndmeros reais).
Foi apenas no século XVIII que os nimeros complexos passam a ser reconhecidos como
verdadeiros nimeros através da interpretacdo geométrica proposta por Johann Carl Friedrich
Gauss (1777 - 1855), e no século XIX, com os trabalhos de Wallis, Wessel, Buée e Argand, os

numeros complexos alcangcam sua plena aceitacdo no Mundo da Matematica.



APENDICE C - Grupo das raizes n-ésimas da unidade

Seja S o conjunto das raizes n-ésimas da unidade, isto €, S = {z eC:z=cis 2i—ﬂ ,Vn e N*,
comk e {0,1,2,3,--- ,n—1}. Observe que os elementos do conjunto S possuem mddulo unitario
e diferem apenas pelo seu argumento.

O conjunto S com a multiplicagdo usual em C, estabelece uma estrutura (S,-) de grupo

abeliano, pois sao validas as propriedades:

i. Associativa —(z1-22)-23 =21 - (22-23)

.. . . 2km
ii. Existéncia de um elemento neutro zg — Yz = cis— € S tem-se que z0:2=2:20 =2
n

o ) . 2km i
1i. Existéncia do elemento inverso — Yz = cis— €S, com k€{0,1,2,---,n—1} existe
n

.
= cises, comje(0,1,2, n— 1} tal que z-z” = 2.
n

iv. Comutativa—z1-22=22:21, Y2 € S

As propriedades enunciadas sdo demonstradas abaixo.

A demonstracdo dos itens [i.] e [iv.] seguem trivialmente da defini¢cdo da multiplicacdo entre
complexos unitdrios na forma polar , isto €, pela associatividade e comutatividade da soma dos
argumentos dos nimeros complexos, em particular, dos elementos do conjunto S .

Elemento I\zllczutro o etk o
+
702 = Cis—oﬂ- cis—ﬂ = cisM = cis—ﬂ o kog+k=k © ky=0, assim o ele-
n

n n
mento neutro de S é zo = (1,0).

Elemento Inverso
1 2(k+ j)m 2(k+ jm
— =2rou ———— =

- k+j
27 =20 ©

k+j
O@—leou—:0®k+j:n ou
n n n
k+j=0, onde k,j€{0,1,2,--- ,n—1}, desta forma, se k=0, entdo j=0 e z=z7" =2z0. Se

1 <k <n-1, bastatomar j=n-—k.



