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RESUMO

E notoria a grande dificuldade que alunos do 9° ano do ensino fundamental e do 1° ano do
ensino médio em entender algumas definicdes, resolver exercicios e aplicar definicdes das
fungdes polinomiais tanto do primeiro quanto do segundo grau, muitos deles concluem o
Ensino Médio sem compreender estas relacfes. Assim, este trabalho de pesquisa busca
elaborar uma proposta para o ensino de fungdes polinomiais para o Ensino Médio com a
utilizacdo do software GeoGebra, que auxiliara nas construcdes de graficos, nos célculos e nas
demonstragfes bésicas de algumas definicGes. Este trabalho poderd ser utilizado como
referéncia bibliogréfica para qualquer aluno das séries finais do ensino fundamental ou do
ensino médio, bem como a seus respectivos professores como material complementar ao livro
didatico, proposta esta que futuramente sera levada a direcéo regional de ensino. Com relacéo
as conclusdes da proposta, podemos afirmar que os resultados foram bastante positivos,
mostrando que o software atuou de forma a contribuir na atribui¢éo de conceitos relacionados

com o estudo de fungdes polinomiais.

Palavras-Chave: Funcbes Polinomiais, Software Matematico, GeoGebra, Graficos e

Aplicacdes, Ensino e Aprendizagem Matematica, Geometria Dinamica.



ABSTRACT

It is evident the great difficult that students in the 9" grade of Elementary School and 1% year
of High School to understand some definitions , solve exercises and apply definitions of
polynomial functions of both the first and second degree , many of them complete High
School without understanding these relations. So, this work of research seeks to elaborate a
proposal for the teaching of polynomial functions for High School with the use of GeoGebra
software, which will assist in the construction of graphs, the calculation and statements of
some basic definitions. This could be used as a bibliographic reference for any student of final
grades of Elementary School or High School, as well as their teachers as supplementary
materials to textbooks, a proposal that the future will be taken towards regional teaching.
With respect to the conclusions of the proposal, we can say that the results had been very
positive, showing that the software worked to contribute in the assignment of concepts related

to the study of polynomial functions.

Keywords: Polynomial Function, Mathematical Software, GeoGebra, Graphics and

Applications, Education and Learning of Mathematics, Dynamic Geometry.
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1.  INTRODUCAO

Segundo Lima em [9], ensinar matemética ndo é uma tarefa facil, principalmente no
ensino médio, pois 0s conceitos matematicos que os alunos tiveram contato no ensino
fundamental sdo retomados e revistos no ensino médio de uma forma mais aprofundada,
exigindo-se maior raciocinio na busca por solugdes de problemas mais complexos. Desta
forma, o ensino de matemaética para este aluno deve ter um carater formativo que auxilie na
construcdo do pensamento matematico e do raciocinio légico-dedutivo.

Sem nenhuma duvida que o ensino desta disciplina é de suma importancia para o
educando e porque ndo dizer para toda sociedade em um modo geral, pois pode ser
considerada por muitos como a mée de toda ciéncia, e mesmo néo sendo tdo extremista, seria
no minimo um elo entre o conhecimento cientifico e os resultados de todo conhecimento.

No mundo cada vez mais interligado, a matematica constitui ferramenta importante no
desenvolvimento de diversas areas do conhecimento como administracdo, economia,
geologia, quimica, fisica, arquitetura, engenharia, dentre outras. Assim sendo, torna-se
primordial a abordagem desta de forma interdisciplinar, permeando outras areas de
conhecimento e refletindo a realidade do cotidiano das pessoas, no qual ndo ha
compartimentos fechados de conhecimentos para serem aplicados em determinadas situagoes
e, sim, um mosaico de informagdes que permite o individuo se orientar, comunicar, refletir,
decidir, calcular, interagir, planejar e executar dentro das suas possibilidades e da comunidade

da qual faz parte, Tocantins em [13].

Em meio a todo este estudo, dificuldades e desafios, existe um ponto muito importante
gue entremeia esta ciéncia magnifica; as funcdes, tem como finalidade fazer com que o aluno
traduza e generalize padrdes aritméticos, estabeleca relagdes entre grandezas variaveis,
compreenda e utilize diversos significados do uso da simbologia em situa¢des novas e, muitas
vezes, inesperadas, bem como sirva de ferramenta para resolver problemas que tenham
aplicacdes diretas, Tocantins em [13].

Conceitualmente, um modelo matematico, pode ser apresentado como uma
representacdo de um sistema real, o que significa que um modelo deve representar um sistema
e a forma como ocorrem as modificagcbes no mesmo. Eles séo utilizados em muitos campos da
atividade humana, como: Matematica, Economia, Fisica, Quimica, Biologia, Astronomia,
Engenharia, etc. Quando se modela algebricamente um fendmeno, atraves de relagdes
generalizadas, um passo importante em direcdo a construcdo dos modelos matematicos €

dado. Entretanto, para ser possivel modelar algebricamente um fenémeno fisico é importante
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conhecer as caracteristicas de cada tipo de funcdo. Mesmo que o estudo de func¢Bes no ensino
médio seja tratado sem o uso do célculo infinitesimal ha diversas possibilidades de enriquecer
as aulas com uma variedade de situacBes que ocorrem e que requerem, para suas analises o
emprego das caracteristicas e propriedades das funcdes.

Para quem esta na regéncia de sala de aula, percebe que nem sempre estes objetivos
sdo alcancados, este fato ocorre por diversos motivos, tais como a desestrutura escolar, falta
de motivacOes e interesse do educando, caréncia de material didatico apropriado ou da ma
utilizacdo do material existente, ou outros motivos quaisquer. Mas o certo é que este conteido
ndo tem aprendizado satisfatorio.

Por este motivo varios pesquisadores em Educagdo Matematica afirmam que o
professor deve ser munido de criatividade e pautado em objetivos bem definidos, deve criar
situacOes de aprendizagem de maneira personalizada, buscando sempre atividades que sejam
significativas para seus alunos e que levem em consideracdo também os conhecimentos
prévios dos mesmos.

Com a chamada modernizacdo no ensino, novas ferramentas estdo sendo
desenvolvidas, que muitas vezes sdo mais instigantes ao educando, tais como 0S jogos
cooperativos, a interdisciplinaridade e mais recentemente o uso do computador em sala de
aula.

E de consentimento dos educadores e em consonancia com os proprios PCNs
(Parametros Curriculares Nacionais, 1998) que ndo existe um caminho que possa ser
identificado como Unico e melhor para o ensino de qualquer disciplina. No entanto, conhecer
diversas possibilidades de trabalho em sala de aula é fundamental para que o professor
construa a sua pratica. Dentre elas, destaca se a historia da matematica, as tecnologias da
comunicacdo e 0s jogos como recursos que podem fornecer os contextos dos problemas,
como também os instrumentos para construcao das estratégias de resolucéo.

Mais recentemente uma ferramenta que esta sobressaindo, € o computador e a cada
aula que se passa, a presencga do computador no ambiente de aprendizado se torna maior.

No estado do Tocantins, o computador com ferramenta de trabalho ja é realidade em
todas as escolas publicas, de modo que no ano de 2011, todos os professores da rede estadual
receberam da SEDUC um notebook para uso pedagogico. Em todo o estado, os diarios séo
eletronicos, todas as escolas sdo munidas de projetor multimidia e laboratorio de informatica.
No ano de 2013, as escolas receberam cada uma duas lousas digitais. Em particular na cidade

de Gurupi, ainda temos duas escolas que foram contempladas pelo projeto UCA (Um
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Computador por Aluno). Assim todas as escolas estdo equipadas para a utilizacdo de
computadores e tecnologias no processo de ensino e aprendizagem

Apesar de toda esta inovacdo, os profissionais da educacdo principalmente 0s
professores de Matematica ndo estdo capacitados o suficiente, para uma utilizacdo plena desta
ferramenta, principalmente em conteudos especificos, e sendo assim toda esta inovacdo vem
sendo menosprezada pelos mesmos.

Tendo conhecimento de todas estas dificuldades, e com o intuito de uma motivacéao a
uma melhor utilizacdo do computador como ferramenta neste processo, sera apresentada neste
trabalho uma proposta que ndo pode ser considerada inovadora, mas um pequeno auxilio para
os educadores e estudantes de Matematica, principalmente na regido sul do estado do
Tocantins.

Neste trabalho sera utilizado um software de geometria dindmica para nos auxiliar.
Existem hoje no mercado varios softwares disponiveis, conforme indicamos alguns deles, no
apéndice A. Nossa escolha foi pautada na facilidade, na abundancia de ferramentas, na
auséncia de custo e em sua linguagem simples. Pensando assim, o software escolhido foi o
GeoGebra.

Atualmente, varios autores vém trabalhando com esta ferramenta e varias publicactes
vem surgindo no ensino de fungdes polinomiais e na utilizagdo de ferramentas
computacionais. Um bom trabalho sobre o GeoGebra pode ser encontrado em Nogueira [11],
outro ndo menos brilhante em Junior [7]. Outros autores, porém, trabalham conteddos
especificos com o auxilio desta ferramenta, um bom exemplo pode ser encontrado com
Suguimoto em [12]. Neste trabalho vamos estudar as fungdes polinomiais com um pouco
mais de aprofundamento, com o auxilio do GeoGebra.

Mesmo o GeoGebra sendo um software bem completo, como afirma Suguimoto em
[12], ele ndo substitui o quadro e giz, mas deve ser utilizado apenas como um complemento
didatico pedagdgico.

Para uma melhor afirmacdo de nossas ideias, serd& mostrada, no capitulo 2, uma
pesquisa de campo realizada com alunos e professores da rede publica, expondo assim 0s
anseios e os desafios a serem conquistados.

Apesar de necessario, no capitulo 3, vamos restringir nossos estudos apenas as
ferramentas de maior necessidade para o alcance dos nossos objetivos, visando uma boa
utilizacdo do GeoGebra, como ferramenta do estudo das fungdes polinomiais.

No capitulo 4, vamos trabalhar em linguagem simples e usual as noc¢Ges de fungéo,

bem como as no¢des de grafico de funcao.
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No capitulo 5, iremos mostrar varias propriedades das fungdes polinomiais e
utilizaremos dos recursos do GeoGebra, com o intuito de melhor entendé-las. Algumas
propriedades que julgarmos necessario, faremos as demonstracdes, uma vez que nao seria
possivel demostrar todas elas em tao curto espaco, mas fica o desafio ao leitor em conclui-las,
com 0 uso deste recurso.

Fecharemos nossos estudos no capitulo 6 instigando o leitor a resolucdo de problemas
e aplicacOes utilizando-se de um recurso diferenciado, onde incentivaremos também o leitor a
resolver outros problemas de cotidiano de classe, utilizando também esta ferramenta.

No capitulo 7, apresentaremos os resultados alcancados e nossas conclusfes, bem

como sugestdes para trabalhos futuros.
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2. PESQUISA REALIZADA COM ALUNOS E PROFESSORES DO
ENSINO MEDIO

A pesquisa com o aluno teve por objetivo investigar o conhecimento que o educando
possui sobre as fungdes, sua satisfacdo, seus conhecimentos sobre informatica e suas opinides

sobre estudos futuros e ferramentas metodoldgicas.

J& a pesquisa com os professores, teve por objetivo, analisar as dificuldades que os
mesmos possuem, seus anseios a respeito destes conteudos, captar opinibes sobre a
ferramenta proposta e avaliar as potencialidades do uso do software GeoGebra como apoio ao
ensino de Matematica. Acreditamos que o potencial desta tecnologia ndo vem sendo
inteiramente aproveitado, especialmente por deficiéncia na formacdo dos professores, tanto
nos cursos de licenciatura, como na formacéo continuada. O instrumento de coleta de dados

utilizado na investigacdo foram questionarios abertos.

Esta pesquisa foi realizada com alguns alunos e professores de escolas publicas na
cidade de Gurupi — TO. Abaixo segue os procedimentos e os resultados alcangados com a

pesquisa.
2.1 Procedimentos metodoldgicos da pesquisa

A pesquisa foi realizada com 25 alunos de dois Centros de Ensino Médio (CEM) da
cidade de Gurupi. Os alunos foram escolhidos ao acaso sendo 10 alunos do CEM Arizinho

el5 alunos do CEM Bom Jesus. As perguntas do questionario foram de mdltipla escolha.

Para os professores, foi ministrado um curso de formacdo, que tinha como publico
alvo, professores de Matematica e demais interessados da rede municipal de ensino da cidade
de Gurupi. Este curso foi ministrado no dia 31 de julho do ano de 2013 no periodo das 08:00h
as 12:00h com o titulo GeoGebra, no qual foi introduzida as no¢des preliminares do software

e suas ferramentas basicas.

Houve 31 professores inscritos, no entanto s6 compareceram 22 professores. O curso
foi ministrado na sala de informatica do IF-TO e ao final foi aplicado um questionario
contendo 12 questdes de multipla escolha e em algumas perguntas havia a oportunidade de

justificar.

2.2 Resultados da pesquisa realizada com alunos
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Com o intuito de uma melhor compreensdo dos dados coletados na pesquisa com
alunos, foi desenvolvido para cada questdo um gréafico correspondente e em algumas destas
questdes segue um breve comentario, sob a visdo do autor a respeito das respostas

encontradas.

1) Como foi seu aprendizado sobre equacdo do primeiro e do segundo grau

(no 9° ano ensino fundamental)? (Resposta na Figura 1).

12

10

Muito bom, aprendi Aprendi quase tudo. Aprendi algumas coisas, N&o aprendi muitas
tudo. mas deveria ter coisas.
aprendido mais.

Figura 1- Resposta da primeira questao para alunos.

2) Como foi seu aprendizado sobre fungdo do primeiro e do segundo grau (no

9° ano ou na 12 série do ensino médio)?

12

10

Muito bom, aprendi Aprendi quase tudo. Aprendi algumas coisas, N&o aprendi muitas
tudo. mas deveria ter coisas.
aprendido mais.

Figura 2- Resposta da segunda questdo para alunos.
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Com as respostas das questdes 1 e 2, podemos notar que muitos alunos consideram
que tem um bom conhecimento, mais sua maioria absoluta reconhece que n&o foi ideal seus

aprendizados referente aos seguintes conteldos.

3) Qual seus conhecimentos sobre informética?

Nota-se que esta nova geragdo de alunos tem um conhecimento razoavel sobre
informatica, e que com toda certeza conseguiriam utilizar alguns softwares matematicos, uma

vez que conseguem fazer uso de outros softwares do mesmo nivel de dificuldade.

16
14
12
10
8
6
4
2 -
0 -
Ndo tenho Tenho conhecimento Conhecimentos Conhecimentos
conhecimento algum. basico (programas intermedidrios. avancgados (uso de
prontos, face book, programas avancados).
internet).

Figura 3- Resposta da terceira questéo para alunos.

4) Como vocé utiliza dos seus conhecimentos de informatica pra seu

crescimento estudantil?



14
12
10
8
6 .
4 -
2 -
0 - T
N3o utilizo de Raramente utilizo de Utilizo para realizar Consigo utilizar com
informatica pra estudar informatica para pesquisas facilidade softwares
estudar para me ajudar nos
estudos

Figura 4- Resposta da quarta questdo para alunos.
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Acreditamos que devido a falta de instrucdo, os alunos ainda ndo utilizam de uma

maneira ideal os recursos tecnolégicos em seus estudos, como observado na questdo 4. Na

questdo 5, fica evidente o anseio por uma maior e melhor utilizacao deste recurso no processo

de ensino e aprendizagem.

5) Vocé gosta do uso das tecnologias em sala de aula?

25

15 -

10 ~

Sim Nao

Figura 5- Resposta da quinta questao para alunos.

6) Vocé conhece algum software para estudo de matematica? Qual?



25

20

15

10

Sim

colocaram os nomes dos softwares que disseram conhecer.

(computador, softwares) para o ensino de equacdes e fungdes?

Figura 6- Resposta da sexta questdo para alunos.
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Os dois alunos que afirmaram conhecer algum software de estudo matematico, nao

7) Vocé gostaria que seu professor usasse mais recursos tecnoldgicos

25

20

15

10

Sim

Figura 7-Resposta da sétima questdo para alunos.

8) Vocé acredita que o uso de alguns softwares no processo de ensino

de funcéo poderiam ajudar a melhorar o aprendizado?
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25

20 -

15 -

10 +

Sim Nao

Figura 8- Resposta da oitava questdo para alunos.

Podemos observar que tanto na questdo 7, quanto na questdo 8 a evidéncia do interesse
do educando pela utilizacdo de ferramentas distintas das que estdo sendo utilizadas € notdria.

O computador foi uma ferramenta que os educandos viram como uma boa opgéo.

2.3 Resultados alcancados pela pesquisa realizada com os professores

Com o intuito de uma melhor compreensdo dos dados coletados na pesquisa com 0s
professores, foi desenvolvido para cada questdo um grafico correspondente, e nas questdes

que eles tiveram oportunidade de justificar, houve uma rapida analise.

1) Qual a forma de preparar seu material didatico em relacdo a graficos,

poligonos e geometria em geral?
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ORNWPARUIONOOOO

al .0

Utilizagdo de recursos Imprime e cola Utilizacdo de Baixa graficos e Utilizo de programas
de desenhos existentes recortes de livros,  programas especificos desenhos da internet especificos para
em editores de texto. desenho a mao livre de desenho, tais como realizar tais tarefas
com régua, caneta e, Paint, etc..., e depois
depois faz cépias deste os insere nas
material. atividades

Figura 9- Resposta da primeira questdo para professores.

Podemos observar a grande dificuldade que a maioria dos professores tem em utilizar

de figuras, gréaficos e planilhas na preparacdo de seu material didatico. Estes fatos séo

notados, por nds que convivemos no ensino basico, com professores de outras disciplinas

também. Estas dificuldades acabam se tornando um transtorno na confeccdo de material

didatico, principalmente na elaboracdo e formatacdo de simulados e provas, e além dos alunos

que sdo os maiores prejudicados, os coordenadores da mesma forma, ficam prejudicados, uma

vez que cabe a eles o papel de formatar e fazer impressdo destes materiais, assim toda esta

dificuldade do educador, tem que ser resolvida pelo coordenador.

2) Ja trabalhou com equagdes ou func¢des polinomiais do segundo grau?

Encontrou dificuldade na preparacdo de atividades envolvendo equagdes do segundo

grau ou grafico de funcbes?
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12
10
8
6
4
2 .
0 .

Ndo, nunca trabalheie N&o, nunca trabalhei, mas Sim, ja trabalhei, mas ndo Sim, ja trabalhei e sempre
nunca tive dificuldades em sempre encontrei tive dificuldades encontrei dificuldades
elaborar e fazer atividades dificuldades em elaborar

envolvendo a parte atividades com relagdo a
geomeétrica parte geométrica

Figura 10- Resposta da segunda questdo para professores.

Observa-se que a grande maioria que trabalhou com estes conteudos teve dificuldade.
Logo, as dificuldades ndo estdo presentes apenas na utilizacdo de novas tecnologias, mas

também em conteldos.

3) Vocé utiliza de algum recurso tecnolégico no ensino de equacgdes e

funcdes? Se sim, qual? (Resposta ver Figura 11).

A maioria absoluta afirma ndo utilizar informéatica como um recurso para o ensino, e
dos que afirmam utilizar, dois deles utilizam apenas como forma de pesquisa, € 0s outros

quatro professores afirmam que utilizam o Excel.

18
16
14
12
10

o N b OO
I

Sim

Figura 11- Resposta da terceira questdo para professores.
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4) Ja havia participado antes de algum curso de formacdo em tecnologia
aplicada especificamente na disciplina de Matematica?

25

20

15

10

Sim

Figura 12- Resposta da quarta questéo para professores.

Uma grande falha no processo de formacdo continuada dos professores,
principalmente na regido sul do estado do Tocantins, é a auséncia de formacdes especificas
em suas respectivas areas, principalmente na area de Matematica. Como podemos ver nas

respostas dos professores, é realmente grande esta caréncia.

5) Antes deste curso, ja tinha algum conhecimento sobre o aplicativo

GeoGebra?

14
12 -
10 -

o N B O
I

Sim, apenas ouvido falar. Sim, participei de oficinas Sim, ja utilizo o Geogebra N3o, nunca tinha ouvido
com o Geogebra falar

Figura 13- Resposta da quinta questdo para professores.
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6) Tem conhecimento sobre outros softwares educacionais semelhantes ao

GeoGebra? Qual?

16
14 -
12 -
10 -

o N B O
I

Sim Nao

Figura 14- Resposta da sexta questdo para professores.

O mais intrigante é que a maioria afirma conhecer outros softwares, apesar de
n&o utilizarem ou de n&do terem a habilidade. Em uma conversa informal, muitos revelaram
gue nos seus cursos de formacdo tiveram um breve contato com tais instrumentos. Cinco
professores afirmaram conhecer o Grafeq, seis afirmaram conhecer o Wimplot, trés afirmaram

conhecer o Maple, outros afirmaram que ndo se lembravam do titulo do software.

7) Depois de conhecer o GeoGebra, pretende preparar suas atividades

utilizando o GeoGebra?

25

20 -

10 +

Sim Nao

Figura 15- Resposta para a sétima questao para professores.
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Uma avaliagcdo positiva a respeito da oficina ministrada e da satisfagdio com o
GeoGebra, obtivemos nesta resposta, uma vez que apenas um professor afirmou que nao
pretende utilizar-se desta ferramenta, ou seja, a ferramenta tem boa aceitacdo entre o corpo

docente.

8) Em sua opinido, qual a maior dificuldade que os professores encontram ao

utilizar recursos tecnologicos?

10
8
6
4 -
0 i T T T 1
Dificuldade em Falta de formacdo Falta de tempo paraDificuldade repassar Falta de interesse
informatica basica ou pouca oferta de conhecer e conteudos coma dos alunos quanto a
capacitagao aprender e aplicar utilizagdo de utilizagdo dos
os softwares recursos métodos
Figura 16- Resposta para oitava questéo para professores.
9) Dificuldades que encontrou no GeoGebra.
12
10
8 .
6 .
4 .
O i T T
Utilizagdo de recursos: Ajuste de janela de visualizagdo e N&o encontrou dificuldades
ferramentas e comandos interface grafica

Figura 17- Resposta da nona questdo para professores.

10)  Pontos positivos encontrados no GeoGebra.
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8
7
6
5
4
3
2
1
0 T
Resultado final das Recursos Interagdo entra a Ferramentas outros
atividades algébricos, parte Algébrica e a intuitivas
perimetro, area, parte Grafica

raizes, etc...

Figura 18- Resposta para décima questao para professores.

11)  Vocé gostaria de continuar tendo cursos de formagdo sobre o software
GeoGebra?

25

Sim Nao

Figura 19- Resposta para décima primeira questdo para professores.

12)  Vocé recomendaria o GeoGebra para algum professor?

25

20 A

15 -+

Sim Ndo

Figura 20- Resposta para a décima segunda questao para professores.
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Nas questdes 11 e 12 podemos observar que apesar de todas as dificuldades, todos os
professores indicariam o software para 0s colegas e gostariam de continuar a ter formacao
neste software, mas infelizmente nossos esforcos em implantar um curso para professores
ainda ndo surtiu o efeito desejado.

Como resultado desta pesquisa, podemos levantar indicadores que podem ser
utilizados para organizar cursos de professores de Matematica com o uso de softwares
educacionais, em particular GeoGebra, e auxiliar a promover a reflexdo acerca das condi¢oes
nos laboratdrios de informética das escolas de Gurupi para efetivamente viabilizar este tipo de

atividade.
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3. SOBRE O GEOGEBRA

O GeoGebra é um software de geometria dindmica, livre, de fécil instalacdo, de facil
utilizacdo e entendimento, que une a geometria, algebra e célculo. Estas facilidades nos
motivou ainda mais na escolha deste software para o estudo e a apresentacao neste trabalho,
uma vez que € uma 6tima e simples ferramenta para o estudo de Matematica.

No site http://www.geogebra.org, obteremos um manual online e o software pronto
para instalar. Ja HOHENWARTER em [5] apresenta um tutorial em pdf, que é completo e de
facil entendimento.

Foi desenvolvido por Markus Hohenwarter e uma equipe internacional de
programadores Nogueira afirma em [11], com o intuito de aprender e ensinar matematica nas
escolas.

Neste trabalho, utilizaremos algumas da muitas funcGes e ferramentas disponiveis no
programa. As mais utilizadas, em nosso trabalho, a saber, no estudo das fungdes polinomiais,
serdo mostradas nesta secao.

Na Figura 21 apresentaremos 0 icone mover que nos permite movimentar qualquer

ponto sobre o plano.

[ GeoGebra - B

Arquivo Editar Exibir Opcfes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...

.A7 /{7 /~/ ::)7 ®7 I@_f '/‘{;7 xv ABC7 iii— “P—

7 7 7 il

a de Visualizagdo E3
[}s Mover

[% Rotacdo em Torno de um Ponto a4
.

38
f;[}s Gravar para a Planilha de CGalculos

Entrada ®=

Figura 21- lcone mover na barra de ferramentas.

Na Figura 22 apresentaremos 0s seguintes icones:

e Mover janela de visualizacdo: move a area visivel da construcéo;
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e Ampliar: amplia a construcéo;

e Reduzir: reduz a construcao.

Arquive Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...
a
k[ LA 2 OO &) N e L[] G
) | il 7| | V| V| | | i 0 -'I{l)}
* Janela de Algebra » Janela de Visualizagd
L ] c%b Mover Janela de Visualizagio ]
4] ® | Ampliar
=, | Reduzir
3
OO Exibir / Esconder Objeto
24
A /| Exibir/ Esconder Rétulo
1]
«f | Copiar Estilo Visual AN
0
|
4 3 2 1 0 4 Apagar &
-1
2
34
Entrada: =
-

Figura 22-icones a serem observados Mover janela de visualizagio, Ampliar e Reduzir.

Na Figura 23 iremos apresentar o icone Seletor ou Controle deslizante que é a

apresentacdo grafica de um namero livre em um intervalo o qual é de livre escolha.

Arquivo Editar Exibir Opcles Ferramentas Janela Ajuda Entrar.
@l
N Erd sl N PN =
7 7 7 7 7 & & | v 0 5
* Janela de Algebra ¢ Janela de Visualizagé
L ] | 232 Controle Deslizante I &l
4| 8 Caixa para Exibir / Esconder Objetos
Botdo
3
a= Campo de Entrada
Pe
1
A0
9 T
4 3 2 1 [ 1 2 3 2 5 [
14
2
_ad
Entrada: =
=

Figura 23- icone Controle deslizante.

Na Figura 24 teremos em destaque outros dois campos 0S quais Serdo muito
importantes em nossos estudos que sao eles:
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e Janela algébrica que nos permite visualizar as operagdes realizadas.
e Campo de entrada que nos permite inserir equacdes, funcdes, pontos, etc. sem

a utilizacdo da barra de ferramentas.

L GeoGebra - olEN|

Arquivo Editar Exibir Opgles Femamentas Janela Ajuda Entrar.

[% ..ﬂ__ ,-/ _.. :- I:‘j \'.., .{:. x Aac._ ,_},

» Janela de Algebra % | » Janela de Visualizagio

?

Janela algébrica

Enfrada: Campo de entrada =

Figura 24- Observar os Campos de entrada e Janela algébrica.

Todas as ferramentas do GeoGebra podem ser inseridas através do campo de
entrada, mas assim, necessitaria de um conhecimento matematico bem abrangente. Por este
motivo, é interessante conhecer e estudar a Lista de Comandos com bastante atencdo e

perceber as inimeras ferramentas matematicas que o GeoGebra possui.
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4. FUNCAO E GRAFICO DE UMA FUNCAO

A grande maioria dos livros didaticos, tanto do 9° ano do ensino fundamental quanto
do 1° ano do ensino médio, iniciam suas sec¢Bes de fun¢do com exemplo de uma aplicacéo, o
que ndo deixa de ser uma boa forma de ensinar, mas desta forma as definicdes sempre ficam
prejudicadas, em que na maioria das vezes ndo passam de um complemento do estudo, uma

vez que deveria ser a base do mesmo.

Da mesma maneira que nas defini¢des de funcéo, os livros didaticos passam ao aluno
as nocdes de graficos com o uso de tabelas de valores, o que fica bem facil para o
entendimento do mesmo, no entanto os alunos ndo entendem realmente o que é um grafico,
ficando subtendido para ele que gréfico é a representacdo de alguns pontos em um plano
cartesiano, e para os alunos estes pontos tem que ser de coordenadas inteiras, onde eles ndo

tém nocdo das aplicacdes de conjuntos neste conteudo.

Por este motivo, indicamos aos leitores que observem as defini¢cbes que GUIDORIZZI
em [4], de BIANCHINI em [2] e de IEZZI em [6], e com estas leituras, formular suas proprias

definicBes sobre funcéo e grafico de funcéo.

Os conjuntos A e B podem ser os mais diversos possiveis, mas em nivel de trabalho,

eles serdo o prdprio conjunto real, ou seja, f: IR — IR.

Raiz de uma funcdo € o valor do dominio que verifica a equacdo f(x) = 0, ou seja,

sempre serd um ponto R = (x, 0).

Para ilustrarmos as definicdes de funcéo e grafico de fungdo, consideremos o seguinte

exemplo.
Seja f uma fungdo dada por f(x) = 2*. Tem-se:
a) Dy =IR

b) O valor que f assume em x é f(x) = 2*. Esta funcdo associa a cada real x o

namero real f(x) = 2*.
0 f(-D=2"1=5f0)=20=1f1)=2"=2
d) Graficode f
Gr ={(x,»)ly = 2%}
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Utilizando o software para evidenciar o gréfico da referida fungdo, vamos seguir 0s
seguintes passos:

I.  No campo de entrada inserir a funcdo desejada, que neste caso sera da seguinte
maneira; f(x) = 2"x;

Il.  Pressionar a tecla Enter, que o gréfico sera apresentado.

Arquivo Editar Exibir Opcles Ferramentas Janela Ajuda Entrar...

. - =)
.AV "/-/V A’V DV ®V OV &V N ABCV _a;iv ‘$’V o -‘8-}
» Janela de Algebra » Janela de Visualizac
= Func3o e
N

54

Entrada: @

Figura 25- Gréfico da fungdo f(x) = 2*.

Neste trabalho, todos os graficos serdo construidos com o auxilio do software
GeoGebra.
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5. O ENSINO DE ALGUMAS FUNCOES COM O AUXILIO DO
GEOGEBRA

Nesta secdo, vamos apresentar algumas funcdes, utilizando o software GeoGebra,
permitindo assim ao professor uma melhor exploracao de varias possibilidades para resolugdo

de problemas.
5.1 Funcéo polinomial

Toda funcéo do tipo ¥, a;x* onde todos os a; sdo ditos coeficientes reais e n € IN, é

chamada funcéo polinomial.

Como exemplo, consideremos a funcdo f(x)=-2x*+x3+2x2+x+3. E
utilizando o GeoGebra, obteremos sua representacdo grafica que é apresentada na Figura 26,

para isto, vamos utilizar o seguinte procedimento:

e No campo de entrada inserir a fungdo f(x) = —2x*+x3+2x2+x+3, e

clicar na tecla e Enter.

(¥ GeoGebra - olEN

Arquivo Editar Exibir OpcBies Ferramentas Janela Ajuda Entrar.

% oA ] U B @) O] L] N mse el [] > @

b Janela de Algebra ¥ | » Janela de Visualizagéo x
=l Funcdo
L@ f(x) = —2x x4 2%

4

&

< > T
Entrada s @

Figura 26- Gréfico da fungio f(x) = —2x* + x3 + 2x% + x+3.
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5.2 Fungéo constante

Funcdo constante € toda funcdo do tipo f(x) = a,com a € IR, ou seja, uma funcao
polinomial de grau zero.

Sua representacado grafica, utilizando o GeoGebra € obtida da seguinte forma:

I.  Insira o coeficiente a no controle deslizante no intervalo desejado, neste caso o
intervalo escolhido foi (-5, 5).

ii.  Inserir no campo de entrada a funcéo f(x) = a.

E apresentado o grafico da funcio constante na Figura 27.

(9 GeoGebra.ggb - o lEN

Arquivo Editar Exibir OpcBies Ferramentas Janela Ajuda

DREE S CIFPANE SR

» Janela de Algebra ¥ | » Janela de Visualizacio
=l Funcdo
e f(x) =1
= Ndmera
e oa=1 4

Entrar.

Entrada

Figura 27- Gréfico da funcdo f(x) = a, paraa = 1.

Ao variarmos o seletor a obtemos uma mudanca de posicdo do gréafico, mas se
mantém o estilo, conforme podemos observar na Figura 28.

Podemos observar que o grafico continua paralelo ao eixo das abscissas, de fato, uma
vez que a funcdo é sempre constante.
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(9 GeoGebra.ggb = =

Arguivo Editar Exibir Opc@es Ferramentas Janela Ajuda Entrar...

A ) B OO LN e 2]

b Janela de Algebra ¥ | » Janela de Visualizagéo x

=l Funcdo

Le@ f(x) = —1.4 a=-1.4
. -

= Nimera

Cs oa=14 4

Entrada sl @

Figura 28- Grafico da funcéof(x) = a, paraa = —1, 4.

5.3 Funcéo afim

Funcdo afim também é conhecida como funcdo polinomial do primeiro grau, a qual é

daforma f(x) = ax+ b,comaeb € IR.
Sua representacdo grafica utilizando o GeoGebra € obtida da seguinte forma:

i. Insira o coeficiente a e b no controle deslizante no intervalo desejado, neste
exemplo, o intervalo foi (-5, 5).

ii.  Inserir no campo de entrada a funcéo f(x) = ax + b.

Na Figura 29, é apresentado o grafico da funcédo afim f(x) = x + 1.

5.3.1 Analisando os pontos notaveis da funcdo polinomial de primeiro grau

Existem varios pontos que podem ser chamados notaveis em uma fungéo, este nome
pode ser dado uma vez que todos seguem um mesmo padréao e séo de facil visualizacdo. Nas
fungdes de primeiro grau analisaremos suas raizes, o coeficiente linear, seu crescimento ou

decrescimento a partir do coeficiente a e os sinais destas fungdes.
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o GeoGebra.ggh = =

Arquivo Editar Exibir Opc@es Ferramentas Janela Ajuda Entrar...

[:] Al B Ol [l N e 2] )

b Janela de Algebra x| | » Janela de Visualizagio
= Fungdo
e f(x) = 1x+1 a=1
= Nimero
2 oa=1 “ h=1
=@ b=1

Entrada: @

Figura 29- Gréfico da fungdof(x) = x + 1.

5.3.1.1 Raiz

De acordo com Machado em [6], as funcBes polinomiais de primeiro grau possuem
apenas uma raiz. Geometricamente analisando seu grafico, observamos que esta raiz tocara o
eixo das abscissas apenas uma vez. Para este tipo de funcdo denotaremos sua raiz como o

ponto R.
Para obter esta raiz, inserimos no campo de entrada o comando R = (ax + b = 0,0).

Outra opcdo € inserimos campo de entrada o0 seguinte comando

Intersecdol[f, EixoX].

Outra alternativa para encontrar esta raiz, pode ser obtida no campo de ajuda,

utilizando o icone funcéo e célculo, onde escolhemos o item raiz.
5.3.1.2 Coeficiente linear

Coeficiente linear é o ponto onde a fungéo toca o eixo das ordenadas, neste caso serd o

ponto B, conforme a Figura 30.

Na Figura 30, é apresentado o grafico da fun¢do f(x) =ax + b, onde a =1,3 e
b = 2,3.
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Figura 30- Gréfico da funcédo f(x) = 1,3x + 2, 3; destacando o ponto B.

Podemos observar que na Figura 30 que o coeficiente linear de f(x) = 1,3x + 2,3 €
dado pelo ponto B = (0; 2,3) e sua raiz pelo ponto R = (—1,77; 0).

5.3.1.3 Crescimento ou decrescimento de uma fungéo polinomial do primeiro grau

Para analisarmos o crescimento ou decrescimento de uma funcdo do primeiro grau,

basta observarmos o coeficiente a, e as seguintes propriedades:

i. Sea > 0,afuncdo é crescente;
ii. Sea < 0,afuncdo é decrescente;
iii. O coeficiente b € sempre o local onde a fun¢éo toca o eixo das ordenadas;

iv. O grafico de uma funcéo polinomial do primeiro grau sempre é uma reta.

Para exemplificarmos este conteudo, iremos variar os coeficientes a e b e observar as
propriedades conforme a Figura 31.
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Figura 31-Gréfico da fungdo f(x) = —x + 1,7.

Neste exemplo, considerarmos a = —1, e geometricamente podemos observar que a

funcdo € decrescente.

No proximo exemplo, o qual esta expresso na Figura 32, consideraremos a =1, e

observaremos geometricamente que a funcao € crescente.
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Figura 32- Gréfico da funcéo f(x) = x+1,7.
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Geometricamente nossas propriedades foram verificadas. Para aulas no ensino médio,

sugerimos que o leitor utilize varios outros valores para os coeficientes a e b.
5.3.1.4 Estudo do sinal de uma funcéo polinomial do primeiro grau

Estudar a variacdo do sinal de uma funcdo polinomial do primeiro grau nada mais €
que identificar para quais valores de x temos: f(x) =0;f(x) >0e f(x) <0. Para
realizarmos este estudo, faremos uso do GeoGebra. No software GeoGebra devemos inserir
no campo de entrada as seguintes inequagdes f(x) > 0e f(x) < 0Oumavez que f(x) =0¢€a

propria raiz da funcao.

Para ilustrarmos este procedimento, vamos considerar o grafico da funcgéo
f(x) = —x+ 1,7 e analisa-lo. A Figura 32 nos mostra a analise realizada. Para isto, iremos
colorir de vermelho a inequacdo f(x) < 0 e de azul a inequagédo f(x) > 0 e verificamos uma
reta em f(x) = 0. O procedimento de alteracdo de cor das inequagdes é bem simples, basta
clicar com o botéo direito do mouse, na janela que for aberta ir até o icone propriedades, ao

abrir a nova janela, clicar sobre o icone cor e escolher a cor desejada.
Para este exemplo em particular observamos os seguintes resultados:

e f(x)<OparaVx€IR/x>17
e f(x)<OparaVx€IR/x<1,7
e f(x)=0para x=17

Neste proximo exemplo, vamos considerar o grafico da funcdo f(x) = x + 1,3. Aqui,
variamos o coeficiente angular da funcéo de primeiro grau e, agora, analisaremos o gréafico da

funcdo conforme apresentado na Figura 34.
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Figura 33- Estudo de sinal da funcéo f(x) = —x+1,7.
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Figura 34- Estudo de sinal da funcdo f(x) = x + 1, 3.

Novamente colorimos de vermelho a inequacdo f(x) < 0 e de azul a inequacao

f(x) > 0 e verificamos uma retaem f(x) = 0.
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Para este exemplo em particular, consideramos o coeficiente angular estritamente

positivo e observamos o seguinte resultado:

e f(x)<OparavVx€lIR/x<13
e f(x)<OparaVx€IR/x>13
o f(x)=0para x=1,3

Analisando o gréfico desta forma, fica facil fazer o estudo do sinal da funcéo,

encontrar a raiz e o coeficiente linear.

Sugerimos ao leitor realizar inUmeras variacdes dos coeficientes a e b para uma

analise mais detalhada.

5.4 Funcdo quadratica

Toda fungdo f: IR — IR na forma f(x) = ax® + bx + c,coma,b,c €EIRea + 0, é

denominada func¢do quadréatica ou funcéo polinomial do segundo grau.
Para nivel de trabalho, iremos estudar com mais afinco estas funcgoes.

A seguir apresentaremos 0S pass0s necessarios para a representacdo grafica, de uma

funcdo quadratica f (x) = ax? + bx + c, usando o GeoGebra.

i. Insira o coeficiente a, b e ¢ no controle deslizante. Escolha o intervalo desejado,
para funcdo, em particular o intervalo escolhido foi (-5, 5).

ii.  Inserir no campo de entrada a fungdo f(x) = ax? + bx + ¢

Para o exemplo da Figura 35, todos os coeficientes a, b, c foram tomados com valor 1,

assim obteremos a funcdo f(x) = x%2 + x + 1.
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Figura 35- Gréfico da fungdo f(x) = x> + x + 1.

5.4.1 Analisando os pontos notaveis

Nesta secdo, analisaremos alguns pontos, chamados notaveis, em uma funcdo do
segundo grau, 0s quais sdo: suas raizes, estudo do sinal do discriminante (A), o ponto de
encontro da fungdo quadratica com o eixo da ordenadas, o crescimento e decrescimento da
funcdo, o vértice da parabola, e por consequéncia seu ponto de maximo ou minimo e ainda
estudaremos o deslocamento do vértice da funcdo, de acordo com a variacdo de seus

coeficientes.
5.4.1.1 Raizes da funcdo quadratica

Chama-se zeros ou raizes da funcdo polinomial do segundo grau f(x) = ax? + bx +

¢, a # 0, 0s nimeros reais x tais que f(x) = 0.

No ensino médio, aprende-se a resolver as equac6es do segundo grau por trés métodos
diferentes: método do discriminante, completando os quadrados ou as relagdes de Girard. No
entanto, é unanime entre os educandos a utilizacdo do Método do discriminante, o qual os

mesmos o denomina “erroneamente” como o Método de Bhaskara.

As raizes da funcdo f(x) = ax? + bx + ¢, com a # 0 sdo as solugdes da equagdo do

segundo grau ax? + bx + ¢ = 0, as quais sdo dadas pela resolugdo da equacdo:
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__ —bxVb?-4ac

2a

X

Para resolvermos a equacdo ax?+ bx +c =0, utilizando o GeoGebra, basta

inserirmos no campo de entrada os seguintes comandos:

R=((-b + (b2 - 4ac)™(1/ 2)) / (2a), 0) e S=((-b - (b2 - 4ac)(1 / 2)) / (2a), 0) e assim

obteremos as raizes da funcdo f(x) = ax? + bx + c.

Na Figura 36, ilustramos procedimento descrito acima, utilizando a funcéo
f(x) =0,8x%+2,3x —1,9.

Uma forma mais rapida de encontrar as raizes d equagdo ax? + bx + ¢ = o é através
do campo ajuda no GeoGebra. No campo ajuda do GeoGebra selecione o icone funcdo e
calculo, no item raizes. Posteriormente insira a funcdo f(x)=ax?+bx+c e
instantaneamente suas raizes sao marcadas. Todo este procedimento é apresentado na Figura
37.

5.4.1.2 Estudo do sinal do discriminante (A)

Denomina-se discriminante, o resultado da expressdo b? — 4ac, onde a, b, c séo 0s
coeficientes reais de uma equacdo polinomial do segundo grau. Este discriminante é

representado pela letra grega A (delta).

A quantidade de raizes reais de uma funcdo quadratica depende do valor obtido para o
discriminante (A), os quais serdo analisados nos itens I, 1l e Ill, o leitor interessado em se
aprofundar nesse topico pode consultar [6], [8], [9] e [10]. Neste trabalho ndo temos o intuito
de demonstrar estas situacdes, uma vez que segundo nossas observaces os alunos nao tem
tantas dificuldades neste aspecto, apenas traremos uma breve revisdo com o intuito de

relembrar.
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Figura 36- Gréfico da funcio f(x) = 0,8x2 + 2,3x — 1, 9; destacando suas raizes.

I.  Discriminante positivo (A> 0)

Como ja foi citado anteriormente, ndo iremos expressar as demonstracdes, mas sempre

gue uma funcdo do segundo grau possuir discriminante positivo, a mesma tera duas raizes

reais distintas, pois ++v/A, terd dois valores reais distintos, quando A> 0. Este fato pode ser

observado no gréafico que é apresentado na Figura 38.
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Figura 37- Gréfico da funcéo f(x) = 0,8x? + 2,3x — 1,9; destacando suas raizes e campo ajuda.
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Figura 38-Observacdo das raizes em relagdo ao discriminante positivo (A> 0).

A Figura 38 apresenta as duas raizes reais da funcdo f(x) = 2,4x? + 4,8x + 0,6 para
0 caso em que A= 17,8 > 0.

[I.  Discriminante negativo (A< 0)

Quando este fato acontece, sabemos que a funcdo nao possuira raizes no conjunto dos

nimeros reais. De fato VA, com A< 0, ndo possui valor real, conforme podemos observar
geometricamente na Figura 39.

Neste caso utilizamos a fungdo f(x) = 2,4x%+4,8x +2,8 e assim obtemos
A= —3,84 < 0. Logo a funcdo f(x) = 2,4x? + 4,8x + 2,8 ndo possui raiz real, conforme
observado na Figura 39.

I1l.  Discriminante nulo (A= 0)

Quando o discriminante é nulo, o valor de v/A é nulo e a funcio polinomial do segundo
grau tem duas raizes reais idénticas, assim representadas:

-b . . , -
R =S = —, ou seja, seu proprio vértice.

Este fato pode ser observado geometricamente na Figura 40, no caso exemplificado
em que a funcéo é f(x) = 2,4x% + 4,8x + 2.4.
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Figura 39- Observagdo das raizes em relacéo ao discriminante negativo (A< 0).

5.4.1.3 Ponto de interseccao da fungédo quadratica com o eixo das coordenadas

Nesta secdo, iremos apresentar caracteristicas especificas das intercessées com 0s

eixos das abscissas e o eixo das ordenadas.
I Pontos de intersec¢do com o eixo das abcissas.

Esses podem ou ndo existir. Podemos verificar estes resultados através das Figuras 38,
39 e 40.
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Figura 40- Observagdo das raizes em relagdo ao discriminante nulo (A= 0).

Il. Ponto de intersec¢do com o eixo das ordenadas.

Sabe-se que o dominio da funcdo quadratica é o conjunto dos numeros reais e,
portanto seu grafico no plano cartesiano obrigatoriamente interceptara o eixo das ordenadas
no ponto em que x = 0. Desta forma, o ponto de interseccdo da funcdo quadratica com o eixo
Oy, de uma forma geral, ser& C = (0,f(0)). Efetuando os calculos tem-se:
£(0) = a0? + b0 + ¢ = f(0) = c. Desta forma € = (0, ¢).

Para verificarmos este fato, faremos uso do GeoGebra e vamos considerar a funcédo
f(x) =0,5x2—2,9+ 1,4. No GeoGebra insira a funcdo f(x) =0,5x>—-2,9+ 1,4 no
campo de entrada e atribua ao ponto C o ponto (0, f(0)). Na Figura 41 apresentaremos 0

grafico de f(x) = 0,5x? — 2,9 + 1,4 e 0 ponto C de interseccdo com o eixo das ordenadas.

[ u.ggb - O
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Figura 41- Gréfico de fungdo polinomial do segundo grau destacando o ponto onde a fungéo toca o eixo das ordenadas.

5.4.1.4 Vértice da parabola

O vértice de uma pardbola é o ponto exato que a fungdo muda seu comportamento,
deixando de ser crescente e passando a ser decrescente ou deixando de ser decrescente e
passando a ser crescente. Este ponto é descrito da forma
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V= (xp ) = (__b __A) = (;_2’#)'

2a’ 4a

Para construir o gréfico contendo estas informacdes no GeoGebra conforme a Figura

42, iremos seguir 0s seguintes passos:

Inserir a funcdo quadratica desejada, para este exemplo, consideramos a funcgéo

f(x) =0,5x% —2,9x + 1,4.

Inserir no campo de entrada o ponto € = (0, f(0)).
Inserir no campo de entrada do GeoGebra o ponto V = ((—b)/(2a), f((—b)/(4a)).

Outro modo seria apenas inserir o comando no campo de entrada V = ((—b)/

(2a), (=4)/(4a)).
A partir da anélise gréfica da Figura 42 verificaremos as seguintes propriedades:

Todo gréfico de uma funcdo polinomial do segundo grau € uma parabola.

A funcdo polinomial do segundo grau toca o eixo das ordenadas exatamente no
ponto C = (0, £(0)).

Se o coeficiente a > 0, obtemos uma pardbola com concavidade voltada para cima;
se a < 0 a concavidade sera voltada para baixo.

Se a concavidade for voltada para cima, temos um ponto minimo absoluto exatamente
no vértice; se a concavidade for voltada para baixo, temos um méximo absoluto no
vértice.

Com a concavidade para cima, a funcdo é crescente para V x > x,, e decrescente para
V x < x,; se a concavidade for voltada para baixo, a funcdo & decrescente para

V x > x, e crescente para VvV x < x,,.

Com a analise gréafica, todas estas propriedades ficam verificadas.
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Figura 42-Gréfico de funcdo polinomial do segundo grau destacando seu vértice.

5.4.1.5 Analise do crescimento e decrescimento de uma funcdo polinomial do
segundo grau

Nesta secdo, iremos analisar as defini¢cdes de crescimento ou decrescimento para as
fungdes polinomiais de segundo grau.

De acordo com Flemming em [3], uma fungdo é crescente se para Vd < x, f(d) <
f(x)ou,Vd>xf(d) > f(x), e decrescente se para Vd <x,f(d) > f(x)ouVd>
x, f(d) < f(x).

Como dito anteriormente, a funcdo quadratica tem como grafico uma parabola, e para
sua caracterizacao, é fundamental determinar os intervalos em que a funcao seja crescente ou

decrescente. Para isto, devemos analisar 0s casos em que o coeficiente a seja positivo ou
negativo.

l. Considere f(x) = ax? + bx + ¢, com a > 0.

Sejam x; e x, dois pontos quaisquer, tais que x; < x, < x,. Logo,
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-b
Portanto, x; + x, < —

Multiplicando esta desigualdade por a > 0, obtém-se a(x; + x;) < —b.
Multiplicando esta por (x; — x,) < 0, tem-se;
a(xy + x3)(xy — x3) > —b(x1 — x3)
a(xf —x3) > —b(x; — x;)
ax? — ax3 > —bx, + bx, © ax? + bx; > ax3 + bx,
Somando ¢ a ambos os lados da desigualdade, chega-se
ax? + bx; + ¢ > ax? + bx, + c.
f(x1) > f(x).
Assim, a funcéo é decrescente no intervalo |—oo, x,,].

Sejam agora x5 € x, dois pontos quaisquer, tais que x,, < x3 < x4. L0go,

Procedendo de maneira andloga ao caso anterior, obtém-se;
ax3 + bx; +c < axz +bx, +c
fx3) < f(x4)
Assim, a funcéo é crescente no intervalo [x,, o|.

Para podermos trabalhar com o GeoGebra, de acordo com a Figura 43, iremos adotar
as seguintes nomenclaturas;. f(x;) = f1, f(x2) = f5, f(x3) = f3€ f(xy) = fa.
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Figura 43- Crescimento ou decrescimento da parabola, quando a > 0.

Concluimos que para a > 0, a funcdo quadratica descreve um grafico que contem o
veértice com a concavidade voltada para cima. Observamos ainda que para este caso o vértice

é ponto de minimo da fungéo.
. Considere f(x) = ax? + bx + ¢, com a < 0.

Sejam x; e x, dois pontos quaisquer, tais que x; < x, < x,. Logo,

-b
1< 54 -b -b -b
4 sntn<(3)+(G) =7

xz < Z

Portanto, x; + x, < %b.
Multiplicando esta desigualdade por a < 0, obtém-se a(x; + x,) > —b.
Multiplicando esta por (x; — x,) < 0, tem-se;

ax; + x2)(x; — x2) < —b(x1 — x3)

a(x? —x3) < —b(x; — x3)
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ax? — ax3 > —bx, + bx, © ax? + bx; > ax3 + bx,
Somando ¢ a ambos os lados da desigualdade, chega-se
ax? + bx; + ¢ < ax? + bx, + ¢
fx) < f(x2)
Assim, a funcdo é crescente no intervalo |—oo, x,,].

Procedendo de maneira analoga ao caso anterior, sejam agora x; € x, dois pontos

quaisquer, tais que x,, < x3 < x,, obtém-se;
fx3) < f(x4)
Assim, a funcéo é decrescente no intervalo [x,, «|.

Para podermos trabalhar com o GeoGebra, de acordo com a Figura 43, novamente

iremos adotar as seguintes nomenclaturas;. f(x,) = fi, f(x2) = f2, f(x3) = fz3e f(xy) = fa.

Concluimos que para a < 0, a funcdo quadratica descreve um grafico que contém o
vértice com a concavidade voltada para baixo. Observamos ainda que para este caso o vértice

é 0 ponto de maximo da funcéo.
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Figura 44- Crescimento e decrescimento da paradbola, quando a < 0.
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Para uma melhor visualizacdo geométrica destes resultados, faremos o uso do

GeoGebra, utilizando os seguintes passos:

i. Inserir os seletores a, b, c e d.
ii.  Construir a funcdo f(x) = ax? + bx + c.

iii.  Marcar seu vértice (x,, v,,).

iv.  Para que o programa possa distinguir e nos dizer quando uma funcéo € crescente e

quando ela é decrescente, temos que inserir os comandos compativeis. Para isto no campo de

entrada, iremos inserir os seguintes comandos: f(x) =a x>+ b x +c¢; x_v =(-b)/ (2a); y_v = (-
(b2 - 4a c)) / (4a); crescente = Se[(d > x_v) A (f(d) > y_v), (d, f(d))]; crescente; = Se[(d <x_v)
A (f(d) <y _v), (d, f(d))]; decrescente = Se[(d < x_v) A (f(d) > y_v), (d, f(d))]; decrescente; =

Se[(d > x_v) A (f(d) < y_v), (d, f(d))].

v. Habilitar o rastro do vértice e utilizando o botdo direito do mouse, formatar as cores

dos pontos, de forma que para estes exemplos serdo usadas as cores vermelhas, para crescente

e crescentey, e a cor azul para decrescente e decrescente;.
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Para uma melhor analise grafica, iremos variar o seletor d para valores menores que
x, = —5, para o exemplo particular da funcdo f(x) = —0,5x%+ 5x — 0,6, obtendo

resultados da forma f(d) > y,- — 13,1; tal fato esta apresentado na Figura 45.

Para facilitar o entendimento, o programa escreveu decrescente neste intervalo, de
acordo como o comando IV.

o texte.ggb = =

Arquivo Editar Exibir OpgBies Feramentas Janela Ajuda

DY P83 =[] [ PN = e
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Po
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o crescente, indefinido

decrescente

@ decrescente =(-8.2, -7.98)
o decrescente, indefinido

< >

Entrada El

Figura 45-Estudo do decrescimento de uma funcdo polinomial do segundo grau com concavidade para cima.

Concluimos assim que a funcdo f(x) = —0,5x%+ 5x — 0,6 € decrescente para
Vx < —=5.

Para vd > -5, f(d) > y,- — 13,1, conforme esta apresentado na Figura 46, e de
acordo com o comando IV, programa o programa inseriu a palavra crescente.

Com a analise geométrica da Figura 46, podemos concluir que a funcdo
f(x) = —0,5x% + 5x — 0,6 € crescente para Vx > —5.

Iremos agora variar 0 seletor a para valores negativos, obtendo a funcao
f(x) = —1,2x* + 5x — 2. Faremos variagdes no seletor d, para valores maiores que 2,08, e

obteremos a representacéo grafica, que esta apresentada na Figura 47.
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Figura 46-Estudo do crescimento de uma fun¢&o polinomial do segundo grau com concavidade para cima.
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Entrada: E

Figura 47-Estudo do decrescimento de uma fun¢éo polinomial do segundo grau com concavidade para baixo.

J& na Figura 48, faremos variacOes no seletor d, para valores menores que 2,08 para a

mesma funcéo f(x) = —1,2x2 + 5x — 2.
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Geometricamente, pudemos observar nas Figuras 47 e 48, que para este exemplo em
particular, dado vd > x,, = 2,08, a funcédo é decrescente e para vVd < x,, = 2,08, a funcédo é
decrescente.

¥ texte.ggb - 0
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Figura 48- Estudo do crescimento de uma funcéo polinomial do segundo grau com concavidade para baixo.

Usamos nesta secao o seletor d que esta representando Vx € IR. A substituicdo se fez

necessaria, uma vez no aplicativo, ndo se coloca seletor x. Tal procedimento deve ser
analisado pelo leitor com cuidado.

A grande vantagem do uso do GeoGebra nesta secdo, foi proporcionar facilidade ao

estudo do crescimento ou decrescimento das fungdes polinomiais do segundo grau.

Podemos observar dos exemplos anteriores que trabalho tornou-se bem simples, pois

apenas variamos os seletores e 0 proprio software nos informou o comportamento da funcéo.
5.4.1.6 Maximo e minimo da funcdo quadratica.

Nesta secdo iremos analisar 0s pontos de maximo e minimo de uma funcgéo polinomial

do segundo grau, sendo utilizadas as noc¢des e propriedades das se¢des anteriores.

Dizemos que uma fungdo polinomial f tem um maximo relativo em d, se existir
d € IR, tal que f(d) = f(x) paratodo x € IR.

Dizemos que uma funcdo polinomial f tem um minimo relativo em d, se existir
d € IR, tal que f(d) < f(x)paratodo x € IR.
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Considerando os pontos notaveis de uma funcdo quadrética, o ponto notavel que
possui maior aplicabilidade é o vértice da parabola, consequentemente ponto de méximo ou
minimo de uma funcdo. Comparando com as definicbes da seccdo 5.4.1.4, chega-se a
conclusdo que o Vvértice V' da paradbola é também ponto de minimo para a fun¢do quando
a > 0, ou ponto de méximo da funcdo quando a < 0. Para a demonstragdo do vértice da

parabola como ponto de maximo ou minimo. Recomenda-se a consulta pelo leitor de lezzi

[5].

Para uma melhor analise destas propriedades, vamos esbocar o grafico da funcéo
polinomial do segundo grau, utilizando o GeoGebra conforme a Figura 49, e faremos uma

breve discussédo dos resultados. Para isto vamos adotar os seguintes procedimentos:

e No campo de entrada inserir a funcéo f(x) = ax? + bx + c.
e No campo de ajuda, no icone algebra, selecionar o item maximo (e inserir a funcao
e intervalo a ser avaliado) e o item minimo (e novamente inserir a funcéo e o

intervalo a ser avaliado).

Para este exemplo, em particular, utilizamos a funcdo utilizada foi f(x) = 0,5x% +
1,7x — 1,5 e com o auxilio da Figura 49 obtida com o GeoGebra podemos observar o

seguinte:

o tggb = =
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Figura 49- Grafico de funcédo polinomial do segundo grau destacando o ponto de minimo.
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O gréfico da fungéo f uma parabola.

A fungfo tocou o eixo das ordenadas exatamente no ponto C = (0,£(0)) =
(0,¢) = (0,—1,5).

Como o coeficiente a = 0,5 > 0, verificamos que a concavidade de f esta voltada
para cima.

O vértice da paradbola tem coordenadas (—1,7; —2,95). Logo, o ponto de minimo
absoluto da funcdo é y, = —2,95.

Como x,, = —1,7, podemos observar que para todo x € IR, tal que x > —1,7 a

funcéo € crescente e para todo x < —1,7 a funcéo € decrescente.

No proximo exemplo, faremos variacbes no coeficiente a da funcdo quadratica,

refazer uma nova analise gréafica e observar as propriedades da funcéo.

Para este exemplo, utilizaremos a fungéo f(x) = —0,5x% + 1,7x — 1,5; cujo grafico é

apresentado na Figura 50.

o tggb = =
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Figura 50- Gréafico de funcédo polinomial do segundo grau destacando ponto de maximo.

Analisando a Figura 50, podemos observar:

O grafico de f(x) € uma parabola;
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ii. A funcdo toca o eixo das ordenadas exatamente no ponto € = (0,c) = (0,—1,5);

iii. Como o coeficiente a = —0,3 < 0, verificamos que a concavidade de f esta
voltada para baixo.

iv. O vértice da parabola tem coordenadas (2,83;0,91). Logo o ponto de maximo
absoluto da funcéo é x,, = 2,83 e 0 valor maximo absoluto da funcéo é y, =
0,91.

v. Como x, = 2,83; podemos observar que para todo x € IR, tal que x > 2,83 a

funcéo ¢ decrescente e para todo x € IR tal que x < 2,83 a funcdo € crescente.

A grande vantagem do uso do GeoGebra nesta secdo, foi a facilidade de analisar
geometricamente as definicbes e propriedades que geralmente sdo mostradas apenas

algebricamente.

5.4.1.7 Estudo do deslocamento do vértice da funcdo quadraticay = ax? + bx + ¢ de

acordo com a variagao de seus coeficientes “a”, “b” e “c”

Nesta secdo, vamos analisar o comportamento do vértice de uma parabola, levando em
consideragdo a variagdo de cada coeficiente. Vamos verificar o que acontece ao vertice da
parébola, ou seja, analisar que tipo de deslocamento ele sofrera.

Para realizar tal analise, vamos seguir os seguintes passos, utilizando o GeoGebra,

conforme Figura 51:

i.  Construir o gréfico de uma funcdo polinomial do segundo grau.

ii.  Destacar o vértice da parabola, inserindo no campo de entrada 0 comando

-b —(b%-4ac)
V=) = (5070 )

iii.  Habilitar o rastro do vértice.

Para verificar o que acontece com o vértice (consequentemente ao seu grafico), esta
secdo e dividida em trés partes I, I1, 111, nestas subdivis@es, iremos fixar dois dos coeficientes,
variar o outro e verificar os resultados, fazer um estudo algébrico e um estudo grafico usando

0 GeoGebra sobre o deslocamento de alguns pontos especificos.
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o tggb = =
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Figura 51- Gréfico de uma funcdo polinomial do segundo grau destacando o seu vértice.

I.  Variacdo do coeficiente ¢

Nesta secdo, os coeficientes a e b foram fixados e o coeficiente ¢ sofrerd variagdes.
Apbs realizada variagdes com o coeficiente ¢, faremos um estudo grafico de acordo com a

Figura 52, e posteriormente finalizamos com uma analise dos resultados através de um estudo

analitico.
A Figura 52, representa a variacdo do vértice de funcéo do tipo f(x) = 0,8x% + x + c.

O vértice se desloca paralelo ao eixo das ordenadas, conforme indicou o rastro do
veértice. Quando aumentamos os valores do seletor ¢, aumentou-se o valor do y,, transladando
o grafico no sentido positivo do eixo. Quando diminuirmos os valores do seletor c. diminuiu-

se o valor do y,, , transladando assim o grafico no sentido negativo do eixo.

Estudo algébrico: Sejam a funcdo f(x) =ax?+bx+c e k € IR. Entdo, ao
variarmos o coeficiente ¢ em k unidades termos f;(x) = ax? + bx + ¢;, com ¢; = ¢ + k.

—p —(b2-
Sabemos que a fungdo f(x) tem vértice no ponto V = (2—2%) Logo podemos

observar que f; (x) tem a mesma abcissa x,,; do vértice V, pois ela ndo depende do coeficiente

c. Porém, sua ordenada é:
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Figura 52- Posices do vértice quando fixamos os coeficientes a e b e variamos o coeficiente c.

—b? +4ac; —b*+4a(c+k) —b*+4ac+4ak
4a B 4a - 4a

Yv1 =

—(b* + 4ac) 4ak —(b*+ 4ac)
= + = + k
4a 4a 4a
Logo, y,1 = y, + k. Deste modo observamos que o vértice VV da funcdo f(x) sofre um
deslocamento de |k| unidades no sentido vertical, pois V;(x,,y, + k). Observando também
que a parabola sofre um movimento vertical quando o coeficiente ¢ é variado, este movimento

pode ser para cima ou para baixo, ou seja, se k > 0 a pardbola se desloca para cima, e se

. . - . b
k < 0 se deslocara para baixo. O deslocamento do vértice se dard ao longo da reta x = >0 ©

todas as demais caracteristicas da parabola irdo se manter.

Com o intuito de instigar o leitor, deixamos a seguinte questdo: O que acontece com 0

ponto onde a fungéo intercepta o eixo Oy ao variarmos o coeficiente c?

Il.  Variacdo do coeficiente b

Nesta secdo, os coeficientes a e ¢ foram fixados e o coeficiente b sofrerd variacdes.
Apos realizada variagfes com o coeficiente b, faremos um estudo grafico de acordo com a

Figura 52, e posteriormente finalizamos com uma analise dos resultados através de um estudo
analitico.
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A Figura 53, representa a variacdo da posicdo do vértice V' sobre a fungdo y =

0,8x% + bx + 1,6.

Arquivo Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda

Maximizar

A
L]
7|

el

&l

BY

>

©

el

4

o

$

|

a=2
| 235

ABC
4

v

AN

7|

R
0

» Janela de Algebra

» Janela de Visualizagio

= Fungio

b f(x) = 0.8x" —3x+ 1.6
L0 gx) = —0.8x*+ 1.6

= Ndmero

5 a=08

4 b=3

0 c=186

= Ponto

@ V={1.88,-1.21)

Entrada: E

Figura 53- Posicéo do vértice quando em uma funcéo polinomial do segundo grau fixamos os coeficientes a e ¢ e variamos o

Podemos observar geometricamente, que o vértice se desloca sobre uma funcéao

coeficiente b.

auxiliar de equacdo g(x) = —0,8x% + 1,6, como é apresentado na Figura 54.
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Figura 54- Posicéo do vértice quando em uma funcéo polinomial do segundo grau fixamos os coeficientes a e ¢ e variamos o

coeficiente b.
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Resultado: Variando o coeficiente “b” e mantendo “a” e “c” fixos em uma funcéo

quadratica y = ax? + bx + ¢, o Vértice desta funcdo se desloca sobre uma fungdo auxiliar

semelhante a fungdo original, porem com a concavidade invertida, tal funcdo auxiliar no

GeoGebra, chamamos de g(x) de equacdo g(x) = —ax? + c.

Estudo analitico: Sejam a funcdo quadratica f(x) = ax® + bx+c e k € IR. Ao

variar o coeficiente b em k unidades tem-se f;(x) = ax? + b;x + ¢, comb; = b + k.

De acordo com a secdo 5.4.1.3 e a verificacdo da ndo variacdo do coeficiente c,

confirmamos que as duas fungdes f(x) e f;(x), interceptam o eixo das ordenadas no ponto

B(0,c¢).

)

Sabemos que a funcdo f(x) tem vértice no ponto V = (Za

Determinando a abscissa x,,, do vértice V; de f; (x), temos:

_-b; _-b-k _-b k _ k

Xy

2a 2a o 2a 2a

le = 2a

A ordenada de V/; é

_ —(bi —4ac) —(b+k)*+4ac —b*—2bk — k*+ 4ac

y‘lfl

4a 4a 4a

B —(b?% — 4ac) N —2bk — k?

B 4a 4a
ou seja,
B —(b? —4ac) (k? + 2bk) B (k? + 2bk)

yvl - 4a 4a =W 4a

. L. k k?+2bk

Assim, temos o vértice V; = (xv — Z’y" — %) para f; (x).

-b —(b?*-4ac)

4a

)

Podemos observar que tanto a abscissa quanto a ordenada depende do valor de k.

Considerando a e c constantes e k como uma variagao de b, k € um parametro para x,, € y,,,

ou seja, estdo em funcéo de k.
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i) Xy, = Xy — %
(kz + 2bk)

i) Yo, =W 4a

Eliminando o parametro k obtemos y, em funcdo de x,, . Entdo, isolando k na equagdo i

temos:

-b
2ax, = 2ax, —k =k =2ax, — 2ax,, =2a (E) —2ax,,

Substituindo o valor k na equacéo ii, obtemos:

~ —(b? — 4ac) ~ [(—b - Zax,,l)2 + Zb(—b — Zaxvl)]

V1 4a 4a
B —b? 4 4ac — (b* + 4abx, + 4a*x; + 2b* + 4abx,,
4a
_ —b%+ 4ac — b? — 4abx,, — 4a’x] + 2b® + 4abx,,
4a
2.2
_ 4ac —4za X5, _ —axgl b

Portanto, a fungdo auxiliar que descreve o movimento do vértice da parébola, quando
variado o coeficiente b e fixado os coeficientes a e ¢ serd f,(x) = —ax? + c.

I1l.  Variacdo do coeficiente a e mantendo “b” e “c” fixos

Utilizando o GeoGebra, vamos construir os rastros do vértice V, obtidos com a
variacdo da funcdo y = ax? — 3,2x + 1,6; a medida que variamos o coeficiente a. A Figura

55, representa a variacdo da posicdo do vértice V.

Verificamos através da analise grafica da Figura 55, que o vértice se desloca sobre a

reta auxiliar de equacio g(x) = —1,6x2 + 1,6 como esta apresentado na Figura 56.

Concluimos que variando o coeficiente “a” e mantendo “b” e “c” fixos em funcgéo

quadratica y = ax? + bx + ¢, o vértice desta funcdo desloca-se sobre uma funcéo auxiliar,

que € uma reta, de equacdo g(x) = bz—x +c.

Estudo analitico: Sejam a funcdo quadratica f(x) = ax? + bx + c e k € IR — {—a}.

Ao variar o coeficiente a em k unidades tem-se f;(x) = a;x> + bx + ¢,coma, = a + k.
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)

7 - _b _b2_4_
Sabemos que a funcdo f(x) tem vértice no ponto V = (Z ( ia ac))-

Determinando a abscissa x,,, do vértice V; de f; (x), temos:

Arquivo Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda

Entrar..
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LD Fx) = —0.8x%—32x 4 1.t ¢ —
= Ndmero _
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! @ b=-32
= Ponto
O C=(0,1.6) c=186
.0 V={'2‘4.8:‘
o B 4 g g 1o 12 14 il
.
.
< >
Entrada.\—l =

Figura 55- Posicdo do vértice quando em uma funcéo polinomial do segundo grau fixamos os coeficientes b e ¢ e variamos 0

coeficiente a.
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Figura 56- Gréfico da funcéo polinomial do segundo grau e da reta auxiliar onde se desloca o vértice quanto variamos 0s

coeficientes b e ¢ constantes e variamos o coeficiente a.
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_ —b —b —b

X, = —= =
Y1 2a, '2(a+k) 2a+2k

A ordenada y, do veértice V; é

_ —(b%-4ac) _ -b%+4(at+k)c _ —b?+4ac+akc
T 4y 4(a+k) 4a+4k

yv1

Assim teremos que V; = para f; (x). Podemos observar que tanto a abscissa, quanto a
ordenada depende do valor de k. Considerando a, b e ¢ constantes e k como uma variagao de

a, temos que k é um pardmetro para x,, € ¥, .

—b '
{ Yoo T 20+ 2k '

—b? + 4ac + 4kc 3
kyvl - 4a + 4k ‘

Eliminando o parametro k obtemos y, em funcdo de x,, . Isolando k na equagdo i,

—-b—-2ax
temos: 2ax,, + 2kx, =—-b=>k = Tm Substituindo na equacéo ii, obteremos:
vy
—b — 2ax —4bc — Bacx
—b2+4ac+4(Tvl)c —b2+4ac+< > Ul)
_ %1 _ %1
Yo, = ta + 4 (—b - Zaxvl) 4a + (—4b - 8axv1)
a —_— at+|————
2y, 2%y,
—2b?x,, + 8ac — 4bc — 8acx,,
2%y,
N 8ax,, —4b — 8ax,,
2x,,
—2b%x, —4bc bx
=y, = _v;b = Zvl + c.

bxy,
2

Portanto, f,(x) = +c. Podemos observar que f,(x) é uma funcéo polinomial do

primeiro grau, cujo grafico € uma reta que intersecta o eixo Oy no ponto (0, c). Logo, ao

variar o coeficiente da funcdo f(x) em k unidades, o vértice desloca sobre uma reta.



69

Um caso particular para esta analise algébrica € quando o coeficiente b da funcéo

) . 0xy -
f(x) = ax? + bx + ¢ é nulo, desta forma b = 0, assim, y,, = ’;1+c=c,eoxv=2—2=0.

Logo, o grafico tem como Vvértice o ponto V (0, ¢), ou seja, 0 vértice coincide com o ponto de

interseccdo ao eixo das coordenadas.
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6. ATIVIDADES DESENVOLVIDAS COM O USO DO
GEOGEBRA

Neste capitulo, iremos propor alguns problemas e atividades complementares bem
comuns para o ensino bésico, alguns ja estardo resolvidos e outros estardo com desafio ao
leitor, com o intuito de verificar nossos conhecimentos sobre as fungdes e nossos
conhecimentos sobre o GeoGebra. Por este motivo, a cada exercicio que se encontra
resolvido, foi apresentada uma proposta com software GeoGebra, e para as atividades

propostas, fica o desafio em utilizar desta mesma ferramenta para comprovar as propriedades.
e Atividades resolvidas:

Problema 1: (A Matematica do ensino médio Vol. 1 pag. 156) Com 80 metros de
cerca um fazendeiro deseja circundar uma area retangular junto a um rio para confinar alguns

animais, conforme a Figura 57.

Rio

Arca cercada

Figura 57- Area a ser circundada.

Quais devem ser as medidas do retdngulo para que a area cercada seja a maior

possivel?

Resolucdo: Para este problema, optamos pela resolugdo que julgamos ser mais

simples.

Podemos observar, conforme a Figura 57, que um de seus lados ndo precisara ser

cercado, pois ja esta cercado com o rio.
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Relembrando que a area de qualquer retdngulo sempre é dada pela equacdo A = B.H,

onde b e h sdo apresentados na Figura 57.

De acordo com o enunciado, o total de cerca € de 80m, ap6s uma analise da Figura 57,
podemos observar que: B+ 2H = 80. Para uma melhor visualizagdo no GeoGebra,

mudaremos a escala de comprimento de forma que 1u:10m.

O comprimento H serd denotado pela variavel x dada em metros, e assumindo que o0

comprimento b depende de x, obtemos:
B(x) =8 —2x
Logo a area a ser cercada é dada por
A(x) = —2x% + 8x

No GeoGebra, vamos inserir também um seletor d que representard o comprimento do
segmento b, e quando fazemos o seletor d ser o proprio x,, (d = x,,), de forma que x,, possa

fazer as variagdes necessarias, teremos o ponto P = B(d).

Observamos que a funcdo A(x) é uma funcdo quadratica cuja concavidade é voltada
para baixo, gerando assim um ponto de mé&ximo em seu vértice. Deste modo, para
encontrarmos o x,,, que € o ponto onde teremos a area maxima, vamos pedir ao programa para

que encontre o valor maximo de A(x), conforme esta ilustrado na Figura 58.

o trabalho.ggb = =

Arquivo Editar Exibir Opcies Ferramentas Janela Ajuda
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O A=(2,4)

L@ B=(2,4) " *+
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= Reta

@ ox=2

@ ery=4 24

d=2

Entrada: ®

Figura 58- Resolugdo do Primeiro problema.
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Outra maneira simples de resolver este problema, por meio de uma anéalise gréfica, ou
seja, observar o ponto B o0 qual seria nossa resposta que € B = (2,4), e relembrando que
haviamos mudado a escala, voltares a escala inicial do problema, sendo assim, os valores para

que com as caracteristicas do enunciado sejam supridas séo B = 40m e H = 20m.

Problema 2: (CESGRANRIO - 1992) O diretor de uma orquestra percebeu que, o
valor do ingresso a R$ 9,00; em média 300 pessoas assistem ao concerto e que para cada
reducdo de R$ 1,00 no prego dos ingressos, o publico aumenta de 100 espectadores. Qual

deve ser 0 novo prego para que a receita seja maxima?

a) 9,00
b) 8,00
C) 7,00
d) 6,00
e) 5,00

Resolucdo: Mais uma vez vamos fazer uma mudanca de escala para uma melhor

visualizagdo que sera de 1u:100pessoas.
Analisaremos as defini¢cdes do enunciado em duas partes:
x: 0 valor do ingresso
y: 0 nimero de pessoas assistindo o espetaculo

Sendo assim, existe uma funcdo linear que nos define a quantidade de espectadores
presente em cada espetaculo que € da forma y = ax + b. E com os dados do enunciado
teremos:

i) 300=9a+b
ii) 400 =8a + b
Para resolver o sistema i e ii, usando o GeoGebra, que trabalha apenas com as

variaveis x e y, usaremos nesta situagdo a notacdo x = a e y = b, conforme a Figura 59.
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Geometricamente podemos observar que a solucdo do sistema € o ponto A(—1,12), ou
seja;a=—1eb =12.

Agora voltando as condicGes originais do problema, vamos obter o ndmero de

espectadores y em fungéo do valor do ingresso x, obtendo assim a funcdo: y = —x + 12.

[ GeoGebra - B
Arguivo Editar Exibir OpcBies Ferramentas Janela Ajuda
A LY ol A . -
[}S_’ hd d ’/-/7 /:-17 ’I)-—, ®7 ‘\./7 AA[L® N ABC—, _3_£7 Q

*

» Janela de Algebra *
=l Ponto

L@ A=(1,12)

= Reta

e aOx+y=3
Pl bi8x+y=4

»
» Janela de Visualizagio

T T
-35 -3

T T
-25 -2

Entrada

Figura 59- Resoluc¢do do sistema entre as equacdes i e ii

A funcdo receita é dada pela equacao

R(x)=y.x = —x?+12x

Podemos observar que esta funcdo possui coeficiente a = —1 < 0, desta forma,

teremos uma parabola com concavidade votada para baixo, assim um ponto de maximo
absoluto.

Para calcular o valor do ingresso para que a receita maxima; basta calcular o ponto de
méaximo da fungéo R (x).

No software GeoGebra inserimos a funcdo f(x) =y, R(x) = f(x)x, e pedimos ao

softwares que calcule o seu ponto de maximo, conforme a Figura 60, obtendo assim o0s
seguintes resultados:
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(¥ GeoGebra - olEN
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Figura 60- Resposta do problema 2.

i. O ponto A= (6,36) é o0 ponto de maximo desta funcdo, desta forma, com o
ingresso a R$ 6,00 obtera maior receita.
ii. A maior receita que esta orquestra conseguira atingir, nestas condicdes, sera

3600 reais quando o valor do ingresso for de 6 reais.

Problema 3: (PROFMAT 2012/1) A e B séo duas locadoras de automével. A locadora
A cobra 1 real por quildmetro rodado mais uma taxa fixa de R$ 100,00. A locadora B cobra
80 centavos por quildmetro rodado mais uma taxa fixa de R$ 200,00. Discuta a vantagem de a
locadora A tem sobre B ou da locadora B sobre a locadora A, em funcdo do numero de

quildmetros rodados.

Resolucdo: Descrevendo as duas locadoras, e adotando x como a quantidade de
quilémetros rodados, A(x) seré o valor total cobrado na locadora A e B(x) o valor cobrado na
locadora B, também faremos uma mudanca na escala de forma que 1u:10km, e desta forma

teremos:
Alx) =x+10

B(x) = 0,8x + 20
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Agora, vamos marcar 0 ponto de interseccdo das retas e a este ponto interseccéo,
marcaremos retas perpendiculares aos eixos das coordenadas e discutiremos graficamente

conforme a Figura 61.

[ GeoGebra - B
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Figura 61- Resolugdo do problema 3.

Graficamente podemos notar que existe um ponto de equilibrio, ou seja, tanto a
Locadora A, quanto a B cobrariam 0 mesmo valor, que € o ponto € = (50,60), isto quer dizer
que quando o percurso for de 500 km, os valores tanto de uma locadora quanto de outra seréo
iguais a R$ 600 , no entanto a locadora A para distancias inferiores a 500 Km possui valores
respectivamente menores que da locadora B, ja para distancias superiores a 500 Km, a
locadora B possui valores respectivamente menores que a locadora A. Agora basta o cliente

analisar qual das duas locadoras melhor satisfaz suas necessidades.

Atividade 1: Seja f uma funcdo dada por f(x) = x> — x — 6. Com 0 uso do software

GeoGebra, determine:

i. Determine f(2);
ii. O ponto onde a funcdo toca o eixo Oy;
iii. O ponto onde a funcéo toca o eixo Ox;
iv.  Seafungdo possui ponto de maximo ou minimo, e determine este ponto;

V.  Seuintervalo de crescimento e decrescimento;



Resolugéo: para resolver esta atividade, vamos seguir 0s passos no GeoGebra:

VI.

VII.

Vamos inserir no GeoGebra a fungéo f(x) = x?2 — x — 6;

Inserir no campo de entrada o comando f(2), chamaremos este ponto de 4;

Inserir no campo de entrada o comando B = (0, f(0));

76

No campo ajuda, selecione o icone funcdo e célculo, clicar no icone raizes, e

inserir a funcdo;

No campo ajuda, selecione o icone algebra, clicar no icone maximo, e inserir a

funcéo;

Para que o programa possa distinguir e nos dizer quando uma fungdo € crescente e

quando ela é decrescente, vamos inserir o comando. f(xX) =ax2+ b x +¢; x v = (-
b) / (2a); y_v = (-(b? - 4a c)) / (4a); crescente = Se[(d > x_Vv) A (f(d) >y _v), (d,
f(d))]; crescente; = Se[(d < x v) A (f(d) <y _v), (d, f(d))]; decrescente = Se[(d <
X_V) A (f(d) > y_v), (d, f(d))]; decrescente; = Se[(d > x_v) A (f(d) < y_v), (d,

f(d))]. E para uma melhor visualizacdo pediremos ao software que pinte de

vermelho o intervalo de crescimento da funcdo e de azul o intervalo de

decrescimento.

Plotar o gréafico da funcdo, conforme a Figura 62.
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Figura 62- Resolucéo da atividade 1.
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Para resposta de todas estas questdes, faremos a analise da Figura 62, e tomaremos as

devidas conclusoes.
Resolucdo da questdo i: Verificamos que A = —4, concluimos que, f(2) = —4.

Resolucdo da questdo ii: De acordo com os comandos inseridos, a funcdo toca o eixo
Oy no ponto B, que para este exemplo € o ponto de coordenadas (0, —6), deste modo, a

funcéo tocard o eixo Oy no ponto B = (0, —6).

Resolucdo da questdo iii: Toda fungdo toca 0 eixo Ox exatamente nas suas raizes, a
funcdo f tera duas raizes, que sdo os pontos S(—2,0) e R(3,0). Deste modo fica respondida a

questdo iii.

Resolucdo da questdo iv: Foi inserido no software os pontos de maximo e de minimo,
no entanto, o ponto de maximo ndo foi marcado pelo programa, pois a fun¢do ndo possui
méaximo absoluto, sendo assim ndo possui ponto de maximo absoluto. Este fato pode ser
provado pela andlise do coeficiente a, que para este exemplo € positivo, produzindo uma
pardbola com concavidade voltada pra cima. Concluimos que a funcdo possui ponto de
minimo, o qual foi apresentado pelo programa e é o ponto de coordenadas (0,5; —6,25). Este

ponto € o proprio veértice.

Resolucdo da questdo v: Foi verificado pela figura, que a fungdo f € crescente no

intervalo ]0,5; oo[, e decrescente no intervalo | — oo; 0,5][.

e Atividades propostas ao leitor:

Atividade 1: Seja a funcdof(x) = 3x2 — bx +c, em que f(2) =10 e f(—1) = 3.
Calcule b, c e o valor da expressdof (3) + 2f(1).

Atividade 2: (PUC-SP) A funcdo quadratica y = (m? —4)x?> — (m+2)x — 1 esta
definida quando:
Am=4 Bym # 4 Com#+4+2 D)m=+2

Atividade 3: (Unitau-SP) Para quais valores de x € satisfeita a inequacgéo
—3+4x —x?>0?
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A)1<x<3B)x<loux>2 C)x<loux=>3 D)1<x<<3 E) qualquer

x real

Atividade 4: (UF. OURO PRETO) Em relagéo ao grafico da funcdo f(x) = —2x? +
4x — 3, pode—se afirmar:
A) é uma parabola de concavidade voltada para cima;
B) seu vértice € o ponto V(2, 1);
C) intercepta o eixo das abscissas em P(-3, 0) e Q(3, 0);
D) o seu eixo de simetria € 0 eixo das ordenadas;

E) intercepta o eixo das ordenadas em R(0, 3).

Atividade 5: O saldo de uma conta bancéria é dado por S = t2 — 11t + 24, onde S é o saldo
em reais e t € o tempo em dias . Determine

A) em que dias o saldo é zero;

B) em que periodo o saldo € negativo;

C) em que periodo o saldo é positivo;

D) em que dia o saldo é minimo;

E) o saldo minimo, em reais.

Sugerimos que em estudos mais completos ou em sala de aula, o leitor aplique todos
os problemas que sdo sugeridos pelo professor ou problemas que o estudante eventualmente

esteja resolvendo, execute uma resolucdo neste software.
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7. CONCLUSAO

Ao final do trabalho, observamos que realmente o desafio no ensino de Matemaética e
principalmente das funcbes polinomiais ndo é pequeno, e que novas op¢des metodoldgicas
seria uma alternativa nesta busca incessante pela melhoria do processo de ensino e
aprendizagem. Ficou ainda bastante evidente que a insercdo do computador no processo de
ensino e aprendizagem, em conjunto com alguns softwares matematicos, tais como o

GeoGebra, configura-se como um 6timo recurso didatico para as aulas de matematica.

Ao utilizar geometria dindmica, o professor propicia aos seus alunos resultados muito
mais satisfatorios, o qual ndo obteria sem o uso das ferramentas computacionais disponiveis.
Portanto, o uso de novas tecnologias e ferramentas voltadas para a educacdo ndo é meramente
um “luxo”, pois além de exigir uma melhor qualidade do professor para o0 dominio correto da
tecnologia, de forma a aproveitar a0 maximo suas potencialidades, também favorece o

aprendizado dos alunos.

Além disto, verificamos que o uso do software GeoGebra, facilita ao aluno ou ao
usuario o aprendizado dos conteddos matematicos, em particular, com a aplicacdo dos
recursos do aplicativo torna-se possivel comprovar algumas propriedades das fungdes
quadréaticas através de graficos. O uso do software GeoGebra, possibilita ao aluno, uma
melhor visdo das demonstracdes geométricas de conceitos algebricos e desta forma possibilita
um melhor entendimento das fun¢des polinomiais como um todo, tais como: uma construcao
grafica com maior rigor e facilidade, a visualizagdo das raizes reais de uma funcdo, a analise

de seus vértices e dos pontos de méximo e minimo, dentre outras.

Um trabalho eficiente, utilizando recursos do GeoGebra, garante aprendizagem

significativa dos conteudos matematicos.

Outra contribuicdo deste trabalho foi relembrar com o leitor as posi¢des dos vértices
da fungéo polinomial do segundo grau, sempre com uma dependéncia dos coeficientes a, b e
c, e ainda verificar que quando o coeficiente a vai ao valor zero, a fungéo se torna polinomial
do primeiro grau e se os coeficientes ae b vao simultaneamente a zero, a fungéo se torna

constante.
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Verificamos também que, para o desenvolvimento de aulas com o auxilio do
Geogebra, irdo surgir muitas dificuldades, principalmente sobre as opgdes e possibilidades
que o software oferece: menus, barras de ferramentas, campo de entrada e o funcionamento
do mesmo. Apesar de o aplicativo possuir uma interface intuitiva (em portugués), o aplicativo
possui diversas opc¢Bes para ajustes no grafico e em seus componentes internos. Sendo assim,
é imprescindivel que o professor ou qualquer leitor, antes de utiliza-lo, leia atentamente seu

tutorial.

Em nossas proximas pesquisas, pretendemos continuar trabalhando com o software
GeoGebra, ampliando suas ferramentas a outras funcdes, tais como: modulares, exponenciais,

logaritmicas, etc.

Sugerimos ao leitor que: aplique o software nos seus estudos de fisica e outras ciéncias
que eventualmente ele venha estudar, faga 0 maximo de variagdes possiveis nos seletores e

desenvolva outros métodos e comandos para resolver estes mesmos problemas.

Sem duvida alguma, o software GeoGebra, configura-se como uma excelente opcao
para insercdo nos programas na disciplina de Matematica nas escolas de ensino basico, visto
que é gratuito, de facil manuseio, permite ao usuario, construcdes rapidas e simultaneas de
graficos de funcdes e visualizacdo das suas propriedades. Esperamos que a leitura deste
trabalho possa instigar o leitor, de forma que ele possa obter e usufruir desta ferramenta de

aprendizagem, que com certeza contribuira bastante com seu aprendizado matematico.
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APENDICE A - ALGUNS SOFTWARES PARA O ENSINO DE
MATEMATICA

Com o intuito de auxiliar os leitores deste trabalho, apresentaremos alguns outros

softwares que também podem auxiliar em suas necessidades.

Titulo Site situacéo
GeoGebra http://www.geogebra.org/cms/pt._ BR/ Livre
GrafEq 3.0 http://grafeq.updatestar.com/pt Livre
Méaxima http://maxima.sourceforge.net/ Livre
CaR (ZuL) www.z-u-l.de Livre
CeR
Cabri www.cabri.com.br Pago
Géometre 11
Cinderella http://cinderella.Imc.fc.ul.pt Pago
http://www.cinderella.de/en/home/index.htmi

Derive http://www.derive-europe.com/main.asp Pago
http://www.casshop.de/

Isetl http://www.ilstu.edu/~jfcottr/isetl Livre
http://csis03.muc.edu/isetlw/about.htm

Maple http://www.maplesoft.com Pago
http://www.quarks.com.br

MathCad http://bluehawk.monmouth.edu/~tzielins/mathcad/tjz/doc001.htm | Pago

Mathematica | http://www.wri.com Pago
http://www.wolfram.com

MatLab http://www.mathworks.com Pago
http://www.downseek.com/download/21231.asp

MuPAD http://www.mupad.de/ Pago
http://www.mupad.com

WinMat http://www.keypress.com/catalog/products/software/Prod_GSP.h | Livre
tml
http://www.cl-gaia.rcts.pt/matematica/geometer.htm

WinPlot http://math.exeter.edu/rparris/winplot.html Livre

http://math.exeter.edu/rparris/default.html
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http://www.gregosetroianos.mat.br/softwinplot.asp

MS-Excel http://www.microsoft.com Pago
http://digilander.libero.it/enzomrd/matexcel.htm

Geoplan http://www.mat.ufrgs.br/~edumatec/software/softw.htm Pago
http://www2.cnam.fr/creem/GeoplanW/geoplanw.htm

Geospace http://www.mat.ufrgs.br/~edumatec/software/softw.htm Pago
http://www2.cnam.fr/creem/GeospacW/geospacw.htm

Graphmatica | http://www8.pair.com/ksoft/index.html Livre
http://www.mat.ufrgs.br/~edumatec/software/softw.htm

Linguagem http://www.nied.unicamp.br/publicacoes/pub.php?classe=softwar | Livre

LOGO e

SuperLOGO | http://www.mat.ufrgs.br/~edumatec/software/softw.htm
http://www.papert.org/
http://www.comp.ufla.br/~kacilene/infoeduc/links.html

Geometria http://www.mat.ufrgs.br/~edumatec/software/softw.htm Livre

Descritiva

CurveExpert | http://www.mat.ufrgs.br/~edumatec/software/softw.htm Livre

Poly http://www.peda.com/poly/ Livre
http://www.mat.ufrgs.br/~edumatec/software/softw.htm

Varios outros | http://www.somatematica.com.br/softwares.php# Todos

softwares livres

disponiveis

Tabela 1- Alguns Softwares de ensino de Matematica
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