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Resumo

Neste trabalho, faremos uma apresentacio da Algebra Linear presente no ensino médio
de forma alternativa. Nesta forma, sera proposto a introducéo dos conceitos de espaA§o
vetorial e variedade afim, que serao exemplificados através do estudo das matrizes e
dos sistemas lineares. Sendo assim as matrizes aparecem como elementos de um espaco
vetorial e o conjunto solucao de um sistema linear como uma variedade afim. Neste
texto nA£o sera abordado a ideia de determinantes, acreditamos que esta pode ser,
sem muitos prejuizos, retirada do curriculo matematico da educacao bésica.

Palavras-chave: EspacgoVetorial, Matriz, Sistema Linear, Variedade Afim.



Abstract

In this work, we will make a presentation of Linear Algebra in high school this alter-
native form. In this way, the introduction of the concepts of vector space and affine
variety, which are introduced through the study of matrices and linear systems, will be
proposed. Thus the arrays appear as elements of a vector space and the solution set of
a linear system as an affine variety. This text will not be addressed the idea of determi-
nants, we believe this can be without much damage, withdrawal of the mathematical
curriculum of basic education.

Keywords: Keywords: Vector Space, Matrix, Linear System, Variety In order.
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Introducao

Através de alguns anos de experiéncia como professor e estudante de matematica,
especialmente a matemaética do ensino fundamental e médio, observei varios fatos in-
teressantes e contraditéorios na forma de como a matemética é transmitida para os
alunos. Dentre os fatos, estd a forma, praticamente homogénia, de apresentacao dos
contetidos nos livros didaticos. Fato este, contraditério, pois o pensamento humano
é inevitavelmente heterogéneo. Sendo assim como pode os livros didaticos serem tao
semelhantes, apesar de serem escritos por diversos autores? Apesar disso, muito pouco
se faz, no sentido de inovar os contetidos matemaéticos na educacao béasica.

Para confirmar este fato, antes de realizar este trabalho, fizemos uma anélise de
nove diferentes colecoes de livros didaticos de matematica para o ensino médio. Nesta
andlise ficou bem clara a forma estatica de apresentacao da matematica. As colecoes,
muito semelhantes entre si, nao apresentavam diferencas significativas, no que se refere
ao modo de apresentacao da teoria e nos exercicios.

Através desta anélise pode-se inferir, de forma qualitativa, alguns aspectos relevan-
tes destas obras, vejamos.

Primeiro, ficou evidente a falta de inovacao na apresentacao dos contetudos, até
mesmo os exercicios apresentavam semelhancas, alguns eram praticamente idénticos,
distinguindo-se apenas por valores numeéricos.

No que se refere a dlgebra linear no ensino médio, ficou evidente que a grande maio-
ria dos livros didaticos de matematica, apresenta os topicos desta area de conhecimento
matematico da mesma forma. Forma esta que se restringe a apresentacao de matrizes,

determinantes e sistemas lineares. Em oito dos nove livros analisados os topicos de
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algebra linear sao apresentados na seguinte ordem: i) matrizes; ii) determinantes; e iii)
sistemas lineares. E em um dos livros mudava esta ordem no aspecto de apresentar
sistemas lineares antes de determinantes.

Sendo assim, ficou evidente a semelhanca dos livros, na apresentacao da algebra
linear. Outra importante caracteristica, ¢ que em todas as colecoes analisadas a apre-
sentacao do contetido se dava através de conceitos, propriedades e variados exercicios
de cardter computacional, prevalecendo assim uma grande énfase na repeticao de exer-
cicios.

Reconhecemos que esta abordagem tem suas vantagens, principalmente pela forma
simplista de apresentacao dos conteudos, facilitando o primeiro contato dos alunos
com estes temas. Mas acreditamos que existem algumas incoeréncias logicas nesta
apresentacao. Dentre estas questionamos: A ordem da apresentacdo dos conteudos
e a utilidade e aplicacoes destas informacoes, além do mais, deveriam existir novas
formas de abordagem, pois a algebra linear é uma parte da mateméatica muito rica de
conhecimento, e como tal, poderia ser melhor explorada no ensino béasico.

A ordem de apresentacao dos conteiidos que é mais comum nos livros didaticos
(matrizes, determinantes e sistemas lineares, respectivamente) acreditamos nao ser
a mais adequada no sentido tedrico. Além disso, serd que matrizes, determinantes,
sistemas lineares sao os melhores topicos de dlgebra linear que devem ser ensinado no
ensino médio?

No que se refere ao estudo das matrizes, acreditamos que sua apresentacdo no
ensino médio ¢ adequada. Mas é de certa forma vaga, no sentido de coeréncia logica
do assunto, sendo que isso se da, pois nao é enfatizado pelos livros a sua principal
aplicacao neste nivel de ensino, que é na resolugao de sistemas lineares.

O ensino de determinantes é equivocado na educacao bésica, especialmente na forma
que é apresentado, por dois motivos. Primeiro nao faz muito sentido falar de deter-
minantes antes de sistema linear, afinal este topico é utilizado, no ensino médio, sim-
plesmente para estudar e resolver sistemas lineares, além de outras aplicacoes menos

relevantes. Segundo, podemos estudar e resolver sistemas lineares de uma forma mais
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eficaz e eficiente sem o uso de determinantes, entao é realmente necessario o ensino de
determinantes na educacao basica? Além do mais, as outras aplicacdes de determinan-
tes da educacao basica podem ser feitas de outras maneiras. De onde podemos concluir
que é possivel a exclusao do ensino de determinantes do curriculo do ensino bésico.

J& o estudo de sistemas lineares, assunto que é com certeza o mais importante da
algebra linear na educacao bésica, é apresentado de forma satisfatéria, mas que pode
ser feito de outra maneira, até mais pratica para este nivel de ensino. Atualmente,
existe um grande énfase do estudo de sistema linear através de determinantes, e a
resolucao através da regra de Cramer. Mas serd realmente necesséria esta abordagem?
Talvez, o simples uso da eliminacao, através do método de Gauss-Jordan seja mais
simples e suficiente no ensino médio.

Neste trabalho apresentaremos uma abordagem alternativa, que neste contexto fica
isenta das criticas anteriores, mas é claro que nao é isento de novas criticas. Nesta
forma de apresentacao da algebra linear no ensino médio temos como caracteristicas
a introducao dos conceitos de espago vetorial, variedade afim, a exclusao dos determi-
nantes na apresentacao da teoria, e o estudo e resolucao dos sistemas lineares através
da eliminagao, enfatizando a nogao de posto e nulidade, segundo linhas de uma matriz
através do método de Gauss-Jordan.

Por fim, cabe agora, destacar o principal objetivo deste trabalho. Que ¢ mostrar
uma forma alternativa ou complementar de apresentar a dlgebra linear no ensino mé-
dio. Esta forma podera ser usada por professores em sala de aula de forma regular,
substituindo os textos comuns dos livros didaticos, ou como texto complementar para

o aluno, de forma a ampliar seu horizonte sobre a matemaética.
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Capitulo 1

Espaco Vetorial

1.1 Definicao

A primeira nocao que vamos colocar no texto serd a de espaco vetorial, que é a ideia
base de toda a algebra linear. Através deste conceito, varios dos objetos matematicos
estudados serao considerados espacos vetoriais.

Antes de definir espaco vetorial cabem algumas observagoes. Todo espago vetorial é
antes de tudo um conjunto, e como tal, serd definido por propriedades, seus elementos
serao tais que, gozam destas propriedades. Quando mencionarmos a palavra escalar
estamos nos referindo a um nimero real, ou seja, neste texto os espacos vetoriais serao
reais.

Um espago vetorial é um conjunto E, que seus elementos serao chamados vetores,
onde estao definidas duas operacoes. A primeira operacao, chamada adicao , associa
a cada dois vetores u e v em E um elemento w em E tal que w = u 4+ v. A segunda
operacao, chamada multiplicacao por escalar, associa a cada escalar « e a cada elemento
v em F, um elemento h em E tal que h = o - v. Além disso, para quaisquer escalares

ae fewuwewem E estas operacoes devem gozar das seguintes propriedades:
1. u+v=v+u,

2. (u+v)+w=u+ (v+w),
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3. (a-f)-u=a-(8-u),

4. Existe um vetor em E, chamado vetor nulo, representado pelo simbolo 0, que

satisfaz a seguinte propriedade, v + 0 = v para todo v em F,

5. Para todo vetor v em FE, existe um vetor denotado por —v em FE, tal que v +

(—v) = 0, este vetor (—v) sera chamado de inverso aditivo do vetor v,
6. (a+p) - u=a-u+p-u,
7. a-(u+v)=a-ut+a-wv,
8. 1-v=w, para todo v em FE.

Antes de mostrar exemplos de espacos vetoriais, cabe aqui destacar que, cada espaco
vetorial tem suas operacoes definidas de alguma maneira, sendo que, as operacoes de
adicao e multiplicacdo por escalar de um espaco vetorial, podem ser bem diferentes
das operacoes de outro espaco vetorial. Para cada espaco, devemos conhecer seus
elementos, suas operacoes e provarmos suas propriedades.

Agora vamos apresentar dois espacos vetoriais, que ja sao de alguma forma, conhe-
cidos. O conjunto dos pares ordenados do plano cartesiano e o conjunto das func¢oes

reais de variavel real.

Exemplo 1. No primeiro ano do ensino médio foi visto que um plano pode ser sis-
tematizado, de tal modo que a cada ponto P do plano associa-se um par de nimeros
reais (a,b), e a cada par de nimeros reais (a,b) associa-se um ponto P. Além do mais
esta relacao € biunivoca, ou seja, todo ponto estd relacionado com um unico par orde-
nado, e cada par ordenado estd relacionado um tunico ponto. Esta relacao, de grande
importdncia em Matemdtica, € a ideia bdsica da Geometria Analitica, além do mais é
um belo exemplo de espaco vetorial. Seja E o conjunto de todos os pares ordenados de
nidmeros reais. Dados u e v em E vetores tais u = (a,b) e v = (¢,d) e a um nimero
real. Podemos definir as operacoes de adicao e multiplicacao por escalar da sequinte

manera:
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o Adi¢io: u+v = (a,b)+ (¢,d) = (a+c¢,b+d),
e Multiplicacao por escalar: - u= - (a,b) = (a-a,a-b).

Mostra-se facilmente que estas operacoes, assim definidas neste conjunto satisfazem as
oito propriedades da definicao de espago vetorial. Deste modo o conjunto de todos os

pares ordenados de niumeros reais € um espac¢o vetorial.

Exemplo 2. Outro exemplo, nao menos relevante, de espaco vetorial € o conjunto
de todas as funcoes reais de varidvel real, ou seja, as funcoes que tém como dominio
e contradominio o conjunto dos numeros reais. Além do mais, estas fungoes, sao o
principal objeto de estudo do primeiro ano do ensino médio. Desta forma seja F o
conjunto de todas as funcoes reais de varidvel real. Tomando f e g em F duas fungoes,
onde f(x) e g(x) sao os valores assumidos por estas fungoes em um arbitrdrio valor x
do dominio. Dado o um nimero real definimos as operacoes de adicao e multiplicagao

por escalar da sequinte maneira:

o Adicao: A adicdo de f com g, resulta na funcao f + g também real de varidvel

real, que € definida por (f + g)(z) = f(z) + g(x).

o Multiplicacao por escalar: A multiplicacao do escalar o pela funcao f, denotada

por « - f, € uma funcao real de varidvel real, definida por (o - f)(x) = - f(x).

Também mostra-se facilmente que estas operagoes, assim definidas no conjunto F
satisfazem as oito propriedades da definicao de espaco vetorial. Deste modo F € um

espaco vetorial.

1.2 Propriedades Adicionais

Veremos agora algumas propriedades adicionais dos espagos vetoriais que resultam da

definicao.
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Proposicao 1. Sejam u, v e w vetores de um espago vetorial E. Se u+v = u 4+ w

entao v = w.

Demonstracao. basta notar que:
v = 0+v
= (—u+u)+v
= —u+(u+v)
= —u+ (u+w)
= (—u+u)t+w
= 0+w

Proposicao 2. 0-u = 0 para todo u vetor de um espaco vetorial E.

Demonstra¢ao. Note que u+0-u=1-u+0-u=(140)-u=1-u=u=u~+0. Logo

u+ 0-u = u -+ 0 consequentemente decorre da Proposicao 1 que 0-u = 0. O

Proposicao 3. Seja a um nimero real, dado 0 € E, onde E € um espaco vetorial,

temos que a- 0 = 0.

Demonstra¢ao. Note que -0+ a-0 = a-(04+0) = -0 = a-0+ 0. Logo,
a-0+a-0=a-0+ 0 portanto, segue-se da Proposi¢ao 1 que -0 = 0. O

Proposicao 4. Sejam o um nimero real e u um vetor de um espaco vetorial E. Se

a-u=0entaoa=0 ouu=0.

Demonstracao. Suponha, por absurdo, que o # 0 e u # 0. Como a # 0 decorre o

seguinte: a~u:0<:>§-a-u:§~0<:>u:0, contradicao. [
Proposicao 5. Seja u um vetor de um espago vetorial E. Temos que (—1) - u = —u.

Demonstragao. basta notar que u+ (—1)-u=1-u+(-1)-u=(1+(-1)) - u=0-u=
0 =wu+ (—u). Assim u + (—1) - u = u+ (—u). Agora segue da Proposicdo 1 que
(=1) - u=—u. O
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Capitulo 2

Matrizes

2.1 Definicao de Matriz

Apresentaremos agora um conceito de grande relevancia para a matemética, que é a
ideia de matriz. Esta ideia serd muito 1til, especialmente, quando estudarmos sistemas
lineares, pois, a mesma facilita bastante a forma de resolucao dos sistemas através do
método da eliminacao, especialmente no método de Gauss-Jordan.

Neste contexto diremos que uma matriz ¢ uma tabela de niimeros organizada através

de linhas e colunas. Assim, a seguinte tabela

1 3 0

2 4 =2
é uma matriz de duas linhas e trés colunas. Observe que um elemento fica bem
determinado sabendo em que linha e coluna o mesmo se encontra. De fato, sabemos
que o elemento da segunda linha e primeira coluna ¢ o nimero 2. Neste texto toda
matriz serd representada por uma letra maiiscula de nosso alfabeto. Dizemos que uma
matriz A que possui m linhas e n colunas, é de ordem m x n. E comum denotarmos
um elemento genérico dessa matriz A através do simbolo a;;, onde ¢ e j denotam,
respectivamente, a linha e a coluna nas quais se encontra esse elemento. Nesse caso

1 <i<mel<j<n. Desta forma, uma representacao genérica dessa matriz A pode
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ser feita da seguinte maneira:

a1 12 AT
a921 929 ... Qo
A=
Am1 Am2 ... AOmn
Podemos ainda representar esta mesma matriz A escrevendo A = [a;;|mxn, onde

1<i<mel<j<n.
Além do mais cabe destacar que uma matriz A = [a;j]nx, vai ser igual a uma matriz

B = [bij]kxw quando m =k, n = w e a;; = b;; para todo ¢ e todo j.

Exemplo 3. Vamos agora determinar os valores de x e y para que as matrizes abaizo

sejam 1guais.

0 0
A —
32 10
logz 0
N 32 y2

Vé-se facilmente que para A = B devemos ter x = 1 e que y = £/10.

Exemplo 4. Vamos determinar a matriz A = [a;j]sx2 tal que a;; = —2i + j. Basta

notar que a matriz tem 3 linhas e 2 colunas e como a;; = —21 + j, temos:
e a=-2-141=-1,
® go=—-2-1+2=0,
® 1y =—2-241=-3,
® Gy =—-2-24+2=-2,
® a3 =—-2-34+1=-5,

[ ] (132:—2'3+2:—47
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Sendo assim,

-1 0
A=1-3 =2
-5 —4

2.2 Matrizes Especiais

Existem casos especiais de matrizes, que ganham nomes particulares, devido a algumas

de suas propriedades. Vejamos:

2.2.1 Matriz Linha

Chama-se matriz linha, toda matriz que possui apenas uma linha, ou seja, toda matriz

de ordem 1 x n.

Exemplo 5.
1 3 7 15 31 ... 2”—1]

Note que esta malriz possui 1 linha e n colunas,

2.2.2 Matriz Coluna

Chama-se matriz coluna, toda matriz que possui apenas uma coluna, ou seja, toda

matriz de ordem m x 1.

Exemplo 6.

2m—1

Note que esta matriz possui m linhas e 1 coluna.
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2.2.3 Matriz Quadrada

Chama-se matriz quadrada, toda matriz na qual o niimero de linhas ¢ igual ao niimero

de colunas, ou seja, sempre que m = n.

Exemplo 7.
(1 3 0 -7
5 1 4 5
6 9 1 0
712 0 1

Note que esta matriz possui 4 linhas e 4 colunas.

2.2.4 Matriz Nula

Uma matriz [aij]mxn onde 1 <7 < mel < j <mn, é classificada como matriz nula

quando a;; = 0, para todo ¢ e todo j.

Exemplo 8.
_O 00 0_
0000
0000
_O 00 0_

2.2.5 Matriz Triangular Superior

Uma matriz quadrada [a;;|mxm é chamada de matriz triangular superior quando tem

a seguinte propriedade: Se ¢ > j, entao a;; = 0.

Exemplo 9.
1 2 3

0 4 5
0 0 6
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2.2.6 Matriz Triangular Inferior

Uma matriz quadrada [a;;]mxm ¢ chamada de matriz triangular Inferior quando tem a

seguinte propriedade: Se i < j, entao a;; = 0.

Exemplo 10.
100

2 30
4 5 6

2.2.7 Matriz Diagonal

Uma matriz quadrada [a;;]mxm ¢ chamada de matriz diagonal quando tem a seguinte

propriedade: Se 7 # j, entao a;; = 0.

Exemplo 11.
100

020
00 3

2.2.8 Matriz Identidade

Uma matriz quadrada [a;;]mxm ¢ chamada de matriz identidade quando tem as seguin-

tes propriedades: (i) se ¢ # j entdo a;; = 0 ; (ii) se ¢ = j entdo a;; = 1

Exemplo 12.
_1 00 0_
0100
0010
_O 00 1]

2.2.9 Matriz Simétrica

Uma matriz quadrada [a;;]mxm ¢ chamada de matriz simétrica quando tem a seguinte

propriedade: a;; = a;; para todo ¢ e j.
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Exemplo 13.

N R

[ N I \]
S Ot e W

- O ot

2.3 O Espaco Vetorial das Matrizes

Se tomarmos o conjunto de todas as matrizes que possuem m linhas e n colunas,
denotado aqui por M(m,n), é possivel definir as operagoes de adi¢do e multiplica¢ao

por escalar, satisfazendo todas as oito propriedades de espago vetorial. Deste modo

este conjunto se caracteriza como espaco vetorial. Vejamos a adigao:

Dada as matrizes A = [ajj]mxn € B = [bijlmxn em M(m,n), definimos a adicao
destas matrizes do seguinte modo: A + B = C' = [¢jj|mxn Onde ¢;; = a;; + b;;. Note

que C' também é uma matriz com m linhas e n colunas, ou seja, C' é uma matriz de

M(m,n).

De outro modo, dadas as seguintes matrizes

a11

21

temos que

A+B=

a2 ... Qin b1

A22 ... QA9pn b21

ap + bn

azy + by

Am1 + bml

Exemplo 14. Dadas as matrizes

a2 + bio

a2z + bag

Am2 + bm2

23
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b22 . b2n
bm2 bmn




1 -1 2 -2 1 2 3 4
B

A: s =
3 =3 4 -4 4 3 21
temos que
141 —-1+2 243 —2+414 21 5 2
344 343 442 —4+1 70 6 =3

Estando definida a adicao de matrizes, vamos definir a multiplicacao por escalar.

Dados o escalar a e a matriz A = [a;j]mxn em M(m,n), definimos a multiplicacao
por escalar do seguinte modo: o - A = D = [d;j]mxn onde d;; = a - a;;. Note que D
também é uma matriz com m linhas e n colunas, ou seja, D é uma matriz de M (m,n).

De outro modo, dado o escalar o e a matriz

a1 a2 ... Qip
A— 921 A29 ... QA9pn
m1 Am2 ... Gmp
temos que
- any a-ayg ... Q-Qp
o A— - a1 Q-2 ... Q- Qop
QA Q- Qpa ... QO Gy
Exemplo 15. Dada a matriz
1 -1 2 =2
A=
3 =3 4 —4
temos que
2-1 2-(—-1) 2-2 2-(-2 2 =2 4 —4
Vo (1) (-2)| _
2:3 2-(=3) 2-4 2-(—4) 6 —6 8 —8



Agora que estdo definidas as operacgoes de adicao e multiplicagao por escalar no
conjunto M (m,n), para saber se este conjunto é realmente um espaco vetorial, devemos
verificar todas as propriedades da definicao de espaco vetorial, que também sao as

propriedades da adicao e multiplicacao por escalar de matrizes.
Proposicao 6. O conjunto M(m,n) é um espago vetorial.

Demonstracao. Para que um conjunto seja caracterizado como um espacgo vetorial,
devemos definir as operacoes de adicao e multiplicacao por escalar, além de verificar
se estas operagoes gozam das oito propriedades da definicao de espaco vetorial. Como
ja definimos as operagoes para o conjunto M(m,n), basta verificar as propriedades.
Dados os niimeros reais o e § e as matrizes A, B e C de M(m,n), tais que A = [a;;],

B = [b;j] e C = [¢;;] temos:
1. A+B:B+A De fato, A+B: [aij—f—bij] = [bij—kaij] = B+A

[(aij + bij) + cij] = [ai; + (bij + ci)] = [aiz] + [(bi; + cij)] = A+ (B + C).

3. (a-B)-A=a-(B-A). De fato, (a-f)-A=[(a-f)-a;] = [a-(-a;)] = a-(5-A).

4. Existe uma matriz em M (m,n), chamada matriz nula, representada pelo simbolo
0, que satisfaz a propriedade, A+0 = A, para todo A em E. Basta tomar 0 = [0;]
em M (m,n) tal que 0;; = 0 para todo i e j, pois,

A + 0= [aij —+ OU] = [aij + 0] = [aij] = A

5. Paratoda matriz A em M (m,n), existe uma matriz denotada por —A em M (m,n),
tal que A + (—A) = 0. Esta matriz (—A) sera chamada de inverso aditivo da

matriz A, ou seja, —A = [—a;;] em M(m,n). De fato,
A+ (=A) = [ai; + (=aiy)] = [0] = [0;] = 0.
6. (a+p5)-A=a-A+p[-A. De fato
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(a+p) A=(a+p8)- ay]=[a-ay;+ B aj]
=la-ay]+[B-ay]=a-A+5-A

7. a-(A+ B)=a-A+ a- B. De fato,

a-(A+ B) = o (ai; + bij)] = |a - a; + a - by]
la-aij]+[a-bj]=a-A+a-B

8. 1- A= A, para toda matriz A em M (m,n). De fato,
1-A=[1-a;] = [a;] = A

Sendo assim, o conjunto M (m,n) é realmente um espaco vetorial. H

2.4 Outras Operacoes com matrizes

Veremos agora outras operacdes com matrizes que vao além da definicdo de espaco

vetorial.

2.4.1 Transposicao

A transposicao de matrizes é uma operacdo que associa a cada matriz A = [a;j]mxn
uma matriz B = [bji|nxm tal que bj; = a;;. Esta matriz é denotada pelo simbolo A’ e

chamada de transposta de A, ou seja A® = B.

Exemplo 16. Dada a matriz

-1 -2 -5

sua transposta € dada por

~-1 1
Al=|—2 5
-5 10
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Um caso interessante acontece com a matriz simétrica, que ¢é igual a sua transposta.

Exemplo 17. Dada a matriz

1 2 3
A=A"=12 4 5
356
Proposigao 7. Seja a um nimero real e A e B matrizes tais que A = [Gijlmxn €

B = [bijlmxn. Neste contexto sao verdadeiras as seguintes afirmagoes:
1. (AY) = A,
2. (A+ B)'= A"+ B,
3. (a- Al =a- A

Demonstracao. De fato, basta observar as seguintes justificativas.

1. Seja A" = [bj;]nxm tal que bj; = a;; a matriz transposta de A. Seja (A")" = [¢ij]mxn
tal que ¢;; = b;; a matriz transposta de A’. Como ¢;; = bj; = a;j, podemos

concluir que (A" = A.

2. Seja (A+ B)" = [¢jilnxm tal que ¢j; = a;; + b;; a matriz transposta de A + B.
Sejam At = [dji]nxm tal que dji = a;; € Bt = [eji}mm tal que €5; = bij as matrizes

transpostas de A e B respectivamente. Disso resulta que
(A+ B)" = [ci] = [aij + bis] = [agg] + [bi]
[dji] + [eji] = A® + B*

3. Seja (a - A)' = [¢jilnxm tal que ¢j; = a - a;; a matriz transposta de a- A. Seja
A" = [djilnxm tal que dj; = a;; a matriz transposta de A. Multiplicando a
igualdade d;; = a;; por o obtemos que « - dj; = « - a;5. Disso resulta que

(a-A) =[ci] = [a-ay] = [a-dji
:Oé-[d]l] :O['At
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2.4.2 Multiplicacao

A multiplicacao de matrizes é uma operacao que associa a duas matrizes, cujo o nimero
de colunas da primeira é igual ao ntimero de linhas da segunda, uma nova matriz A- B
que possui 0 mesmo nimero de linhas de A e o mesmo numero de colunas de B. Dessa
forma sejam A = [@ix|mxs € B = [brj]sxn duas matrizes. Definimos a multiplicagao da

matriz A pela matriz B, denotada por A - B, do seguinte modo: A - B = [¢;j|mxn onde
Cij = Z (07 bkj-
k=1
Cabe aqui algumas observagoes:

n
1. A expressao ¢;; = Y a;, - by; pode ser entendida como a multiplicacdo da linha
k=1
1 da matriz A pela coluna j da matriz B, note que esta, estd bem definida, pois
cada linha da matriz A tem o mesmo nimero de elemento de cada coluna da

matriz B,

2. Note que A- B ¢é realmente uma matriz, e cada elemento ¢;; ¢ a multiplicacao da
linha i da matriz A pela coluna j da matriz B, e nessa ordem podemos organizar
estas multiplicagoes em uma tabela de ordem m X n, note ainda, que como temos
m linhas na matriz A e n colunas na matriz B, podemos fazer esta multiplicagao

de m - n maneiras.

Exemplo 18. Dada as matrizes

B 1 2 3
13 21
e
1 3
B= {2 2
3 1
temos que
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4. B 1-14+2-243-3 1-34+2-243-1
3-1+2-2+1-3 3-3+2-2+4+1-1

Sendo assim,

14 10
10 14

A-B=
Esta operacao goza de certas propriedades, enunciadas na proposicao a seguir.

Proposicao 8. Sendo possiveis as realizacoes das operacoes abaizo sao verdadeiras as

sequintes afirmagoes:
1. A-(B-C)=(A-B)-C,
2. (A+B)-C=(A-C)+(B-0),
3. A-(B+C)=(A-B)+(A-0),
4. 1 A=AeA-I,=A, onde I, e I, sao matrizes identidades,
5. B'- A= (A B)',
6. 0,-A=0e A-0, =0, onde 0; e 05 sao matrizes nulas,
7. (- A)-B=A-(a-B)=a-(A-B).

Demonstracao. 1. Sejam as matrizes A = [Gig|mxr, B = [bii)rxs € C = [cij]sxn-

Fazendo

A B = [di|mxs onde diy = > ag - by
f=1

B - C = [egjlrxn onde ey; = > by - ¢
=1

temos que
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S T

Z(Z Qi * bkl>clj]m><n =

=1 k=1

<Amv=mmymm=@@mmF[

[]él azk(z bklclj)]an = [i aikekj]an = [aikz]mxr . [ekj]rxn —A. (B . C)

=1 k=1

2. Sejam as matrizes A = [Qig|mxr, B = [bik|mxr € C = [Ckjlrxn- temos que

(A + B) -C = [aik + bik]mxr ' [ij]rxn = [Z (aik + bik)ckj]mxn =
k=1

(D (@iCrj 4 birCrj)lmxn = [ D GirCrj + 2 bikCrjlmxn =
=1 =1 =1

[é%MWHQMMmmﬂA@+@C)

k=1

3. Sejam as matrizes A = [ig|mxr, B = [bkjlrxn € C = [Cjlrxn- temos que

A- (B + C) - [aik]mxr . [bk’] + ij]rxn - [Z a'ik:(bk’j + ij)]an -
k=1

[Z (az‘kbkj + aikckj)]mxn = [Z aikbkj + Z aikckj]an =
k=1 k=1 k=1
[Z aikbkj]mxn + [Z aikck’j]mxn = (A : B) + (A ' C)
k=1 k=1

4. Dada A = [aik|mxn. Para este caso I; serd a matriz identidade de ordem m e I

serd a matriz identidade de ordem n.

Na multiplicacao de I; por A o elemento da i-ésima linha e j-ésima coluna seré
formado pela multiplicacao da linha 7 da matriz I; pela coluna j da matriz A,
s6 que a linha 7 de I; todos seus elementos sao iguais a zero, com excecao do
1-ésimo que é igual a um, de onde podemos concluir que nesta multiplicacao de

linha por coluna o tnico termo diferente de zero é 1 - a;; = a;;. Sendo assim

Iy - A= [aij]mxr = A

Na multiplicacao de A por I o elemento da i-ésima linha e j-ésima coluna seré
formado pela multiplicagao da linha ¢ da matriz A pela coluna j da matriz I,
s6 que a coluna j de I, todos seus elementos sao iguais a zero, com excegao do
J-ésimo que ¢ igual a um, de onde podemos concluir que nesta multiplicacao de

linha por coluna o tnico termo diferente de zero é a;; - 1 = a;;. Sendo assim

AT = [aij]mxr = A.
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5. Sejam as matrizes A = [Qix|mxr € B = [bgjlrxn. Fazendo

A+ B = [eij]lmxn onde ¢;; = ET: ik
A" = [cilrxm onde ¢ :k:all-k
B! = [djg]nxr onde dj = by;
(A-B) = [fjilnxm onde f;; = e;; = ]élaikbkj

temos que
Bt : At = [Z djkcki]nxm = [Z bkjaik:]nxm
k=1 k=1
= [1;1 aikbkj]nxm = [ez’j]nXm = [fji]nxm = (A : B)t

6. Dada A = [ajk]mxr. Sabemos que, para quaisquer matrizes nulas 0; e Oy, suas
linhas e colunas tém todos os elementos iguais a zero, portanto, toda multiplicagao
de linha por coluna, nestes casos, terao como resposta zero. Sendo assim 0;-A = 0

e A- 02 =0.
7. Sejam as matrizes A = [aig|mxr € B = [bgj]rxn € @ um niamero real. Fazendo
aA = [aik|mxr

temos que

(ad)- B =| Kz (008 Bii mcn = [ 32 ik (@b msen = A+ (- B)

1 K=1
T

(ad)-B—| Kz: ()bl = [ 3 @ikbislmn = - (A - B)

1 K=1
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Capitulo 3

Variedade Afim

A nocao de variedade afim, foi criada para classificar conjuntos, que de alguma forma
nao se enquadram na definicdo de espaco vetorial, mas que se comportam de modo
semelhante, como veremos adiante. Além disso, a caracterizacao de um conjunto como
variedade afim é menos forte que a caracterizacao desse conjunto como espaco vetorial,
no sentido de que todo espaco vetorial é uma variedade afim, mas nem toda variedade
afim é um espaco vetorial. Assim como a ideia de espago vetorial, a ideia de caracterizar
um conjunto como variedade afim é relevante, pois como tal, o conjunto gozara de
todas as propriedades de uma variedade afim. Apesar disso, nesse texto nao serao
apresentadas estas propriedades, pois nosso objetivo é simplesmente caracterizar o

conjunto solucao de um sistema linear como uma variedade afim.

3.1 Definicao

Seja . um espaco vetorial. Dizemos que um subconjunto V' de E é uma variedade
afim, quando para quaisquer elementos x e y em V e t um ntmero real qualquer, vale

a seguinte propriedade:
tz + (1 —t)y é elemento de V'

Exemplo 19. O conjuntos de pontos de uma reta é uma variedade afim. Seja T uma
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reta qualquer, sabemos que se 0s pontos x = (x1,y1) e y = (xa,y2) pertencem a reta T
existem numeros reais a # 0 e b tais que y; = ar1+b e ys = axy+0b. Sendo assim temos
que x = (r1,ax1+b) ey = (x9,axs+b). Agora note que para todo t real t-x+ (1 —1)y

esta em T', de fato, temos o sequinte:

tr+(1—t)y = t(x, a1 +0)+ (1 —t)(x2,azxs +b)
(txy, taxy +tb) + (22, axy + b) + (—txe, —taxy — tb)
= (txy + xo — txy, tax; + tb + axe + b — taxs — tb)
(txy + xo — tae, a(try + x9 — txa) + b) = (3, ax3 + D),

onde x3 = tr] + x9 — ts.
Proposicao 9. Se o conjunto E é um espaco vetorial, entao E € uma variedade afim.

Demonstracao. Seja x e y vetores de E. Como F é um espaco vetorial entao para todo
nimero real ¢ temos que tx e (1 — t)y sdo vetores de E. Sabendo que a soma de dois
vetores do espago vetorial E ainda é um vetor de E, temos que tz + (1 — t)y ainda é

um vetor de E. Sendo assim E é uma variedade afim. O

Exemplo 20. Como todo espago vetorial é uma variedade afim o conjunto M (m X n),
de todas as matrizes com m linhas e n colunas, ¢ uma variedade afim. Assim como o
conjunto de todos os pares ordenados de nimeros reais e o conjunto de todas as fungoes

de dominio e contradominio reais.
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Capitulo 4

Sistemas Lineares

A partir de agora faremos a apresentagao dos sistemas lineares, objetivando o estudo
e a resolucao desses sistemas. Esta apresentacao se dard através do processo de eli-
minacao, mais especificamente através do método de Gauss-Jordan. Para isso vamos
relacionar diferentes matrizes a cada sistema, o que torna a resolucao mais simples
e de grande apelo computacional. Serdao usadas operacoes entre linhas das matrizes,
chamada operacoes elementares, e assim definidas e determinadas matrizes linha equi-
valentes de uma matriz, entre estas as quais matriz linha reduzida a forma escada.
Através da ideia de posto e nulidade poderemos estudar e encontrar as solugoes de um

sistema linear.

4.1 Definicoes

Um equacao linear com n incognitas ¢ uma igualdade do tipo:
171 + aoxy + -+ - + apx, = b,

onde ay, as, - -+, a,, b sao nimeros reais. Uma solucao desta equacao ¢ uma n—upla

de ntumeros reais (z1,x9,- - ,x,) que satisfaca a igualdade que define a equacao.

Exemplo 21. Na equacao, 2x; + 3xy —x3 = 5, uma solugao é (1,1,0), ou seja x1 = 1,

ro =1 e x3 =0. Outra solugdo é (10,5, 30).
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Um sistema de equacoes lineares com m equacoes e n incognitas ¢ um conjunto de

equacoes do tipo:

(
1171 + A2+ + ATy = b1

2171 + Q22%2 + - + Qo Ty = bo

Am1T1 + Apmale + -+ - + QppTn = bm

onde a;; e b, com 1 <7 < mel < j <n,sao nimeros reais. Uma solugao deste
sistema ¢ uma n—upla de nimeros reais (x1, xs,- - , x,), que é solucdo de cada equagao

do sistema.

Exemplo 22. No sequinte sistema

T +2$2+3ZL’3 =14

—11+ —2r9+ 73 =0

uma de suas solucoes é (%,O, %)7 ou seja, r4 = %, o =0ex3= % Outra solucao do

~ s (31 7
sistema € (3,1, 3)

Note que no exemplo anterior foi apresentada duas solucoes para o sistema. Na
verdade existem infinitas solucoes deste sistema. De fato para cada namero real ¢
temos a seguinte solu¢do (§ —2t,¢, 7).

No decorrer deste capitulo veremos que além de sistemas lineares com infinitas

solucoes, existem sistemas que nao possuem solucao e sistemas que apresentam um

unica solucao. Encontrar as solugoes de um sistema linear, caso existam, que é resolver
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o sistema e classificar entre estas trés possibilidades é que chamaremos de estudar o
sistema linear, e o que faremos.
Para isso, usaremos o método da eliminacao, neste método usaremos matrizes as-

sociadas ao sistema a ser resolvido e estudado.

4.2 Sistemas Lineares e Matrizes

A todo sistema linear podemos associar quatro matrizes chamadas: matriz de coefici-
entes, matriz de incognitas, matriz de termos independentes e a matriz ampliada do
sistema. Vejamos:

No sistema linear abaixo
1171 + a12%y + -+ + A1, T, = by

A21T1 + Q22T + * ++ + AopTy = b2

\amlxl + Qa2 + -0 F ATy = bm

temos

_Cl11 Q12 Cl1n_
A 21  A22 -+ Q2p
_aml Am2 amn_
como a matriz de coeficientes
_ml_
x—|"
_'CL??’L_
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como a matriz de incognitas e

como a matriz de termos independentes. Por fim temos

11 Q12 - Qip by

agi Qg -+ Ggp by
S =

Am1 Am2  ° - Amn bm

como a matriz ampliada do sistema.

Note ainda que o sistema inicial pode ser escrito da seguinte forma:

A-X=B
ou de outra maneira
ay; a2 - Qip € by
ag1 Q22 -+  A2p X2 bo
am1 Am2 Amn T, bm

Exemplo 23. Dado o sequinte sistema

(
.T1+2[L’2+21E3+l’4:15
[I)1+2I2—|—2I3—(L’4:7

$1+2l‘2—2$3—l‘4:—5

\.Tl — 2ZE2 — 2$3 — Ty = —13
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podemos representar o mesmo como a sequinte multiplicacao de matrizes

1 2 2 1 1 15
1 2 2 1| |a» 7
12 =2 —1| || | -5
1 -2 —2 —1| |aa ~13

Neste sistema temos como matriz de coeficientes, matriz de incognitas, matriz de

termos independentes e matriz ampliada do sistema, nesta ordem, as sequintes matrizes

1 2 2 1
1 2 2 -1
A=
1 2 -2 -1
1 -2 -2 -1
T
x = |7
Zs
Ty
15
7
B =
—5
—13




4.3 Operacoes Elementares e Matrizes Linhas equi-

valentes

Definiremos agora operagoes sobre as linhas de uma matriz, chamadas operagoes ele-
mentares, que servird para definir matrizes linhas equivalentes, e posteriormente siste-
mas lineares equivalentes, que sao sistemas lineares que possuem mesma solucao.

Trés sao as operacoes elementares sobre as linhas de uma matriz, vejamos:

1. permutar a i-ésima linha de uma matriz pela j-ésima linha da matriz, que aqui

denotaremos por (L; = L;).

Exemplo 24. Nas matrizes abaizo temos (Ly — Ly)

1 2 2 1 1 2 2 1
1 2 2 -1 1 -2 -2 -1
_>
1 2 -2 -1 1 2 -2 -1
1 -2 -2 -1 1 2 2 -1

2. Substituir a i-ésima linha de uma matriz pela multiplicacao desta linha por ni-

mero real o, que aqui denotaremos por (L; — a - L;).

Exemplo 25. Nas matrizes abaizo temos (L3 — 5+ L3)

1 2 2 1 1 2 2 1
1 2 2 -1 1 2 2 -1
_>
1 2 =2 -1 5 10 —-10 -5
1 -2 -2 -1 1 -2 -2 -1

3. Substituir a -ésima linha de uma matriz, pela soma da ¢-ésima linha com a multi-
plicacao de um nimero real a pela j-ésima linha da matriz, que aqui denotaremos

por (Ll — LZ + - LJ)
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Exemplo 26. Nas matrizes abaizo temos (L1 — L1 + 3+ Lo)

1 2 2 1 4 8 8 =2
1 2 2 -1 1 2 2 -1
%

1 2 -2 -1 1 2 -2 -1
1 -2 -2 -1 1 -2 -2 -1

Proposicao 10. As operagoes elementares, da forma que foram definidas no texsto, sao

reversivens.
Demonstracao. basta notar que:
1. (Lj < L;)) & (L; < L))
2. (- Li—»at-a-Ly=L;)
3. (Li+a-Lj—-Li+a-Lj+(—«a)-L; =L,
O

Dadas duas matrizes A e B de mesma ordem m x n. Diremos que B é linha
equivalente a A quando podemos obter B a partir de um numero finito de operacoes

elementares sobre A.

Proposicao 11. Dadas duas matrizes A e B de mesma ordem m X n. A € linha

equivalente a B se, e somente se, B € linha equivalente a A.

Demonstracao. Admitindo que A é linha equivalente a B, temos que podemos obter a
matriz A a partir de um ntmero finito de operacoes elementares sobre B, como cada
operacao elementar é reversivel, revertendo as operacoes podemos obter, através de um
nimero finito de operacoes elementares, B a partir de A. Assim B ¢ linha equivalente
a A. De modo analogo mostra-se que, se B é linha equivalente a A entao A é linha

equivalente a B. O
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Proposicao 12. Dadas as matrizes A, B e C. Se A € linha equivalente a B e A €

linha equivalente a C' entao B € linha equivalente a C' e C' € linha equivalente a B.

Deixaremos esta demonstracao como exercicio para o leitor.

1 0 2

Exemplo 27. A matriz A = ¢ linha equivalente a sequinte matriz B =
011
1 2 ‘
. De fato fazendo na matriz B, Ly — —1 - Loy, obtemos:
1 -1 1
1 2 4
-1 1 -1

fazendo agora na matriz acima, Ly — Ly + Lo, obtemos:

1 2 4
03 3

1
fazendo agora, Ly — 3 Lo, obtemos:

1 2 4
011

fazendo agora, Ly — Ly + (—=2) - Lo, obtemos:

10 2
01 1|

Neste tltimo exemplo ficou explicita cada operacao elementar sobre as linhas da
matriz A. Aqui cada operacao foi feita de forma individual entre as passagens das
matrizes equivalentes. A partir de agora deixaremos as operacoes implicitas, e nao ne-
cessariamente de forma individual. Sendo assim, cabe ao leitor verificar cada passagem

e quais operacoes elementares foram feitas.
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4.4 Forma Escada, posto e nulidade de uma Matriz

Uma matriz se diz linha reduzida a forma escada quando goza das seguintes proprie-

dades

1. Em toda linha nao nula da matriz o primeiro elemento nao-nulo é igual a 1;

2. Em toda coluna que contém algum primeiro elemento nao-nulo de uma linha,

todos os outros elementos da coluna sao nulos;
3. Toda linha nula da matriz aparece abaixo das linhas nao nulas; e

4. O primeiro elemento nao-nulo de cada linha nao-nula situa-se a esquerda dos

primeiros elementos nao-nulos das linhas seguintes.

10020 3
. 1 0 2 00130 2 B
Exemplo 28. As matrizes A = e B= estao na forma
01 1 000O01H5
00 0O0O0O
escada, como se vé facilmente. i i
1 001 00020 3
, 0100 15100 2 .
Exemplo 29. As matrizes A = e B= nao estao
0010 00 0O0O0O0
00 0 2 0000135

na forma escada, como se vé facilmente.

Proposicao 13. Toda matriz é equivalente a uma unica matriz linha reduzida a forma

escada.

Demonstracao. Primeiro mostraremos que toda matriz é equivalente a uma a matriz
linha reduzida a forma escada.

Essa demonstracao pode ser feita por inducao sobre o nurhero de colunas n de uma
matriz qualquer. Sendo assim, seja uma matriz qualquer com m linhas e apenas uma

coluna, ou seja, com n = 1.
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21

Qm1

Agora analisaremos dois casos.

1. Primeiro, Se a;; # 0 substituimos a linha 1 pela multiplicagdo dessa linha por

(a11)7!, e obtemos

21

Am1

Agora substituimos toda linha i # 1 por —a;;, - Ly + Li. Assim,

que esta na forma linha reduzida a forma escada.

2. Segundo, se a;; = 0 entao dada a sequécia (ag1, aszy, -+ ,ap1) tomaremos o pri-
meiro termo a;; # 0 e operaremos de modo analogo ao caso de a;; # 0, obtendo
assim, uma matriz linha reduzida a forma escada.

Em todo caso toda matriz com uma tnica coluna é equivalente a uma matriz

linha reduzida a forma escada.
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Agora suponha que a afirmagao seja verdadeira para um certo k£ natural. Ou seja que
toda matriz que possui k colunas seja equivalente a uma matriz linha reduzida a forma

escada. Sendo assim, dada uma matriz com m linhas e k colunas do tipo

apy Q2 - Qg
Q21 Q22 -+ Q2
Am1  Am2 Amk

podemos, através de um nimero finito de operacoes elementares, obter sua matriz linha

reduzida a forma escada equivalente, que denotamos aqui por

bll b12 e blk:
b21 b22 e ka
bml bm? T bmk

. Agora dada uma matriz com m linhas e k + 1 colunas

apx Qa2 o A1k G1(k41)
Q21 Qg2 -+ A2k A2(k41)
Am1 Am2 - Amk Om(k+1)

usando as mesma operacoes elementares que usamos na matriz de k£ colunas, obtemos

bin bz - by Cl(k+1)
bor Doz -+ by Co(k+1)
_bml bm2 T bmk: Cm(kJrl)_

Dada a sequéncia (b1, bma, -« , bk ), de termos da tltima linha, analisaremos os trés

Casos.
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1. Se pelo menos um b,,; # 0, entao a matriz acima serad linha reduzida a forma

escada.

2. Se todos 08 byj = 0 e cpy1) = 0, entao a matriz acima, também, seré linha

reduzida a forma escada.

3. Se todos 0s by,; = 0 e cppq1) # 0, entdo multiplicaremos a tltima linha por

(Cm@k+1)) " € obteremos um nova matriz

bin bz - b digg
bor  bo -+ bar dogyn)
_bml bm? o bmkz dm(kJrl)_

Nesta nova matriz toda linha ¢ # m pode ser substituida —d;41) - Ly + L;, de

onde obtemos um matriz linha reduzida a forma escada.

Em todo caso, supondo que uma matriz com m linhas e k colunas é equivalente a uma
matriz linha reduzida a forma escada, resulta que uma matriz com m linhas e £ + 1
coluna é equivalente a uma matriz linha reduzida a forma escada. E sendo assim, pelo
principio de inducgao a proposicao é verdadeira.

Agora mostraremos que esta matriz linha reduzida a forma escada é unica.

De fato, seja A uma matriz com duas matrizes linha equivalentes na forma escada
B e C. Como B é equivalente a A e C' também é equivalente a A, resulta que B é
equivalente a C. Sendo assim, podemos a partir de B obter C' através de um nimero
finito de operacoes elementares. Mas nessas operacoes elementares nao podemos per-
mutar a i-ésima linha da matriz B pela j-ésima linha da matriz B, a fim de obter C,
pois nesta operacao deixariamos de ter uma matriz reduzida na forma escada. Assim
como nao podemos substituir a i-ésima linha da matriz B, pela soma da i-ésima linha
com a multiplicacao de um ntmero real « pela j-ésima linha da matriz B, a fim de
obter C', pois, também teriamos matriz nao reduzida a forma escada. Ja na operacao

de substituir a ¢-ésima linha de uma matriz pela multiplicacao desta linha por nimero
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real «, pode ser feito, desde que a = 1, pois se o # 1, também, ndo obteriamos uma
matriz linha reduzida a forma escada, mas fazendo o = 1 nessa operacao sempre obte-
remos a matriz B. Nestas circunstancias B = (. Portanto, a matriz linha reduzida a

forma escada de um matriz A qualquer é tnica. n

Agora definiremos a ideia de posto e nulidade, segundo linhas, de uma matriz. Seja
B a matriz linha reduzida a forma escada de uma matriz A de ordem m x n. Definimos
o posto da matriz A como sendo o niimero de linhas nao nulas de B. Definimos também
a nulidade da matriz A como sendo a diferenca entre o ntimero de colunas da matriz
A e seu posto. Sendo assim, e denotando o posto da matriz A por p, temos que a

nulidade da matriz A sera n — p.

Exemplo 30. Vamos agora determinar o posto e a nulidade da seguinte matriz

11 1 3
A=12 1 -1 2
32 1 6

Inicialmente determinaremos, através de operacoes elementares, a matriz linha reduzida

a forma escada de A. Vejamos:

11 1 3 11 1 3 11 1 3
A=12 1 -1 2| = |0 -1 -3 —4| — [0 1 3 4

32 1 6 0 -1 -2 -3 0 -1 -2 =3

11 1 3 00 -2 -1 0001

o1 3 4| —101 3 4|—=10101

0 -1 -2 -3 00 1 1 0011

Sendo assim a matriz linha equivalente da matriz A possui 3 linhas nao-nulas, ou
seja, o posto da matriz A deve ser p = 3, e como a matriz A possui 4 colunas, sua

nulidade € dada porn —p=4—3=1.

Exemplo 31. Determine os postos e as nulidades das matrizes ampliada e de coefici-

entes do sequinte sistema
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201 + 3xy —4dx3 =14
3]31—[['2—1'3:6.

Da matriz ampliada do sistema, através de operacoes elementares obtemos a matriz

linha reduzida a forma escada equivalente, vejamos:

2 3 —4 4 1 3 -2 2 1 3 22
— —

3 -1 -1 6 3 -1 -16 0 -5 5 0
1 2 -2 2 1 2 -2 2 1 0 —L 2
2 N 2 N 11
0o —&L 5 90 0 1 -1 ¢ 01 -2 o

11

Como a matriz linha reduzida a forma escada equivalente a matriz ampliada do
sistema possui duas linhas nao-nulas temos que o posto da matriz ampliada é 2, ou
seja, p = 2. Como o numero de colunas da matriz ampliada € quatro, ou seja, n = 4,
temos que sua nulidade € dada porn —p=4—2=2.

Da matriz de coeficientes do sistema, através de operagoes elementares obtemos a

matriz linha reduzida a forma escada equivalente. Vejamos:

2 3 —4 1 3 -2 1§ -2
— —
3 -1 -1 3 -1 -1 0 —% 5
1 3 -2 13 -2 10 —L
211 - X 10 - 1(1)
0 -4 5 01 -3 01 -39

Como a matriz linha reduzida a forma escada equivalente a matriz de coeficientes
do sistema possui duas linhas nao-nulas temos que o posto da matriz de coeficientes
também € 2, ou seja, p = 2. Como o nimero de colunas da matriz de coeficientes é

trés, ou seja, n = 3, temos que sua nulidade é dada porn —p=3 —2 =1.

E importante salientar que as matrizes linha reduzida a forma escada da matriz

ampliada e da matriz de coeficientes, no exemplo anterior, sao muito semelhantes. De
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fato, note que retirando a ultima coluna da reduzida equivalente da matriz ampliada,
obtemos a reduzida da matriz de coeficientes. Na verdade este fato sempre acontece
para qualquer sistema. Basta observar que, as operacoes elementares aplicadas na
matriz de coeficientes, podem ser aplicadas, também, na matriz ampliada, de forma a
encontrar sua equivalente na forma escada. Pode acontecer, como no exemplo anterior,
destas operacoes serem suficientes, caso contrario, além desta, serao necessarias um
nimero finito de operagoes elementares de modo a obter a matriz linha reduzida a
forma escada equivalente a matriz ampliada. Mas estas operacoes aplicadas na matriz

de coeficientes garantem a semelhanca entre as duas.

4.5 Resolucao e Estudo dos Sistemas Lineares

Assim como ja foi visto, a todo sistema linear podemos associar quatro matrizes, em
particular a matriz ampliada. Desta ideia definiremos sistemas lineares equivalentes.
Diremos que dois sistemas lineares sao equivalentes quando suas matrizes ampliadas

sao linha equivalentes.
Exemplo 32. O seguinte sistema linear

(
$1+1’2+$3:3

2$1—|—$2—ZI}3:2

3I1+2$2+5L‘3:6
\

€ equivalente ao sistema

ZL‘1:]_
1’2—1
.1’3—1
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De fato, pelo exemplo 30 suas matrizes sao linha equivalentes, ou seja,

11 1 3 1 001
A=12 1 -1 2/ =01 0 1
32 1 6 0011

Exemplo 33. Agora veremos que o sequinte sistema linear

;

IL‘l—ZEQ—l'g:?)

—x1 + 2w — 13 = =5

2$1 + 3LL’2 + 4.733 =18

€ equivalente ao sistema

(

2331+£E2+373:6

JJ1+6$2—$3:—3

3$1+3J]2+[E3:7
\

De fato, dado a matriz ampliada do primeiro sistema, através de operacoes elementares,

obtemos:
1 -1 -1 -3 1 -1 -1 -3 1 0 -3 —-11
-1 2 -1 -5 — 1|0 1 -2 -8 — [0 1 -2 =8
2 3 4 18 0 5 6 24 0 0 16 64
1 0 -3 —11 1 0 -3 —11 1 001
01 -2 -8 101 -2 8] =101 0O
0 0 16 o4 00 1 4 001 4

Agora da matriz ampliada do sequndo sistema, através de operagoes elementares,

obtemos:
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21 1 6 16 -1 -3 1
16 -1 -3 —>1{21 1 6|—|0
33 1 17 33 1 17 0
1 6 -1 =3 1o &5 2
I IR e
4

0 —15 4 16 00 — —17
1o £ % 100

01 -2 -2/ —=1010

00 1 4 001

1001

Sendo assim, como a matriz |0 1 0 0

00114

do primeiro e sequndo sistema, temos que estas matrizes sao equivalentes. E como 0s

dois sistemas tém matrizes ampliadas equivalentes, estes sistemas sao equivalentes.

Como ja foi visto, um sistema de equacoes lineares pode nao ter solugao, ter mais
de uma solucao, ou ter uma tinica solucao. Quando o sistema nao tiver solucao diremos
que o sistema ¢é impossivel, quando o sistema tiver mais de uma solucao, diremos que
este é possivel e indeterminado, e por fim, quando o sistema tiver uma tnica solugao

diremos que o sistema é possivel e determinado. A proxima afirmacao vai servir para

€ linha equivalente as matrizes ampliadas

= O =

classificar estes trés casos para um sistema linear qualquer. Vejamos:

Proposicao 14. Dados um sistema linear com m equacoes e n incognitas temos:

1. O sistema admite solugao quando o posto da matriz de incégnitas € igual ao posto

da matriz de coeficientes, caso contrdrio o sistema nao admite solugao;

2. Se o sistema for possivel e a nulidade da matriz de coeficientes for nula, ou seja

n—p =0, a solugao serd unica;
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3. Se o sistema for possivel e a nulidade da matriz de coeficientes nao for nula, ou

sejan —p # 0, o sistema admite n — p incognitas livres e mais de uma solugao.

Demonstrag¢ao. Seja o sistema

(
1171 + Q12T + *++ + ATy = bl

a21T1 + A22%2 + -+ + Q2T = by

\amlml + AmaZo + - F ApnTp = bm

Suas matrizes ampliadas e de Coeficientes sao, respectivamente,

ay a2 - Qi b apy a2 - Qp

Az Qg - Qg, b ag1 Ag2 -+ Aap
S = LA =

am1 Am2 - Amn bm Am1 Qm2 - Amn

que admitem como matrizes linha reduzida a forma escada, as seguites matrizes res-

pectivamente
i1 Ciz - Cip dy Ci1 Ci2 -+ Cin
Coy1 Ca2 -+ Cay  da Co1 Co2 +++ Cop
S — ’A —
Cm1 Cm2 *°° Cmn dm Cm1 Cm2 *°° Cmn

Agora note que nao podemos ter o posto da matriz de coeficientes maior que o posto
da matriz ampliada, pois toda linha nao nula da matriz linha equivalente na forma
escada da matriz de coeficientes é uma linha nao nula da matriz linha equivalente na
forma escada da matriz ampliada.

Agora vejamos dois casos:

1. Se o posto da matriz ampliada for maior que o posto da matriz de coeficientes en-

tao a ultima linha nao nula da matriz linha equivalente na forma escada da matriz
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ampliada terd todos os termos ¢;; = 0 e d; = k # 0. Isso significa uma equacao
da forma O0x; + Oxy + - - - + Oz, = k que nao possui solucao. Consequentemente

o sistema nao possui solucao neste caso.

. Se o posto da matriz ampliada for igual ao posto da matriz de coeficientes, de-
notado aqui por p, entao temos, novamente, trés casos a considerar. Primeiro,

=n << n—p =0, onde n ¢ o nimero de incégnitas do sistema, neste caso a
i-ésima linha, com 1 < ¢ < n, da matriz linha equivalente na forma escada da
matriz ampliada significa Oz1 +0xg + - - - +0x—1) + 12, + 0z (i1 1) - - - + 02y, = d;, de
onde temos que x; = d; e portanto (dy,ds,- -+ ,d,;,) é a tnica solucdo do sistema.
Segundo, p < n < n — p # 0, neste caso a i-ésima linha, 1 < i < p, da matriz
linha equivalente na forma escada da matriz ampliada significa Ox; + Oxo + - - - +
021y +12; + 02 (iy1) - - + 02 + Ci(py1)Tpy1 + - - + CinTy = d;, de onde temos que
Ty = di — Cippp1)Tp1 — *** — CinTp, fazendo xp 1 = €1, 0p0 = to, -+ 2, = ty_p,

obtemos como solugao do sistema:

4

r1=dy — Cipy)t1 = — Cipln—p
Tg = d? - 02(p+1)t1 - CQntn—p
Tp = dp — Cpp+1)t1 =+ — Cpnln—p
Tpr1 =1
Tpyo = 1o
Tp =1h_p
\
como ti,ta,- -+ ,t,—p podem assumir uma infinidade de valores o sistema, neste

caso, possui uma infinidade de solucoes.
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O caso de p < n < n — p # 0 nao foi analisado, pois sob estas condi¢des a matriz nao

estd na sua forma escada. O que nao faz sentido nesse contexto. O

Proposicao 15. Dado abaizo o sistema linear

11T + a1pxe + -+ ATy, = by

9121 + A99%o + - - - + Gop T, = by

Kamlxl + QmaZo + -0 F ATy = bm

que possui como malriz ampliada

a1 @iz - Qi by

a1 Gy - Qg by
S =

Am1 Am2 - Amn bm

qualquer operacao elementar sobre a matriz S vai gerar uma nova matriz que serd a
matriz ampliada de um novo sistema que possut 0 mesmo conjunto solucao do sistema

micial.

Demonstracao. 1. Se permutar a ¢-ésima linha da matriz S pela j-ésima linha da
matriz, obteremos a matriz ampliada de novo sistema, que se diferenciara do
inicial, apenas pela permuta de duas equacoes. Neste caso é O6bvio que toda

solucao do sistema inicial é também solucao do novo sistema.

2. Se substituir a ¢-ésima linha da matriz A pela multiplicacao desta linha por
numero real o, obteremos a matriz ampliada de novo sistema, que se diferenciara
do inicial, apenas pela i-ésima equacao que serd aa;1r; + aa;rs + - - - + Qi T, =

ab;. Dada uma solugao x = (1,7, -+ ,7,) do sistema inicial, temos que
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aa;m + Qapry 4 - 4 @i, = alanry + apro + o+ aiprn) = ab;

e, sendo assim, x = (71,79, ...,7,) € solugdo da equacdo aa;1x; + aa;re + - - +

aa;, T, = ab;.. Como todas as outras equacoes do sistema sdo iguais ao sistema

inicial, segue-se que x = (r1,rg,...,r,) é solugdo do sistema inicial.
Reciprocamente, dada uma solugao y = (s1, S2,...,S,) do novo sistema, temos
que

aa;151 + aase + -+ Qi S, = ab; & a;151 + aipSa + - 4 sy, = b;

e, sendo assim, y = (s1,S2,...,5,) € solucdo da equagdo a;;xrq + aprs + -+ +
a;nxt, = b;. Como todas as outras equacoes do sistema inicial sao iguais ao do
novo sistema, segue-se que y = (81, o, ..., S,) € solucdo do novo sistema. Logo,

o sistema inicial e o novo sistema terao o mesmo conjunto solucao.

Se substituir a i-ésima linha da matriz A, pela soma da i-ésima linha com a
multiplicagdo de um nimero real « pela j-ésima linha da matriz A, obteremos
a matriz ampliada de novo sistema, que se diferenciard do inicial, apenas pela
i-ésima equacgao que serd (a;; + aaji)r + (a0 + aajo)rs + - - - + (a4 + aajn)z, =

(b; + ab;). Dada uma solugao x = (11,72, ...,r,) do sistema inicial, temos que

(an + aajn)ry + (a2 + aajp)rs + -+ + (@i + @aj,)r, =

(@i + aigrg + - -+ airn) + - (@111 + ajors + -+ ajprn) = (b + aby) .

Sendo assim, z = (r1,rs,...,7,) € solucdo da equagdo (a; + aaji)rs + (a2 +
aajo)ry + -+ - + (@i + aajy)z, = (b + ab;). Como todas as outras equagdes do
sistema sdo iguais ao sistema inicial, segue-se que x = (r1,79,...,7,) é solucao
do novo sistema. Reciprocamente dada uma solugao y = (s1, S, ..., s,) do novo

sistema, suponha, por absurdo, que

@181 + @282 + -+ - + Q;pnSn 7é bl
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Como a equagao j no novo sistema e do sistema inicial sao as mesmas, temos que
;151 + @252 + -+ AjnSp = bj
Sendo assim, obtemos
aa;181 + aajesy + - -+ Qajn s, = abj,
onde

@181 + Q@181 + Q282 + A joSo + -+ - + AipSp + QA Sy 7é b; + Oébj <~

(ail + Ozaﬂ)xl + (aiQ + OéCsz)JJQ + -+ ((lm + ozajn)xn # (bl + Oébj)

0 que é uma contradicao.

Dessa forma, y = (s1, Sg, . . ., S, ) € solugdo da equagio a;1 1 +apTa+- -+ apx, =
b;. Como todas as outras equagoes do sistema inicial sao iguais ao do novo
sistema, resulta que y = (s1,S2,...,5,) € solucdo do sistema inicial. Logo, o

sistema inicial e o novo sistema terao o mesmo conjunto solucao.

Proposicao 16. Dois Sistemas lineares equivalentes possuem as mesmas solucoes.

Demonstracao. Sejam S e Sy sistema lineares equivalentes. Dada suas matrizes ampli-
adas A e B, respectivamente, temos que A é equivalente a B , sendo assim a partir de
B podemos, através de um ntmero finito n de operacoes elementares, obter A. Usando
a proposicao anterior n vezes, em cada uma destas operacoes elementares, vemos que
o sistema S possui as mesmas solucoes do sistema S5. De modo analogo ver-se que o

sistema Sy possui as mesmas solucoes do sistema Sj. ]

Vejamos agora como usar as proposicoes anteriores para resolver e estudar alguns
sistemas lineares, levando em consideracao que, a expressao resolver um sistema linear,
quer dizer encontrar todas as solucoes do sistema, se existirem, e a expressao estudar
um sistema linear, se refere a classificar se o sistema é impossivel, se é possivel e

determinado ou se é possivel e indeterminado. Vejamos alguns exemplos.
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Exemplo 34. Resolva e estude o sequinte sistema linear

(

2561 + X2 +8.T3 =12

J]1+ZL‘2+6$3:10

\

Para isso, vamos aplicar inicialmente as operacoes elementares, de modo a obter

a matriz linha reduzida a forma escada equivalente a matriz ampliada do sistema.

Vejamos
2 2 8 12 1 1 6 10 1 1 6 10 1 1 6 10
11 6 10 —+1|2 2 8 12 - |0 -1 —4 -8 — (0 1 4 8
1 2 10 12 1 2 10 12 0 1 4 4 01 4 4
1 1 6 10 102 2 10 2 2 10 20
014 8 —1014 8| —=|0143 8 —10140
014 4 000 —4 0001 0001

Deste modo a matriz ampliada do sistema tem posto p = 3.
Agora para obter a matriz linha reduzida a forma escada equivalente a matriz de
coeficientes do sistema, basta tomar a matriz linha reduzida a forma escada equivalente

a matriz ampliada e excluir a dltima coluna, ou seja,

2 2 8 1 0 2
11 6[— |01 4.
1 2 10 000

Como a matriz linha reduzida o forma escada equivalente a matriz de coeficientes tem
duas linhas nao-nulas, temos que o posto da matriz de coeficientes € p = 2.

Notemos também que o posto da matriz ampliada é diferente do posto da matriz
de coeficientes. Logo, pela proposicao 14, o sistema nao admite solugao, sendo, assim,

um sistema impossivel.
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Exemplo 35. Vamos agora resolver e estudar o segquinte sistema linear

/

2131—.1'2+I3:10

I1+2I2—(I)3:15

31’1 +2$2 +x3 = 45
\

Da matriz ampliada temos

2 -1 1 10 1 2 -1 15 1 2 -1 15
1 2 -1 15— |2 -1 1 10| > |0 =5 3 =20
3.2 1 15 3.2 1 15 0 -4 4 0
1 2 -1 15 1 2 -1 15 10 & 7
3 3 3
01 -2 4| =140 1 =2 4|—=>01 -2 4
0 —4 0 0 -4 4 0 00 2 16
10 3 7 100 5
01 -2 4| —=1010 10
00 1 10 001 10

Deste modo a matriz ampliada e a matriz de coeficientes tem o mesmo posto p = 3.

Portanto, o sistema admite solucao.

Como a matriz de coeficientes possui n = 3

colunas, temos que a nulidade do sistema serd n —p = 3 — 3 = 0. Logo a solucao do

sistema ¢ tinica. Sendo assim, podemos concluir que o sistema é possivel e determinado.

Da matriz linha reduzida a forma escada equivalente a matriz ampliada do sistema,

decorre que a solucao é

(

\

.T1:5
x2:10
.CL’3:10

Exemplo 36. Vamos agora resolver e estudar o sequinte sistema linear
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(

$1+$2+$3:0

2[L’1 —J]2+21’3 =10

\

Da matriz ampliada temos

1 1 1 0 1 1 1 0 1 1 1 O 1 11 O
2 -12 6(—10 -3 0 6[—1(0 1 0 =2 —1(01 0 —=2f.
6 0 6 12 0 -6 0 12 0 —6 0 12 000 O

Deste modo a matriz ampliada e a matriz de coeficientes tém o mesmo posto p = 2.
Sendo assim, o sistema admite solucao. Como a matriz de coeficientes possui n = 3
colunas, temos que a nulidade do sistema sera n—p = 3—2 = 1. Logo, o sistema admile
uma incognita livre, garantindo, portanto, que o sistema admite mais de uma solugao.
Assim, podemos concluir que o sistema € possivel e indeterminado. Da matriz linha
reduzida a forma escada equivalente a matriz ampliada do sistema, estd assoctado um

novo sistema que € equivalente ao sistema inicial, sendo bem mais simples. Vejamos:

T + T3 = 2
To = -2
Portanto v1 = 2 — x3 € x5 = —2. Admitindo que x3 =t, onde t € um ndmero real,

temos que qualquer tripla ordenada do tipo (2 —t,—2,t) € solu¢ao do sistema. Logo
1 =2, 29 =—2ex3 =0 € uma solucao do sistema. F'x1 = —1, 10 = -2 ex3=3 ¢

outra solucao do sistema.

Exemplo 37. Vamos agora resolver e estudar o sequinte sistema linear

21’1 +5£C2 +3$3 + x4 = 10

3[E1+9[E2—I’3—l’4:15
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Da matriz ampliada temos

5 3 1 ] -531
25 3 1100 1§ 3 3 5/ |13 3 35
39 -1 -115 39 -1 -1 15 02 -5 -3 0
é 1 [ 4
LT N 1 L0 T T ] B RO
3 _ 11 _ 5 22 10 22 10
02 -4 590 01 =% —% 0] 01 =% —F 0

Deste modo a matriz ampliada e a matriz de coeficientes tém o mesmo posto p = 2.
Sendo assim, o sistema admite solucao. Como a matriz de coeficientes possui n = 4
colunas, temos que a nulidade do sistema serd n—p = 4—2 = 2. Desta forma o sistema
admite duas incognitas livres e o sistema admite mais de uma solucao. Logo, podemos
concluir que o sistema € possivel e indeterminado. Da matriz linha reduzida a forma
escada equivalente a matriz ampliada do sistema, estd associado um novo sistema que

¢ equivalente ao sistema inicial, sendo este bem mais simples. Vejamos:

4 2
33'14-%%3—1‘?8564:5
22 10
T2 — 23— gra=0

Dai decorre que ©1 = 5 — %xg — %m e Ty = %ﬂcg + %0:54. Admitindo que x3 = t;

e x4 = ty, onde t1 ety sGo numeros reais, temos que (5 — %4251 — %8152, %tl + %tg, t1,1t2)
¢ solucao do sistema. Variando t; ety encontramos uma infinidade de solugoes, por
exemplo fazendo t; = ty = 6, obtemos como solu¢io ;1 = —87, 19 = 32, x3 =6 e

I4:6.

Exemplo 38. Um par de ténis, duas bermudas e trés camisetas custam juntos 100
reats. Dois pares de ténis, cinco bermudas e oito camisetas custam juntos 235 reais.
Vamos determinar quanto custa um par de ténis, uma bermuda e uma camiseta.
Denotemos por xq o preco, em reais, de um par de 1énis, por ro 0 preco, em reais, de
uma bermuda, e por x3 o preco, em reais, de uma camiseta. Do enunciado do exemplo,

podemos tirar o sequinte sistema:
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Ty + 229 + 3x3 = 100

2x1 4+ 5xy + 8x3 = 235

Neste sistema temos como matriz ampliada a sequinte matriz

1 2 3 100
2 5 8 235

Agora usando operacoes elementares nesta matriz, obtemos sua matriz linha equivalente

na forma escada. Assim

1 2 3 100 1 2 3 100 1 0 —1 30
— —

2 5 8 235 012 35 01 2 35|

Desta matriz linha reduzida a forma escada estd associada o sequinte sistema:

1 — T3 = 30
$2+2[B3 = 35.

Note que este sistema € equivalente ao sistema inicial, pois suas matrizes ampliadas
sao linha equivalentes.

Do dltimo sistema temos que x1 = 30 + x3 e 19 = 35 — 2x3. Sendo assim:
x1 + x2 + x3 = (30 + z3) + (35 — 223) + 23 = 65.
Portanto, o preco de um par de ténis, uma bermuda e uma camiseta € de 65 reais.
Exemplo 39. Dada uma funcao f de dominio e contradominio reais, tal que
1. f(z) =ax®+br+c;

2. f(=1)=2;
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onde a, b e ¢ sao nimeros reais. Vamos determinar quanto vale a expressao E =
a+b+ec.

Como a funcdo € do tipo f(x) = az® + bx + ¢, temos:
L f(-)=a-(=1)*4+b- (1) +c=2;

2. f()=a-(1)2+b-(1)+c=6;

3 f2)=a-(2*+b-(2) +c=11;

4. fB)=a-(3)*+b-(3)+c=18.

Assim, f(—=1) = 2, f(1) = 6, f(2) = 11 e f(3) = 18. Disso tudo podemos tirar o
sequinte sistema:

a—b+c=2

a+b+c=6

4a+2b+c=11

\9a—|—3b+c=18

que tem como matriz ampliada a sequinte matriz

1 11 2]
11 1 6
4 2 1 11|
9 3 1 18

Desta matriz, através das operacoes elementares, temos:
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1 -1 1 2 1 -1 1 2 1 0 1 4
0 2 0 4 0 1 0 2 01 0 2
— — —
0 6 -3 3 0 6 -3 3 00 -3 -9
0 12 -8 0 0 12 -8 0 00 =8 =24
1 0 1 4 10 1 4 1 001
01 0 2 01 0 2 010 2
— — .
00 -3 -9 0 0 1 3 0013
00 -8 =24 00 -8 —24 0000

Desta iltima matriz temos a = 1, b =2 e ¢ = 3. Sendo assim E =a+b+c =

1+2+3=6.

4.6 Sistema Linear, Variedade Afim e Espaco vetorial
Proposicao 17. O conjunto solucao de um sistema linear qualquer ¢ uma variedade
afim.

Demonstracao. Dado um sistema linear genérico com m equacoes e n incognitas

(

aj1xry +apTe + -+ + a1y = bl

2121 -+ a929T9 + -+ aA9n Ty — bg

\amlxl + @maZo + -0 F AT = bm

este pode ser impossivel, possivel e determinado ou possivel e indeterminado.

1. Se o sistema for impossivel, este nao admite solucao. Suponha por absurdo, que
neste caso a proposicao seja falsa. Sendo assim devem existir solucoes x e v,
nao necessariamente r # y , tais que tx + (1 — t)y nao é solugao do sistema,
para algum t real. Absurdo! pois o sistema nao admite solucao. Donde se pode

concluir que a proposicao é vedadeira neste caso.
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2. Se o sistema for possivel e determinado, este admitira uma tnica solucao. Seja x
esta solucdo. Note que para todo ¢ real tz + (1 — t)z = tr + x — tx = x, que é
solucao do sistema. Donde se pode concluir que a proposi¢ao é verdadeira neste

Caso.

3. Se o sistema for possivel e indeterminado, entao dada duas solugoes quaisquer x
e y do sistema, tais que x = (ry,72,...,7,) € y = (81, S2, ..., S,), Para a equacao

1 do sistema vale
;171 + QiaTo + + + + + AipTn = bl € ;181 + @982 + -+ -+ @Sy, = bz
como

tr+ (1 —t)y =t(ri,ra,...,r0) + (1 =) (51,82, .., 8p)
= (try,tro, ..., try) + (81,892, ..., 8,) — (tS1,tS2,...,tSy,)

= (try + s1 — tsy,tro + So — tSo, ..., try + Sy — tSy,)
seque-se que

aﬂ(trl + S1 — tSl) + aiQ(tTQ + So — tSQ) + -+ (lm(t’f’n + Sp — tSn)
t(ainri+aigra+- - FainTy)+ (i1 51+ ai2S2++ - -+ ainSn) —t(ai1S1+ai2S2 4 - -+ ainSn)

o que mostra que tx + (1 — t)y é também é solugdo da equagao i. Como este
raciocinio vale para todas as equagdes do sistema, resulta que tx+(1—t)y é solucao
do sistema. Donde se pode concluir que a proposicao é também verdadeira neste

caso.
[l

J& foi visto no texto que todo espaco vetorial ¢ uma variedade afim, mas nem
toda variedade afim é um espaco vetorial. Cabem entao algumas perguntas. Como

o conjunto solucao de um sistema linear é uma variedade afim, esta variedade é um

63



espaco vetorial? Caso contrario, pode existir, pelo menos, algum sistema linear, no
qual seu conjunto solucao é um espaco vetorial? As respostas destas perguntas serao

vistas nas seguintes afirmagoes.

Proposicao 18. FEuxiste pelo menos um sistema linear tal que seu conjunto solu¢ao nao

¢ um espaco vetorial.

Demonstracao. Basta tomar um sistema linear, possivel e determinado com solucao
tnica = # 0. No conjunto £ = {z} ndo podemos definir a multiplicacdo por escalar,
pois dado t # 1 real temos que tx # x, sendo assim, tx nao é um elemento de E. Desta

forma E nao pode ser um espago vetorial. O

Pela proposicao fica claro a existéncia de sistemas lineares tal que seu conjunto
solucao, apesar de ser uma variedade afim, ndao é um espaco vetorial. Mas existe um
caso particular de sistema linear tal que seu conjunto solucao forma um espaco vetorial.
Este caso acontece com os sistemas lineares homogéneos. Um sistema linear homogéneo
é todo sistema no qual os termos independentes de cada equacao sao nulos, ou seja,

dada a i-ésima equacao do sistema a;1x, + a;0T2 + - - - + @i, = b;, temos que b; = 0.

Proposicao 19. O conjunto solucio de um sistema linear homogéneo é um espaco

vetorial.

Demonstracao. Dado um sistema linear homogéneo de m equagoes e n incognitas

r
1171 + A12T + - + ATy = 0

a21%1 + a22T2 + -+ + agp T, = 0

[ Am1 71+ Aoy + -+ -+ G Tn = 0

Seja S o conjunto solugao do sistema. Note que S é formado por n - upla ordenada de
nameros reais. Tomando x = (r1,79,...,7,), y = (1, S2, ..., Sn), solucdes do sistema,

e o« um ndimero real. Definimos que:
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'T‘i‘y:(Tl+81,T2+82,...,Tn+8n)

a-x = (ar;,ary, -, ary,).
sendo assim, dada a i-ésima equacao do sistema vale o seguinte

A;171 + Qo7 + ++ + + QinTh = 0

;181 + @j989 + - - - + aips, = 0.
Logo,
a1 (r1+ 81) + aip(re + 82) + - + (@i (Tn + 5n) =
(air1 + aigra + -+ - + aiprn) + (@inS1 + @S2+ - + Aipsp) =0+0=10
o que mostra que a soma de duas solucoes ainda é uma solucao da equacgao ¢, como

esta ideia vale para todas as equacoes do sistema, a soma das solugoes é solugao do

sistema. Agora note que
an(ary) + ap(ary) + -+ + ap(ar,) = alanry + aigro + -+ + apry,) = a-0=0.

Portanto a multiplicacao por escalar de uma solucao é ainda uma solucao da equacao
1. Como esta ideia vale para todas as equacgoes do sistema, a multiplicacao por escalar
é também solugao do sistema.

Concluimos, portanto, que no conjunto S estao bem definidas as operacoes de adicao
e multiplicacao por escalar. Agora para confirmar que S é um espaco vetorial, devemos
verificar se as oito propriedades da definicao de espaco vetorial sao verdadeiras para
estas operagoes. Para isso sejam x, y e t tais que © = (11,79, ...,7,), ¥y = (81,82, .., Sn)

et = (t1,ts,...,t,) solucdes do sistema, e sejam ainda « e 5 nimeros reais. Temos:

1. x +y =1y + x. De fato,
Ty =(ri+s,ra+ss...,Tnt ) = (81 +71,82+ 72,80+ 1) =y +z.
2. (x+y)+t=x+ (y+1t). De fato,

(x+y)+t=(r1+s1,m0+ 82, ..., rn+sn)+(t1,ta, ..., tn) = (r1+s1+t1, 79+ 52+
tQ,...,Tn+8n—|—tn) = (7’1,7"2,...,7"”)“‘(51 +t1,$2+t2,---78n+tn) :$+(y+t)
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3. (a-fB)-x=a- (B x), De fato,

(a-B)-x=((a:B)ri, (a- B)ra, -+ (o B)rn) =
(04'(5'7’1)’04‘(5'7“2),"',Oé'(ﬁ-rn))zoz-(ﬁ-x).

4. Existe uma solucao em S, chamada solucao nula, representada pelo simbolo 0,
que satisfaz a seguinte propriedade, z + 0 = x para todo z em S. Basta tomar

0=(0,0,...,0), vé-se facilmente que 0 é solugao do sistema e que
x4+0=(r1+0,70+0,....,7,+0)=(r,r2,...,7,) = .

5. Para toda solucao x em S, existe uma solucao denotado por —x em S, que é tal
que = + (—z) = 0, esta solucdo —z serd chamada de inverso aditivo da solucao
x. Basta tomar —x = (—ry, —rg, ..., —71,), vé-se facilmente que —z é solucao do

sistema e que
4+ (—x) = (r1+ (=r1),re + (=72),...,rn + (=) = (0,0,...,0) = 0.

6. (a+p) - x=a-x+ (- x. De fato,

(a+pB) z=(a+pB)r, (a+P)re,...,(a+ B)ry) = (ary + Bry, ary +
Bro, ... ar, + PBry) = (ary, ary, ... ary,) + (Bry, Bro, ..., fry) =a-xz+ [ - x.

7. a-(r+y)=a x4+ a-y. De fato,

a-(z+y)=(a-(rn+s),a (r2+s2),....a (rp+s,)) = (ar1 + asi, ary +

QAo ..., ar, +as,) = (ary,ary, ..., ar,) + (as),asy, ..., as,) =a -+ a-y.
8. 1.z =z, para toda solugao x em S. De fato,
Loa=0-r, 1 rg,...,1omy) = (r,r2,...,1T) = .

Sendo assim, o conjunto S é realmente um espaco vetorial. O]
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Capitulo 5

Consideracoes finais

Neste trabalho, apresentamos uma iniciacdo de Algebra Linear, de uma forma diferente
dos tradicionais textos apresentados nos livros didaticos de matemética, o que por si
sO, ja representa um avanco, visto que pouco se faz, no sentido de inovar, os conteidos
matematicos do ensino médio. Foram introduzidos conceitos novos neste nivel de en-
sino, tais como espago vetorial, posto segundo linhas de uma matriz, nulidade de uma
matriz e variedade afim. Neste contexto, ganhamos na construgao tedrica e na valori-
zacao do carater logico da matematica, coisa que vem sendo esquecida no processo de
ensino-aprendizagem da educacao basica de matemaéatica. Cabe ainda destacar que em
nenhum momento no texto foi mencionado a ideia de determinantes, mostrando que
este contetudo, pode ser retirado do curriculo da matemaética da educacao bésica, sem
muitos prejuizos. Além do mais, acreditamos, que a Algebra Linear, vista desta forma,
facilitaré futuros estudos dos alunos que tenham contado com este texto, de modo que,
no futuro, ao nivel universitario, o contato deste aluno com essa disciplina seja mais
agradavel e menos traumatico. Apesar disso, cabe deixar bem claro que esta forma de
apresentacao, nao fica isenta de criticas, alias, estas sao bem vindas e podem trazer

melhorias.
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