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Resumo

E inegavel que varias situagoes do dia a dia recaem em problemas que podem ser mo-
delados através das equacoes diofantinas lineares. Diante disso, o trabalho em questao
visou investigar a importancia do uso de equagoes difantinas lineares na resolucao de
problemas utilizados em preparacao olimpica para alunos recém ingressos no curso de
Licenciatura em Matemaética do Instituto Federal do Piaui, Campus Floriano. Para isso,
foi identificado o perfil destes alunos ingressos, sendo feito um pré-teste, que avaliou os
seus conhecimentos a respeito do tema, depois uma abordagem do contetido através de
uma oficina e ao final, aplicados dois testes para avaliar o desempenho final dos alunos,

utilizando para isso a Engenharia Didatica.

Palavras-chaves: Olimpiadas de Matematica, Equacoes Diofantinas Lineares, Engenharia

Didéatica.



Abstract

It is undeniable that many situations of everyday life fall into problems that can be mo-
deled by the linear diophantine equations. Therefore, the work in question aimed to
investigate the importance of the use of linear diophantine equations in problem solving
used in Olympic preparation for students newly ticket in the Bachelor’s Degree in Mathe-
matics from the Federal University of Piaui, Campus of Floriano. For this, the profile of
these students registered was identified, being made a pre-test that assessed their kno-
wledge on the subject, then an approach to content through a workshop and at the end,
applied two tests to evaluate the final performance of students, using for this the Didactic

Engineering.

Keywords: Olympiads of Mathematics, Linear Diophantine equations, Engineering Cur-

riculum
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1 Introducao

E inegavel que varias situacoes do nosso dia a dia recaem na resolucao de
problemas matematicos, cuja solucao pode ser dada através de uma Equacao Diofantina
Linear. Encontrar pares de niimeros que sao solugoes de determinadas equacgoes sao feitas
costumeiramente pelos alunos, sendo que na maioria das vezes estas solugoes sao encon-
tradas basicamente pelo método da tentativa, que embora seja importante, pois induz
a imaginac@o, aos contraexemplos, os erros e os acertos como afirmam os PCNs(1997),
pode se tornar dificil de ser aplicado quando forem tomados valores muito grandes para

as solucoes.

O objetivo principal deste trabalho é investigar a importancia do uso de
equacoes difantinas lineares na resolucao de problemas utilizados em preparacao olimpica
para alunos recém ingressos no curso de Licenciatura em Matematica do Instituto Federal
do Piaui, Campus Floriano, no periodo de 2014.1. A escolha deste grupo de alunos para a
aplicacao deste trabalho se deu pelo fato de os mesmos ja terem participado de provas de
olimpiadas de matematica, porém ainda estao com o embasamento de alunos de Ensino
Médio, visto que a maioria terminou o Ensino Médio recentemente. Assim, buscou-se
fazer uma sondagem em relagao ao desempenho tanto dos alunos que haviam passado por

preparacgao olimpica quanto dos que nao passaram por esse processo.

A abordagem do tema proposto é pertinente visto que a preparacao olimpica
é para alunos do Ensino Médio e os pré requisitos para a resolucao de uma equacao dio-
fantina linear utiliza apenas conhecimentos teoricamente ja adquiridos pelos mesmos, tais
como divisao euclidiana e Maximo Divisor Comum, como afirma [4]. Também como cita
[3] ndo se pode subestimar a capacidade dos alunos, visto que eles também conseguem
resolver problemas considerados complexos, e também porque o tema Equacoes Diofanti-
nas Lineares so é visto na maioria das vezes por alunos do Ensino médio que participam

dos Treinamentos de Pélos Olimpicos.

Diante disso, o trabalho justifica-se por investigar a importancia das Equagoes
Diofantinas Lineares, fazendo assim uma sondagem com o grupo de alunos escolhidos,

sendo que para isto, analisou-se o conhecimento prévio dos mesmos sobre o tema em
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questao para em seguida ser feito o enfoque mais matematico, e por fim, a verificagao dos

novos conhecimentos adquiridos pelos mesmos.

Esta dissertacao estd dividida da seguinte forma: no Capitulo I tem-se uma
breve introducao; no Capitulo II fala-se do Histérico das Equacoes Diofantinas Lineares;
no Capitulo III é feita uma abordadgem sobre alguns conceitos importantes da Teoria dos
Numeros; no Capitulo IV expoe-se sobre Equagoes Diofantinas Lineares; no Capitulo V
tem-se a metodologia; no VI os Resultados e Discussoes e por tltimo, no Capitulo VII,

tem-se as consideragoes finais.
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2 Historico das Equacoes Diofantinas

Diofante de Alexandria foi um matematico grego que viveu no Egito, em Ale-
xandria, por volta de 250 d.c. Nao se sabe ao certo, mas imagina-se que é contemporaneo

de Herao, por volta do século III da era crista.

Figura 2.1: Diofante de Alexandria

Segundo Boyer, vejal2], a matemédtica grega nao era toda de alto nivel, pois
ela teve um certo declinio até o século da "Idade da Prata”, de 250 a 350 d.c. aproxima-
damente. Ele ainda afirma que, no inicio deste periodo, chamado de Segunda Idade de
Alexandria, surgiu o maior algebrista grego, Diofante de Alexandria e nenhuma cidade

foi o centro da atividade matematica por tanto tempo quanto Alexandria.

Pouco se sabe da vida de Diofante, além de uma tradicao referida na chamada

“Antologia Grega”, datando do quinto ou sexto século, descrita abaixo:

Deus lhe concedeu ser um menino pela sexta parte de sua vida, e so-
mando uma duodécima parte a isto, cobriu-lhe as faces de penugem. Ele
lhe acendeu a lampada nupcial apds uma sétima parte, e cinco anos apés
seu casamento concedeu-lhe um filho. Ai! Infeliz crianca tardia; depois
de chegar & metade da vida de seu pai, o Destino frio o levou. Depois de
se consolar de sua dor durante quatro anos com a ciéncia dos nimeros,
ele terminou sua vida.(BOYER, 1996, p.121)

Desta forma, se o enigma é historicamente exato, Diofante viveu oitenta e
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quatro anos, pois se trata da solucao da equacao:

L 45+ 44
—+—4+= — =
6 12 7 2

Apesar de pouco se conhecer sobre a sua vida, Diofante foi considerado o maior
algebrista grego de Alexandria, além de ser o precursor da Teoria dos Niumeros, ganhando
por alguns, o titulo de Pai da Algebra. Tornou-se conhecido por suas obras, sendo a prin-
cipal, o tratado intitulado “Arithmetica”(250-275), que era uma obra que continha 13
livros que consistiam basicamente em 130 problemas de solucoes numéricas para equagoes
determinadas (aquelas que possuem uma unica soluc¢ao) e equagoes indeterminadas (Di-
ofantinas), onde apenas 6 dos 13 livros originais permanecem disponiveis com o acervo
bibliografico. Sobre isso, Boyer afirma que:

A principal obra de Diofante que é a Arithmetica, tratado que era origi-
nalmente em treze livros, dos quais s os seis primeiros se preservaram.

Deve-se lembrar que na Grécia antiga a palavra Aritmética significava
teoria dos nimeros. (BOYER , 1996, p.121)

Ele afirma ainda que esta obra nao é uma exposi¢ao sistematica sobre as

operacoes algébricas ou as funcoes algébricas ou a resolucao de equagoes algébricas.

Segundo Hefez, veja[6], a maior parte dos problemas que Diofanto estudava no
livro Arithmetica buscava encontrar solugoes em niimeros racionais de equacoes algébricas
com uma ou mais variaveis, muitas vezes encontrando apenas uma solucao.

Um dos problemas tratados por ele era a resolugao em numeros inteiros ou

2 sendo que ele conseguiu descrever todas as

racionais da equacao pitagérica x? + y? = z
suas solucoes. Este problema inspirou, mais de 1330 anos depois, o franceés Pierre Fermat,
de tal forma que ele estabeleceu o conhecido “Ultimo Teorema de Fermat”, segundo o
qual, afirmou que a equagao =" + y™ = 2" nao possui solu¢ao em ntmeros inteiros para n

maior do que 2.

Boyer, veja[2], afirma que nos seis livros de “Arithmetica”, ele utilizava abre-
viagoes para incognitas, poténcias de nimeros e operagoes. Ele utilizava um simbolo
parecido com a letra grega £ para representar um numero desconhecido (talvez como a

ultima letra da palavra arithmos.

Hefez, veja[6], cita ainda mais algumas abreviagoes de que ele se utilizava:

-AY — O quadrado do simbolo anterior.
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-K7 — O cubeo.
-AYA — A quarta poténcia, dita quadrado-quadrado.
-AK?" — A quinta poténcia ou quadrado-cubo.

K"K — A sexta poténcia, ou cubo cubo.

Sobre isso, Boyer(1996) cita:

Diofante naturalmente conhecia as regras de combinacao equivalentes as
nossas leis sobre expoentes, e tinha nomes especiais para os reciprocos
das seis primeiras poténcias das incégnitas, quantidades equivalentes as
nossas poténcias negativas. Coeficientes numéricos eram escritos depois
de simbolos para as poténcias a que estavam associados: a adigao de
termos era indicada por justaposicao adequada dos simbolos para os
termos, e a subtragao representada por uma abreviagao de uma so letra
colocada antes dos termos a serem subtraidos.(p.123)

O interessante é que ele resolvia varios problemas com estes nimeros desco-
nhecidos e conseguia expressar todas as quantidades desconhecidas, quando possivel, em

torno de uma sé.

A obra Arithmetica é uma colegao de cerca de 130 problemas, mas como ja foi
dito, ele nao fazia esforgo para encontrar todas as solucoes possiveis das equagoes por ele

propostas.

Nao é a toa que Diofante teve uma grande influéncia na teoria moderna dos

nimeros, se sobrepondo aos algebristas gregos nao geométricos.

E importante salientar que a aritmética teve como marco inicial a obra Os ele-
mentos de Euclides, pois esta obra continha varias propriedades interessantes, podendo
ser vistas em [5], como por exemplo: Todo numero natural se escreve de modo essen-
cialmente tinico como produto de nimeros primos, que hoje conhecemos como Teorema
Fundamental da Aritmética. Foi Euclides quem enunciou a divisao com resto de um
nimero natural por outro, denominada divisao euclidiana, e também estabeleceu o algo-
ritmo muito eficiente para o calculo do maximo divisor comum de dois ntimeros inteiros,
denominado Algoritmo de Euclides, que é muito util para a resolugao de uma Equacao

Diofantina Linear.
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3 Alguns conceitos importantes da Teoria

dos Numeros

Para a deducao da formula geral que fornece o nimero total de solucoes inteiras
de uma Equacao Diofantina Linear, sao necesséarios alguns conceitos basicos de teoria dos
nimeros aos quais faremos uma breve apresentacao das defini¢oes, proposicoes e teoremas,

exemplificando-os quando necesséario.

3.1 Divisao nos Naturais

Quando se divide um nimero natural por outro, esta divisao nem sempre
é exata. Porém, existe um mecanismo para expressar esta possibilidade, denominado

relagao de divisibilidade.

E mesmo quando nao existir uma relacao de divisibilidade, ainda sim é possivel

efetuar uma divisao com resto, denominada divisao euclidiana.

3.1.1 Propriedades da Divisibilidade

Ao se ensinar, no Ensino Fundamental, os critérios de divisibilidade, esta é
apenas expressada de modo verbal ou escrita por extenso. A abordagem e notagoes
apresentadas a seguir é de uso comum em um curso de Aritmetica, no nivel superior, que

pode ser vista em [6].

Definicao 3.1.1. Dados dois nimeros naturais a e b, com a # 0, dizemos que a divide
b, denotado por a | b, se existe um nimero ¢ € N tal que b = a - ¢. Também ¢é dito a é

um divisor de b ou que b € um maultiplo de a.

A notagao a | b nao representa nenhuma operacao em N, nem representa uma
fragao. Também se define a nao divide b, com a, b € N, e é representado por a t b, quando

nao existe um tal natural ¢ de forma que b =a - c.
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Exemplo 3.1.1.

1) 2|0, pois 0 =2-0;
2) 316, pois 6 =3-2;
3) 317, pois nao existe ¢ € N tal que 7= 3 - ¢;

4) 2111, pois nao existe ¢ € N tal que 11 =2 - c.

Define-se ainda o quociente da divisao dos niimeros naturais b por a ao niimero

b
natural ¢, quando a | b, ficando expresso como ¢ = —.
a

A seguir, serao estabelecidas algumas propriedades da divisibilidade.

Proposicao 3.1.1. Sejam a, b e ¢ naturais, com a e b nao nulos, temos que:

(a) 1|c,a|laealO,

(b) sea|beb|ec, entao a]c.
Demonstragao. (a) Decorre simplesmente das igualdades c=1-¢,a =a-1ea-0=0. (b)
Sabendo que a | b e b | ¢, entao existem f € N e g € N, tais que satisfazem as igualdades

b=a-fec=0b-g, substituindo a primeira igualdade na segunda igualdade, temos:

c=b-g=(a-f)-g=a-(f-g), chegando-se que a | c. ]

Sendo assim, do item (a) tem-se que todo nimero natural é divisivel por 1, e

se nao nulo, por ele mesmo.
Proposicao 3.1.2. Sejam a,b,c,d € N, com a # 0 e c # 0, entao:

albec|d=a-c|b-d.

Demonstra¢ao. Se a |bec|d, entdao 3 f,g e Nyb=a-fed=c-g. Concluindo entao,

b-d=(a-c)(f-g). Portantoa-c|b-b. O
Observagao 3.1.1. Se a | b, entdo a-c|b- ¢ para todo ¢ nao nulo.
Proposicao 3.1.3. Sejam a, b, ¢ € N, com a # 0, tal que a | (b+ ¢). Entao:

alb<=a]c
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Demonstrac¢ao. Da hipétese de que a | (b+¢), existe f € N tal que b+ ¢ = f-a. Suponha

que a | b, entao existe g € N, tal que b = a - g. Unindo estas duas igualdades, resulta:
a-g+c=f-a.
Dai, a- f > a- g entao, f > g. Portanto da igualdade acima,
c=a-f—ag=a-(f—g)

o que resulta que a | ¢ pois f — g é natural.

Suponha agora que a | ¢, entdo ¢ = a - h com h natural, e como b+ ¢ = f - a.
Assim, b+ah = f-a = b=a(f — h), o que resulta que a | b pois f — h é natural, como

verificado acima.

Proposicao 3.1.4. Sejam a, b, c € N, com a #0, e b > ¢, tal que a | (b— ¢). Entao:

alb<=a]c

A demonstracao segue de forma similar a proposicao anterior.

Proposicao 3.1.5. Sejam a, b € N*, temos que

a|lb=a<hb.

Demonstragao. Se a | b e b é ndo nulo, entao existe ¢ € N* tal que b = a-c. Assim, ¢ > 1.

Portanto a < ac = b. ]

Observagao 3.1.2. se a| 1, entao, a < 1 e, portanto, a = 1.

A reciproca da proposicao acima nao é verdadeira, pois 7 > 3. Porém, 3 nao

divide 7.

Proposicao 3.1.6. Se a, b, ¢, x e y sdo naturais com a # 0, tais que a | b e a | ¢ entdo

a| (bx + cy).

Demonstra¢ao. Tomando m e n naturais, tais que a | b entdao b = a-m e a | ¢ entdo,
¢ = a-n. Assim, para quaisquer inteiros = e y podemos escrever: br+cy = (am)z+(an)y =

a(mzx) + a(ny) = a(mx + ny). Portanto, a | (bx + cy). O
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Das proposicoes vistas acima, percebe-se que a relacao de divisibilidade em N*

é uma relacao de ordem, pois para todo a, b e ¢, vale:

(a) é reflexiva, pois a | a.(Proposigao 3.1.1(a)).
(b) ¢ transitiva, pois se a | b e b | ¢, entdo a | ¢;(Proposigao 3.1.1(b)).

(c) ¢ anti-simétrica, pois se a | b e b | a, entdo, a = b. (Segue da Proposi¢ao 3.1.4).

3.1.2 Divisao Euclidiana

Outro topico importante para a resolugao das Equacoes Diofantinas Lineares
¢é a Divisao Fuclidiana. Vejamos o seguinte teorema da divisao euclidiana, com exemplos,

baseados em Hefez, veja [6]:

Teorema 3.1.1. (Divisio Fuclidiana) Dados dois nimeros a e b, ambos naturais, com

0 < a <b, existem dois nimeros naturais q(quociente) e r(resto), inicos, tais que:

b=a-q+r, com r<a.

Demonstracao. Vamos tomar um conjunto P, dado pelos elementos b — na, com n € N

até quando esta diferenca for um nimero natural.

P={bb—a,b—2-a,...,b—n-a}.

Segundo o Principio da Boa Ordem (PBO), todo conjunto C' C N com C' # ),
existe ¢ € C, tal que ¢ < z, para todo = pertencente a C'. Assim, como b € P, existe um
menor elemento r = b—q-a = b= aq+ r. Ou seja, basta verificar apenas que r < a.
Se a | b, o menor valor de P serda r = 0, mostrando que r < a. Se a { b, temos r > 0.
Suponha por absurdo r > a. Assim, existe um ntimero ¢ < r, com a condicao de que

r=c+a. Comor=>0—q-a, temos que:
c=b—(¢q+1)-a€ P, comc<r,

que é uma contradi¢ao, ja que r é o menor elemento de P.

Provamos, portanto, a existéncia. Falta provar agora a unicidade. Para tanto,

tome dois elementos distintos de P. A saber,r =b—a-qger' =b—a-¢, comr <r' <a.
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Sendo ' —r =a-(q—¢'). Dai ' —r > a, o que resulta que ' > r +a > a, o que é um
q—4q

absurdo. Portanto, r = r'.
Assim,b—a-g=b—a-¢ = a-q=a- ¢, e portanto ¢ = ¢. H
Exemplo 3.1.2. Tomando a = 47 e b = 6, temos que 47 =6 -7 + 5, e podemos escrever
6-7 <47 <6 -8, pela prova de existéncia mostrada acima.
Exemplo 3.1.3. Encontre o quociente e o resto da divisao de 35 por 8.
Resolugao:

Subtraindo 35 pelos multiplos de 8, temos:

r = 35—-18=27
rg = 35—-28=19
rs = 35—-38=11
ry = 35—48=3

rs = 35—58=-5<0.

Portanto, temos que ¢ = 4 e r = 3, podendo ser escrito assim: 35 =8 -4 + 3.

3.2 Maximo Divisor Comum

Considere dois nimeros naturais a e b, com a, b # 0. Diz-se que um ntmero d
também natural é um divisor comum de a e bse d | a e d | b. Por exemplo, considere os
divisores de 10 e de 15, denotados por:

Dy ={1,2,5,10},
Dys ={1,3,5,15}.

Entao a intersecgao D1gN D15 = {1,5} e portanto 1 e 5 sdo os divisores comuns

de 10 e 15.

A seguinte definigdo de Maximo Divisor Comum pode ser vista [6]:

Definicao 3.2.1. O nimero d serd chamado de mdzimo divisor comum (mdc) de a e b,

se for munido das seguintes propriedades:
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(i) d é um divisor comum de a e b, ou seja, d | a e d | b,

(ii) d é divisivel por todo divisor comum de a e b, ou seja, para todo ¢ natural, com ¢ | a

ec|b, entao c|d.

Usaremos a seguinte notacao:

mdc(a,b) = (a,b).

Das propriedaes acima e das propriedades de divisibilidade, sendo d o (mdc)
de a e b, entao ¢ < d, o que mostra que d é o maior dentre todos os divisores comuns

destes numeros.

No exemplo anterior, como os divisores comuns de 10 e 15 sao 1 e 5, 0 maximo

divisor comum entre os dois é portanto 5, que é o maior dos divisores.

Para mostrar que o mdc, quando existe, é tinico, basta observar que se tomar-
mos d e d’ como o mdc de dois niimeros, podemos concluir que d < d' e d’ < d, concluindo

entao que d = d'.

Proposicao 3.2.1. Considere os niumeros a e b, ambos naturais:

(i) (0,a) = a.
(i1) (1,a) = 1.
(ii) (a,a) = a.

() a|b<= (a,b) =a.

Demonstracao.

(i) Todo nimero é um divisor de 0, pois se considerarmos um nimero qualquer ¢ € N,
temos que ¢ | 0, pois esta expressao é o mesmo que dizer que 0 = f - ¢, para algum
f natural, que neste caso vale para f = 0. Portanto, o conjunto dos divisores de
0 é o préprio conjunto dos naturais nao nulos. Mas, como visto acima, o maior
dos divisores de a é o préprio a, ja que a | a, pois a = 1 - a, concluindo entao que

(0,a) = a.
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(ii) Sabe-se que o unico divisor de 1 é o préprio 1, pois tomando-se um ¢ natural, tal
que ¢ | 1, temos que 1 = f - ¢, para algum f € N e neste caso f =1 e c=1. Mas, 1

também ¢é divisor de a, pois a = 1 - a, resultando entao que (1,a) = 1.

(iii) Como visto em (i), o maior divisor do nimero a é o préprio a, o que mostra que
(a,a) = a.

(iv) Da hipdtese temos que a | a e a | b. Assim, tomando um divisor comum ¢, ou seja,
¢|aec|b, resulta entdao que a > ¢, logo (a,b) =a . Se (a,b) = a, entdo a | b.

]

Falta ainda provar a existéncia do maximo divisor comum. Hefez, vejal6],

utiliza o chamado Lema de Euclides:

Lema 3.2.1. (Lema de Euclides) Considere os numeros a,b,n € N, com a < na < b.

Entao vale a sequinte igualdade:

(a,b) = (a,b — na).

Demonstragao. Chamando de d = (a,b — na), temos que d | a e d | (b — na). Entéo d
divide b, pois b = b — na + na. Conclui-se entao que d é um divisor comum de a e b.
Tomando ¢ € N um divisor comum de a e b, ou seja, ¢ | a e ¢ | b, nesse caso ¢ | b — na.

Portanto ¢ | d. Portanto (a,b) = d. O

3.3 Algoritmo de Euclides

Sejam a e b dois nimeros naturais com a < b. Se a | b, entdo (a,b) = a, neste
caso termina o algoritmo. Se a nao divide b, pela divisao de euclides, o b é da seguinte
forma,

b=aq +1r,7r1 <a.
Se r1 | a, entao:

r = (a,m) = (a,b— qra) = (a,b),

terminando o algoritmo. Caso contrario, Se 7 { a, efetua-se a divisao de a por 71, 0 que
resulta em:

a=7riqe + 1o, 9 < T1.
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Podemos proceder entao novamente como feito anteriormente, de tal forma
que:

Se rg | r1, temos:
ro = (r1,72) = (11,0 — gor1) = (11,0) = (b — qua,a) = (b,a) = (a,b),

terminando o algoritmo. Caso contrario,

Se ry 1 11, efetua-se a divisao de r; por 79, 0 que resulta em:

L =T2q3 + 173,73 < Ta.

Perceba que, como estamos trabalhando com ntimeros naturais e a cada passo
o resto é sempre menor que o anterior, entao em algum momento teremos um resto nulo.
Logo, para algum n, temos que r, | 7,_1, 0 que resulta que (a,b) = r,.

De uma forma mais usual, podemos utilizar o seguinte dispositivo no emprego
do algoritmo de Euclides para encontrar o (a,b).

Geralmente, para dividir b por a, com b = aq+r utilizamos o seguinte esquema:

Se continuarmos o processo, teremos agora a divisao: a = rq; + r1, que colo-

cando novamente no esquema, temos:

q | qQ1
bl al|r
T ™

Continuando o processo até quando possivel, podemos encontrar o (a, b), apli-

cando o dipositivo pratico:

q q1 T tee Qn—1 dn dn+1
bla|r | rm |- | rasa|rm1]|r.=(ab)
ri|re | rg |- T 0

Exemplo 3.3.1. Calcular o mdc entre 139 e 24.
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Resolugao:

Aplicando o dispositivo pratico, temos:

139 1241195141
1915 141]11]0

O algoritmo de Euclides acima nos fornece:

1=5-4-1
4=19-5-3
5=24-19-1

19 =139 —24-5.

Donde, segue que o (139,24) = 1, ou assim, utilizando as equagoes anteriores,

temos que:

1 = 5—4-1
= 5-(19-5-3)-1
= 5-4-19
= (24-19-1)-4—19
— 24.4-19-5
= 24-4-(139—-24-5)-5

= 24-29-139-5.

Logo, podemos escrever que:

1= (139,24) = 24 - (29) + 139 - (—5).

A equacao acima pode ser garantida através do seguinte teoremas:

Teorema 3.3.1. (Rela¢do de Bézout) Seja d = (a,b), entdo existem xq e yo € Z, de modo

que axg + by = d.
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Demonstracao. Seja d = (a,b), entdo, d | a e d | b. Vamos tomar um c inteiro, de tal
forma que ¢ | a e ¢ | b. Entdo, da Proposicao (3.1.6), segue que ¢ | (axg+ byg) com xg € yo
€ Z. Sendo assim, temos que axg + byy = gc, com ¢ inteiro. Mas, como d = (a,b) e ¢ | d,

entao d = qc. Portanto, axg + byy = qc = d, mostrando assim a relagao de Bézout. O
Sendo assim, sempre podemos escrever o (a,b) como uma combinagao linear
de a e b, ou seja, (a,b) = axg + byg, com xg,yo € Z.

No Exemplo (3.3.1), temos que

1= (139,24) = 24 - (29) + 139 - (—5),

Assim, podemos escrever a equacao acima em forma de uma combinacao linear,
da seguinte maneira:

139z + 24y = 1.

onde, rog = —5,yy = 29.
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4 Equacoes Diofantinas Lineares

Muitos dos problemas de aritmética depende da resolucao de equagoes do tipo
ax + by = ¢, onde a,b,c € Z dados, e x e y sao inteiros a ser determinados. Em Hefez,
veja [7], podemos encontrar o seguinte exemplo que modelado resulta em uma expressao

semelhante a citada anteriormente:

Exemplo 4.0.2. De quantos modos podemos comprar selos de cinco e de trés reais, de

modo a gastar cinquenta reais?

Ao nos depararmos com situacgoes deste tipo, devemos saber resporder as se-

guintes perguntas:

1) Quais sao as condigoes para que a equacao possua solugao?
2) Quantas sao as solugoes?

3) Como calcular as solugoes, caso existam?

Encontrar uma solugao para este tipo de equacgao nao é uma tarefa das mais
dificeis. No exemplo anterior, a situagao descrita resume-se a resolucao da seguinte
equacao:

52 + 3y = 50.

Uma solucao para esta equacgao nada mais é do que encontrar par de niimeros

x e y que satisfacam tal equacao. Por exemplo:

5-(7)+3-(5) = 50,
5-(4)+3 - (10) = 50,
5-(1)+3 - (15) = 50.
satisfazem assim a equagao. Entdo: (7,5); (4,10); (1,15) sdo pares de nimeros inteiros x
e y que sao solucao desta equacao.

Este método também conhecido como método da tentativa é util em varias

situagoes, inclusive serve para percebermos que nem toda equacao da forma ax + by = ¢
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possui solucao. Por exemplo, encontrar inteiros x e y, tais que sejam solugao da equagao:
2x+4y = 9. Por este método percebe-se que esta equacao nao possui solugao no conjunto
dos numeros inteiros, visto que a soma 2z + 4y sempre resultard em numeros pares,
enquanto que nove é um numero impar. Logo, nao existe um par de ntimeros x e y que

sejam solugao da equacao.

Como saber entao quais sao as condigoes para que uma equacao diofantina

possua solucao? Esta pergunta admite a seguinte resposta:

Teorema 4.0.2. A equacao diofantina ax+by = ¢ admite solugdo se, e somente se, (a,b)

divide c.

Demonstracao. Suponha a existéncia de solucao na equagao, ou seja, que existam xg e
Yo inteiros tais que axy + byg = c¢. Tem-se que (a,b) | a e (a,b) | b, entao (a,b) divide
qualquer combinacao linear formada por a e por b. Portanto: (a,b) | (axg + byo), logo

(a,b) | c.

Reciprocamente, sabemos por hip6tese que d = (a,b) | ¢. Sendo assim, existe
um ¢ inteiro, de forma que qd = c¢. Pelo Teorema de Bézout, sejam xq e yy € Z tais
que axg + byy = d. Fazendo o produto por q em ambos os lados da igualdade, obtemos:
(azo)q+ (byo)q = dq. Entao, a(xoq)+b(yoq) = ¢, ou seja, a equagao diofantina ax+by = ¢

admite pelo menos a solugao: r = zyq € y = yoq. O]

Sendo assim, agora fica facil saber se uma equacao diofantina possui uma

solucao. Vejamos o exemplo a seguir.

Exemplo 4.0.3. Diga quais sao as equagoes diofantinas a seguir que possuem pelo menos

uma solucao:

a) 3z + 12y = 312

b) 5z + 15y = 33

Resolucgao:

a) Para saber entao se esta equagao tem pelo menos uma solugao, pela teorema acima,

basta calcular o (3,12). Para isso, serd aplicado o Algoritmo de Euclides:
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121 3

Como (12,3) = 3 e 3 | 312, logo existe pelo menos uma solugdo para a equagao

diofantina 12x + 3y = 312.

b) Aplicando novamente o algoritmo de euclides, encontramos:

1515

Como (15,5) =5 e 5133, logo a equagao 5z + 15y = 33 ndo possui solugdo inteira.

Teorema 4.0.3. Se (a,b) = d | ¢, e sendo o par de inteiros xy e yo uma solugdao particular
da equacao diofantina linear ax 4+ by = ¢, entdo todas as outras solugoes sao da sequinte

forma:

+bt
r = X -
0 da

a
y = yo—gt-

Demonstracao. Sejam xg, 1o solugoes particulares e x,y solugoes quaisquer da equagao

ax + by = c¢. Sendo assim, podemos escrever:

axy + byy = ¢ = ax + by.
Dessa igualdade encontramos:
a(x —xo) = blyo — ).

Sendo d = (a,b), entao existem f e g inteiros tais que a = f-d e b= g-d, com

(f,g9) = 1. Substituindo a e b na equagao acima, obtemos:

fd(l“ - Io) = Qd(yo - ?J)
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Eliminando o fator d, podemos concluir que g | f(z — o), como (f,g) =1 e
Yo — y € Z segue que g 1 f. Temos entdo que: g | (z — o) ,ou seja, pela definicao de

divisibilidade, existe um ¢ inteiro tal que:

T — xg9 = gt.

Assim, substituindo esta equacao na anterior, resulta que:

fat =g —y).

Concluindo que:

Yo —y = ft.

Chegando entao as seguintes formulas:

T — o = gt,
Yo —y = ft.
, b a . . :
mas sabemos ainda que: g = p e f= 7 Substituindo nas férmulas acima encontramos:
T =z + =t,
°d
a
Y="1Yo — Etv

[]

Substituindo agora os valores de x e y, encontrados acima, na equacao az+by =

¢, obteremos:

b a
ar +by = a(xo—l—at)—l—b(yo—at)

= amot byt (2D,
= axo T OYo d d

= ¢c+0-t=c.

Portanto, os valores de x e y realmente satisfazem equacao ax + by = c.
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Desta maneira, o Exemplo (4.0.2), cuja equagao é 3z + 5y = 50 tem solugao,
pois (3,5) =1 e 1|50 e tem como solugao particular zo = 0 e yp = 10. Assim, a solugao
geral desta equacao é da forma: x = 0+ 5t e y = 10 — 3¢t. Como sao selos, faz sentindo
pensar apenas em solucgoes nao negativas, ou seja, devemos ter: 0+ 5t > 0e 10 — 3t > 0,
o que resulta que: 0 <t < 3, visto que o t s6 assume valores inteiros. Substituindo entao

os possiveis valores de t, encontraremos todas as solucoes possiveis:

yl10|7] 4|1

Portanto, obtemos:

(a) 10 selos de 5 reais.
(b) 5 selos de 3 reais e 7 selos de 5 reais.
(c) 10 selos de 3 reais e 4 selos de 5 reais.

(d) 15 selos de 3 reais e 1 selo de 5 reais.

Resumindo, para se resolver uma equacgao diofantina linear ax + by = ¢, a
primeira coisa é verificar se (a,b) divide ou nao ¢ para entdo descobrir uma solugao
particular xg,yo, para isso fazendo-se do uso do Algoritmo de Fuclides. Quando nao
se perceber logo de cara uma solugao particular, usa-se entao o Algoritmo de Euclides de

tras para frente para determinar inteiros m e n, tais que:

am +bn = (a,b) = 1.

Feito isso, basta multiplicar os dois membros da equacao por ¢, para assim
encontrar que:

a(me) + b(nc) = c.
Encontra-se assim a solugao particular zo = mc e yo = nc.

Exemplo 4.0.4. De quantas maneiras podemos comprar selos de cinco e de sete reais,

de modo a gastar 100 reais?
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Resolugao:

O problema acima é modelado pela expressao: 5x + 7y = 100. Entao, pelo

Algoritmo de Euclides temos:

11212
715121
21110

Entao, como (7,5) = 1 | 100, a equagao possui solu¢ao. Logo o Algoritmo de
Euclides acima nos fornece:
1=5-2-2
2=T7-5-1.

Dessa forma, temos:

1 = 5-2-2
= 5—(7T=5-1)-2
= 5-3-7-2
= 5-(3)+7-(-2).

Multiplicando esta ultima equagao por 100, obtemos:

100 = 5 - (300) + 7 - (—200).

Assim, temos que z¢o = 300 e yo = —200 é uma solucao particular da equacao.

Logo, a solugao geral da mesma é da forma:

x = o+ bt =300+ Tt

Yy = yo—at=-—200—5t.

com t inteiro. Como sao cédulas, nao faz sentido falar em valores negativos. Portanto,

devemos ter:

3004+ 7t > 0=>t>—42,8

—200 -5t > 0=t < —40.
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Sendo assim, os possiveis valores de t nesse intervalo sao: t = —40, —41 e —42.

Os possiveis valores de x e y se encontram na tabela abaixo:

t|-40 | -41 | -42

2120 |13 6
yl 0] 5|0

Portanto, podemos comprar:

(a) 20 selos de 5 reais.
(b) 5 selos de 7 reais e 13 selos de 5 reais.
(c) 10 selos de 7 reais e 6 selos de 5 reais.

Exemplo 4.0.5. Para quais valores de ¢, com c inteiro, a equacao 30x + 42y = ¢ admite

solugoes inteiras?

Resolugao:

Calculando (30,42) pelo Algoritmo de Euclides temos:

1122
42130 |12 |6
1216 | 0

Entao, como (30,42) = 6 entdo a equagao possui solucao se 6 | ¢, ou seja,

c=6-q, com q € Z. Portanto, ¢ é qualquer multiplo de 6.

Exemplo 4.0.6. Se um macaco sobe uma escada de dois em dois degraus, sobra um
degrau; se ele sobe de trés em trés degraus, sobram dois degraus. Quantos degraus a
escada possui, sabendo que o nimero de degraus é multiplo de sete e estda compreendido

entre 40 e 1007

Resolugao:

Seja N a quantidade de degraus da escada. Se ele sobe a escada de 2 em 2

degraus e sobra 1, tem-se que:

N =2x + 1.
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Se ele sobe a escada de 3 em 3 degraus, sobram 2, tem-se que:

N =3y +2.

Unindo as duas equagoes:

20+ 1=N =3y +2.

Logo:
2z 4 3(—y) = 1.

ecomo o (2,3) =1el |1, aequacao possui solugdo. Sendo assim, por tentativa, percebe-
se de zp = 2 e yo = 1 é uma solugdo particular desta equagao, visto que: 2-(2)—3-(1) = 1.

Portanto, todas as suas solugoes sao da forma:

r = I0+bt:2—3t

y = yp—at=1—2t.

Por outro lado, 40 < N < 100, sendo N um multiplo de 7. Sendo assim, como

N = 2z + 1 e substituirmos o valor de x = 2 — 3¢, teremos que:

N=2-(2-3)+1=N=5—6t.

Entao:
40 < N <100
40 < 5—-6t <100
35 < —6t<95
—15,8 < t< 5,8
Portanto, para que N seja multiplo de 7, devemos ter t = —12, concluindo

entao que N = 77 degraus.

Exemplo 4.0.7. (Proposto por Euler) Um grupo de homens e mulheres gastaram numa
taberna 1000 patacas. Cada homem pagou 19 patacas e cada mulher 13. Quantos eram

os homens e quantas eram as mulheres?
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Resolugao:

Chamando de x o niimero de homens e y o nimeros de mulheres, teremos, pelo
enunciado, que os homens gastaram 19x e as mulheres gastaram 13y. Assim, o problema

fica descrito pela equacao abaixo:

192 + 13y = 1000

Utilizando o dispositivo pratico, temos:

112]6
1911361
6 |10

Entao, como (19,13) = 1| 1000, a equagao possui solu¢ao. Logo o Algoritmo
de Euclides acima nos fornece:
1=13-6-2
6=19—-13-1.

Assim:

1 = 13-6-2
1 = 13—-(19-13-1)-2
1 = 13-3-19-2

1 = 13-(3)419-(-2).

Multiplicando esta ultima equagao por 1000, obtemos:

1000 = 19 - (—2000) + 13 - (3000).

Assim, temos que zg = —2000 e yo = 3000 sao uma solucao particular da

equagao. Logo, a solucao geral da mesma é da forma:

r = x9+ bt =—2000+ 13¢

y = Yo — at = 3000 — 19¢.
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Como sao patacas, nao faz sentido falar em valores negativos. Portanto, deve-

mos ter:

r = —2000+13t >0=1t> 153,84

y = 3000—-19t > 0=t < 157,89.

Sendo assim, como t € Z os possiveis valores de t nesse intervalo sao: t =
154,155,156 e 157. Substituindo os possiveis valores de t em z = —2000 4+ 13t e y =
3000 — 19¢, teremos:

t | 154 | 155 | 156 | 157
2| 2 |15 | 28 | 41
y | 74| 55| 36 | 17

Portanto, encontramos os seguintes nimeros de homens e de mulheres:

(a) 2 homens e 74 mulheres.
(b) 15 homens e 55 mulheres.
(c) 28 homens e 36 mulheres.

(d) 41 homens e 17 mulheres.
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5 Metodologia

Com o objetivo de estudar o uso de equagoes diofantinas lineares na resolucao
de questoes em preparacao de olimpiadas de matematica, foi realizada uma pesquisa com

a seguinte metodologia:

5.1 Campo de Pesquisa

O campo de pesquisa do trabalho foram os alunos ingressos da turma do
moédulo T do curso de Licenciatura em Matematica, do Instituto Federal do Piaui, Cam-
pus Floriano, sendo realizado um estudo de caso com os mesmos. Para isso, foi feito uma

pesquisa de campo, de carater experimental, sendo do tipo quali-quantitativa.

5.2 Instrumento de pesquisa

Nesta pesquisa, foi feito o uso da Engenharia Didatica como instrumento de
pesquisa, pois ela segue um cronograma pré-determinado para realizar um estudo de caso

com um determinado grupo.

Como afirma Sousa, veja [10], a Engenharia Didética, é uma metodologia de
pesquisa caracterizada por um esquema experimental baseado em realizacoes didaticas
em sala de aula, dividida basicamente em: concepgao, realizagao, observacao e anélise de
sessoes de ensino. Outra caracteristica, é que é uma pesquisa experimental de registros
se situando sobre o tema e o modo de validagao que é associado, ocorrendo basicamente

a comparacao entre analise a priori e andlise a posteriori.

No caso, neste trabalho foram feitas as andlises preliminares sobre o tema e
também sobre o perfil dos alunos. Depois foi realizada a fase da concepcao e da analise
prévia, através da aplicacao do questionario 1. Na terceira fase, a da experimentacao, os
alunos foram submetidos a oficina sobre equagoes diofantinas lineares. Por fim, na iltima
fase, que é a fase da analise a posteriori e da validacao, foi aplicado o questionario 2 e um

teste para os alunos fazerem a avaliacao sobre a oficina.
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Segundo Almouloud e Coutinho, veja[l], este confronto entre as anédlises a
priori, onde é elaborada a descricao e as informagoes dos alunos, e a andlise a posteriori,
realizada em cima dos dados recolhidos durante a pesquisa de campo, é que sera feita a

validacao das hipoteses da pesquisa.

Num primeiro momento, identificou-se o perfil dos alunos ingressos, tais como

idade, sexo, se oriundos de escola publica ou nao, etc.

Ap6s isso, foi aplicado aos mesmos um questionario com questoes envolvendo
o tema proposto, para assim poder identificar o grau de conhecimento que eles tem
acerca do tema proposto, questoes estas que visavam encontrar pares de nimeros que
sao solucoes das equagoes propostas, perceber se eles sabem quando a mesma tem ou nao
solugao, e, se tem, quantas sao, e por fim algumas situagoes problemas de preparacao para
Olimpiadas de Matematica, baseadas em Hefez, veja[7] e do material do Pélo Olimpico

de Treinamento(POTI)[9].

No terceiro momento foi realizado junto aos alunos uma Oficina sobre Equagoes
Diofantinas Lineares. Claro que a principio, foram abordados os tépicos que sao ne-
cessarios para a resolucao destas equacoes, tais como: Algumas propriedades da divisibi-
lidae, Divisao Euclidiana, Maximo Divisor Comum entre dois nimeros, o Algoritmo de
Euclides e por fim a abordagem sobre Equagoes Diofantinas Lineares. Durante a oficina,
os alunos participaram de forma intensa, tanto perguntando, como também expondo as

suas idéias junto ao quadro.

Por fim, foi aplicado novamente o questionario, para agora ser resolvido utili-
zando dos conhecimentos que foram adquiridos durante a oficina. Também foi aplicado

um teste com o intuito basico de eles darem a sua opiniao a respeito do tema em questao.

5.3 Analise dos dados

Os dados foram organizados em tabelas de frequéncia e percentuais, vericando
a quantidade de acertos e de erros em cada questao, sendo analisados qualitativamente
e quantitativamente. Foi feita também uma andlise qualitativa acerca do teste sobre a

importancia das Equagoes Diofantinas Lineares.
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6 Resultados e Discussoes

Nesse momento serao apresentados e discutidos os resultados de nossa pesquisa,
analisaremos cada uma das questoes do questionario além do perfil socioeconomico dos
alunos. Por fim, sera feita uma andlise de forma qualitativa das questoes referentes a

importancia de se estudar Equacoes Diofantinas Lineares.

6.1 Perfil dos alunos

Com relac¢ao ao sexo dos alunos, 67% sao do sexo masculino.

Em relagdo a cidade da qual é oriundo, 45% sao da cidade de Floriano e a
maioria vem de municipios vizinhos. No que diz respeito as suas idades, foi obtido os

seguintes resultados expressos no grafico abaixo:

IDADE DOS ALUNOS(EM ANOS)

B ENTRE15E 20
B ENTRE21E25

ENTRE 26 E 30
B ENTRE31E3S
W MAIS DE 35

Assim, percebe-se que a maior parte dos alunos sao jovens com idades entre
15 e 20 anos. Também cabe destacar os 15% de alunos com idades acima de 35 anos.
A pesquisa revelou ainda que 72% dos ingressos ainda sao solteiros, 20% casados, e 8%

divorciados.

Um outro dado interessante também é que 87% dos alunos sao oriundos de

escolas publicas, sendo 52% dos mesmos, cotistas.

Buscou-se investigar também o ano em que os alunos terminaram o Ensino

Médio. Os resultados se encontram no grafico abaixo:
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Ano de conclusdo do Ensino Médio

N 2013 e 2014
N 2010 22012
12007 2009

N antes de 2007

A maioria dos alunos terminou antes de 2007, com 48% do total de alunos, o
que mostra muitas pessoas fora da idade daquela considerada ideal que ainda buscam por

uma formacao superior.

6.2 Analise do questionario prévio

Neste momento serao apresentados os resultados obtidos durante a aplicacao

do questionaro prévio. (Veja APENDICES: Questionario 1)

A primeira questao, que falava sobre a quantidade de pontos em uma partida
de basquete em Gugulandia, todos os alunos falaram que nao era possivel marcar os 39
pontos com cestas de 5 e de 11 pontos, pois foram tentando encontrar par de nimeros x
e y que fossem solucao deste problema, porém nao encontraram nenhuma solugao, o que
mostra que o método da tentativa é muito 1util neste problema visto que os valores sao

pequenos.

Na segunda questao, os alunos foram indagados sobre a quantidade de formas
de se comprar selos de 3 e de 5 reais de forma a gastar 50 reais. Os resultados obtidos
nao foram nada satisfatdrios, pois somente 10% dos alunos conseguiram encontrar todas
as quatro solugoes possiveis da equagao, e a grande maioria, 37% s6 conseguiu encontrar
uma solucao. Também, uma parcela bem pequena de discentes nao conseguiu encontrar
nenhuma solucao para tal problema. Todos os alunos, sem excecao, tentaram responder
a questao pelo método da tentativa. O niimero de acertos dos mesmos se encontram no

grafico logo abaixo:
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4 50LUCOES
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Na questao seguinte, os alunos foram submetidos a dizer se as duas equagoes
propostas possuiam alguma solu¢ao. No item a, 75% dos alunos conseguiram encontrar
solugao para a equagao. Ja no item b, nenhum aluno encontrou solucao para a equacao,

portanto, todos eles obtiveram sucesso neste item.

J4 na quarta questao, que buscava encontrar os possiveis valores de ¢, 87,5%
conseguiram encontrar pelo menos um valor para ¢, tomando basicamente x =1 e y = 1.
Porém, o que chama atencao é que somente 10% dos alunos conseguiram observar que
¢ poderia ser qualquer multiplo de 6. Isso é um pouco preocupante, visto que é um

problema relativamente pouco complicado.

A quinta questao, que retratava sobre o macaco que subia as escadas, 62% dos
alunos erraram a questao. O detalhe é que todos os que acertaram foi pelo método da

tentativa, ou seja, nenhum deles conseguiu responder a questao de forma mais matematica.

A QUESTAO DO MACACO

Quando indagados sobre a questao das patacas, 25% dos alunos nao consegui-
ram encontrar nenhuma solucao, sendo que somente 10% conseguiram encontrar todas as

quatro solugoes, como mostra o grafico a seguir:
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A QUESTAO SOBRE AS PATACAS
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Na questao da OBM(97), 60% dos alunos obtiveram sucesso ao responder a

questao, também pelo método da tentativa.

E por fim, os alunos foram submetidos a uma questao sobre o nimero de
galinhas e de coelhos. Os resultados mostraram que 38% dos alunos conseguiram encontrar
solcoes para a situacao, mas que nao era a menor solugao que o problema pedia. Somente

7% responderam a questao toda, como mostra o grafico:

GALINHAS E COELHOS

M encontraram a menor
solucdo

W zcontraram solugdo, mas
n8o a menor

¥ nZo encontraram solucdo

Agora, serdao mostrados os resultados obtidos apds a oficina sobre Equagoes

Diofantinas Lineares.

6.3 Analise dos dois ultimos questionarios

Nesta andlise a posteriori, foram aplicadas também oito questoes, semelhantes
ou iguais as que foram aplicadas no teste inicial e também um questionario para averiguar a

opiniado dos alunos sobre o tema em questao. (Veja APENDICES: Questiondario 2 e Teste)

Neste segundo questionario, a primeira questao, que falava sobre a quantidade

de pontos em uma partida de basquete em Gugulandia, todos os alunos acertaram a
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questao, assim como na analise a priori, s6 que agora, 93% dos alunos resolveram a

questao utilizando-se das ferramentas vistas durante a oficina.

Quando foram resolver a segunda questao, relacionada com a quantidade de
selos de 5 e de 7 reais. Os resultados obtidos confirmaram uma melhoria dos alunos,
pois se no primeiro teste somente 10% dos alunos conseguiram encontrar todas as quatro
solugoes, agora foram 85%. Cabe ressaltar que 10% se utilizaram ainda do método da

tentativa, como mostra o grafico abaixo:

QUESTAO DOS SELOS

B 150WCAD
B2 sOLUGOES

3 50LUCOES
m 4 50LUGOES

B MENHUMA SOLUCAOD

Na proxima questao, para dizer quais das duas equacoes propostas possuiam
solugao, tanto no item a, quanto no item b, todos os alunos acertaram a questao, confir-
mando entao a grande eficiéncia do calculo do mdc pelo Algoritmo de Euclides, e assim

saber se a equacao tem solugao ou nao. Todos os alunos se utilizaram desta ferramenta.

Novamente, foi aplicado a questao para se encontrar os possiveis valores de
c. Agora, 93% dos alunos conseguiram encontrar os possiveis para para c¢. Outro dado
relevante é que 85% dos alunos conseguiram observar que ¢ poderia ser qualquer multiplo

de 6.

A quinta questao, de resolucao semelhante a questdao do macaco, 65% dos
alunos acertaram a questao. Agora, dos que acertaram, 60% foi fazendo o calculo de

forma malis aritmética.

A melhoria aqui se deu por que os alunos conseguiram compreender o enunci-
ado da questao e nao apenas tentaram “chutar”nimeros como foi feito no primeiro teste.

Veja o grafico:
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QUESTAO 5

Os alunos também foram submetidos a questao dos escudos, de resolucao seme-
lhante a das patacas. Os resultados mostraram que 62% dos alunos acertaram totalmente
a questao e 18% acertaram de forma parcial. E interessante ver que 90% dos alunos re-
solveram aritmeticamente a questao, sem tentar atribuir valores. Os dados encontrados

sao mostrados no gréafico a seguir:

ESCUDOS

B acertostotais Macertos parciais Werros

Na questao da OBM(99), houve também um bom resultado dos alunos, visto
que 85% dos mesmos obtiveram sucesso ao responder a questao. O método da tentativa
aqui também foi eficiente, pois dos 9% dos discentes que o fizeram, todos obtiveram

sucesso.

Por tltimo, a questao sobre o niimero de galinhas e de coélhos foi novamente
aplicada. Os resultados confirmaram um resultado excelente, pois 97% dos alunos encon-
traram solucao para o problema, dos quais 75% encontraram a menor solugao. O detalhe
é que somente 6% se utilizaram do método da tentativa. Os resultados obtidos duante a

aplicacao da questao se encontram no seguinte grafico:
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Ao fim da oficina, os alunos puderam dar a sua opinido sobre o tema em
questao. Eles ficaram muito entusiasmados com a oficina e com os novos conhecimentos
adquiridos. Muitos relatos que s6 vem a confirmar a melhoria no desempenho em relacao
as questoes abordadas durante a sondagem feita com a turma. Um aluno relatou o
seguinte:

Aluno A. FEu gostei muito de ter aprendido sobre equacoes diofantinas, por que através
delas e da oficina, consequi relembrar vdrias propriedades da matemdtica que estavam

esquecidas e também algumas que eu nem me lembro de ter visto.

Quando perguntados se eles achavam que o seu desempenho em olimpiadas
teria melhorado se tivessem visto o tema proposto antes, os alunos afirmaram que teriam
melhorado, com certeza. Eles disseram que se trabalhado num tempo um pouco maior,
seus resultados seriam melhores ainda. Outro aluno relatou:

Aluno B. Eu melhoraria meu desempenho com certeza por que além de consequir resolver
as questoes sobre equagoes diofantinas, muitas outras questoes poderiam ter sido resolvidas
com as propriedades aqui adquiridas, principalmente o cdlculo do mdc pelo Algoritmo de

FEuclides, que é muito massa.

Por fim, foi perguntado também sobre quais as dificuldades de se aprender
Equagoes Diofantinas Lineares. Foi unanimidade dos alunos que nao se tem maiores
dificuldades, visto que os requisitos necesséarios para a resolucao das mesmas sao contetudos
por eles ja vistos. Muitos relatos também acerca do por que de nao ter visto este assunto

antes, pois é bastante interessante.

Para finalizar, o relato de um aluno que ressalta a utilidade do tema proposto:
Aluno C. Eu ndo sei por que nao tinha visto esse assunto ainda, por que aprendi tantas
coisas novas com ele, e € porque eu achava que sabia muita coisa de matemdtica. Se

tivesse visto antes, melhoraria de mais o meu desempenho em olimpiadas de matemdtica.
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Como se esperava no inicio da pesquisa, os resultados do estudo sobre Equagoes
Diofantinas Lineares mostraram que a maioria dos alunos conseguiu compreender e assi-
milar as propriedades e os novos conhecimentos adquiridos ao longo da oficina, pois tais

conhecimentos melhoraram os seus desempenhos em relagao as questoes propostas.

Os depoimentos dos alunos, depois da sondagem feita, alguns citados acima,
enriquecem a nossa pesquisa, e mostram que o tema proposto pode ser utilizado para
uma melhoria dos alunos em questoes de olimpiadas de matematica, desde que pensadas

e realizadas em tempo habil e com metodologias de ensino adequadas.

Um ponto positivo a ser destacado e que foi unanimidade entre os alunos é
que o conteudo estudado tem varias aplicagoes pois é capaz de resolver nao sé questoes
relacionadas com Equagoes Diofantinas Lineares, e também, com as ferramentas que foram
adquiridas ao longo da oficina, principalmente o uso do Algoritmo de Euclides, resolver

diversos problemas relacionados com as olimpiadas de matemaética.

As dificuldades para a resolucao de algumas questoes percebidas no teste ini-
cial, ja nao puderam mais ser notadas de forma tao grande, pois os resultados confirmaram
um avanco em todas as questoes propostas, umas menos, outras mais, mais todas sendo

assimilado o conteudo estudado.

E mais, o método da tentativa, que foi praticamente a ferramenta utilizada
no teste inicial, deixou de ser o inico mecanismo para a resolucao das questoes, havendo
uma maior compreensao por parte dos alunos no enunciado das questoes e também na

assimilagao das propriedades e das ferramentas que a oficina pode proporciona-los.

Diante disso, este trabalho reafirma a importancia de se utilizar as Equacoes
Diofantinas Lineares para os alunos melhorarem seu desempenho em problemas utilizados
em preparacoes olimpicas. E claro que nem todos os alunos conseguiram escrever corre-
tamente as notacoes matematicas, durante a resolucao das questoes, mas é inevitavel

perceber as melhorias que eles obtiveram.

Consideramos assim, a importancia do nosso trabalho, de forma que forneceu

informacoes interessantes a respeito do uso das Equacoes Diofantinas Lineares para a
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resolucao de questoes de preparagoes olimpicas de matematica.
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8 Apéndices

8.1 Questionario 1

1)

(POTT 2013) Em Gugulandia, o jogo de basquete é jogado com regras diferentes.
Existem apenas dois tipos de pontuacoes para as cestas: 5 e 11 pontos. E possivel

um time fazer 39 pontos em uma partida?

De quantos modos podemos comprar selos de cinco e de trés reais, de modo a gastar

cinquenta reais?[7]

Diga quais sao as equagoes diofantinas a seguir que possuem pelo menos uma

solugao:|7]

a) 3z + 12y = 312

b) 5z + 15y = 33

Para quais valores de ¢, com c inteiro, a equagao 30x + 42y = ¢ admite solucoes

inteiras? [7]

Se um macaco sobe uma escada de dois em dois degraus, sobra um degrau; se ele
sobe de trés em trés degraus, sobram dois degraus. Quantos degraus a escada possui,

sabendo que o nimero de degraus é multiplo de sete e esta compreendido entre 40

e 100?[7]

Um grupo de homens e mulheres gastaram numa taberna 1000 patacas. Cada homem
pagou 19 patacas e cada mulher 13. Quantos eram os homens e quantas eram as

mulheres?[7]

(OBM 97) Uma das solugbes inteiras e positivas da equacao 19z + 97y = 1997 é,
evidentemente, (o, yo) = (1000, 1). Além desse, hd apenas mais um par de nimeros

inteiros e positivos (1, y;) satisfazendo a equacao. O valor de z; + y; é:



8.2 Questionario 2 46

(c) b4
(d) 101

(e) 1997

8 Em um quintal onde sao criados coelhos e galinhas contaram-se 400 pés. Quantas

sao as galinhas e e quantos sao os coelhos, sabendo que a diferenca entre esses dois

nimeros ¢ a menor possivel?[7]

8.2 Questionario 2

1)

(POTI 2013) Em Gugulandia, o jogo de basquete é jogado com regras diferentes.
Existem apenas dois tipo de pontuacoes para as cestas: 5 e 11 pontos. E possivel

um time fazer 39 pontos em uma partida?

De quantas maneiras podemos comprar selos de cinco e de sete reais, de modo a

gastar cem reais?[7|

Diga quais sao as equacoes diofantinas a seguir que possuem pelo menos uma

solugao:[7]
a) 3z + by = 223

b) Tz + 14y =77

Para quais valores de ¢, com c inteiro, a equagao 30x + 42y = ¢ admite solucoes

inteiras? [7]

Mostre que nenhum ntumero pode deixar resto 5 quando dividio por 12 e resto 4

quando dividido por 15.[7]

(Proposto por Euler) Uma pessoa comprou cavalos e bois. Foram pagos 31escudos
por cavalo e 20 por boi e sabe-se que todos os bois custaram 7 escudos a mais do

que todos os cavalos. Quantos cavalos e quantos bois foram comprados?[7]

(OBM 99) Quantos sao os pares (z,y) de inteiros positivos que satisfazem a equagao

24+ 3y =101 7

(a) 13
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8 Ache todos os nimeros naturais que quando divididos por 18 deixam resto 4 equando

divididos por 14 deixam resto 67[7]

8.3 Teste

1) Vocé gostou da oficina realizada sobre equagoes diofantinas lineares? Por qué?

2) Se voce tivesse visto este conteido no Ensino Médio, vocé acha que o seu desempenho

nas olimpiadas de matematica teria sido melhor? Por qué?
3) Depois da oficina, sua visdo sobre matemética mudou? cite alguns aspectos?
4) O que vocé acha da implantagao deste contetido no Ensino Médio?

5) Qual o grau de dificuldade de se aprender Equages Diofantinas Lineares?



