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Resumo

Neste trabalho, estudamos alguns numeros e procedimentos que facilitam na solucdo de
problemas no campo da contagem, sendo esses: O Principio da Inclusdo e Excluséo,
Tridngulo de Pascal, Bindmios de Newton, nimeros binomiais e multinomiais, numeros de
funcbes, permutagdes, grafos, numeros de Stirling, lemas de Kaplansky e sequéncia de

Fibonacci.

Palavras-chave: Contagem; Numeros; Recorréncia; Stirling; Kaplansky; Fibonacci; Funcdes.



Abstract

We studied some numbers and procedures that facilitate the solution of problems in the field
of counting, these being: The Principle of Inclusion and Exclusion, Pascal's Triangle, Newton
binomial, binomial and multinomial numbers, numbers of functions, permutations, graphs,

Stirling numbers, slogans Kaplansky and the Fibonacci sequence.

Keywords: Counting; Numbers; Recurrence; Stirling; Kaplansky; Fibonacci; Functions.
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1 INTRODUCAO

O objetivo deste trabalho € expor aos alunos e professores do ensino médio alguns
nameros e procedimentos que sdo Uteis na solugdo de problemas no campo da contagem, em
que tais procedimentos e numeros dificilmente sdo usados nas aulas de matematica. De
acordo com o documento dos Parametros Curriculares Nacionais (PCN), destaca-se a

importancia do desenvolvimento do raciocinio combinat6rio com os alunos do ensino médio.

Técnicas e raciocinios estatisticos e probabilisticos sdo, sem ddvida, instrumentos
tanto das ciéncias da Natureza quanto das Ciéncias Humanas. Isto mostra como sera
importante uma cuidadosa abordagem dos conteldos de contagem, estatistica e
probabilidades no Ensino Médio, ampliando a interface entre o aprendizado da
Matematica e das demais ciéncias e areas (BRASIL, 2000).

A motivacdo para a escolha desse tema é a dificuldade que alguns problemas de
contagem apresentam e que apenas o conhecimento dos principios aditivo e multiplicativo
torna-se, quase sempre, insuficiente para a solugdo, sendo necessario, entdo, o
desenvolvimento ou o aprofundamento de novas ideias. Ndo faz parte deste estudo esgotar
todos os procedimentos de contagem existentes e sim servir como estimulo a curiosidade e
incentivo a novas pesquisas.

Como abordagem inicial, no primeiro capitulo temos a notacdo béasica utilizada no
desenvolvimento da pesquisa, e o Principio de Inclusdo e Exclusdo, que servira para resolver
alguns problemas, sendo util também na fundamentacéo de novas ideias, como a obtencédo do

namero de funcdes sobrejetoras e a obtencdo da férmula da funcdo @ de Euler.

O capitulo 2 contém o Triangulo de Pascal, a Relacdo de Stifel, os Bindbmios de
Newton e suas aplicacbes em alguns problemas de genética, por meio da observacdo dos
coeficientes e dos expoentes em sua expansao.

O capitulo 3 trata das relagdes binarias, os tipos de relagcdes (total, sobrejetoras,
funcional), algumas propriedades, relagdes reflexivas e simétricas, a contagem do nimero de
funcdes, injetoras e sobrejetoras e algumas aplicagdes.

O dltimo capitulo é destinado ao estudo das permutacdes, com destaque a aplicacao
das permutacdes cadticas do Polindmio-torre e de grafos na solucdo de permutacdes com
restricbes, a obtencdo do numero de funcBes crescentes ou decrescentes, o numero
multinomial e a expansdo multinomial de (x + y + z)™, os nimeros de Stirling de primeira e
de segunda espécie, os lemas de Kaplansky e algumas aplicagbes para a sequéncia de

Fibonacci.
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2 PRINCIPIO DE INCLUSAO E EXCLUSAO
2.1 CONJUNTOS

Esse capitulo terd inicio com as notacdes e operacOes basicas entre conjuntos que aqui
serdo utilizadas.

Os conjuntos serdo indicados por letras maidsculas, como A4,B,C,...,X,Y,Z. Para
indicar conjunto universo sera utilizada a letra U e no caso dos elementos usaremos letras

minusculas, como a, b, c, ..., X, Y, Z.

A relacdo de pertinéncia sera representada pelo simbolo € e quando quisermos indicar
que determinado elemento ndo pertence a um conjunto A, escrevemos m ¢ A (Ié-se m néo

pertence ao conjunto A).

Se um conjunto tiver um nimero reduzido de elementos, a representacéo sera conjunto
seguido do simbolo de igual os seus elementos entre chaves e separados por virgula, por
exemplo, A = {1, 2, 3}. Para o conjunto vazio usaremos o simbolo @. Um conjunto podera ser
indicado por uma determinada propriedade ou caracteristica de seus elementos como,

I={x/x=2n+1, n=1,2,3,..} (Ié-se x, tal que x igual a 2n +1 com n natural).

A cardinalidade de um conjunto sera representada por duas barras laterais, exemplo

|A| = 3, que indica que o conjunto A possui trés elementos.

2.1.1 RELACAO DE INCLUSAO ENTRE CONJUNTOS
Se todo elemento de um conjunto A também é elemento de um conjunto B entdo

dizemos que o conjunto A esta contido em B e representamos por A € B ou B D A.

A figura 1.1 ilustra a situacao.

U

Fig. 1.1
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SeAcBouBc Aentdo A = B.

2.1.2 UNIAO ENTRE CONJUNTOS

O conjunto unido A U B de dois conjuntos A e B ¢ definido por
{xeU/x€eA ou x € B}
por exemplo, A = {m,a,c},B = {t,e,i}e AUB = {m,qa,t,e,i,c}

A parte cinza da figura 1.2 ilustra o conjunto A U B.

U

Fig. 1.2
A unido de n conjuntos, A4, A,, As, ..., A,, € definida analogamente e representada por
n
A;
i=1
2.1.3 INTERSECAO DE CONJUNTOS
O conjunto intersecdo A N B de dois conjuntos A e B é definido por

{xeU/xeA e x € B}

Dados o0s conjuntos A e B, o conjunto interse¢do é o conjunto formado pelos
elementos contidos simultaneamente em A e B, por exemplo, A= {m,a,t,e}, B =

{m,a,t,i,c}, ANB ={m,aq,t}.
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A area cinza da figura 1.3 representa a intersecdo entre A e B.

QD

Fig.1.3

Para o caso geral de n conjuntos, A,,A,, Az, ...,A,, definimos analogamente e

representamos por

A;

n
=1
Se a interse¢do de dois conjuntos A e B é tal que, AN B = @, entdo esses conjuntos

sdo disjuntos. A figura 1.4 ilustra essa situacgéo.

u

Fig. 1.4

2.14 CONJUNTO COMPLEMENTAR

O conjunto complementar A€ de um conjunto A é definido por
{xeU/x ¢ A}

O complementar do conjunto A é o conjunto formado por todos os elementos de U que
ndo pertencem ao conjunto A, ou ainda, € o conjunto que completaria A para que fosse igual a
U.



A area cinza da figura 1.5 representa o complementar de A.

U

Fig. 1.5

2.1.5 DIFERENCA ENTRE CONJUNTOS

O conjunto diferenca A — B entre dois conjuntos A e B é definido por
ANB¢={xeU/xeA e x¢&B}

A érea cinza da figura 1.6 ilustra a diferenca entre os conjuntos A e B.

u

Fig. 1.6

Teorema 1.

1. ParatodoconjuntoAc U, AU@=A4, AN =0Q.
2. Ac B,seesomentese, AUB = B.

3. Ac B,seesomentese, ANB = A.

4. Au(BUC) = (AUB)U C (Associativa).
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Por definicao:

AUBUC)={x€eA ou xe(BUO)}.

x € (BUC)={x€Boux € (C} logo:
AUuU(BuC)={x€Aoux€BouxeC}=(AUB)UC

AN (BNC)=(ANnB)nNC (Associativa).

Por definicao:

AnN(BNnC)={xeAexe(BnC)}

x€E(BNC)={x€Bex €} logo:
An(BnC)={xe€eAxeBexeC}=(ANB)NC

AN(BUC)=(ANnB)U (An ) (distributiva).

Por definigao:

ANn(BUuC)={x€eAexe(BUl)}

Entdo,oux € Ae B,oux € A e C, dessa forma:
AnNnB)u(AnC)=An((BUC(C)

AU(BNC)=(AUB)n (AU C) (distributiva).

Por definicao:
AUBNC)={x€eA ouxe(BnO)}
x€(BNC)={x€Bex € C},assim:

AuBNC)={xc(AUB) exc (AuC)}=(AUB)N(AUC)

AUA =U, AnA° =9.

(A9)¢ = A; A c B, se e somente se, B¢ c A°.

Leis de Augustus De Morgan
10. (AU B)¢ = A° n B,

Por definigdo:
AUB={x€eU/x€A ou x € B}.
Dessaforma (AUB) ={xe€eU/x¢ A e x & B}=A°NB°
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A figura 1.7 ilustra essa situagao.

Fig. 1.7
11. (AN B)¢ = A° U BC.

Por definicao:
ANB={x€eU/x€eA e x € B}.
Dessaforma (ANB) = {x eU/x & A ou x € B} = A°UB°

A figura 1.8 ilustra essa situagao.

2.1.6 PRODUTO CARTESIANO
O produto cartesiano A x B de dois conjuntos A e B é definido por

AxB={(x,y)/x€Aey€B}

Sejam dois conjuntos A e B, o produto cartesiano entre eles A X B é conjunto de pares

ordenados (x, y) tal que x € A e y € B. Simbolicamente
Exemplo: A ={1,2}e B ={1,2,3}

A x B = {(1,1);(1,2); (1,3); (2,1); (2,2); (2,3)}
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De modo geral, o produto cartesiano de n conjuntos A, A,, As, ..., A,, € 0 conjunto das

n-UplaS(al, az, a3, ...,an) em que a1 E Al’ az E Az, ey an E An.

2.1.7 PARTICAO DE CONJUNTO
Seja A um conjunto finito ndo-vazio. Uma particdo de A €é uma colecdo

Ay, A,, As, ..., A, de subconjuntos ndo vazios de A tais que:

1) AJjUA, UA;..UA, =A
2) A;nA; =@ se i+ j,ouseja, disjuntos dois a dois.
Exemplo 1: Se A = {1, 2,3,4}, entdo, A = {A1,4,,A3}, em que A, = {1}, A, = {2} e
A3 = {3,4}, é uma particdo de A.

2.2 PRINCIPIO DE INCLUSAO E EXCLUSAO

O principio da inclusdo e exclusdo trata de uma forma de contar o ndmero de
elementos da unido entre conjuntos disjuntos ou ndo. Em seu modelo mais simples, para dois

conjuntos A e B temos que:
|AUB|=|A| +|B|—|ANB|

O principio da inclusdo e excluséo para dois conjuntos A e B afirma que o nimero de
elementos da unido € igual ao numero de elemento de A somado aos de B menos 0 himero de
elementos comuns entre A e B. E facil compreender porque devemos subtrair |A N B|, para

ISSO vamos imaginar a seguinte situacao.

Suponhamos que existam y elementos comuns em A e B, além disso, h& x elementos

que pertencem exclusivamente a A e z elementos que aparecem apenas em B, dessa forma:
JAUB|=x+y+z;
|AUB| = |Al+|B|—|AnBl=x+y)+(z+y)—y=

=x+y+z
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Caso contrario, teria contado em duplicidade os elementos comuns entre A e B (veja

figura 1.9 que ilustra a situagéo).

A B
) D mmmero de elementos de Acx +v
"%ﬂ D mmmero de elementos de B:z +y
N
Fig. 1.9

Assim,|(AU B)¢| = |U| —[|A|] + |B] — |A n B
Para a unido de trés conjuntos A, B e C subconjuntos de U temos que:
JAUBUC| =|A|+|B|+I|C]|—|AnB|—=]|AnC|—|BnC|+|AnBnNC|
Podemos justificar com:
[JAUBUC|=]AUu(BUC)|=|A|l+|BUC|-|An(BUC)| =
=|A|+|B|+|C|—=|BNnC|—-]An(BUC)| =
=|A|+|B|+I|C|—|BNnC|-[[AnB|UJANC]|] =
=|A|+|B|+|C|—|BNnC|-[[AnB|+|ANnC|—|ANBNC|] =
=|A|+|B|+|C|—1AnB|—|AnC|—|BNnC|+|ANnBNC]|
Dessa forma:
[ASNB‘NnC¢|=|Ul-]AUBUC| =
=|U|-[|Al+ |B|+ICI]+[|IAnB|+|AnC|+|BNnC|]]—-]|AnBnNC]|
[AnB nC|=|Al-[|[AnB|+|ANnC|]+|ANnBNC]|

JANBNC|=|AnB|—]|ANnBnNC|
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Justifica-se, analogamente, para quatro conjuntos A, B, C e D subconjuntos de U.
JAUBUCUD|=|(AUBUC)UD|=]|AUBUC|+|D|-|(AUBUC)ND| =

=|A|+|B|+|C|—|ANnB|—-|AnC|—|BNnC|+|AnBNnC|+|D|
—[[AnD|U|BNnD|U|CND|] =

=|A|+|B|+|C|—|AnB|—|AnC|—|BNnC|+|AnBNnC|+|D|
—[lIAnD|+|BnD|+|CnD|—|(AnD)n (BnD)|
—|AnD)n(CnD)|—|(BNnD)n (CnNnD)|
+|{(AnD)n(BNnD)n(CND)|] =

=|A|+ |B|+|C|+|D|—-|AnB|—-|AnC|—-|AnD|—-|BNnC|—|BnD|—|CnD]
+|AnBNC|+|AnNBND|+|AnCnD|+|BNnCND|
—|AnBNnCND|

Em suma, obtém-se o ndmero de elementos da unido entre 0s conjuntos

Ay, Ay, As, ..., A, contidos em U, com:

n
UAi=Z|Ai|— Z |4, N Ay |+ Z |4, n A, nA;| -
i=1

1<isn 1Si1<i25in 15i1<i2<i35in

+ (D" A, NAy NN Ay

Em que:

Z |Ai1 N Ai2| (nimero de elementos das intersecdes dois a dois)

1<i1<ip<in

215i1<i2<i35in|Ai1 NA;, N Ai3| (namero de elementos das intersegdes trés a trés) e

assim por diante.

Exemplo 1. Um exame, composto por trés questdes, foi aplicado a uma turma de 25

alunos. Os resultados obtidos estdo apresentados na tabela a seguir:

Questdo 1 2 3 le2 le3 2e3 1,2e3
Acertos 6 10 15 3 3 5 2

Quantos alunos erraram as trés questoes?

Sejam:
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A: 0 conjunto dos alunos que acertaram a primeira questao;
B: o conjunto dos alunos que acertaram a segunda questao;
C: o conjunto dos alunos que acertaram a terceira questao;
Pela tabela de dados e pelo principio de incluséo e exclusao, temos

JAUBUC|=|A|l+|B|+|C|—-|AnB|—|AnC|—|BNnC|+|AnBnNC|
=6+104+15—-3-3-542=22

logo
|(AU BUC)¢| =25 — 22 = 3 alunos

Exemplo 2. Quantos sdo os inteiros compreendidos entre 3001 e 7001 que sédo

divisiveis por 3 ou 7?

Temos que determinar |A U B| em que A e B sdo, respectivamente, os conjuntos dos
multiplos de 3 e 7 compreendidos entre 3001 e 7001.

3003 3006 6999
& 0 &
3x 1001 3x1002 3x2333

Assim |A| = 1333
3003 3010 7000
& & 0
Tx429 7x430 7 x 1000

Assim |B| = 572

Resta saber quantos sdo os multiplos de 3 e 7, ou seja, multiplos de 21 compreendidos

entre 3001 e 7001.
3003 3024 6993
21x 143 21x 144 21 %333
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Assim |[ANB| =191

Logo|AU B| = 1333+ 572 —-191 = 1714. H& 1714 ndmeros que satisfazem o

problema.

2.3 FUNCAO TOTIENTE DE EULER E O PRINCIPIO DE
INCLUSAO-EXCLUSAO

A funcéo ¢ de Euler é tal que, paracadan € N ={1,2,3,...}, ¢(n) é a quantidade
de nimeros k € {1, 2,3, ...} com a propriedade: k e n séo relativamente primos, isto &, k e n

ndo admitem primos em comum nas suas decomposi¢oes em fatores primos.

. 1 1 s x
A formula ¢p(n) = n (1 - Z) (1 - p—s) quando n = p;'ps? ... p<° € Py, Doy v, Ps SAO

0s namero primos presentes na decomposicdo de n em fatores primos é mais uma aplicacéo

importante do teorema de incluséo-excluséo.

Pelo teorema fundamental da aritmética, tem se mdc(k,n) = 1, se e s se p; t k, para

todo i tal que 1 < i < s. Dessa forma,
¢p(n) =|{k € Nek<nep, tk, .., pstk}l
Consideremos também
A;={ke N: k<n, pilk}, 1<i<s

Temos |4;| = =
pi

Para r intersecdes destes conjuntos temos:

|Ai1 N ...nAirl = |{k € N:k < n,pillk, 'plrlk}|

Assim
¢(n) =n—1A4; U ..UA|

pelo principio de inclusdo-excluséo:
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¢(n)=n—(%+.“+£)+( n .\

+...>_...+(_1)S
Ps P1D2 P1Ps DP2D3

P1P2 - Ds

1 1 1 1 1 1
:n[l_(_+...+_>+( + o4 + +...>_...+(_1)5—
P1 Ds p1P2 P1Ps DP2P3 p1P2 - Ds

Exemplo 3.
Calcular ¢(n) paran = 23 - 32 - 5.

Pela formula:

$(360) = 360 (1 - %) (1 - %) (1 - %) — 96

Pelo principio de inclusdo-excluséo:
A; = {miutiplos de 2} A, = {miutiplosde 3}  A; = {miutiplos de 5}
A, N A, = {miltiplos de 6} A; N A; = {mitiplos de 10} A, N A; = {mtiplos de 15}

A, N A, N A; = {mutiplos de 30}

360 360 360 360 360 360 360
)+ )~ (55) =0

360) = 360 —
$(360) <2+3+5 6+10+15 30
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3 TRIANGULO DE PASCAL

O triangulo de Pascal, também conhecido como tridngulo de Tartaglia, € um tridngulo
aritmético formado por nimeros binomiais. Descoberto pelo matematico chinés Yang Hui
(1238-1298) e estudado por Blaise Pascal (1623-1662).

A formacao de triangulo de Pascal:

1

®
b ® O
Loz 1 — (O 0 06
1 3 3 1 @O 00
1 4 6 4 1 GG 6 6 O
G )

Sendo n e p, respectivamente, linha e coluna do elemento no tridngulo, se contados a

partir do zero, e:

!
Cr = (;l) - p! (nn— p)!

3.1 RELACAO DE STIFEL

Essa propriedade permite a construcdo rapida do tridngulo, nessa relacdo temos que:

n -1 -1 . . . .
(p) = (Z_ 1) + (np ) ou seja, cada termo e obtido pela soma dos dois elementos

imediatamente superiores na linha anterior.

1 ©

o 6 -
L2 — 000
S OB o
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A demonstracdo da relacdo de Stifel é decorrente apenas da definicdo de numero

binomial e manipulagdes algébricas.

n—1 n—1\ (n—1)! (n—1)!
(P—1> ( p )_(p—l)!(n—p)!+p!(n—p—1)!
__pa-Dt  -pe-D _ (p+@-p)n-D)!
pp—D!(n—p)! p!(n—-p)n—-p—1)! (n—p)!p!
n(n—1)! n
=<n—p>!p!=(p)

Se olharmos para uma das linhas do triangulo, podemos perceber que ha simetria entre
seus elementos, isso se deve ao fato de que na linha n, comecada por C2 e terminada por C}
se deslocarmos p unidades a partir do inicio (C) e voltarmos p unidades a partir do fim
(C;7P) temos que C? = C,; 7P, esse nimeros sdo iguais e sdo chamados de combinagdes
complementares. Por exemplo, a complementar de C2 é €272 = ¢3. Em outras palavras,

elementos de uma mesma linha, equidistantes dos extremos, sdo iguais.
Justificativa:

n! n!

n 4 n
("—P>:(n—p)!(n—(n—p))!:(n—p)!p!:(P)

3.2 REGRA DA SOMA DE UMA LINHA

Repare gue a soma dos elementos de uma linha no triangulo de pascal é uma poténcia

de 2.

(linha0) 1 -1=2
(linhal) 1 + 1 =2=72
(linha2) 1+ 2 + 1 =4=72
(linha3) 1+ 3 +3 + 1 =8=2

( linha 4) 1+4+6+4+1 =16=2"

Assim temos que a soma dos elementos da n-ésima linha sera 2™, ou seja:

)+ D+ G+ )+()=2"
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Justificativa: Seja(p)o nimero de subconjuntos do conjunto A =1{1,2,3,...,n} com p

elementos. Logo, (g) + (rll) + (721) + -+ (n f 1) + (Z) é o total de subconjuntos de A. No

entanto para formar um subconjunto de Adevemos marcar cada elemento emA com o simbolo
€ (indicando que o elemento foi escolhido para o subconjunto) ou & (indicando que o
elemento ndo foi escolhido para o subconjunto). Sendo assim, como para cada elemento ha

duas possibilidades (€, ou &), temos 2 X 2 X ... X 2 = 2™,

3.3 REGRA DA SOMA DE UMA COLUNA

A soma dos elementos de uma coluna, a partir do primeiro, € igual ao elemento que se

encontra avancado uma linha e uma coluna em relacéo a Gltima parcela da adicao.
p p+1) (p+2) ., (ptn _<p+n+1)
(p)+( p + p + +( p )_ p+1
Veja 0 esquema.

1

©)
! [0
Loj2) = 00 0
1 3] 3 1 Q) BLE O
> ~
AR O OO oo

Justificativa:

Colunap + 1:
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L%z (piljJr@ Coma soma  telescopica e

simplificando parcelas iguais que

L0

+1 t1 P aparecem em membros Opostos,
Mz Pt +(P+2) obtém-se o desejado.

+1 +1 P

SANETSN
+1 p+1 P
p—l—n—I—l)_/(gy?)/ p+n
( p+1 ) w1 +( » )

Tendo em vista que (p f_ 1) = 0, temos:
1 1 2
(551 ) =@+ (5 )+ (50 (57

3.4 REGRA DA SOMA DE UMA DIAGONAL

A soma dos elementos de uma diagonal, comec¢ando do primeiro, € igual ao elemento

que se encontra imediatamente abaixo da Gltima parcela.

@+ 7+ 3+ =(70)

Justificativa:

Com sucessivas combinagGes complementares e a regra da soma de uma coluna,

obtemos:

YR G R (e Ry (e B (YR (M R UM R (MY

1 +p+1
=" 5)=0"")
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3.5 BINOMIO DE NEWTON

Teorema 2. Paratodo, a,b € Ren € N vale que

= (s (s (st (2 Yt s (o

Prova por indugéo.

Para n =1, temos (a + b)! = (é) at + (1) a'™b = a + b, portanto a formula é

valida paran = 1.

Suponhamos agora, por hipotese de inducdo, que a formula seja valida paran = k >

1, isto &,

(a+b)k = (l(;) ak + ('I) ak~1h + (’2‘) ak=2p% + ... + (k E 1) ab* 1 + (:) bk

Segueque (a + b))t =(a+b)*-(a+b)=(a+b)-a+(a+hb)* b=

= (I(;) ak+1 + ('ID akb + (g) ak1p? 4+ ... 4 <k E 1) a’b*1 4+ (llz) ab® + (I(;) a®b

+ (II) ak"1p? + (I;) ak=2p3 + .- + (k f 1) ab® + (’;) pk+1

Usando a relacédo de Stifel, obtemos

(a+b)k+t = (k E')_ 1) ak*t + (k Jlr 1) akb + (k er 1) a*1p2 4o 4 (k ;'{' 1) abk

+ (]]z i 1) bk+1

Portanto, a formula é vélida para k + 1, logo € valida paratodon € N.

O Binémio de Newton é uma importante ferramenta na solucdo de problemas da

genética.

Exemplo 4. A cor da pele humana é determinada por, no minimo, dois pares de genes

alelos.

Em que,
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N e B: determinam maior quantidade de melanina (alelos efetivos).
n e b: determinam menor quantidade de melanina (alelos néo efetivos).

Assim, pessoas NNBB serdo negras, nnbb serdo brancas e NNbb serdo mulatos
meédios. Os cruzamentos possiveis entre um casal de individuos, mulatos médios, pode ser

representado pelo esquema abaixo.

Geracdo NnBb X NnBb
Gametas NB Nb nB nb X NB Nb nB nb
X NB Nb nB nb
NNBB NNBb NnBB NnBb
NB Negro Mulato escuro Mulato escuro | Mulato médio
NNBb NNbb NnBb Nnbb
Nb Mulato escuro Mulato médio Mulato médio | Mulato claro
NnBB NnBb nnBB nnBb
nB Mulato escuro Mulato médio Mulato médio | Mulato claro
NnBb Nnbb nnBb nnbb
nb Mulato médio Mulato claro Mulato claro Branco
Tabela de proporc¢éo
Fendtipos Genotipos Proporcéo fenotipica
Negro NNBB 1
16
Mulato escuro NNBb ou NnBB 4
16
Mulato médio NnBb, NNbb ou 6
nnBB 16
Mulato claro Nnbb ou nnBb 4
16
Branco nnbb 1
16
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Os numeros na distribuicdo fenotipica (1, 4, 6, 4, 1) correspondem a 42 linha do
triangulo de Pascal. Se denotarmos por (a) os alelos efetivos (N e B), por (c) os alelos néo

efetivos (n e b) e desenvolver o binébmio (a + ¢)™, com n = 4 temos:
(a + c)* = 1a* + 4a3c + 6a%c? + 4ac® + 1c*

Os expoentes podem ser interpretados da seguinte maneira: a* significa a presenca de
4 alelos efetivos (individuo negro), a3c a presenca de 3 alelos efetivos e 1 alelo néo efetivo
(mulato escuro), e assim por diante. Além disso, o total de cruzamentos possiveis pode ser
obtido pela regra da soma de uma linha, mais precisamente a linha 4, em que o resultado é
2% = 16.

Exemplo 5. Um sitiante possui uma coelha que esta prenha e que tera seis filhotes.

Qual a probabilidade de ela ter trés casais, sem importar a ordem?
Solucao:

Considerando que a probabilidade de ter macho ou fémea seja igual a 50%, e
desenvolvendo o binémio (m + f)™, com n = 6, 0 que devemos fazer é procurar o termo

m3f3.
(m+ )6 =mb + 6m°f + 15m*f2 + 20m3f3 + 15m?f* + 6mf> + f°©

Dessa forma, a probabilidade de obter trés casais €

3 1 3

5
3£3 — | = N = — = = 0,
20m°f 20 (2) <2> 16 0,3125 = 31,25%

3.6 SEQUENCIA DE FIBONACCI E O TRIANGULO DE PASCAL
A sequéncia de Fibonacci, {1,1,2,3,5,8,13,21,34,...}, em que F, =F,=1 e
E, =F,_1 +F,_,, Vn=3, pode ser definida a partir do tridngulo de Pascal. A soma dos

numeros das diagonais € um numero de Fibonacci. Veja o0 esquema a seguir.
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1
/11
1/121
1/1331
2/14641
3/15101051
5/1615201561
s/ :

13

Justificativa:

Se olharmos para trés diagonais quaisquer que sejam consecutivas, percebermos que é
decorrente da relacdo de Stifel, pois cada termo é obtido a partir da soma do nimero que esta

acima com o nimero a sua direita.

0 1

011
0(1|2]|1
013 1
0|1 6141
0 5/10{10| 5 |1

3:? 1|6(15[20(15/ 6 |1
5 @

2+1)+(1+3+1)=3+5=8
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A relacdo binéria ou 2-4ria é uma relagdo que forma um conjunto de pares ordenados.

Definigéo

Uma relagdo binéria de A em B é definida como sendo um subconjunto do produto

cartesiano entre o conjunto A e o conjunto B. Isto €, uma relacdo R é um conjunto de pares

ordenados. Um subconjunto de A x A pode ser chamada de relacdo binaria sobre A.

Em outras palavras, uma relacdo binaria R sobre dois universos A e B pode ser

representada simbolicamente por:

RS AXB

O numero de relacdes binarias R definidas no conjunto X = {1, 2,3, ...,n} é igual ao

namero de matrizes quadradas de ordem n devido a correspondéncia biunivoca candnica entre

relacBes binarias R sobre X e matrizes quadradas de ordem n cujos elementos pertencem a

{0, 1}. O nimero de relacGes binarias é 2n*,
Exemplo 6.
X={1,23}
R =1{(1,2),(1,3),(2,2),(23)}

i1 TNz T3 0 1 1
MR=<7"2,1 72,2 7’2,3>=>MR:<0 1 1)

31 T32 T33 0 0 O

, ’ - 2 ~ - .
Nesse caso, € possivel construir 23° relagOes binarias com os elementos de X.

4.1 TIPOS DE RELACOES BINARIAS

Dada uma relacdo binaria R € A X B, podemos classifica-la como:

o total
(Va € A)(3b € B),aRb

Ou seja, todo elemento de A se relaciona com algum elemento de B.
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e sobrejetora
(vb € B)(3a € A),aRb

E o inverso da total, todo elemento de B é relacionado com algum elemento de A.

e funcional
(Va € A)(Vbl, bz € B), aRbl N asz - (bl = bz)

Ou seja, um elemento de A ndo pode se relacionar com mais de um elemento de B.

e injetora
(Vaq,a, € A)(Vb € B)(Vby,b, € B),a;Rb A a,Rb — (a; = a,)

Um elemento de B n&o pode se relacionar com dois ou mais elementos distintos de A.

4.2 PROPRIEDADE DAS RELACOES

Considere as seguintes relagdes sobre um conjunto X = {1,2,3}
Ry ={(1,1),(1,2),(1,3),(2,1),(2,3),(3,1),(3,2),(3,3)}
R, ={(1,1),(1,2),(2,1),(2,2),(3,3)}
R; ={(1,3),(2,1)}
R, =0
Rs = X2, arelagdo universal.

421 RELACAO REFLEXIVA
Uma relacdo R é classificada como reflexiva se todos os elementos se relacionam com

si proprios. Ou seja, xRx para todo x € X, isto é, se (x,x) € R paratodo x € X.
(Vx € X)((x, X) € R)
Dos exemplos citados apenas R, e Rs sdo reflexivas.
Uma relacdo ¢ irreflexiva se nenhum elemento se relacionar com si proprio.

(Vx € X)((x, x) & R)
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- - . - 2 ~ - -
Em com conjunto finito com n elementos existem 2™ relagdes, das quais, reflexivas

ou irreflexivas, sdo 2.
4.2.2 RELACAO SIMETRICA
Uma relacdo € simétrica se para qualquer x que se relacione com y implicar y ser
relacionado com x.

Exemplo: A relagdo “a é irmao de b” ¢é simétrica, pois, com isso, “b € irmado de a”.

Formalmente, uma relagdo binaria é simétrica se para qualquer aRb — bRa.

(vx,y € X)((x,y) ER = (,x) €R)
Para um conjunto finito com n elementos, ha 2" 2 relagfes binarias simétricas. As

relacBes R,, R, e R sd0 simétricas.

Uma relacdo é antissimétrica se x relaciona com y implica y ndo se relacionando com

x. As relagdes R; e R, sdo antissimétricas.
(Vx,y € X)((x,y) ER= (y,x) ¢ R)
4.3 NUMERO DE FUNCOES
O numero de fungdes f, cujo dominio de funcéo é D(f) = X = {1,2,3, ...,n} e cujo

conjunto de valores R(f) esta contida no conjunto Y ={1,2,..,m} é m™ porque as

possibilidades para f (1), f(2), ..., f (n) s&o todas iguais a m, pois:

fQ), f(2), f()
) ) )
m possibilidades m possibilidades m possibilidades

pelo principio fundamental de contagem temos que existem m - m - m -+ m = m" fungGes.
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4.3.1 NUMERO DE FUNCOES INJETORAS

Dados X ={1,2,3,...,n},Y ={1, 2, ..., m} e naturalmente n < m, temos que numero

m

de funcdes injetoras f: X — Y é dado por m® = F'n)' pois nesse caso f(1),f(2),..,f(n)
devem assumir valores distinto.
fQ, f(2), fm)
) ! \)
m possibilidades (m — 1)possibilidades (m —n+ 1) possibilidades

Portanto, pelo principio fundamental de contagem ha m-(m—-1) -~ (m—n+1) =

m2 funges injetoras f: X - Y.

4.3.2 NUMERO DE FUNCOES BIJETORAS
Dados X ={1,2,3,...,n} , Y ={1,2,..,m} e n = m temos m! bijecdes de X em Y,

pois trata-se de um caso particular da situagéo anterior, dessa forma temos:

f), f(2), f)
) ) )
m possibilidades (m — 1)possibilidades 1 possibilidade

4.3.3 NUMERO DE FUNCOES SOBREJETORAS

Dados X ={1,2,3,..,n} , Y={1,2,..,m} e n=m 0 numero de funcbes

sobrejetoras f: X — Y é dado por:

() = () oD ()10 ()t

Em destaque, temos o caso particular para compreender a estruturacéo.
Numero de funcdes sobrejetoras f: X = {1,2,3,4,5},Y = {1,2,3}
U={fX-Y, X={1,23,45} Y ={1,2,3}}

A ={feU:leY} A, ={feU:2¢Y} A;={f€U:3¢Y}
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Note que |U| = 35; |A1| = |A2| = |A3| = 25,|A1 ﬂA2| = |A1 nA3| = |A2 ﬂA3| =
15, e |A1 ﬂAZ ﬂA3| = 05

Pelo principio de incluséo e exclusdo segue a solucéo

(2) 3% — (;) 25+ (i) 15 — (g) 05 = 150 funcdes sobrejetoras

Exemplo 7.

O cartdo nacional de saude (CNS) possui 15 digitos que sdo escolhidos do conjunto

{0,1,2,..,9}. Quantos sdo 0s CNS que apresentam todos os digitos?

Solucao:

3)9 - @0+ (7)o + ()57 (o ()= Q)2+ ()
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5 PERMUTACAO

Uma permutagdo de n elementos ou uma n — permutacao é uma fungéo injetora f
(e, portanto sobrejetora) cujo dominio de definicdo D (f) e cujo conjunto de valores R(f) sdo
ambos D(f) = R(f) ={1,2,...,n}.

O conjunto de todas as n — permutagado é conhecido como o grupo de permutacdes

SpelS,l=n!
Por exemplo,

Sn Representacéao Notagao
sequencial
respectiva

Si 1—1 1

1—1 1—>2 12 21
S, 2—2 2—1
Ss3 1—-1(1—2|1—>3|1—>1|1—>3|1—2 | 123 | 231 |312
2—22—>53|2—>1|2—>53|2—>2|2—1] 132 | 321|213
3—3|(3—>1|3—2|3—2|3—>1|3—>3

A notacdo sequencial para permutacdes permite a listagem das 4 — permutacgio a

partir das 3 — permutagao.

S, > 1 1234 4132
1243 1432
1423 1342
Y 4123 1324
S22 54 3124 4321
3142 3421
S, =

3412 3241
173 4312 3214
132 2314 4213
312 2341 2413
537 391 2431 2143
231 4231 2134

213
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5.1 NUMERO DE PERMUTACOES SUJEITA A RESTRICOES

O célculo do nimero das 3 — permutacgdo sujeitas as restricdes f(1) # 2, f(2) # 3,
f(3) # 1e f(3) + 3 é obtida através do quadrado:

0 qual é decomposto em

cujo polindmio-torre
(I+3x+2x) +x(1+2x +x2) =1+ 4x + 4x? + x3
e o célculo do nimero de 3 — permutacao € obtido pela formula (por convencéo 0! = 1)
1-31—4-21+4-11-1-0l=6-8+4—-1=1

Uma unica permutacéo, a saber, 312 satisfaz as restri¢des, pois 312 significa

f(1) =3
f2) =1
f3) =2

A cada quadrado 4 x 4 B corresponde um polinbmio-torre de 4° grau
R(x,B)

cujo coeficiente independente € 1, e o coeficiente em x € 0 nimero de colunas de uma peca

sobre n quadradinhos hachurados de B, cujo coeficiente em x? é o nimero de maneiras de
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colocacdo de duas pecas que ndo se situem sobre a mesma linha e a mesma coluna de B, cujo
coeficiente em x3 é o nimero de colunas de trés pecas sobre n quadradinhos hachurados de
B , de modo que as trés pecas ndo estejam situadas sobre a mesma linha e a mesma coluna de

B e assim por diante.

14 x4+ 0x?

211 —-1'1+0!0=1

= 1+ 2x

& 14 3x+x?

1+ 4x 4 2x2

211 —-1144+012=0

= 14 2x+x*

+ X = 1+x+x(1+x)

subl"slll | ulls | BBE |Su
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O metodo fundamental de reducdo do polinémio torre € justificado pelo fato de que,
escolhido um quadrado hachurado g ou o quadrado g ocorre na selecdo dos demais k
quadrados e, portanto, os k — 1 quadrados distintos de g ndo podem ocorrer na mesma linha e
coluna determinada por g, ou 0 quadrado g ndo aparece na selecdo dos k quadrados e isto

significa que g ndo necessita ser hachurado.

Isto explica que o polinémio torre, associado a

é igual a soma do polindémio torre associado a

com o polindmio torre associado a

multiplicado por x, isto é, é igual a
(14+2x+x?)+x(1+x) =14 3x +2x% + 0x3

O valor (3'1—-2!3+4+1!2—-0!0) calcula 0 nimero de permutages do conjunto

{1,2,3} sujeitas as restricdes

f@) #+2 f(2) #1 f(3) #2

e o calculo é justificado pelo teorema da incluséo e exclusdo tendo em vista que pelo teorema,
0 conjunto U € o conjunto de todas as funcdes injetivas e sobrejetivas f com D(f) = R(f) =
{1,2,3}.
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A c U é o conjunto das fungdes f com f(1) = 2,
B c U é o conjunto das fungdes f com f(2) =1,
C c U é o conjunto das fungdes f com f(3) = 2
e assim
|Al = [B] = |C| = 2!
[AnB|=|BnC|=1!
[AnC|=0
[ANBNC|=0
0 que mostra que a resposta ao problema é dado por
|[ASNB°NC¢l=|(AUBUC)
=|U|-|AUBUC|
=|U|-[|A| +|B|+I|C]]+[|[AnB|+|AnC|+|BnC|]—-|AnBNC|
=31—-3.2142-11—-0-0!

que é igual ao resultado com a utilizacdo dos polinémios-torre.

5.2 NUMERO DE FUN(}OES CRESCENTES OU DECRESCENTES
O numero de fungdes crescentes (decrescentes) f: D(f) = {1,2,...,n} - {0,1,2, ...,9}
é igual ao numero de sequéncias crescentes (decrescentes) com comprimento n em que

ocorram apenas os digitos 0, 1, 2, ..., 9 que é igual ao numero de solugdes ndo negativas de
x0+x1+xZ+"'+X9 =n

em que x, indica o0 nimero de algarismos zeros presentes na sequéncia, x, indica o numero de
algarismos, uns presentes na sequéncia e, assim por diante, x, indica o nimero de algarismos

nove presentes na sequéncia crescente.
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Para calcular o nimero de solugdes inteiras ndo negativas da equacgao
Xg+x1+x,++X9g=n
inicialmente calculamos o0 numero de solugdes inteiras ndo negativas de
x+y=3 X,y€Z x>0 y=0

que € igual ao numero de sequéncias binarias de comprimento 4 (quatro) com trés digitos

iguais a um e um digito igual a zero: por exemplo,

0111 indicaquex =0ey =3
1011 indicaquex =1ev=2
1101 indicaquex =2ey=1
1110 indicaquex =3ey =20

;}) solucdes inteiras ndo negativas de x + y = 3, analogamente, para calcular o

namero de solucBes inteiras ndo negativas de

que sédo as (

xX+y+z=7

Basta calcular o nimero de sequéncias binarias com comprimento 9 (nove) com sete

digitos iguais a um e dois digitos iguais a zero: por exemplo,

110111101 indicaquex =2, y=4ez=1

111001111 indicaquex =3, v=0ez=4

e 0 numero de tais sequéncias € igual a (3) = (3) tendo em vista que dos nove digitos ha de

se fazer a escolha da posicdo dos dois digitos iguais a zero. Portanto, o nimero de solugdes

inteiras ndo negativas de
x+y=n x,ye€Z x=0 y=0

n+1

1 ); 0 nimero de solugdes inteiras ndo negativas de

éigual a (
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x+y+z=n x,y,z€Z x=20 y=02z=0

n+2

5 ); 0 numero de solugdes inteiras ndo negativas de

éigual a (
w+x+y+z=n W, X,y,Z€Z w=>0 x=20 y=>02z=>0

n+3

3 ) Lembrando que o nimero de solugdes inteiras ndo negativas x = n € igual

é igual a (
a(n+0

0 ) = 1 e que a série geométrica

[0e]

1
== Zt”=1+t+t2+---tn+---

n=20

indica que o coeficiente um de t™ é o numero de solugdes inteiras ndo negativas de x = n

entao

(0]

1
m=zo:(n-{1)tn

e (n + 1), coeficiente de t™, € o nimero de solu¢des inteiras ndo negativas de

1
x+y=n

e entdo como

(0]

1
(1_—t)3=zo:(n-£2)tn

(n + 2), coeficiente de t™, € o nimero de solugdes inteiras ndo negativasde x + y+z =n

2

n+9

Em vista do exposto, ( 9

) coeficiente de tem

o

1
(1—t)10=2(n;9)tn
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€ 0 nimero de solugdes inteiras ndo negativas de x, + x; + x, + -+ + X9 = n que € igual ao
namero de funcBes crescentes (decrescentes) f:D(f) = {1,2,...,n} = {0,1,2,...,9} e que é
igual a0 numero de sequéncias crescentes (decrescentes) com comprimento n em que

ocorrem os algarismos decimais 0, 1, ..., 9.
Exemplo 8.

O numero de senhas bancarias, crescentes ou decrescentes, com 7 (sete) digitos em
que ocorrem n algarismos decimais 0, 1, ..., 9 € igual ao numero de solugdes inteiras ndo

negativas de
x0+x1+x2+"-+x9 :7

que é igual a (7 ; 9)
Exemplo 9.

O numero de cartBes nacionais de saude crescentes ou decrescentes com 15 digitos em
gue ocorrem 0s algarismos decimais 0, 1, ..., 9 € igual ao nimero de solucdes inteiras ndo

negativas de
x0+x1+x2 +"‘+X9 = 15

15 + 9)_

que é igual a ( 9

Existe uma correspondéncia biunivoca canbnica entre o conjunto das solucdes inteiras

ndo negativas de
x+y+z=10 x=2 y=3 z=>1 x,V,Z€Z
e 0 conjunto de solugdes inteiras ndo negativas de
x+y+z=10-2-3-1=4 x>0 y=>0 z>0 «xyz€Z

Portanto a cardinalidade dos dois conjuntos € igual ao nimero binomial

9= ()=1s
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A generalizacdo deste fato € a existéncia de uma correspondéncia biunivoca entre o

conjunto das solugdes inteiras ndo negativas de
Xp+Xp+ X =n

X1 = NXy 2= Ny oo = NpXq, Xp, o, Xpp EZ

X1+x,++x,=n—ny—n,..—n,
Logo, a cardinalidade dos dois conjuntos € igual ao nimero binomial

(n—nl—ni:—lnr+r—1)_

5.3 PERMUTACOES CAOTICAS

Considere a situacao:
Exemplo 10.

Um concurso de danca composto por seis casais tem o improviso como um dos
critérios a serem avaliados. Para evitar ensaios, ficou estabelecido que ndo serd permitida a
formagéo de duplas de dancarinos que sejam marido e esposa. De quantas maneiras pode-se

organizar esse concurso?
O problema pode ser solucionado mediante a contagem das Permutacfes Cadticas.

Definicdo: Uma permutacdo de a,, a,, ..., a,, € chamada de cadtica ou de desarranjo,

guando nenhum dos a; se encontra na posicao original, isto é, na i-ésima posicéo.
Considere D,, 0 numero permutacdes cadticas das n letras a, b, ¢, d, ...
Sen =1, temos que D, = 0, pois a ndo pode ocupar sua posicao.
Se n = 2, temos que D, = 1, pois ha uma Unica forma de desarranjo: ba.
Paran = 3, temos D; = 2: cab; bca.

Continuando com o0s casos particulares encontramos D, =9 e Dg = 44, mas é

evidente a necessidade de deducdo matematica para uma lei de formacéo de D,,.
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Seja a, b, c,d, ... a formacdo inicial das n letras. Vamos organiza-las de modo que
nenhuma ocupe sua posicdo original, dessa forma para a primeira posicdo ha n — 1 maneiras
de ocupa-la, pois a letra a ndo figura. Suponhamos que b ocupou a primeira posi¢do, dessa
forma D,, € o produto do nimero de varia¢fes das demais letras por n — 1. Se b é a primeira

letra, entdo podemos dividir em dois casos:

e 1°caso: A segunda letra é o a. Entdo temos que organizar as n — 2 letras que
restam de modo que nenhuma ocupe sua posicdo original, portanto ha D,,_,
modos de organiza-las.

e 2°caso: A segunda letra ndo € o a. Entdo temos que organizar n — 1 letras a

direita de b e isso pode ser feito em D,,_; modos.

Como os casos sdo disjuntos, temos que, com b na primeira posi¢cdo, podemos
permutar as demais letras de D,,_; + D,,_,modos, mas como ha n — 1 formas de ocupar a

primeira posicdo, temos que:
Dp = (n—1)(Dp-1 + Dn—)
Fazendo n = 3, temos:
Dy = 2(D, + D;) = D3 = 2D, + 2D,
Reescrevendo a expressao, obtemos:
D; = (=D, 4+ 3D,) + 2D, = D; — 3D, = —(D, — 2D,)

De forma andloga paran = 4 e n = 5 temos, respectivamente:

D, — 4D; = —(D3 — 3D,)

Ds — 5D, = —(D, — 4D5)

Logo paran > 3 tém-se:
D, —4D; = —(D5 — 3D,)

D5 - 5D4 = _(D4 - 4‘D3)
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Dy —nDp_y = —(Dpy —(n—1)Dy_3)
Se multiplicarmos todas as n — 2 igualdades, teremos:
(D3 —3D3)(Dy — 4D3) ... (D, —nDy_1)
= (=" ?(D; — 2D,)(D3 — 3D;) ... (Dp—y — (n = 1)Dy,_,)
= D, —nD,_; = (=1)""%(D, — 2D;)
Como (—1)""2 = (—1)", para qualquer n inteiro e D, — 2D, = 1 entdo,
D,—nD,_,=(-1)"= D, =nD,_; + (—1", vn >3
Decorre da igualdade que:
D;=3D, —1
D,=4D;+1=4(3D,—1)+1=43D,—44+1=43—-4+1

D:=5D,—-1=5(43-4+1)—-1=543—-54+5—-1

Observe que:

21 3! 4! 5l

5. st st 1 1.1 1
5'4'3"5'4+5_1‘Z_§+E_§‘5'( )

- 1 1 1 1
ou seja, DS:S!(5_§+Z_§)

Provemos por inducédo que

o111 1
Dn—n.<z—§+a—a+“'+(—1) E), n=2

De fato, paran = 2, tem-se:

— 721 1 —
D2—2.(5>—1

Suponhamos, por hipotese de inducédo, que seja valido paran — 1, isto é:
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D = -1 l(i_l+i_i+...+ -1 n-1 )
A e TR TR TRy Sy

Multiplicando ambos os membros da igualdade por n, fica:

. | 1 1 1 1 -
nDn—l—Tl(n—1).(z—§+a—§+...+(_1) (n_l)!>
Como
D, =nD,_, + (-D"*=>nD,_, =D, — (—1)"
logo,
D —(—1)"—n(n—1) ———+i_i+...+(_1)n—1
" - 217317 4 5 =D
isto &,
_ | 1 1 1 1 - 1 .
Dy == 1 5=+ g g+ D ) + D)
(111 1 1
Como D; = 0 podemos ajustar escrevendo:

Voltemos ao exemplo

Se considerarmos 0s homens como sendo as posi¢oes (1,2,...n) e as mulheres as
letras (a, b, c, ...), entdo a formagéo

(123456)
acbedf

ndo e permitida, pois a mulher (a) esta com seu marido (1) e o0 homem (6) estd com sua

esposa (f). Dessa forma, a solugéo para o problema é:

1 1 1 1 1 1 1
D6=6!(———+———+———+

ol 11 21 3T 4 T E>=265maneiras
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5.4 NUMEROS DE FUNC}OES COM RESTRIC}()ES
O célculo do numero de fungbes f:D(f) = {1,2,3,4} - {1,2,3,4,5,6,7,8,9} com
R(f) < {1,2,3,4,5,6,7,8,9} sujeitas as restricdes

fO#f2) fO#fE f@#fB) fB)#f#)

1 2
4 3

é a soma do numero de fungdes f sujeitas as condi¢Ges acima em que f(2) = f(4), que é

igual a
9-8-8
com o numero de fungbes f sujeitas as condi¢des acima em que f(2) # f(4) que é igual a
9:-8-7-7

No caso de R(f) estar contido em um conjunto com n elementos, o numero de
funcbes f sujeitas as restricdes dadas é igual a n(n—1)?+n(n—1)(n—2)% que é

denominado polinémio cromético para o problema em questéo.

Um raciocinio analogo permite justificar o método fundamental de reducdo do

polinémio cromético associado a problemas de contagem de func@es f sujeitas a restricbes
fO#f@2) fAO#f@ fQ#fB) fB#f4)
emque f:D(f) = {1,2,3,4} - {1,2,...,n}, isto &, R(f) c {1,2, ...,n}.

O numero de funcbes f tais que D(f) = {1,2,3,4} e R(f) c {1,2, ...,n} sujeitas as
condicdes

fO#fE) fO#f2) fB=#f4)



1 2
4 3

¢ a soma das possiveis fungdes f em que

fAO=#f@ fO=#f2) Q=A@ fQ2)=/f(3)

com o numero das fungbes f em que

fAO=f@ fO=#f2) fR#fA fQ2)#f(3)

0 que justifica que o polinémio cromético do grafo

[ ]

é a soma do polindmio cromético ao grafo

[ ]

com o polindmio cromatico associado ao grafo

isto é,

1.0 v
V ¥

[
[ ]

ou

48
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Exemplo 11.

(OBMEP-2013) Paulo tem tintas de quatro cores diferentes. De quantas maneiras ele
pode pintar as regides da bandeira da figura, cada uma com uma Unica cor, de modo que cada

cor apareca pelo menos uma vez e que regifes adjacentes sejam pintadas com cores
diferentes?

A) 336
B) 420
C) 576
D) 864
E) 972

Solucao:

Um grafo correspondente a formacdo da bandeira pode ser representado a seguir. Os
veértices, numerados de 1 a 6, representam as regides da bandeira e as arestas ligam as regides

gue ndo podem possuir mesma cor.

[F

O objetivo é obter uma formacdo mais simples, ou seja, a decomposi¢do do grafo
original.

Se removermos a aresta (13), temos a seguinte decomposicéo:

2 (13)

removendo agora a aresta (46), obtemos uma decomposic¢do completa do grafo.
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1 1
2 . = . - 1 (13) =
4 4 4
& 6 [
5 5 5
1 1 [~
_ s . _ 2 . _ £ (13 = am
4 46 4 - (46) =
&
6
5 3
1
2
— 3 -
- 4
[
5

5

3
1
N\ 0 4 T LWHE}
[
5

5
5

O polindmio que fornece o nimero de maneiras de colorir a bandeira com n cores

pode ser obtido por:

n
. " n-7 " " n-i
n - _ _
?S/ ﬁ n-T1 ’ w”-r
- ._"ﬂ’ —
w1 n-1 n ‘
W7 n-1 "ot wog o1 n-1

ouseja, p(n) =nn—1)°-2n(n—-1*+nn - 1)3.

Com n =4, temos p(4) = 432, contudo devemos descartar as formas de pintar a
bandeira com trés cores, j& que uma das condicdes iniciais € que devem ser utilizadas todas as
cores. Assim, se considerarmos as cores (ABCD) podem ocorrer 0s casos em que ndo séo

utilizadas as cores A, B, C, ou D. Dessa forma, a solugéo para o problema sera:
p(4) —4- p(3) =432 —4-24 =336

Alternativa A.
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Exemplo 12.

£iD(f) ={1,2,..,9} - R(f) = {a, b, c,d, e}
supondo que
fQ) # f(5)
fQ@)# f(7)
fGB) # f(7)
f(7) #f(9)
Um grafo representante para essas condigdes pode ser:
o2
«3 5
o4

«6
.8 -

removendo a aresta (57), obtemos a decomposic¢éo

>
g

Dessa forma, o polinbmio cromatico, pode ser obtido por:
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pm)=n>n-m—-1)3-n-(n—-1)2%2=n°-(n—1?-(n-2)
Quandon =5, p(5) = 5°-42-3 = 750000.

A sequéncia representada pelo diagrama,

(123456789)
baabcedbc

é uma das 750000 sequéncias que satisfazem as condicGes.

5.5 NUMERO MULTINOMIAL

O numero de particdes do conjunto X = {1,2,3,...,n} da forma (X, X5,

que
X1l =ny, |1 X3l =10y, o, | Xy =05 n=ny + 0y + -+ 1,
é dado por
n n!
(n1n2 nr) T nng!onl
A expansdo multinominal de
x+y+2)"
é dada por
n
x+y+2)" = Z (nlnzng) xMym2z"s3

n=n;+np+ns

Para compreender, retornaremos ao bindmio do exemplo 4 no capitulo 3.

.., X,) em



em

(a +c)* = 1a* + 4a3c + 6a%c? + 4ac® + 1c*

Termo

Coeficiente igual ao nimero

de anagramas da parte

NUmero multinominal

literal
4 _
la* = laaaa 1 (i) —1
4a3c = 4aaac 4 ( 4 ) At
31/ 3111
6a?c? = 6aacc 6 ( 4 ) At
22/ 212!
4ac® = 4accc 4 ( 4 ) oA
13/ 1131
4 _
1c* = 1cccc 1 (i) —1
Dessa forma, podemos expandir
(x+y+2z)3
Termo Coeficiente igual ao nimero | Numero multinominal
de anagramas da parte
literal
(5)=1
1x3 = 1xxx 1
(3)-1
1y = 1yyy 1
(3)-1
123 = 1zzz 1
3x2%y = 3xxy 3

31
(231) a3




54

(%)==

)=z~
3x%z = 3xxz 3 21 21!

(%)==
3xz% = 3xzz 3 12 12!

()50~

()73~
3y22 — 3yZZ 3 12 1'2'

( 3 )= 3! -6
6xyz 6 111 111

(x+y+2)3=x3+3xy%+ 6xyz + 3xz> + y3 + 3yx? + 3yz? + z3 + 3zx% + 3zy?

5.6 NUMEROS DE STIRLING DE PRIMEIRA ESPECIE

Antes de iniciarmos com os nimeros de Stirling de primeira espécie, faz-se necessaria

uma breve apresentacéo do conceito sobre ciclos em uma permutagé&o.
Exemplo 13.

Considere o conjunto X = {1, 2, 3,4}, temos que |S,| = 4! = 24, das quais a formacao
1243 trata-se de uma das permutacdes, em que o algarismo 1 esta no lugar do proprio 1; o0 2
estd no lugar do proprio 2; 0 4 esta no lugar do 3; e 0 3 esta no lugar do 4. Esse exemplo
também pode ser representado pelo diagrama

=2 43

ou ainda, por
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1-1 1-1
2 - 2 equivalentea 2 —» 2
354 3-54-53
4-3
que em notagéo de ciclos representamos por
(D(2)(34)

Nesse exemplo, temos 3 ciclos.
Considere o seguinte problema:

De quantas maneiras quatro pessoas podem ocupar duas mesas sem que nenhuma

fique vazia? E se forem trés mesas?

Esse problema pode ser resolvido contando o nimero de 2 — ciclos e 3 — ciclos
presentes no conjunto X = {a,b,c,d}, em que os elementos do conjunto representam as

pessoas da situacdo. A distribuicdo pode ser organizada da seguinte maneira:

e Paraduas mesas, ou seja, 2 — ciclos

(a)(bcd) | Pessoa a senta-se sozinha. Pessoas b, ¢ e d sentam-se juntas.

(a)(bdc) | Pessoa a senta-se sozinha. Pessoas b, d e ¢ sentam-se juntas.

(b)(acd) | Pessoa b senta-se sozinha. Pessoas a, c¢ e d sentam-se juntas.

(b)(adc) | Pessoa b senta-se sozinha. Pessoas a, d e ¢ sentam-se juntas.

(c)(bad) | Pessoa c senta-se sozinha. Pessoas b, a e d sentam-se juntas.

(c)(bda) | Pessoa c senta-se sozinha. Pessoas b, d e a sentam-se juntas.

(d)(abc) | Pessoa d senta-se sozinha. Pessoas a, b e ¢ sentam-se juntas.

(d)(acb) | Pessoa d senta-se sozinha. Pessoas a, ¢ e b sentam-se juntas.

(ab)(cd) | Pessoas a e b sentam-se numa mesa, ¢ e dem outra.

(ac)(bd) | Pessoas a e c sentam-se numa mesa, b e d em outra.

(ad)(bc) | Pessoas a e d sentam-se numa mesa, b € c em outra.
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Nesse caso, para | X| = 4, ha 11 maneiras de ocupar as duas mesas.

e Para trés mesas, ou seja, 3 — ciclos

(a)(b)(cd) | Pessoas a e b sentam-se sozinhas, pessoas c e d sentam-se juntas.

(a)(c)(bd) | Pessoas a e ¢ sentam-se sozinhas, pessoas b e d sentam-se juntas.

(a)(d)(bc) | Pessoas a e d sentam-se sozinhas, pessoas b e ¢ sentam-se juntas.

(b)(c)(ad) | Pessoas b e ¢ sentam-se sozinhas, pessoas a e d sentam-se juntas.

(b)(d)(ac) | Pessoas b e d sentam-se sozinhas, pessoas a e ¢ sentam-se juntas.

(c)(d)(ab) | Pessoas c e d sentam-se sozinhas, pessoas a e b sentam-se juntas.

Desse modo, para |X| = 4, h4 6 maneiras de ocupar as trés mesas.
Agora podemos definir os nimeros de Stirling de primeira espécie.

Sejamn,k € N,comn > k > 1. A notacdo c(n, k) indica o nUmero de maneiras de se
arranjar n elementos em k — ciclos disjuntos ou, como no exemplo acima, 0 nimero de

maneira de organizar n pessoas em k mesas idénticas com pelo menos uma pessoa por mesa.

Os numeros de Stirling de primeira espécie respeitam a relagdo de recorréncia
n
ck) =[] =cn-1Lk-D+@m-1Dctn-1k

visto que ou o elemento n forma um ciclo e os demais 1,2, ...,n — 1 formam k — 1 ciclos o
que resulta em c(n — 1,k — 1) permutagdes de 1,2,...,n em k ciclos ou 0 elemento n néo
forma um ciclo e os demais 1, 2, ...,n — 1 formam k ciclos que resulta em c(n — 1, k) ciclos
e em cada um destes c(n — 1, k) ciclos o elemento n € adicionada em seguida a cada um, o

que pode ser feito em n — 1 modos.

Com a relacdo de recorréncia é possivel construir a tabela com os numeros de Stirling

de primeira espécie.



c(n,0) | c(n,1) |c(n,2) | c(n,3) | c(n,4) | c(n,5) | c(n,6) | c(n,7) | c(n,8)
0 1
1 0 1
2 0 1 1
3 0 2 3 1
4 0 6 11 6 1
5 0 24 50 35 10 1
6 0 120 274 225 85 15 1
7 0 720 1764 | 1624 735 175 21 1
8 0 5040 | 13068 | 13132 | 6769 | 1960 322 28 1
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Note que é possivel completar a linha n = 9 utilizando-se dos valores presentes na

linhan = 8.

Pelo esquema a seguir, podemos compreender como isso se torna possivel.

3x3+2=11

n cn,0) c(n,1) c(n,2) c(n,3) c(n,4) c(n,5)

5.7 NUMEROS DE STIRLING DE SEGUNDA ESPECIE

O ndmero de particBes disjuntas e ndo vazias de {1,2,...,n}é dado pelo nimero de

Stirling de segunda espécie S(n, k). Esses nimeros satisfazem a formula de recorréncia:

Smk)=S(n—-1,k—1)+kS(n—1,k),Yyn>0,Vk<n
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Considere um n-conjunto X, e um elemento x € X, e a existéncia de k particdes de X.

Se separarmos em dois casos; 0 caso em que x esta sozinho em um subconjunto, entdo temos

que os outros n — 1 elementos devem ser distribuidos nos outros k — 1 subconjuntos,

consequentemente existird s(n — 1, k — 1) parti¢des em que x permanece sozinho. Por outro

lado, fazer k particGes em que x ndo fica sozinho é o mesmo que fazer k parti¢cGes de X /x, ou

seja, de s(n — 1, k) maneiras, e escolher em qual dos k subconjuntos fica x. Dai entdo:

S(n, k) ={Z}=S(n—1,k—1)+kS(n—1,k),Vn> OvVk<n

Tabela de valores com os nimeros de Stirling de segunda espécie.

S(n,0)|S(n,1)| S(n,2)| S(n,3)| S(n,4)| S(n,5)| S(n,6) | S(n,7)| S(n,8)
0 1
1 0 1
2 0 1 1
3 0 1 3 1
4 0 1 7 6 1
5 0 1 15 25 10 1
6 0 1 31 90 65 15 1
7 0 1 63 301 350 140 21 1
8 0 1 127 966 1701 | 1050 | 266 28 1

Note que para completar a linha n = 9 é simples, pois ja avaliamos a linhan = 8, veja

0 esquema a seguir.
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s(n,0)s(n,1) s(n,2) s( s(n,4) s(n,5)

1
3

Z
15

0 T - TS T SO o Tl

1
0
0
0
0
0

[ T T =t

1
(6) 1
10 1

|5x3+?—25|

Exemplo 14.
Quantas parti¢cdes hd no conjunto A = {1,2,3,4,5}?
Solucao:
Basta somar a linhak =5
1+ 15+ 25+ 10+ 1 = 52 particdes

O ndmero de todas as particdes de {1, 2, ..., n} em subconjuntos ndo vazios é dado pelo

ndmero de Bell.

B(n) = Z S(n, k)
0

Relacdo de recorréncia

n

B(n+1) = Z (7)3(]‘)

0

pois assumindo que o elemento n + 1 estd em um subconjunto da particdo com n —k + 1
. n n .
elementos, existem (n _ k) = (k) modos de escolher os elementos do mesmo subconjunto

que contém n+ 1 e existem B(j) maneiras de particionar o conjunto marcado pelos k

elementos restantes de {1, 2, ...,n + 1}.
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Os numeros de Bell podem ser obtidos facilmente, a partir do tridngulo de Bell.

Observe 0 esquema a seguir.

52 67

15

37

114

52

151

203

Para obter os nimeros de Bell, basta tomar o Ultimo nimero de cada linha. Considere

B(0)=B(1) =1

1,1,2,5,15,52,203,877, ...

que pode ser organizado na tabela

n 0 1 2 3 4 5 6 7 8
NUmero

de 1 1 2 5 15 52 203 877 | 4140
particGes

5.8 OS LEMAS DE KAPLANSKY

O primeiro lema de Kaplansky pode ser entendido como um método para contagem de

p-subconjuntos, isto &, um subconjunto com p elementos de {1,2,3,...,n} sem que haja

ndmeros consecutivos.

Exemplo 15.

De quantos modos podemos formar um subconjunto com 4 elementos do conjunto

{1,2,3,4,5,6,7,8,9} sem que haja elementos consecutivos?
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Ao formar um subconjunto marcamos com 0 (zero) o elemento que nédo fara parte do

subconjunto e com 1 (um) para o que faré parte, respeitando sua respectiva posicao.

Veja alguns exemplos:

Subconjunto Notacdo binéria representativa
{1,4,6,9} 100101001
(2,4,7,9} 010100101
{1,3,5,8} 101010010
{1,2,5,8} 110010010

Dos exemplos anteriores, apenas o Ultimo ndo satisfaz as condi¢des do problema, pois
nesse os elementos 1 e 2 aparecem no mesmo subconjunto. Dessa forma, queremos encontrar

locais para inserir o0 algarismo 1 entre os zeros.

Observe que podemos inserir o algarismo 1 em seis locais diferentes. Sendo assim, a
solucdo do problema é escolher 4 dos 6 lugares para a ocupacdo do algarismo 1, ou seja,

(Z) =4,(66i4)'= 15maneiras para formar 4-subconjuntos de {1,2,3,4,5,6,7,8,9} sem

elementos consecutivos.

0O O 0 O 0

No caso geral, temos p algarismos 1(um) e n — p algarismos O (zero). Temos um
. - 1 .
modo de colocar os algarismo O (zero) e (n 5+ ) de colocarmos o algarismo 1. Sendo

assim, o numero de p-subconjuntos de {1,2,3, ...,n} sem que haja elementos consecutivos é
dado pela formula:

fop =(""0TT)

Suponha agora que o0s elementos do conjunto {1,2,3, ...,n} tenham sido colocados em
circulo. Dessa forma, os algarismos 1 e n sdo consecutivos e ndo devem aparecer em um
mesmo subconjunto. De quantos modos podemos formar p-subconjuntos de {1,2,3, ...,n} no

qual ndo tenha elementos consecutivos?
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n-1

O total de subconjuntos serd a soma entre os subconjuntos em que o elemento 1 figura

e 0s subconjuntos em que o elemento 1 ndo figura.

1° caso: (Elemento 1 figura) para forma-los devemos escolher p — 1 elementos de

{3,4,5,...,n — 1}, pois se 1 figura, 2 e 0 n ndo podem figurar.

f(n—3,p—1)=(n_3_p(811)+1)=<n5311>

2° caso: (Elemento 1 nao figura) para forma-los escolhemos p elementos (ndo

consecutivos) de {2,3,...,n}, que podem ser obtidos por f(n —1,p) = <n -1 ; p+ 1) _
(5"

p ) modos. Portanto, a solucéo é dada por:

fomap=eso = (0T (1)

. (n—-p-1)! 4 (n —p)!
S (@-D!'(n—-2p)! p!'(n—2p)!

_(n=p—-Dlp+ (n—p)!
B p!(n—2p)!

p+(n—-p) (—p-1)!

=(n_p_l)!)o!(n—Zp)!_np!(‘n—Zp)!
~n (n-p)! n (n—p)
T n—pp!'(n—=2p)! n—-p\ P

Assim temos o segundo lema de Kaplansky, em que o nimero de p-subconjuntos de
{1,2,3,...,n} nos quais ndo h& numeros consecutivos e, considerando 1 e n como

consecutivos iguais a
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9(n,p) =nfp(n;p)

5.9 APLICACOES PARA A SEQUENCIA DE FIBONACCI

O ndmero de subconjuntos vazios e ndo vazios de {1,2,3, ...,n} contendo elementos
ndo consecutivos € dado por F,,, em que F,,, caracteriza um numero da sequéncia de

Fibonacci, asaber, F;, =1, F, =1, F3=2, F, =3, Fs=5F, =F,_, + F,_,.

Exemplo 16.

O numero de subconjuntos vazios e ndo vazios com elementos ndo consecutivos de
{1,2,3,4} é F,,, = Fg; = 8. Sendo eles

o; {1} {2} {3} {4} {1,3} {14} {24}
Prova por indugéo.
Hipotese de inducéo:

Para j=1,2,..,n 0 ndmero de subconjuntos S c {1,2,...,j} sem elementos

consecutivos é Fj,,.

Tese de inducao:

Sc{1,2,..,n,n+ 1}, S ndo contém elementos consecutivos.
Casol:n+1¢S
S c{1,2,...,n} e 0 nUmero de subconjuntos é F,,,,
Caso2:n+1€eS=ngsS
S\{n+1}c{1,2,..,n— 1} nimero de subconjuntos F,,_;,, = Fp41

Total Fppq + Fryo = Fpys = Font1)+2



64

Exemplo 17.

Supondo que uma pessoa, ao subir uma escada, consiga, no maximo, pular um degrau

por vez. Dessa forma de quantas maneiras pode-se subir uma escada com n degraus?

e Paran = 1, uma maneira de se elevar do piso « para 0 piso f3.

Piso B

Piso w

e Paran = 2, hd 2 formas.

oY v

Piso b Piso p

Piso o Piso w

e Paran = 3, ha 3 formas.
& @ Piso B @ Piso B @ Piso B

Piso o Piso o Piso a

e Paran = 4, ha 5 formas.
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O [Piso p § [Piso p Piso B

Piso o Piso o

Seja f,, 0 nimero de maneiras de subir a escada. Observamos que f; = 1,f, =2, f; =

3, fa = 5, que sdo respectivamente iguais aos numeros de Fibonacci F,, F5, F,, Fs.

Provemos que a sequéncia f,, estd definida sobre a mesma recorréncia que 0s nUmeros

de Fibonacci. Dividindo o problema em dois casos, temos,

Primeiro caso: O primeiro degrau é usado, entdo restam n — 1 degraus, logo, por

definicdo existem f,,_; formas de usa-los.

Segundo caso: A subida parte do segundo degrau, entdo restam n — 2 degraus, logo,

por defini¢do existem f,,_, formas de usa-los.

Por ndo haver outra maneira de iniciar a subida temos que f,, = fn—1 + fn_2, OU Seja, a
sequéncia respeita a recorréncia de Fibonacci. Porém, comof,, # F,, é necessario antecipar

um elemento da sequéncia de Fibonacci para termos a identidade. Assim:

fa = Faiq
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6 CONSIDERACOES FINAIS

Concluimos, por meio das abordagens expostas, que o tema Anélise Combinatoria ndo
se limita apenas ao estudo de arranjos, permutaces e combinagdes. Cabe aos professores e
alunos explorarem o tema ampliando o conhecimento, adquirindo novas técnicas e
procedimentos para que, dessa forma, seja possivel proporcionar solucbes a uma maior

variedade de contextos ou problemas.

Cabe ainda recomendar a existéncia de outros nimeros e procedimentos que podem
virar tema de estudo a professores e alunos, como por exemplo, 0os nimeros de Lucas, 0S
nameros Harmonicos, o Principio das Gavetas de Dirichlet também conhecido como Principio

da Casa dos Pombos.
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