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Abstract

To enable a context of demystification of the Fundamental Theorem of Algebra, we elaborated
this thesis through bibliographic researches, which introduce the cited theorem in the historical
path of the mathematical development, specially in the resolution of polynomial equations. We
worked in a thorough investigation of definitions, theorems, lemmas, propositions and properties of
the complex numbers. In this context, we conducted a study about continuity and infinite limits,
formally presenting the most important steps in the demonstration of the Fundamental Theorem
of Algebra, using only elements of elementary mathematics. Finally, we present results about the
above theorem and a brief overview of how this theme is developed in high school. In this work,
our objective was to contribute to make the theorem and its proof more present and take their
role of importance in teaching, without afflicting those who need their understanding or who are
involved in its transmission.

Keywords: Fundamental Theorem of Algebra, historical background, complex numbers, con-
tinuity, infinite limits, demonstration.

Resumo

Para viabilizar um contexto de desmistificacdo do Teorema Fundamental da Algebra elabora-
mos esta dissertacao por meio de pesquisas bibliograficas, que apresentam o referido teorema inse-
rido no percurso historico do desenvolvimento matematico, em especial, na resolugao de equagoes
polinomiais. Remetemo-nos, entdo, a uma investigacao e comprovacao minuciosa das definigoes,
teoremas, lemas, proposicoes e propriedades sobre os nimeros complexos. Neste quadro, cami-
nhamos para uma abordagem sobre continuidade e limites infinitos, destacando formalmente os
itens essenciais para a demonstracio do Teorema Fundamental da Algebra, utilizando basicamente
elementos de matematica elementar. Por fim, apresentamos resultados provenientes do teorema
supracitado e uma breve perspectiva de como este tema é desenvolvido no ensino médio. Enfim,
visamos colaborar para que o enunciado do teorema e sua demonstracao sejam mais presentes
e assumam seu papel de importancia no ensino, sem afligir aqueles que dele necessitem de sua
compreensao ou que estejam envolvidos em sua transmissao.

Palavras-chave: Teorema Fundamental da Algebra, percurso historico, niimeros complexos,
continuidade, limites infinitos, demonstracao.
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Introducao

A Matematica é uma ciéncia que estd em constante evolugao. Sua aplicabilidade vai além das
exigéncias educacionais, sendo esta disciplina de grande relevancia para o mundo que nos cerca.

“A Matematica é componente importante na construcao da cidadania, na medida em que a
sociedade se utiliza, cada vez mais, de conhecimentos cientificos e recursos tecnologicos, dos quais
os cidadaos devem se apropriar” (ver [4]).

J4 a Algebra, considerada atualmente como um dos ramos da Matemética, do mesmo modo
possui esta importancia no contexto mundial, ja que é uma ferramenta para o desenvolvimento do
raciocinio, para a resolucao de problemas, para o incremento de abstracoes, entre outras habilida-
des tao importantes na modernidade.

Em um ndmero considerdvel de situacoes, o uso da Algebra torna-se imprescindivel, partindo
das mais simples como comparar pregos, trabalhar em construgoes, calcular descontos; até aquelas
consideradas por muitos desafiadoras, tais como elaborar um programa computacional, manipular
dados de uma empresa e até desenvolver novas tecnologias.

Tendo a visao das extensas dimensoes da relevancia da Matematica e consequentemente da
Algebra, nos restringiremos a um topico especifico deste ramo matemaético, afim de que possamos
atingir com eficdcia nosso objetivo.

Esta vertente que sera desenvolvida trata-se do Teorema Fundamental da Algebra, que pode
ser grosseiramente proferido da seguinte forma: Toda funcao polinomial complexa nao nula de
grau n maior do que ou igual a 1, possui pelo menos uma raiz complexa.

Este teorema nao pode ser aplicado aos outros conjuntos numéricos. Podemos citar como
exemplo a funcio polinomial p(z) = 22 + 1 que nao possui raiz dentro do conjunto dos ntimeros
reais. Outra caracteristica importante é que este teorema s6 abrange as func¢des polinomiais em
seu enunciado. Assim nao podemos aplicd-lo, por exemplo, a fungao exponencial p(z) = a*, a > 1,
que nao apresenta raiz em qualquer que seja o conjunto numeérico.

No periodo de formagao no ensino médio, graduacao e especializagdao ao qual tivemos acesso, o
tépico Teorema Fundamental da Algebra foi sempre relegado ao segundo plano. Os responsaveis
por apresenta-lo o enunciavam, mas afirmavam que a demonstracao era complexa, criando um
misticismo sobre ele.



Outro ponto que consideramos essencial é que apesar de ser um topico indispensavel no ensino
médio, um nimero consideravel de professores nao tiveram contato com a sua demonstracao.

Sendo assim, optamos por elaborar nossa dissertacao de mestrado profissional em Matematica
sob 0 objetivo geral de contribuir para a desmistificacdo do Teorema Fundamental da Algebra.

Determinamos como objetivo especifico fornecer ferramentas para que o corpo discente e do-
cente, guardadas suas devidas proporcoes, se interessem, compreendam e transmitam o Teorema
Fundamental da Algebra de modo mais amplo e formal.

Consideramos por desmistificar a retirada da “aura de divindade”, do carater enigmatico e
inexplicavel que é atribuido a este importante teorema por uma parcela dos docentes.

Desta forma, exibimos um enredo histérico, pré-requisitos e uma demonstragao relativamente
simples do resultado em questao, a fim de atingir professores do ensino médio, alunos de licencia-
tura e até alunos de ensino médio, conforme seu nivel de aprendizagem.

Esta dissertacdo ampara-se em uma andlise factual, apresentando os fatos que favoreceram
a demonstracdo do Teorema Fundamental da Algebra, além de compreender uma abordagem
conceitual, com a apresentacao de varias defini¢des, lemas, teoremas, propriedades e finalmente
realizamos varias demonstragoes.

Historicamente o Teorema Fundamental da Algebra tornou-se necesséario, mesmo que de modo
implicito, assim que a resolucao de equagodes polinomiais se tornou essencial.

O caminho trilhado até sua enunciacdo e demonstracao perfeita se esbarra na aceitacao, com-
preensao e formalizacao da Teoria dos Numeros Complexos.

Ao enunciar o Teorema Fundamental da Algebra muitas bibliografias enaltecem como seu arti-
culador o famoso matematico alemao Carl Friedrich Gauss (1777-1855), por publicar em sua tese
de doutorado de 1799 a primeira demonstracao plausivel para a comunidade matematica.

Entretanto, muitos o antecederam e, provavelmente, abriram possibilidades matematicas para
que seu trabalho fosse concluido.

Com a formalizacao do Teorema Fundamental da Algebra varios resultados recorrentes pude-
ram ser comprovados, alguns deles utilizados até mesmo no ensino médio.

Atualmente, ele é muito relevante no meio matematico, uma vez que é essencial para o estudo
de muitos tépicos da Mateméatica Avancada. A fim de progredirmos quanto ao nosso objetivo,
apresentamos esta dissertacao de mestrado elencada em capitulos, conforme proposto a seguir.



No Capitulo 1 damos uma perspectiva do “Teorema Fundamental da Algebra no contexto ge-
ral da Matematica”, argumentando sobre a importancia da Matematica, da Algebra, do Teorema
Fundamental da Algebra e encerramos com uma breve andlise sobre a presenca deste teorema no
ensino médio.

Em seguida, no Capitulo 2, abordamos o “contexto histérico” com énfase no caminho trilhado
para o desenvolvimento dos Numeros Complexos e do Teorema Fundamental da Algebra.

Em continuidade, explanamos, no Capitulo 3, o “conjunto dos Numeros Complexos” onde
apresentamos as propriedades, teoremas e operagoes basicas destes niimeros, com a finalidade de
garantir a compreensao e manipulacao destes, para o desenvolvimento da pesquisa.

Estudamos “continuidade e limites infinitos”, no Capitulo 4, uma vez que estes sdo ferramentas
essenciais para a demonstracao do Teorema Fundamental da Algebra.

No Capitulo 5 desenvolvemos a “demonstracdo do Teorema Fundamental da Algebra” que
se inicia salientando a importancia das demonstragoes no ensino, abrange um balanco das de-
monstragoes fornecidas para este teorema e resultados preliminares, posteriormente apresenta-se,
cuidadosamente uma demonstracio do Teorema Fundamental da Algebra e encerra-se com as de-
corréncias deste resultado.

Expomos no Capitulo 6 “o Teorema Fundamental da Algebra nas Institui¢oes de Ensino”, tra-
tando o modo como este é apresentado no ensino médio, precedido de uma sucinta analise desta
presenca e concluimos com uma proposta de sequéncia didatica.

Concluimos com as nossas consideracoes finais, quando, argumentamos com maior seguranca
sobre o tema proposto, uma vez que ao longo desta pesquisa fomos adquirindo uma ampla baga-
gem de conceitos, técnicas, fatos e manipulagées proporcionadas pela investigagdo em literatura
correlata e pelos momentos de partilha com o orientador.



Capitulo 1

O TEOREMA FUNDAMENTAL DA ALGEBRA
NO CONTEXTO GERAL DA MATEMATICA

As referéncias principais para este capitulo sao Boyer [3] e Eves [9].

O ponto primordial dessa dissertacdo ¢ o Teorema Fundamental da Algebra, para o qual po-
deremos utilizar a abreviatura T.F.A. Esta sigla também é utilizada para expressar o Teorema
Fundamental da Aritmética, que afirma que Todo nimero inteiro maior que 1 pode se expressar
como produto de nimeros primos e, salvo quanto a ordem dos fatores, de uma sé maneira (ver
[9]). Entretanto, nesta obra, a abreviagdo T.F.A. sera utilizada exclusivamente para o Teorema
Fundamental da Algebra.

O Teorema Fundamental da Algebra diz que toda funcdo polinomial

p(z) = anz™ + ap_12" 7t -+ arx + ag,

na varialvel x, com a,,a,_1,...,a0 € C, n > 1 e a, # 0, possui pelo menos uma raiz em C.

De modo menos formal, o teorema garante que toda fungao polinomial complexa e nao cons-
tante, possui ao menos uma raiz complexa. O T.F.A. é um assunto pertencente & Algebra, que por
sua vez é um ramo da Matematica. Assim sendo, vamos ao longo deste capitulo expor uma visao do
macro para atingir com eficacia a percepcao do micro. Esta estrutura fard com que possamos, ao
fim deste trabalho, refletir sobre nossas praticas educacionais, nosso desenvolvimento profissional
e principalmente sobre o saber adquirido a respeito do tema para nossas interlocugoes futuras.

1.1 A Importancia da Matematica

A Matemaética é uma ciéncia que esta em constante evolugao, sua aplicabilidade vai além das
exigéncias educacionais, sendo de grande relevancia para o mundo que nos cerca. Entretanto, em
diversas situacoes a Matematica é qualificada de forma pejorativa como podemos identificar nas
palavras de Hermann Weyl quando este afirma que esta area do conhecimento possui:

A qualidade ndo humana de luz estelar, brilhante e nitida, porém fria. E também abstrata.
Trata-se de conceitos mentais embora alguns, como geométricos, possam ser visualizados.
Dadas ambas as recomendacoes de qualidade fria e cardter abstrato, muito poucos sao os
estudantes que se sentem atraidos por esta matéria de ensino (ver [16]).

O autor Vasconcelos ainda alega que:



Para muitos alunos fica da Matemética uma imagem de disciplina de insucesso, de inaces-
sibilidade, de disciplina S& para alguns. Para outros alunos (com sucesso na disciplina)
fica uma ideia de que a Matemédtica é um puro mecanismo, uma arquitetura perfeita a
qual nada havera de acrescentar (ver [28]).

Diante destas palavras nos sentimos incomodados e inconformados, uma vez que sendo pro-
fessores que lecionam Matematica, somos os principais protagonistas desta trama enraizada em
nossos estudantes, tendo muitas vezes em nossas maos a capacidade de alimenta-la ou modifica-la.
Nos Parametros Curriculares Nacionais (ver PCN da Matematica [4]) ela é tida como componente
importante na construcao da cidadania, na medida em que a sociedade se utiliza, cada vez mais, de
conhecimentos cientificos e recursos tecnologicos dos quais os cidaddos devem se apropriar. Assim,
percebemos que a Matemaéatica nao é e nao pode ser apresentada como uma parte do conhecimento
desligada do desenvolvimento da sociedade.

1.2 A Importancia da Algebra

A Matemaética é constituida por trés dreas principais: Geometria, Anslise e Algebra. A Algebra,
possui grande importancia no contexto mundial pois é ferramenta para o desenvolvimento do
raciocinio, para a resolucao de problemas, para o incremento de abstragoes, para a evolucao das
tecnologias, entre outras habilidades tao importantes na modernidade.

No desenvolvimento da Matemética adotaremos por Algebra a definicio dada por Fabiane
Mondini em sua dissertacao de mestrado:

Hoje dizemos que a Algebra é o campo da Matematica que estuda, além das estruturas da
Matematica, as relacoes existentes entre essas estruturas. Sua funcao para a Matematica
¢é a generalizacdo de conceitos por meio de simbolismo matemaético e das operacdes usuais
da aritmética (ver [22]).

Convém ainda citar o que afirma Joao Pedro da Ponte em uma de suas publicac¢oes:

Quais s@o os objectos fundamentais da Algebra? H4 300 anos a resposta seria certamente
Ezxpressoes e Fquagoes. Hoje em dia, essa resposta ja nao satisfaz, uma vez que no centro
da Algebra estdo relacdes matemdticas abstratas, que tanto podem ser expressas por
equagdes, inequagdes ou funcdes, como podem ser representadas por outras estruturas
definidas por operagodes ou relagdes em conjuntos (ver [25]).

Exporemos agora, ainda que de modo resumido, aspectos importantes da Histéria da Algebra
no ensino brasileiro.

Como ja sabemos, a introdugdao do ensino em terras brasileiras deve-se aos jesuitas. Inicial-
mente a Algebra foi deixada & parte, e sé atingiu os curriculos brasileiros por volta de 1772 com
as aulas régias, onde as disciplinas eram ensinadas separadamente, em lugares distintos e sem
estruturacao. Neste periodo eram ensinadas nesta ordem: Geometria, Trigonometria, Aritmética
e por fim Algebra. A Algebra introduzida em nosso pais acompanhou aquela ensinada nos paises
desenvolvidos da época (Estados Unidos, Franca, Inglaterra e Portugal) (ver [21]).
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Apenas em 1929 foi realizada uma modificacdo significativa no que concerne ao ensino da
Algebra. Nesta nova fase foi proposto um curriculo em que os quatro temas matematicos deveriam
ser ensinados em diversos momentos. Dois anos apds a introdugao do ensino destas quatro areas,
elas foram compiladas como ensino da Matematica, afim de haver interagao entre elas. Na década
de 60 foram elencados os temas que deveriam ser ensinados em todas as disciplinas. Este novo
método ¢ muito similar ao adotado nos dias de hoje (ver [21]).

1.3 A Importancia do Teorema Fundamental da Algebra

As referéncias para esta se¢ao sao Oliveira [23], Milies [20] e Ponte [25].

Assim como a Matematica é fundamental para a compreensao dos mecanismos de sobrevivéncia
da sociedade atual e a Algebra é essencial para se deslocar pelos caminhos da Matematica e
para seu aprimoramento, o Teorema Fundamental da Algebra é de extrema necessidade para
as manipulacdes matematicas com equagdes polinomiais e para o entendimento das estruturas
algébricas e suas propriedades.

O tema Teorema Fundamental da Algebra é desenvolvido dentro do tépico Polindmios e Equa-
¢oes Algébricas no Ensino Médio. Este topico possui um papel de suma importancia no processo
atual de desenvolvimento da Matematica.

Os conhecimentos relativos aos polinomios estao associados as mais variadas situagoes, como
a formacao de sons, pois todos os aparelhos sonoros possuem codigos para eliminar os ruidos que
nao fazem parte do conjunto sonoro; em ajustes de curvas para projetar situacoes que envolvem
crescimento e decrescimento de populagoes; no lancamento de projéteis; em fisica para representar
movimentos dos corpos; na economia para maximizagao de lucro; em quimica para determinar a
quantidade de compostos; em estatistica para determinar fluxo de caixas e em outras areas do
conhecimento.

Uma das ferramentas esséncias para equagoes e fungoes polinomiais é o T.F.A., pois com
ele temos a certeza que existe valor ou valores que anulam a equagdo ou a fungao polinomial.
Este muitas vezes é o objeto procurado para diversas circunstancias do cotidiano assim como nas
citadas anteriormente. Além da grande importancia ja destacada, observamos que teoremas de
temas avancados que sdo apresentados em cursos superiores, dependem do T.F.A..

1.4 A Presenca do Teorema Fundamental da Algebra no
Ensino Basico

Apbs compreendermos a importancia do T.F.A. e apresentarmos sinteticamente o percurso
historico da Algebra brasileira, vamos nos atentar a presenca deste teorema nos curriculos escolares
nacionais, em especial nas escolas da rede publica estadual, uma vez que este mestrado tem como
publico alvo, principalmente os professores da rede publica brasileira.

Partindo de referéncias estaduais, temos que o Teorema Fundamental da Algebra esté presente
no ensino da Matematica, de modo particular, no Ensino Médio. Elaboramos uma pesquisa utili-
zando os sites das Secretarias de Educacgao de alguns estados brasileiros, e a partir dessa pesquisa



realizamos um breve diagnostico da presenca do referido teorema no Ensino Médio. A escolha dos
estados deu-se pelo modo de apresentagao dos componentes curriculares, inclusive percebemos que
alguns estados nao possuem um modelo de direcionamento para os professores.

Como esta andlise ndo é o ponto crucial de nossas pesquisas, optamos por elaborar uma tabela
informando o estado pesquisado, a série em que este topico é ensinado, o tema em que o assunto
¢ abordado, o conteido especifico que deve ser ensinado e os objetivos/habilidades/competéncias

(aqui considerados grosseiramente como sinénimos) de ensino para o tema proposto.

Tabela 1.1:
Estado | Série | Tema Cont. Especificos Obj./ Hab. / Comp.
AC 32 —— * Identificacao do grau e dos Identificar polindémios,
coeficientes de um polinémio. calcular o valor numérico,
* Identificacdo de polindmios operar com polinémios,
nulos e de polindémios idénticos. resolver equagoes polinomiais,
* Célculo do valor numérico destacando a decomposicdo de um
de um polindémio. polinémio em fatores do 12 grau,
* Célculo do resultado de adigdo as raizes multiplas, complexas,
e de subtracdo de polinémios. racionais e as relacoes de Girard.
* Célculo do produto de dois
polinémios.
* Célculo do quociente entre dois
polinémios nao nulos.
* Resolucao de equagoes
polinomiais por decomposi¢ao
em fatores do 12 grau.
* Identificacao de raizes multiplas.
* Identificacao de raizes nao reais.
* Relagoes entre coeficientes e raizes.
* Identificacdo de raizes racionais.
AM Algebra —— * Efetuar operagoes entre
polinémios.
* Calcular raizes de equagoes
polinomiais.
MS 32 Polinémios | * Operagoes com polindmios. Relacionar o estudo de
e Equacoes | * Equagoes polinomiais. polinémios e equagoes
Algébricas polinomiais com o estudo
de fungoes.
PE 32 Polinémio * Fungéo polinomial. * Capacidade de relacionar e
e Equacoes | * Valor numérico de um polinémio. aplicar o conhecimento
Algébricas * Tgualdade de Polinémios. desenvolvido acerca de polindémios
* Operagoes com polindmios. em situagoes problema.
Continua na préxima pagina




Tabela 1.1

Estado | Série | Tema Cont. Especificos Obj./ Hab. / Comp.
* Equagoes polinomiais. * Efetuar operagoes (adicio,
* Teorema Fundamental da Algebra. subtragao, multiplicagao e
* Decomposicao de fatores de divisdao) com polinémios.
primeiro grau. * Tomar decisoes diante de
* Relagoes de Girard. situacoes - problema,
argumentando com base na
interpretacdo das informacoes
e nos conhecimentos sobre
polinémios.
* Determinar o conjunto solucio
de equagoes polinomiais.
PR —— Ntumero e Polinémios. * Identificar e realizar operacoes
Algebra com polinémios.
* Identificar e resolver equagoes,
sistemas de equagoes e
inequagodes - inclusive as
exponenciais, logaritmicas
e modulares.
RJ 30 Campo Ntmeros complexos, * Realizar operacoes e divisao de
Algébrico- Polin6émios e Equagoes polinémios de uma varidvel por
Simbdlico Algébricas. X - a.

* Compreender a regra de Briot-
Ruffini.

* Resolver equagoes algébricas,
utilizando o Teorema
Fundamental da Algebra e
calculando raizes multiplas

e nimero de raizes.

* Compreender raizes racionais
e complexas.

* Se possivel, aprender a utilizar
algum software para resolucéo
de equagoes.

* Caso possivel, desenvolver o
entendimento de que problemas
corriqueiros da matematica
financeira podem levar a equagoes
algébricas de grau bastante

elevado, articulando os assuntos

Continua na proxima pagina




Tabela 1.1

Estado

Série

Tema

Cont. Especificos

Obj./ Hab. / Comp.

entre si e com a vida atual.

RR

Polindémios

* Fungdo polinomial: valor numérico

de um polinémio, polinémio de
identidade nula, principio de
identidade de polinémios, grau
de um polinémio.

* Operagoes com polindmios:
adicdo, subtragao,
multiplicacao, divisao de
polinémios, teorema do resto,
teorema de D‘Alembert,
algoritmo de Briot-Ruffini,
potenciagao de polindmios.

* Equagoes polinomiais:
Teorema Fundamental da Algebra;
multiplicidade de uma raiz;
relacgoes de Girard;

raizes racionais; raizes complexas.

RS

* Polindmios, classificacdo e grau
de polinémio.

* Notacao e linguagem algébrica.
* Operagoes com polindmios:
adicao, subtracao, multiplicacao e
divisao.

* Grau de polindémio resultante
das operagoes.

* Divisao de um polindmio por
(x —a).

* Regra de Briot-Ruffini.

* Divisibilidade por (z — a).

* Raizes de um polinémio.

* Ler e interpretar a linguagem
algébrica, utilizando diferentes
situagoes.

* Reconhecer um polindémio de
grau qualquer.

* Operar com polindémios
reconhecendo o grau do polinémio
resultante.

* Reconhecer e utilizar
dispositivos praticos que
facilitem divisdo de polindémios.
* Determinar as raizes de um

polinémio.

SE

Equacgoes
algébricas

* Polin6émios.

* Divisdo de polindmios.

* Redugao do grau de uma equagao.

* Polinoémios.
* Equacoes algébricas com

coeficientes reais.

* Teorema Fundamental da Algebra.

SP

Equacgoes
algébricas e

* Equagoes polinomiais.

* Numeros complexos: operagoes

Continua na préxima pagina




Tabela 1.1

Estado | Série | Tema Cont. Especificos Obj./ Hab. / Comp.
numeros e representagdo geométrica.
complexos * Propriedades das raizes de uma

equagao polinomial.
* Relagoes de Girard.

Salientamos que nao existe um padrao nacional quanto as propostas curriculares, o que nos
levou a optar pelos estados que possuem estas informagoes mais objetivas e acessiveis através dos
sites das secretarias de educacao.

De forma bem ampla, o assunto polinomios é desenvolvido em todos os 10 estados brasileiros
pesquisados. Especificamente em relagdo ao T.F.A., percebemos que este é proposto diretamente
em apenas 4 estados. Entretanto, o conteiido especifico de raizes polinomiais carrega diretamente
consigo o tema Teorema Fundamental da Algebra, assim temos sua presenca na proposta curricular
de mais de 4 estados.

Sendo que o Brasil possui 26 estados e 1 distrito federal, selecionamos 37% dos estados para
analisar suas propostas curriculares em matematica no tema Polinomios. Destes percebemos que
entre os estados destacados 40% desenvolvem o tema Teorema Fundamental da Algebra e 40%
destacam o tépico raizes polinomiais. Considerando que aqueles que sugerem o trabalho com
polinémios também enfocam o T.F.A., embora nao apresentem diretamente em sua proposta,
podemos afirmar que todos os estados pesquisados tém em suas diretrizes o ensino do teorema em
questao.

Diante desta percepcao qualitativa, mas nao quantitativa, concluimos que os organizadores
dos curriculos estaduais também atribuem grande importancia a exposicdo do T.F.A. no Ensino
Basico.
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Capitulo 2

CONTEXTO HISTORICO
I

2.1 A Importancia da Histéria

O estudo da Ciéncia Matematica torna-se um grande contributo para a andlise e compreensao
dos fatos que marcam fortemente essa ciéncia neste periodo contemporaneo. Desta forma optamos
por introduzir neste trabalho uma breve retrospectiva histérica do tema em questao, tendo em vista
que a aquisicio e a elaboragcdo do conhecimento se dao no presente, como resultado do passado,
com vistas ds estratégias de uma ag¢do no presente, projetando-se no futuro (ver [6]).

Para os professores Wilian e Fernando do Colby College, em Watervile, é essencial conhecer a
histéria da ciéncia, assim sendo eles enfatizam que: A Matemdtica é o esfor¢o humano continuado,
como a Literatura, a Fisica, a Arte, a Fconomia e a Misica. A Matemdtica que aprendemos e
usamos hoje, difere de muitos modos da Matemdtica de mil, quinhentos ou mesmo cem anos atrds.
A Matemadtica do século XXI, certamente evoluird para algo diferente da do século XX. Aprender
sobre Matemdtica é como comegar a conhecer outra pessoa. Quanto mais vocé sabe de seu passado,
melhor pode entendé-la e interagir com ela, agora e no futuro (ver [2]).

Nesta perspectiva optamos por iniciar esta etapa de nossa pesquisa com uma contextualizagao
histérica, embora de forma reduzida, do tema proposto.

2.2 Breve Historia dos Numeros Complexos

Em todo o processo evolutivo da Matematica e nas mais diversas civilizacoes, ha vestigios de
equagoes, vindas de situagoes reais como calculos de volumes e dreas, ou de forma meramente
tedrica. Toda esta presencga veio a culminar na formulagdo de diversos teoremas e propriedades
que vigoram na matematica contemporanea, entre estes nos atentaremos ao Teorema Fundamental
da Algebra.

Para compreender o desenvolvimento do T.F.A. é de fundamental importancia conhecer o
percurso histérico dos ntimeros complexos. Inicialmente apresentaremos uma definicao formal
dos nimeros complexos apresentada por Elon Lajes Lima, Paulo Cezar Pinto Carvalho, Eduardo
Wagner e Augusto César Morgado em [17].

Um ndmero complexo é uma expressao da forma a + bi, com a e b reais sendo i = /—1,
e o conjunto dos numeros complexos é representado pelo simbolo C. Fixando um sistema de
coordenadas no plano, o complexo z = a + bi é representado geometricamente pelo ponto P(a,b),
chamado de imagem do complexo z.
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Existem registros da presenga dos ntimeros complexos, claro que de uma maneira informal,
em periodos histéricos que datam de 1700 a.C., informacao impregnada nas tabuas de argila
da Suméria. Em cerca de 75 d.C., Heron (matematico grego de Alexandria) encontrou a raiz
quadrada de 81 — 144, em um trabalho sobre o volume do tronco de um cone. Isso comprova
que no desenvolvimento matematico houve a necessidade da criagdo do conjunto dos niimeros
complexos para resolver problemas deste tipo (ver [23]).

Quanto a presenca de raizes quadradas de ntimeros negativos, temos conhecimento de que:

Bhaskara Acharya (século XII d.C.), matemético hindu, escreveu que o quadrado de um
numero positivo, assim como de um numero negativo, é positivo. Afirma que a raiz
quadrada de um nimero positivo é positiva ou negativa e que nao existe raiz quadrada de
um ndmero negativo, pois um nimero negativo nado é um quadrado (ver [23]).

Transcrevemos aqui um trabalho de Diofanto (matematico grego, século III d.C.) em que ele
apresenta um problema envolvendo equacao do segundo grau com raiz quadrada de um nimero
negativo, mostrando mais uma vez a necessidade de ampliagdo dos ntimeros reais (ver [23]).

Problema: Determinar os lados de um tridngulo retangulo de area igual a 7 e perimetro
igual a 12 unidades. Solugao: indicando por x e y os comprimentos dos catetos temos:

%:7 e 22 +yt=(12—-1z—y>
. 14
Desenvolvendo a segunda equacao temos 12z + 12y = 72 + xy e nesta pondo y = —
x
obtemos
62° — 43z + 84 =0
e portanto
43 + /—167
r=——":
12

2
Aqui, Diofanto observa que sé poderia haver solucio se tivessemos (1—52) > % e que

neste contexto é supérfluo procurar um sentido para a expressao v/ —167.

Assim, nos estudos das equagoes do segundo grau, os pesquisadores, matematicos e curiosos
se depararam com os numeros complexos, entretanto somente com equacoes do terceiro grau que
estes nimeros comecgaram a ser aceitos pela comunidade matematica.

Os matematicos italianos Cardano (1501-1576) e Tartaglia (1500-1557) desenvolveram em 1545
um método algébrico para resolucao de equagao do terceiro e quarto graus, utilizando a seguinte
férmula para solucionar equacoes do tipo x® = ax + b:

RO RORS OO

Um dos problemas apresentados, exposto a seguir, foi denominado por Cardano como mani-
festamente impossivel, cuja resolucao era tdo sutil quanto inutil. Acompanhe a resolucao para
compreender por que ele emprega estes termos (ver [23]).
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Problema: Encontrar dois ntimeros cuja soma ¢é 10 e cujo produto é 40.
Solugao: Sejam x e y esses nimeros. Entao devemos ter

z +y = 10. (2.2.1)

xy = 40. (2.2.2)

Isolando a varidvel x na equagao (2.2.1) temos z = 10 — y. Substituindo este valor na
equacdo (2.2.2) obtemos (10 — )y = 40 e assim y? — 10y + 40 = 0. Portanto

—(—10) £ /(—10)2—4-1-40
2.1
10 + /100 — 160

2
10 + v/—60
2

10 £2/-15
2
= b=+ v-15

Logo y1 =5+ +v—15 e y2 = 5 — +/—15 sao as duas solucoes para y.

Cardano expressa uma raiz quadrada de um ntmero negativo e a despreza sem ao menos
perceber que contribuiu significativamente para a constru¢ao do conjunto dos niimeros complexos.
Utilizando a férmula de Cardano (ou Cardano-Tartaglia), Bombelli (matematico e engenheiro
francés, 1526-1572) resolve a equagao z® = 15x + 4 e encontra

U2+ V=121 + {2 — =121

como raiz. Desta forma, observando a raiz \/—121, ele percebe que a raiz par de um nimero
negativo tem um sentido, uma vez que, a equagao proposta também apresenta 4 como raiz (ver
23]).

A denominagdo Numeros Complexos pode ser atribuida a C. Wessel (agrimensor noruegués,
1745-1818) em 1799, a J. R. Argand (guarda-livros suigo, 1768-1822) em 1806 e C. F. Gauss
(matemético alemao, 1777-1855) em 1831. Também se deve a eles as primeiras associagoes entre
numeros complexos e pontos no plano. Apenas com a representacao geométrica os niimeros com-
plexos se tornaram concretos e aceitaveis pela comunidade matematica. O primeiro matematico
a propor esta representacao geométrica formal foi J. Wallis (matemédtico britanico, 1616-1703) em
1673. Esta visao mais sélida foi proposta pelo pesquisador supracitado na tentativa de encontrar
uma representacao geométrica para as raizes complexas de uma equagao de 22 grau (ver [23]).

Com este ponta pé inicial outros também se enveredaram nesta busca, entre eles os franceses J.
D’Alembert (fisico, matemético e filésofo francés, 1717-1783) em 1746 ¢ A. de Moivre (matemaético
francés, 1667-1754). Este tltimo, em suas investigagoes, a partir da chamada forma trigonométrica
z = p(cos @ + isen @) do nimero complexo z, desenvolveu a féormula

2" = p"[cos(nf) + isen (nh)],
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onde n é um inteiro positivo, que leva seu nome e é muito importante para os estudos de niimeros
complexos. Também encontram-se entre os interessados pela apresentagao geométrica o inglés R.
Cotes (professor inglés, 1682-1716) em 1714 e o suigo Euler (1707-1783). Euler em 1742 utilizava a
notacdo i = v/—1, que s6 se tornou popular ap6s ser adotada por Gauss que afirmou: um polinémio
com coeficientes reais pode ser fatorado como um produto de fatores lineares e fatores quadrdticos.
Em contrapartida Euler ndo conseguiu uma representagao rigorosa deste fato. (ver [23]).

Euler, apesar de utilizar e manipular os nimeros complexos, também possuia uma visao gros-
seira sobre eles. Podemos perceber este fato em suas palavras transcritas na obra Vollstandige
Anleitung Zur Algebra (Guia Completo para a Algebra) datada de 1770:

Uma vez que todos os niimeros concebiveis sdo maiores do que 0 ou menores do que 0 ou
iguais 0, é claro que a raiz quadrada de um niimero negativo nao pode ser incluida entre os
numeros possiveis. Consequentemente, devemos dizer que estes niimeros sao impossiveis.
A raiz quadrada de um niimero negativo nos conduz a tais nimeros, que por sua natureza
sdo impossiveis, e que sdo chamados costumeiramente de imagindrios, pois eles s6 existem
na imaginacao (ver [29]).

A fundamentacao conhecida dos niimeros complexos nos dias de hoje, formulada por Hamilton
(irlandés, 1805-1865) em 1833, que ao perceber que a soma a + bi nao se tratava de uma soma
corriqueira, constatou que qualquer ntimero complexo a + bi pode ser expresso como um par
ordenado de nimeros reais (a,b) (ver [20]).

2.3 Abordagem Histérica do Teorema Fundamental da Al-
gebra

Nesta secao, apresentaremos a histéria do Teorema Fundamental da Algebra. Segundo Felix
Klein (alemao, 1849-1925), O professor que ensina Matemdatica desligada da parte histdrica, comete
verdadeiro atentado contra as ciéncias e contra a cultura em geral (ver [27]).

No ano de 1608, o alemao Peter Rothe (7-1617) afirmou que toda equagao polinomial real de
grau n pode ter exatamente n solugoes. Alguns anos apds, Girard (francés, 1595-1632) afirmou
que uma equacgao polinomial com coeficientes diferentes de zero e grau n tem n raizes. Entretanto,
nao chegou a demonstrar tal afirmativa.

Oito anos a frente, Descartes (francés, 1596-1650) afirmou que se a é uma raiz de um polinémio,
entdo (z — a) é um divisor deste polindmio.

Leibniz (filésofo, matemético e diplomata alemao, 1646-1716) em 1702 e Nicolaus II Bernoulli
(suico, 1695-1726) anos mais tarde, apresentaram, respectivamente, os seguintes contraexemplos
para a afirmacao de René Descartes:

2 +at e 2t — 423+ 227 + 4x + 4.

Posteriormente, Euler em 1742 os corrigiu mostrando que os polinémios poderiam ser decompostos
da seguinte forma:
ot +at = (2® + a2z + a®)(2® — aV2x + d?)
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et =4t 4 2 e+ A= (P -2+ a)z+ 1+ VT+a) (2 - (2 - )z +1+V7T—a),

onde a é um numero real qualquer. Também se deve a Descartes a utilizagdo dos termos Real e
Imagindrio.

Historicamente, a primeira demonstragao do T.F.A. realizada em 1746 se deve a D’Alembert,
que a encontrou ao procurar uma maneira para integrar utilizando Fracoes Parciais. Essa demons-
tragao continha um erro que foi corrigido em 1851 por V. Puiseux (matematico e astronomo francés,
1820-1883). Mesmo nao sendo matematicamente perfeita esta descoberta foi tdo importante que
na Franca este resultado é conhecido como Teorema de D’Alembert. Apesar de D’Alembert ter
demonstrado o T.F.A., a busca por uma demonstracao mais simples, completa e perfeita agucou
os matematicos. Nesta procura se aventurou Lagrange (matemaético italiano, 1736-1813) em 1772
que melhorou o trabalho de D’Alembert, mas ainda deixou algumas partes incompletas (ver [23]).

Em 1795 Laplace (matemédtico, astrénomo e fisico francés, 1749-1827) propds outra prova
considerada muito elegante, mas com algumas imperfeices. Outra demonstracao inacabada foi
proposta pelo inglés James Wood (1760-1839) no ano de 1798. Todas estas produgoes mateméticas
foram reformuladas e ja é possivel encontra-las de forma rigorosa, completa e correta (ver [23]).

Finalmente, a primeira demonstracao correta do T.F.A., apesar de algumas imperfei¢bes para
a comunidade cientifica, foi apresentada por Carl Gauss no ano de 1799 em sua tese de doutorado
intitulada Nova demonstracio do teorema que toda fungdo racional inteira de uma varidvel pode
ser decomposta em fatores reais do primeiro ou sequndo graus(ver [23]).

Alguns anos ap6s o matematico publicou outras novas demonstragoes deste teorema. Em 1816
a segunda demonstragao era bastante algébrica e baseava-se no Teorema do Anulamento que afirma
que uma func¢do continua, num intervalo fechado, que é maior que zero em um ponto e menor que
zero em outro ponto se anulara num terceiro ponto, e que ainda nao havia sido demonstrado. A
terceira formulagao publicada no mesmo ano utilizava integracao. Finalmente em 1849 divulgou
sua quarta demonstragdo para polinémios com coeficientes e varidveis complexas (ver [23]).

No ano de 1814, Argand publicou uma demonstracao considerada uma das mais simples, uti-
lizando o Teorema de Weierstrass, somente demonstrado em 1870. Desta forma sua obra nao foi
reconhecida de imediato. Quando aceita pelo meio académico, foi introduzida em muitos livros
do século XIX. Somente a partir do século XX foi substituida pela demonstracao de J. Liouville
(matemético francés, 1809-1882) que se baseava no teorema que leva seu nome e afirma que uma
funcao inteira e limitada é constante. Esta demonstracao foi produzida por contradigao. Até
aquele momento, nenhuma das demonstracoes tinha tido um carater construtivista. Apenas em
1940 Hellmuth Kneser (alemao, 1898-1973) atingiu tal proeza que foi aprimorada por Martim
Kneser (alemao, 1928-2004), seu filho, no ano de 1981 (ver [§]).

O holandés Theo de Jong recentemente, em 2009, apresentou uma nova demonstragao a partir
da primeira demonstracao defendida por Gauss para o T.F.A., no entanto, esta inovacao envolve
elementos nada elementares da Matematica (ver [23]).

O conhecimento do Teorema Fundamental da Algebra abriu caminho para o desenvolvimento
dos niimeros complexos, como podemos vislumbrar, no processo histérico destes tao importantes
temas da Ciéncia Matematica.
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Capitulo 3

CONJUNTO DOS NUMEROS COMPLEXOS
I

Mediante o contexto histérico, os nimeros complexos tém sua origem na dificuldade encon-
trada em resolver equagoes algébricas. Apresentaremos neste capitulo as propriedades, teoremas
e operagoes basicas destes numeros, a fim de garantir a compreensao e manipulacao destes no
desenvolvimento da demonstracio do Teorema Fundamental da Algebra e resultados auxiliares. O
desenvolvimento deste capitulo é baseado nas referéncias [1] e [5].

3.1 Definicoes e Propriedades

Nesta secao apresentamos defini¢oes e propriedades bésicas dos niimeros complexos.

Definigao 3.1.1. Um ntimero complexo z é definido como um par ordenado (a,b) de nimeros
reais a e b.

O conjunto {(a,b);a,b € R} dos nimeros complexos serd denotado por C.

Definigao 3.1.2. Os ntimeros complexos z; = (a,b) e z3 = (¢, d) sdo definidos como idénticos se
a=ceb=d.

Definig¢ao 3.1.3. Sejam z; = (a,b) e 2z = (¢, d) dois nimeros complexos. A soma de z; com 25 e
o produto de z; por z, sdo definidos respectivamente por:

a1tz = (atebtd),
2129 = (ac—bd,ad+ be).

Observagao 3.1.4. Seja z = (a,b) € C. Temos que
(0,0)+2=(0+a,0+b) ==

e assim (0,0) é um elemento neutro para a soma definida em C. Denotando —z = (—a, —b) temos
que
Z+ (_Z> = <a7 b) + (_a’a _b> = (070)

e assim —z é um elemento inverso de z em relacao a operacao de adi¢ao definida em C. Dados z1,
z9 € C, denotaremos o elemento z; + (—z3) por z; — zs, isto é,

21— 29 = 21 + (—22).
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Verificamos que
(1,0)z = (1,0)(a, b) = (a,b),

e portanto (1,0) é um elemento neutro para o produto definido em C. Se a # 0 ou b # 0, denotamos

por z~! o niimero complexo,
1 a —b
27 = .
a? + b’ a? + b?

2zt = (1,0)

Verificamos facilmente que

e logo podemos concluir que z~! é um elemento inverso de z em relacao a operacao de multiplicacao
considerada em C. Dados z;, 23 € C, 2, # 0, denotaremos o elemento 225 " por z;/zs, isto é,
<2
Nao o faremos aqui, mas pode ser demonstrada, sem grande dificuldade, a unicidade dos ele-
mentos neutros e dos elementos inversos aditivo e multiplicativo de um dado elemento z € C (z # 0
para a multiplicagao).

Em seguida listamos as propriedades bésicas referentes as operacoes de adi¢cao e multiplicagao
em C. O elemento (0,0) € C serda denotado por 0 e o elemento (1,0) por 1.

Proposicao 3.1.5. Sejam 2z, 29, 23 € C. As seguintes propriedades sao verificadas:

(b 21+22:222+21,
(C 0+21221+0:Zb
(d Zl+(—21) = —z1+ 2 :O,

Z1Rg = Z2%q,

121 = 211 = 21,

a2yt =2t =1,

)
)
)
)
(e) 21(z223) = (2122)23,
)
)
)
)

Observagao 3.1.6. Seja z = (a,b) € C. O ntmero complexo (a,0) serd identificado como o
numero real a. Esta regra permite configurar o conjunto R dos niimeros reais como um subconjunto
do conjunto C dos niimeros complexos. O niimero complexo (0, 1) serd denotado por ¢ e chamado
de unidade imaginaria. Pela definicio de multiplicacdo em C temos

(0,1)(0,1) = (=1,0) = —(1,0).
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Assim, pelas identifica¢oes ja definidas temos

i =—1,

isto é, i é a raiz quadrada de —1. Pela definicdo de produto
bi = (b,0)(0,1) = (0,b),
portanto (0, b) é identificado como bi. Logo para todo z = (a,b) € C podemos escrever
z = (a,b) = (a,0) + (0,b) = a + bi.

Dizemos que a é a parte real de z e b é a parte imagindria de z e escrevemos Re(z) = a e Im(z) = b.
De agora em diante os niimeros complexos serdo escritos na forma z = a + bi onde a, b € R,
isto é,
C={a+bi:abeR}.

Observagao 3.1.7. A representacao geométrica de um nimero complexo é dada no plano com-
plexo (plano cartesiano) onde o eixo das abscissas é o eixo real (Re) e o eixo das ordenadas é o eixo
imaginario (I/m). O nimero complexo é representado neste plano como um ponto ou um vetor que
une a origem a este ponto. Veja a representacao para o numero z = a + bi.

Im

‘z:a~|—bi

0 a Re

Figura 3.1: Plano complexo

Definicao 3.1.8. Denomina-se conjugado de um niimero complexo z = a+bi ao nimero complexo
Z=a— bi.
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Im

b z
0 a Re
b -

Figura 3.2: Numero complexo z e o seu conjugado Z

Definicao 3.1.9. O médulo de um ntimero complexo z = a + bi é definido como sendo o niimero

real |z| = va? + b2,

Im

Re

0 a

Figura 3.3: Mdédulo de um ntimero complexo z

Proposigao 3.1.10. Sejam z, w € C. Entao:

(a) z+w=Z+w,

(b) zw = zw,
(c) 2z = |27,
W (F)-5 w0
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() |zw| = |z [w].

Demonstragio. As propriedades (a), (b) e (¢) sdo imediatas. Se z; = z/w, entdo zyw = z. Por (b)

temos
_zlw_lw__<z>
o w0 \w/
o que demonstra (d).

Passemos agora & demonstracao de (e). Sejam z = a + bi e w = ¢ + di. Temos

SR

|zw| = |(a + bi)(c + di)
= |(ac — bd) + (ad + bc)i|
= \/(ac — bd)? + (ad + bc)?
= Va2c? — 2achd + b2d? + a2d? + 2adbc + b>c>
= Va2 + b2d? + a2d? + b2c2
= Va2 + b2V + @2

= |a + bi| |c + di|
= || |w].
Completamos assim a demonstragao da proposicao. O

Observagao 3.1.11. Seja z = a + bi um ntimero complexo nao nulo e ¢ o angulo formado pelo
vetor z e o semieixo real positivo no sentido anti-hordrio como mostra a Figura [3.4 Verificamos
que a = |z|cos, b = |z|senf e assim

z = |z| (cos@ +isend).

Esta representacao do nimero complexo z é chamada de representagao polar de z. O angulo 6 é
chamado de argumento de z.

Im
2
b \1,\
0
0 : o Re

Figura 3.4: Ntmero complexo z e seu argumento 6
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Proposicao 3.1.12. Sejam z, € C, 1 < k < n, onde n € N* e para cada 1 < k < n seja 0, o
argumento do nimero complexo 2. Entao

2129 Zn—12n = | 21| |22| -+ - |20 [cOS (01 + 02 + - - +6,) +isen (61 + 02+ -+ 0,)].

Demonstragio. Sejam z; = |z1| (cosf; + isenf;) e zo = |23| (cos by + i sen fy) niimeros complexos
na forma polar. Temos

2129 = |21] (cos Oy + isenby) |z (cos Bz + i sen bs)
= |z1| |22| [(cos 0y cos 03 — sen b seny) + i (sen By cos by + sen by cos 6;)]
= |z1| |22 [cos(01 + O2) + isen (0; + 65)] ,

o que demonstra o resultado para n = 2.
Suponhamos agora que a formula seja valida para n — 1, ou seja,

Z1R9** Zp—1 = |Zl| |22| s ‘zn—ll [COS (81 + 02 + -+ en—l) + 72sen (61 + 02 + -t en—l)] .
Utilizando a hipotese de inducao obtemos

2122 " " Zn—1%n
= |z1] -+ |zn_1| [cos (1 + 0+ -+ 0, 1) +isen (61 + 602+ -+ 0,_1)] |20] [cos O, + i sen 6,,]
= |z1|- - |zn| (cos(Oy + -+ 4+ 0,,_1) cos b, — sen (01 + - - -+ 0,_1)senb,)
+i|z1| - |zn| (cos(6y + -+ -+ 0,,1) sen b, + sen (01 + - -+ + 0,_1) cosb,,)
e utilizando as férmulas de soma de arcos, temos
2122 Zn—12n = | 21| -+ |20 [cOS(01 + - -+ Oy 4+ 0,) Fisen (0 + - + 0,1 + 6,)].

Portanto concluimos a demonstragao pelo Principio de Inducao finita. O]

Proposicao 3.1.13. Sejam 21,20 € C com 25 # 0 e sejam #; e 6, os argumentos de z; e 2,
respectivamente. Entao

2 _ 1l os(6) — 6,) + isen (6, — 6)] (3.1.1)

Z9 - ‘22‘
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Demonstracao. Temos

21 |z1| (cos0) +isend))

2y |72| (cos Oy + isenfy)

1
_ =l (cos B +isend;)

|2 cos fy + 1 sen 6
Oy — i )
;ZI (cosfy +isend) (cos Oy — Z'C;)esn ;2) (Zciznﬁj—k isen fy)
- oot S
_ ;Z: (cos By + isenby) (cos by — isen by)
— ;zj [(cos By cos by + sen by senby) + i (sen by cosby — sen by cos b )]

_ @ [cos(0; — 6y) + isen (6, — 6s)],

o que conclui a demonstracao. O]

Proposicao 3.1.14 (Férmula de De Moivre). Seja z um nimero complexo na forma polar e seja
6 o seu argumento, ou seja, z = |z| (cos @ + isenf). Para n € N* temos

= |2|" (cos(n#) + isen (nh)) .

Demonstragio. A demonstragao segue imediatamente da Proposigao[3.1.12 bastando tomar |z;|=
|z| € Oy = 0 para 1 < k < n. O

Definicao 3.1.15. Dados um ntimero complexo w e um niimero natural n > 1, dizemos que z € C
¢ uma raiz n-ésima de w se 2" = w.

Teorema 3.1.16. Sejam w € C, w # 0, o o argumento de w e n € N*. Entao w possui n raizes
complexas distintas, wy, ..., w,_1, a saber

2k 2k
Wg = n|w| [COS<W>+iSGD <CY+7T)‘|7 k:()?l"”’n_l’
n n

isto é, (wg)" =w para 0 <k <n-—1.
Demonstragio. Considere os niimeros complexos z e w na férmula polar:

z = |z|(cos@ +isenf) e w = |w|(cosa + isena), (3.1.2)
e suponhamos que z seja uma raiz n-ésima de w. Como pela Defini¢ao devemos ter

2" =w,

22



usando a formula de Moivre obtemos

12| (cosnf + isennf) = |w| (cosa +isena) .

Pela igualdade de niimeros complexos temos |z = |w|, o que implica que |z] = {/|w| e ainda
temos nf = o + 2km, para k € N, ou seja,

o+ 2km
—

2k 2k
z = {/|wl lcos (T) + isen <a—|—n7r>] , keN

Observamos que basta considerar k € N satisfazendo 0 < k < n—1, pois se k > n, existem p,r € N
talque 0 <r<n—1ek=np+r, e assim,

<a+2k7r> o+ 2rm a4+ 2rm
cos | ———— | = cos ( + 2p7r) = COS <> :
n

6:

Assim,

n n

Como o mesmo vale para a fungdo sen z, concluimos assim a demonstracao do teorema. ]

3.2 Desigualdade Triangular

A desigualdade triangular garante que, em um triangulo ABC qualquer, o comprimento de um
dos lados ¢ sempre menor do que ou igual a soma dos comprimentos dos outros dois lados. Em
analogia com a geometria plana ha uma versao da desigualdade triangular para niimeros complexos.
Os resultados desta secao serao utilizados em se¢oes e capitulos posteriores.

Lema 3.2.1. Se z,w € C, entao
|2+ w|* = |2 + |w|’ + 2Re(2w)
Demonstragdo. Temos,

24 w)? = (2 + w)(Z+ W) = 22 + wT + (27 + Zw)
= |2]* + |w]® + (zw + zw).

Observamos que Zw é o conjugado de 2w e portanto
2W + zZw = 2Re(zw),
o que completa a demonstracao. O

Teorema 3.2.2 (Desigualdade Triangular). Se z,w € C, entao

|2+ w| < 2] + |w].
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Demonstracao. Utilizando o resultado do Lema [3.2.1} temos

1z +w|” — (2] + |w])? = =2 2| |w| + 2Re(2w).
Pela Proposicao [3.1.10| temos Re(zw) < |zw| = |z| |w]| e logo,
|2+ wl* = (|2] + Jw])* <0,
o que completa a demonstracao.
Proposicao 3.2.3. Sejam z e w dois nimeros complexos. Entao,
| 2] = Jw] | < [z —w].

Demonstragao. Utilizando a desigualdade triangular temos

2l =1z —w) + w| < [z — w| + |w]

e assim
2| = Jw| < |z —wl.

De forma andloga
w| = |(=z+w) + 2] < [—z+w[+[2z] = |z —w| + [7]

e assim
[w| = |2 < [z —w].

Logo podemos concluir que | |z| — |w|| < |z — w].

A figura abaixo ilustra geometricamente o Teorema [3.2.2] e a Proposigao [3.2.3|

Figura 3.5: Ilustrando |z| — |w| < |z £ w| < |z| + |w].
Proposicao 3.2.4. Sejam zy, 29, . . ., 2, numeros complexos. Entao
|21+ 20 + -+ 2| < 2]+ [22] + [23] 4+ 2]
|21 — 22— =z 2 [an] = 22| = [zs] — -+ = [zl
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Demonstracao. Pelo Teorema sabemos que
(z1+ 22+ 4 2n1) t 2l S |zr+ 20+ + 21| + |20 -
Por indugao podemos comprovar que,

’(21 + 29 + - +Zn72) +Zn,1| S ‘21 +22 + - +Zn72‘ + ‘anl‘
(z1+ 22+ 4 2p3) + 2na| < |21+ 204+ + 2n_3] + |20—2]

|21 + 22| < |z1| + |22] -
Assim obtemos que
|21+ 22+ 4 2| S|+ 2] + [z + - 4[]
De forma andloga podemos demonstrar a segunda parte. O

Proposigao 3.2.5. Se w e ¢ sdo nimeros complexos tais que |w + ¢|< |c| e ¢ é um nimero real,
tal que 0 <t < 1, entdo [tw + ¢|< |¢].

Demonstragio. Com efeito, como |w + ¢|< |c|, segue que |w + ¢|?< |¢|*>. Logo,
(w+ ) (w+c) < ¢,
o que implica que |w|*+2Re(we) < 0. Como 0 < t < 1, entao
t(|w|*+2Re(we)) < 0
e assim t|w|*+2tRe(wc) < 0. Notemos que
t*|w[*4+-2t Re(we) < tlw|*+2t Re(we),

uma vez que, t2 < t. Portanto,
t*|w|*+-2t Re(we) < 0,

ou seja,
[tw + ¢|*< |c]?,

o que demonstra a desigualdade desejada. O]
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Capitulo 4

CONTINUIDADE E LIMITES INFINITOS
]

Neste capitulo estudaremos resultados que serao aplicados na demonstragao do Teorema Fun-
damental da Algebra, tais como funcées continuas, Teorema de Weierstrass e limites infinitos. Os
unicos resultados que assumiremos em nossas demonstracoes sao o Principio do Supremo para os
numeros reais e o Teorema de Bolzano-Weierstrass para sequéncias de niimeros reais. As referéncias
para este capitulo sao [1], [5], [I1] e [19].

4.1 Maximo, Minimo, Supremo e Infimo

Nesta secao estudamos conceitos que serdao usados em se¢oes posteriores. As referéncias para
esta secao sao [11] e [19].

Definigao 4.1.1. Seja A C R, A # 0.

(a) Se M € Ae M > z, para todo x € A, dizemos que M é o mdzimo de A e denotamos
M = max A.

(b) Se m € Aem < z, para todo x € A, dizemos que m é o minimo de A e denotamos
m = min A.

Exemplo 4.1.2. Se A = {1,2,3} entdo 3 = max A e 1 = min A.

Exemplo 4.1.3. Seja A = [1,2). Temos que 1 = min A. Agora, nao existe M € A tal que M > x
para todo x € A, uma vez que 2 ¢ A. Logo A nao possui maximo.

Definigao 4.1.4. Seja A C R, A # () e sejam € R.
(a) Se m > x para todo = € A, dizemos que m é uma cota superior de A.
(b) Se m < z para todo x € A, dizemos que m é uma cota inferior de A.

Exemplo 4.1.5. Seja A = [1,2). Entao B = [2,4+00) é o conjunto das cotas superiores de A e
D = (—o0, 1] é o conjunto das cotas inferiores de A.

Definicao 4.1.6. Seja A C R, A # (.

(a) A menor cota superior de A, caso exista, é denominada supremo de A e é denotada por
sup A.
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(b) A maior cota inferior de A, caso exista, ¢ denominada infimo de A e é denotada por inf A.

Exemplo 4.1.7. Seja A = [1,2). Segue pelo Exemplo que supA = minB = 2 e inf A =
max D = 1. Observe que sup A existe mas max A nao existe pelo Exemplo [4.1.3]

Defini¢ao 4.1.8. Seja A C R, A # ().
(a) Se A possui uma cota superior, dizemos que A é limitado superiormente.
(b) Se A possui uma cota inferior, dizemos que A é limitado inferiormente.

(c) Dizemos que A é limitado se A é limitado superiormente e inferiormente, isto é, existem
m, M € R tal que m < x < M para qualquer x € A.

Exemplo 4.1.9. O conjunto A = [1,2) é limitado pois 1 < x < 2 para todo z € A.

Exemplo 4.1.10. O conjunto N dos ntimeros naturais é limitado inferiormente pois 0 < n para
todo n € N, mas nao ¢ limitado superiormente.

Admitiremos a seguinte propriedade dos niimeros reais.

Proposigao 4.1.11 (Propriedade do Supremo). Todo subconjunto A de R, A # (), que é limitado
superiormente, admite supremo.

Observagao 4.1.12. Seja A C R, A # (), um conjunto limitado inferiormente e seja B = {—x :
r € A} E facil verificar que B ¢ limitado superiormente e assim pela Propriedade existe
M = supB. Temos —x < M para todo x € A pois M é uma cota superior de B e portanto
x > —M para todo x € A, isto é, —M é uma cota inferior de A. Se a é uma cota inferior de A,
entao r > a para todo r € A e assim —x < —a. Portanto —a é uma cota superior de B. Como M
é a menor cota superior de B entdao —a > M, isto é, a < —M e assim —M ¢é a maior cota inferior
de A. Podemos entao afirmar que A admite infimo e que inf A = —M = —sup B.

4.2 Nocoes sobre Topologia no Plano Complexo

Nesta secao apresentamos alguns conceitos e exemplos da topologia no plano complexo que
serao usados nas segOes seguintes. As referéncias para esta secao sao [11] e [19].

Definicao 4.2.1. Sejam zp € Cer e R, r > 0.

(a) O disco aberto de centro em zj e raio r, é definido como sendo o subconjunto D(zy,r) de C
dado por
D(zg,r) ={2€C:|z—z| <r}.

(b) O disco fechado de centro em 2 e raio r, é definido como sendo o subconjunto D(zg,r) de C
dado por
D(z,7) ={2€C:|z— 2| <r}.
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e
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0

Re

Zo

Figura 4.1: Disco aberto D(zg, 1)

Yo

Im

Y

20

0

o Re

Figura 4.2: Disco fechado D(zg,7)

Definigdo 4.2.2. Sejam A C C e z € C. Se para qualquer 7 > 0 temos que D(z29,7) N A # 0,
dizemos que zg € um ponto aderente do conjunto A. O fecho do conjunto A, denotado por A, é
definido como sendo o conjunto formado por todos os pontos aderentes de A.

Definigao 4.2.3. Seja A C C. Se A = A, dizemos que o conjunto A é fechado.

Observagao 4.2.4. Temos sempre que A C A e que C é fechado. Se A = (), entdo por definicao
A = () e portanto () é um conjunto fechado.

Exemplo 4.2.5. Vamos mostrar que se 2o € C e r € R, r > 0, entdo o disco fechado D(zg, ) é

um conjunto fechado.

Suponhamos por contradigdo que D(zy,7) nio seja fechado. Portanto existe um ponto aderente
z1 de D(zo,7) que nado pertence a D(z,r), isto é, |21 — z9|> 7. Seja 11 = |21 — 29|—r > 0. Se
z € D(z1,1m1), entdo |z — z1|< 11 e assim pela Proposi¢ao [3.2.3]

|z — 20| = |(z—21)+ (21 — 20)]
> |z — zl—]z — 21
> |z — z|—1m =
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Portanto z ¢ D(zp,r) e logo D(z,1) N D(z1,m1) = (), o que contradiz z; ser um ponto aderente de

D(zp, ). Podemos entao concluir que D(zy,r) é um conjunto fechado.

Definigdo 4.2.6. Um conjunto A C C é denominado limitado se existir 7 > 0 tal que |z|< r para
todo z € A, isto é,se A C D(0,7).

Definigao 4.2.7. Um conjunto A C C é denominado compacto se ele for limitado e fechado.

Exemplo 4.2.8. Sejam zp € Cer € R, r > 0. Se |z — 29|< r, entao pela desigualdade triangular,
|2[=|(z = 20) + 20|< [2 — 20[+]20|< 7 + |20].

Assim D(zp,7) C D(0,7 + |20|) e portanto D(zg,7) é limitado. Segue pelo Exemplo que o
disco fechado D(zg,r) ¢ um conjunto compacto.

4.3 Sequéncias

Nesta secao apresentamos os conceitos de sequéncia e limite de sequéncia de nimeros complexos,
juntamente com algumas propriedades. O resultado mais importante desta secdo é o Teorema de
Bolzano-Weierstrass. As referéncias para esta se¢ao sao [11] e [19].

Definicao 4.3.1. Uma sequéncia em C é uma funcao z : N* — C do conjunto dos ntmeros
naturais nao nulos N* no conjunto dos nimeros complexos C. Se z(n) € R para todo n € N*,
dizemos que z é uma sequéncia em R.

Notagao 4.3.2. Seja z : N* — C uma sequéncia em C. Para n € N* escrevemos z(n) = z,. A
sequéncia z serd denotada por (z,).

Defini¢ao 4.3.3. Dizemos que a sequéncia (z,) de ntimeros complexos converge para w € C, ou
que tem limite w, e escrevemos z, — w ou lim,_,, 2z, = w se, para qualquer ¢ > 0 dado, existe
no € N* tal que se n € N* e n > ng entao |z, — w|< e.

Proposicao 4.3.4. Seja (z,) uma sequéncia de nimeros complexos. Entao
(a) lim, o0 2, = w se, e s6 se, lim,,_, o Re(z,) = Re(w) e lim,_,o, Im(z,) = Im(w);
(b) Se z, — w entao |z,| — |w|;
(¢) z, — 0 se, e s6 se, |z,] — 0.
Demonstragio. (a): Notemos que
|z, — w|=|(Re(z,) — Re(w)) +i(Im(z,) — Im(w))|
— [(Re(z0) — Re(w))? + (Im(2,) — Im(w))?]”* > |Re(z0) — Re(w)],

e analogamente
|zn — w|> [Im(z,) — Im(w)|.
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Suponhamos que z, — w. Entao dado € > 0, existe ny € N* tal que |z, — w|< € para n > ny.
Segue pelas desigualdades precedentes que |Re(z,) — Re(w)|< € e |[Im(z,) — Im(w)|< € para todo
n > ng. Portanto Re(z,) — Re(w) e Im(z,) — Im(w).

Agora pela desigualdade triangular temos

|zn — w|< |Re(z,) — Re(w)|+]Im(z,) — Im(w)).

Suponhamos que Re(z,) — Re(w) e Im(z,) — Im(w). Entao dado € > 0, existem ny,ny € N*
tais que |Re(z,) — Re(w)|< €/2 se n > ny e |Im(z,) — Im(w)|< €/2 se n > ny. Tomamos
no = max{ni,n2} e temos pela desigualdade anterior |z, — w|< € se n > ng. Podemos assim
concluir que z,, — w.

(b): Suponhamos que z, — w e seja ¢ > 0 dado. Portanto existe ny € N* tal que se n € N e
n > ng, entao |z, —w|< e. Mas pela Proposicao [3.2.3]

20| =|wl|< |20 = w]

e assim se . > ny,
||2n] —|w]|< €,

ou seja, |z,|— |wl.

(¢): Segue como consequéncia de (b) que se z, — 0, entao |z,|— 0.

Suponhamos que |z,|— 0 e seja € > 0 dado. Portanto existe ny € N* tal que se n € N* e n > ng
entao |z,|< €. Como |Re(z,)|< |zn| € [Im(z,)|< |2,| obtemos |Re(z,)|< € e |[Im(z,)|< € se n. > ny,
e assim Re(z,) — 0 e Im(z,) — 0. Por (a) podemos concluir que z, — 0. O

Definicao 4.3.5. Uma sequéncia (z,) ¢ denominada limitada quando {z, : n € N*} for um
conjunto limitado.

Definigéo 4.3.6. Seja N' = {ny,ny,ns, ...} um subconjunto infinito de N* tal que n; < ny < ng <
- e seja z : N* — C uma sequéncia. A restricdo z|N', da funcdo z ao conjunto N', é chamada
uma subsequéncia da sequéncia z.

Observagio 4.3.7. Sejam z e N’ como na Definigao [4.3.6] A subsequéncia z* = z|N' de z também
é uma sequéncia pois z' : N* — C, 2/ (k) = z(ng) = zn,, k € N*. Escrevemos z' = (2,, ).

Vamos admitir sem demonstragdo, o seguinte teorema, conhecido como Teorema de Bolzano-
Weierstrass.

Teorema 4.3.8 (Teorema de Bolzano-Weierstrass, caso real, ver “Anélise I, Djairo G. de Figuei-
redo”). Toda sequéncia real limitada admite uma subsequéncia convergente.

Teorema 4.3.9 (Teorema de Bolzano-Weierstrass, caso complexo). Toda sequéncia complexa
limitada admite uma subsequéncia convergente.

Demonstragio. Seja (z,) uma sequéncia complexa limitada e sejam z, = Re(z,), yn = Im(z,).
E claro que (z,,) e (y,) sdo sequéncias reais limitadas. Pelo Teorema |4.3.8, (,) contém uma
subsequéncia (x,, ) convergente. Mas (y,,) ¢ uma sequéncia limitada e assim, novamente pelo
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Teorema W, (Y, ) contém uma subsequéncia convergente (ynkj). Como (%ij) ¢ uma subsequén-
cia da sequéncia convergente (z,,), segue que (z,, ) também converge. Entao (x,, ) e (yn, )
J J J
sdo sequéncias reais convergentes, =,, = Re(z,, ) € Yo, = Im(z,, ) e assim, pelo item (a) da
J J J J
Proposicao , temos que (znkj) é convergente e subsequéncia de (z,). O

4.4 Funcoes Continuas

Nesta secao definimos, demonstramos propriedades e apresentamos exemplos de fungoes con-
tinuas definidas em subconjuntos de C e com valores em C. O principal resultado desta secao é
o Teorema de Weierstrass que sera usado como uma ferramenta importante na demonstracao do
Teorema Fundamental da Algebra. As referéncias para esta secio sao [I], [5], [T1] e [19].

Definigao 4.4.1. Sejam K C C, K # 0, f : K — C uma funcao definida em K e com valores em
C e zg € K. Dizemos que f é continua em z, se, para todo € > 0, existe 6 > 0 tal que se z € K e
|z — z0|< 0, entdo | f(z) — f(z0)|< €.

Proposigao 4.4.2. Sejam K C C, K # 0, f: K — C e 2y € K. Séo equivalentes:
(a) f é continua em zp;
(b) se (z,) é uma sequéncia, z, € K para todo n € N* e z, — zg, entdao f(z,) = f(z0).

Demonstragio. (a) = (b): Suponhamos que f seja continua em zj e seja (z,) uma sequéncia tal
que z, € K para todon € N* e 2z, — z5. Dado ¢ > 0, pela continuidade de f em z,, existe d > 0
tal que se z € K e |z — 29|< J, entdo |f(z) — f(z0)|< €. Como z, — 2, existe ng € N* tal que,

n € N* e n > ng, entdo |z, — z|< 4.

Portanto se n € N* e n > ng temos z, € K e |z, — 29|< 0, e assim |f(z,) — f(20)|< €. Logo
Fzn) = ()

(b) = (a): Suponhamos que f nao seja continua em z, mas que a condicao (b) é verdadeira.
Como f nao é continua em z, existe € > 0 tal que para todo § > 0, existe z € K tal que |z — zo|< §
e|f(z)—f(z0)|> €. Em particular, para cadan € N* e 0 = 1/n, existe z, € K tal que |z,—z|< 1/n
e |f(zn) = f(20)]= €.

Como |z, — zo|< 1/n para todo n € N*, é facil verificar que z, — z9. Mas |f(z,) — f(20)|> €
para todo n € N* e assim a sequéncia (f(z,)) ndo converge para f(z). Portanto a condigao (b)
nao pode ser verdadeira, isto é, temos uma contradigdo. Podemos entao concluir que (b) implica
(a). O

Lema 4.4.3. Se f : K — C é continua em zy € K, entao existem constantes positivas 6, M € R
tais que se z € K e |z — 29|< 6, entao | f(2)|< M.
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Demonstra¢io. Como f é continua em zj, para € = 1, existe 6 > 0 tal que se z € K e |z — z|< J,
entao |f(z) — f(z0)|< 1. Portanto se z € K e |z — z|< d, pela desigualdade triangular,

1f()] = [(f(z) = f(20)) + f ()
< [f(z) = f(20)| 4|/ (20)]
< 1+ |f(z0)l=M
e assim concluimos a demonstracao. O]

Lema 4.4.4. Se f: K — C é continua em zy € K e f(29) # 0, entao existem constantes positivas
9, M € R tais que se z € K e |z — 2|< J, entao |f(z)|> M.

Demonstragio. Tomamos € = |f(z)|/2 > 0. Como f é continua em zy, existe § > 0 tal que, se
z€ K e|z—z< 0, entdo |f(z) — f(z0)|< €. Logo se z € K e |z — z|< §, pela Proposicao

1f()] = [f(z0) + (f(2) = f(2))|
> [f(20)|=1f(2) = f(z0)]
> Ifo)l—e= 2N _ oy
concluindo assim a demonstracao. O]

Proposigao 4.4.5. Sejam f, g : K — C duas fungoes continuas em zg € K e seja ¢ uma constante
complexa. Entao:

(a) f+ g é continua em z,
(b) ¢f é continua em z,

(¢) fg é continua em z,

(d) = é continua em zj se g(zg) # 0.
g
Demonstragio. (a): Seja € > 0 dado. Como f e g s@o continuas em zy, existem d1, do > 0 tais que
sez € K e|z—2z|< 0y entao | f(2)— f(20)|< €/2,ese z € K e |z—z|< 3 entdo |g(z) —g(z0)|< €/2.
Tomamos § = min{dy, d} e temos que se z € K e |z — zy|< d, entao |z — zp|< 1 e |z — z|< 09 €
assim pela desigualdade triangular,

(f(2) + 9(2)) = (F(20) = 9(20))]

(f(2) = f(20)) + (9(2) = 9(20))]
£(2) = f(20)|+|9(2) = g(20)|

+

IN

A\

= €.

€
2

Logo f + g é continua em z.

32



(b): Suponhamos ¢ # 0 e seja € > 0 dado. Como f é continua em zp, existe § > 0 tal que se
z€ K elz—z|<d, entdo |f(z) — f(z0)|< €/|c|. Entdose z € K e |z — z|< 6,

€

|cf(2) = cf (20)|= lel| £ (2) = F(z0)|< |c]

€.
]

Logo c¢f é continua em zy. Se ¢ = 0, entao cf = 0 é trivialmente continua em zj.
(¢): Como f é continua em zp, pelo Lema|4.4.3] existem constantes d1, M > 0 tais que, se z € K
e |z — 2zp|< d1, entao |f(2)|< M. Assim se z € K e |z — zp|< 01, pela desigualdade triangular,

£ (2)9(2) = f(20)9(0)| |(f(2)9(2) = f(2)g(20)) + (f(2)g(20) — f(20)9(20))|
[F(2)llg(2) = 9(z0)[+lg(20)[[(2) = f(20)]
Mg(z) = g(z0)[+1g(20)lf(2) = f(20)-

<
<

Seja € > 0 dado. Como f é continua em zj, existe d2 > 0 tal que se z € K e |z — z|< d2 entdo
£(2) — £l < ¢/ Cla(0)]) se g(z0) # 0 ou [£(2) — F(z0)]< € se g(z0) = 0. Como g é contimua
em 2, existe 03 > 0 tal que se z € K e |z — 2z9|< 03 entao |g(z) — g(z0)|< €/(2M). Tomamos
d = min{dy, d2, 03} e temos que se z € K e |z — zy|< 4, pela desigualdade anterior,

€

€
gl =

(2)g(2) = f(20)9(z0)|< M 2|9(z0))|

se g(zo) # 0 ou

F(2)9(2) = flz)g(z0)|< Mgz +0e = < e
se g(z9) = 0. Logo fg é continua em z.

(d): Se demonstrarmos que a fungao 1/g é continua em 2y, usando (c¢) obteremos que f/g =
f(1/g) é continua em zy. Logo basta demonstrar que 1/¢g é continua em z.

Suponhamos que g seja continua em zy e que g(zg) # 0. Pelo Lema , existem 61, M > 0

tais que se z € K e |z — 2z9|< 01, entdo |g(z)|> M. Assim se z € K e |z — z|< 01 temos

_ lg(2) —g(z
19(2)l]g(0)

Seja € > 0 dado. Como ¢ é continua em zy, existe do > 0 tal que se z € K e |z — z|< Jz, entao
lg(2) — g(20)|< €M|g(2p)|- Tomamos 6 = min{dy, d;} e temos pela desigualdade anterior que se
ze Kelz—2z|<9,

19(2) — g(20)]
M’Q(Zoﬂ '

|g(12) g(io)

P
<

‘ L1 | g(2) —g(z0)l _ eM]g(zo)| _
9(z)  g(z0)| —  Mlg(z0)] M|g(zo)]
Podemos assim concluir que 1/g é continua em zg. O

Definigao 4.4.6. Sejam f: K — Ce A C K. Se f é continua em todos os pontos de A, dizemos
que f é continua em A.
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Exemplo 4.4.7. Sejam v € C e f, g: C — C as fungoes definidas por f(z) = a e g(z) = z, para
todo z € C. Sejam 2y € C e € > 0 dados. Tomamos = € e temos que se |z — z|< J, entao

1f(2) = flzo)|=la—al=0<d=¢

|g<Z> - g(ZO)|: |Z — Zo|< O =e.

Portanto f e g sao continuas em C.

Exemplo 4.4.8. Sejan € N, n > 1 e seja f, : C — C a fungdo definida por f,(z) = 2™ para todo
z € C. Para n = 1, vimos no Exemplo que f; é continua em C.

Suponhamos que f,_; seja continua em C. Como f; é continua em C e f,(z) = fi(2) fu_1(2),
segue pelo item (c¢) da Proposigao que f, é continua em C. Podemos assim concluir, pelo
Principio da Indugao Finita que f,, é continua em C, para todon € N, n > 1.

Exemplo 4.4.9. Considere uma fungao polinomial f : C — C dada por
f(2) = apn2™ + apn_12" 14 -+ a1z + ao,

onde ay,, ap_1, ..., ag € C,n>1ea, #0.

Pelo Exemplo temos que, para cada 1 < k < n, a funcdo z — z¥ é continua em C. Pelo
item (b) da Proposicao segue que as funcdes z — a2z, 1 < k < n, sdo continuas em C e
pelo Exemplo toda fungao constante é continua em C. Portanto pelo item (a) da Proposigao
4.4.5 segue que f é continua em C.

Exemplo 4.4.10. Sejam p(z) e g(z) duas fungoes polinomiais e seja f(z) = p(z)/q(z) a fungao
racional definida para todo z € C tal que ¢(z) # 0. Como p(z) e ¢(z) sdo continuas em C, temos
como consequéncia do item (d) da Proposi¢ao que f é continua em todo z € C tal que

q(z) # 0.

Exemplo 4.4.11. Seja f : K — C uma funcao continua em zy € K e seja g : K — R a funcao
definida por ¢g(z) = |f(z)|. Dado € > 0, como f é continua em 2z, existe 6 > 0 tal que se z € K e
|z — 20|< &, entdo |f(z) — f(z0)|< e. Assim pela Proposigao [3.2.3]

19(2) = g(20)|= || (2)[=[f (20)[|< [ (2) = f(20)[< €
e portanto g é continua em 2.

Lema 4.4.12. Seja K C C, K # (), um conjunto compacto e seja f : K — R uma funcao continua.
Entao f é limitada.

Demonstragcao. Vamos mostrar que f é limitada superiormente.

Suponhamos por contradicao que f nao seja limitada superiormente. Entao para cada n € N*|
existe z, € K tal que f(z,) > n. Como K ¢ limitado entdo a sequéncia (z,) ¢ limitada e portanto
pelo Teorema m, (zn) contém uma subsequéncia convergente (z,, ). Seja zy € C tal que z,, — 2.
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Dado € > 0, existe ko € N* tal que se k > ko entdo |z, — 20|< €, isto é, z,, € D(zp,€). Mas
zn,, € K para todo k € N* e assim z,, € D(z,€) N K. Portanto temos que zp ¢ um ponto aderente
de K, isto é, z pertence ao fecho K de K. Como K = K pois K é fechado, segue que z, € K.

Como z,, — zp e f é continua em zj, pela Proposigao temos que f(zn,) — f(20). Assim,
para € = 1, segue pela defini¢ao de limite de sequéncia, que existe kg € N* tal que | f(z,,)—f(20)|< 1
se k > ko. Logo f(z0) —1 < f(2n,) < f(20) + 1 se k > ko, em particular f(z,,) < f(z0) + 1 se
k > k.

Para k > ko temos entao f(z,,) < f(20)+1 e f(zn,) > ng e assim ny, < f(z) + 1 para qualquer
k > ko. Como a aplicacao k — ng, de N* em N* deve ser injetora, devemos ter ny > k. Portanto
k < f(z0) + 1 para todo k € N*, k > kg, o que é um absurdo. De forma analoga podemos mostrar
que f é limitada inferiormente. O]

Teorema 4.4.13 (Teorema de Weierstrass). Seja K C C, K # (), um conjunto compacto e seja
f: K — R uma fungdo continua. Entao existem zi, 2o € K, tais que f(z1) < f(2) < f(z2) para
todo z € K.

Demonstragio. Seja A = {f(z) : z € K}. Pelo Lema A é um subconjunto limitado de
nimeros reais e assim pela Propriedade do Supremo (Proposigao e Observacao ,
existem M = sup A e m = inf A. Por defini¢do de supremo e infimo, m < f(z) < M, para todo
z e K.

Suponhamos por contradigdo que néo existe z € K tal que f(z) = M, isto é, suponhamos que
f(z) < M para todo z € K. Consideremos a funcao g : K — R definida por

1
9(2) = ———,z € K.
RN TR E
Pelo item (d) da Proposigao 4.4.5 g é continua em K e pelo Lema 4.4.12, g é limitada. Seja entao
S > 0 tal que g(z) < 8 para todo z € K. Assim

1

TS TR

9(2)

para todo z € K e portanto
1

flz) <M ——
g

para todo z € K. Entdao M — 1/ é uma cota superior de A, menor que M, o que contradiz o fato
de M ser o supremo de A. Logo deve existir zo € K tal que M = f(z2).

Usando um procedimento andlogo, demonstramos que existe z; € K tal que m = f(z;). O

4.5 Limites Infinitos no Infinito

Nesta secdo apresentamos o conceito de limite infinito no infinito para fungoes complexas e
a aplicacao as fungoes polinomiais. Este resultado é uma das ferramentas que serao usadas na
demonstracao do Teorema Fundamental da Algebra.
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Definicao 4.5.1. Seja K C C tal que, existe r > 0 com {z € C: |z|>r} = C\ D(0,r) C K e
considere uma funcao f : K — R. Dizemos que o limite de f(z) quando |z|— 400 é +00 (mais
infinito) e escrevemos

lim f(z) =400,

|z| =>+o0

se, para cada € > 0 dado, existe § > r, tal que se |z|> § entdo f(z) > e.

Proposicao 4.5.2. Seja p(z) uma fungao polinomial de grau n > 1. Entéo

lim |p(z)|= 4oc.

|z|]—+o0
Demonstragdo. Seja p(z) uma fungao polinomial dada por
p(2) = ap2™ + ap_1 2"+ - a1z + ay,

onde n > 1, ap, Gy_1,..., ag € C, e a,, #0. Usando a Proposigao obtemos para z # 0,

p(2)] = |anz" + ap-12"""+ -+ a1z + ag|
Qp— a a
= [e]Man + 4 —
z z
|an-1] |ai| |ao]
> 2" |an|— S _ 1%l )
= |Z| <|an| |Z| |Z|n—1 |Z|n

Agora, se |z|> 1 temos |z|*> |z| para k € N, k > 2 e assim 1/|z|*< 1/]z|. Portanto da desigualdade
anterior segue que

2] IRE L

n |an—1]+ -+ + |a1]|+]ao]
> 14 (w—

2|
n C
= 2" lan| =
2|

C = lan_1|+ - + |as|+|ao|.
Tomamos §; = 2(C' + 1)/|a,| e temos que se |z|> §; entdo 1/|z|< |a,|/2(C + 1). Assim

n |an—1| |a1| |a0\
P > el (ran|— . _ Jadl

onde

C  CH+1 |ay
— < <
2l e 2
e portanto
|an| |an|

—— > ay |- =
|an| |Z| ’an’ 2 2
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Logo segue da tltima estimativa obtida para |p(z)| que

lan]

> n
p()|> o]

se |z|> 1 e |z]> d1.
Seja € > 0 dado. Tomamos dy = {/2¢/|a,| e temos que se |z|> 0o, entao

| |n|an| > [ r 2¢ \" |an|
2 — r— — — €.
2 |ay,| 2

Tomamos § = max{1,d1,02} e obtemos para |z|> ¢,
) e >
Podemos concluir assim que

lim |p(2)|= 400

|z]—+o0

e portanto demonstramos o resultado desejado.
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Capitulo 5

DEMONSTRACAO DO TEOREMA
FUNDAMENTAL DA ALGEBRA

Neste capitulo apresentaremos a demonstracio do Teorema Fundamental da Algebra. Vamos
apresentar uma das demonstragoes mais elementares que utiliza apenas conceitos do Ensino Béasico
e alguns topicos iniciais do Ensino Superior.

A principal referéncia para este capitulo é [10].

5.1 A Importiancia da Demonstracao

Cabe ressaltar que para a grande maioria dos autores, prova e demonstracao sao sindénimos
enquanto que, para Balacheff as provas sao justificativas que servem para um grupo social em um
periodo determinado e as demonstracoes se referem em especifico aquelas atribuidas a Matematica
(ver [15]). Nesta dissertacao, utilizaremos o termo demonstragao, sendo este a formulagdo de um
pensamento légico matematico, a fim de analisar se uma dada afirmacao é verdadeira.

Uma definicdo muito bem transcrita e de forma simples é a elaborada por Domingues e lezzi
em seu livro Algebra Moderna, onde afirmam que demonstracao é uma sucessio articulada de
ractocinios logicos que permitem mostrar que um resultado proposto é consequéncia de principios
previamente fixados e de proposigoes ja estabelecidas (ver [20]).

Além da forte presenca em congressos, encontros e seminarios, as demonstragoes ja foram in-
cluidas nos curriculos do Ensino Basico de alguns paises, tais como, Estados Unidos, Inglaterra e
Canada, o que constata a importancia que este tema tem adquirido para o conhecimento contem-
poraneo (ver [26]).

Uma das caracteristicas na qual difere a Ciéncia Matematica de outras Ciéncias de modo
veemente ¢ que a Matematica baseia-se em afirmagoes comprovadas, enquanto que a maioria das
outras se amparam na observacao.

Nota-se que apesar de atribuirmos, juntamente com outros autores, enorme importancia as
demonstragoes, os matematicos devem se utilizar de outras ferramentas com o propésito de tornar
esta area do conhecimento perfeita, eficaz e prazerosa. Elon Lages Lima, um renomado matematico,
assim se expressa em uma de suas publicagoes:
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A fim de familiarizar gradativamente os alunos com o método matematico, doté-los de
habilidades para lidar desembaracadamente com os mecanismos do calculo e dar-lhes con-
dicoes para mais tarde saberem utilizar seus conhecimentos em situacoes da vida real, o
ensino da Matematica deve abranger trés componentes fundamentais que chamaremos de
Conceituagao, Manipulacao e Aplicagoes (ver [18]).

Ainda para o mesmo autor, a demonstracao pertence a componente Conceituacao a qual é
definida da seguinte forma:

A conceituagdo compreende a formulagio correta e objetiva das definigdes matematicas,
o enunciado preciso das proposigoes, a pratica do raciocinio dedutivo, a nitida conscienti-
zacao de que conclusoes sao provenientes de hipéteses que se admitem, a distingdo entre
uma afirmacdo e sua reciproca, o estabelecimento de conexbes entre conceitos diversos,
bem como a interpretagao e a reformulagao de idéias e fatos sob diferentes formas e termos

(ver [18]).

Uma demonstracao é um raciocinio pelo qual se chega a uma verdade do que foi proposto.
Sobre demonstragdo o matematico Elon Lages Lima salienta que:

Elas devem ser apresentadas por serem parte essencial da natureza da Matemaética e
por seu valor educativo. No nivel escolar, demonstrar é uma forma de convencer com
base na razdo, em vez da autoridade. Por esse motivo, ndo se deve demonstrar o que
é intuitivamente evidente, o que todos aceitam sem hesitagido. (Exemplo: que uma reta
tem no maximo dois pontos em comum com uma circunferéncia dada.) Se demonstrar é
uma forma de convencer por meio da razao, para que perder tempo demonstrando algo
de que todos ja estdo convencidos? Também nao se deve demonstrar resultados que,
embora nao sejam de forma alguma Obvios, necessitam, para serem demonstrados, de
argumentos e técnicas dificeis, fora do alcance dos alunos, como o Teorema Fundamental
da Algebra, segundo o qual todo polinémio de grau n possui n raizes complexas. Por outro
lado, determinados fatos matematicos importantes ndo sao intuitivamente evidentes mas
possuem demonstragoes faceis e elegantes (ver [1§]).

Amparados por Elon Lages, podemos afirmar que apesar de nao ser conveniente para alunos do
Ensino Basico, a demonstracao do T.F.A. é de suma relevancia aos professores que apresentarao
este tema para seus alunos.

Talvez possa ser apresentada a alguns estudantes do Ensino Médio que facam iniciacao cien-
tifica, observando o nivel matematico de cada classe, série, escola e até do sistema educacional
em vigéncia, uma vez que ha uma grande diversidade de curriculos e objetivos educacionais nas
diversas instituicoes de ensino.

Mas de maneira especial temos como foco os professores atuantes no Ensino Médio, e alunos
nos primeiros anos do Ensino Superior que utilizam de forma consideravel a Algebra, a fim de
que adquiram uma bagagem mais abrangente e adequada para ministrar este tema matematico de
forma eficaz, prazerosa e rigorosa.

Ao replicar e analisar as diferentes referéncias as demonstragoes, buscamos contribuir para a
compreensao do processo que a envolve e de sua presenca marcante da experiéncia matematica.
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5.2 Balanco das Demonstracoes do Teorema Fundamental
da Algebra

Foram muitas as tentativas para demonstrar o T.F.A. e estas utilizaram as mais diversas
ferramentas matematicas; algumas demonstracoes estavam corretissimas, outras incompletas e
outras ainda incoerentes. Tais demonstra¢oes podem ser classificadas em analiticas, topologicas
ou algébricas, que utilizam conhecimentos da analise, topologia ou algebra, respectivamente.

Nesta secao faremos um balanco das demonstracoes mais famosas do T.F.A. A formulagao de
argumentos a fim de convencer o proximo esta presente na vida do ser humano desde a infancia,
como quando tentamos persuadir nossos pais, irmaos ou colegas nos primeiros anos de vida. O
processo argumentativo informal vai se intensificando na escola e este culmina no desenvolvimento
de argumentos formais exigidos pela matematica, em especial quando os professores demonstram
certos resultados dessa disciplina (ver [12]).

No decorrer da historia da Matematica a demonstracao nao possui data nem local que marcam
sua origem. Entretanto podemos afirmar que sua presenca na sociedade perpassa os dois mil anos.

A falta de informagdes concretas é aceitavel, uma vez que uma demonstragao nao é algo acabado,
e sim passa por uma série de processos para que seja exposta em seu formato final. Mas vale
ressaltar que mesmo que seja considerada correta e com rigor necessario em certo periodo, ela
pode ser considerada imperfeita para comunidades matematicas posteriores. Atualmente, para os
matematicos existe controversa em relacao a forma definitiva para a aceitacao das demonstragoes
(ver [12]).

As demonstragoes se apoiam em defini¢gdes e teoremas que de alguma forma ja foram estabeleci-
dos. Assim para se demonstrar algo, muitas vezes é necessario que outros argumentos matematicos
sejam demonstrados anteriormente, caso essas demonstragoes nao existam.

Agora apresentamos, de maneira simplificada, no &mbito matemaético, como as demonstracoes
podem ser classificadas:

o Demonstracao por Exaustao: Quando a conjectura se da sob um conjunto finito e se verifica
todos os possiveis casos.

o Demonstragao por Construgao: Apoia-se no fato de chegar a veracidade através de constru-
¢Oes geométricas.

e Demonstracao Direta: Usa argumentos ou teoremas ja demonstrados, num encadeamento
logico para deduzir a conclusao desejada.

o Demonstragao por Absurdo: Quando se assume o contrario da conclusao anunciada e deduz-
se uma condicao contraditoéria.

o Demonstracao por Inducao: Demonstra-se que o enunciado é verdadeiro para um valor inicial,
e entao demonstrar-se que o processo usado para ir de um valor para o proximo é valido. E
particular para enunciados somente com nimeros naturais.

Considerando o contexto historico da argumentacao a respeito da aceitacdo de uma demons-
tracao e da classificagdo desta, fizemos um balango das demonstragoes mais classicas do Teorema
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Fundamental da Algebra. Aqui salientamos que para producio de tal anélise nos baseamos no

referencial tedrico [14], [23] e [29].

Tabela 5.1:
Autor Ano | Nacionalidade Forma
D’Alembert | 1746 | Francés Direta e por construcao
Euler 1749 | Suico Direta
Lagrange 1772 | Ttaliano Direta
Laplace 1795 | Franceés Direta
1¢ Gauss 1799 | Alemao Direta
Argand 1814 | Suico Por contradicao
22 Gauss 1816 | Alemao Direta
32 Gauss 1816 | Alemao Por contradigao
42 Gauss 1849 | Alemao Direta
Tabela 5.2:
Autor Ferramenta Erro Tipo
D’Alembert | Séries e Coordenadas Utilizou o Teorema de Puiseux Analitica
geométricas que ainda nao havia sido
demonstrado.
Euler Decomposicao de polinomios Falta da demonstracgao de Algébrica
monicos de grau 2" existéncia de raizes, isto é,
Euler estuda casos particulares
mas ao generalizar nao
demonstra a existéncia.
Lagrange Permutacao de raizes Assumiu a existéncia de raiz Analitica
de equagoes sem demonstrar.
Laplace Discriminante de polinémio Assumiu a existéncia de raiz Algébrica
sem demonstrar.
1¢ Gauss Supo6s um polinémio nao Nao introduziu os niimeros Topolbgica
constante de coeficientes reais complexos. Suposigoes a cerca dos
e propos demonstrar que fatores | ramos das curvas algébricas nao
lineares ou quadraticos do estavam totalmente demonstradas.
polinémio existiam.
Argand O teorema de existéncia de Utilizou o Teorema de Analitica
minimo de uma fungao real Weierstrass que ainda nao havia
continua. sido demonstrado.
Continua na préxima pagina
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Tabela 5.2

Autor Ferramenta Erro Tipo

22 Gauss Toda equacao real de grau Nao ha registros. Algébrica
impar tem uma raiz real.
Toda equacao quadratica
com coeficientes complexos
tem duas raizes complexas.

32 Gauss Utilizou a férmula de Moivre, Nao ha registros. Topologica
derivadas, integrais e no¢oes
basicas de topologia.

4° Gauss Seguiu as ideias da primeira Nao ha registros. Algébrica
demonstragcao, embora com
abrangéncia de polindmios
complexos.

A fim de atingir nossos objetivos optamos pela demonstracao de Argand, desta forma fizemos
apenas um estudo preliminar das outras demonstragoes supracitadas.

Com esta analise, pretendemos dar uma visao ampla das mais significativas demonstragoes
dadas para o Teorema Fundamental da Algebra, para finalmente expormos uma demonstracao
atual, amparada sobre os vestigios destas apresentadas.

5.3 Resultados Preliminares

Nesta secao demonstraremos dois resultados que serao usados nas secoes seguintes. Tomaremos
como base a referéncia [10].

Proposicao 5.3.1. Consideremos uma funcao polinomial
p(2) = ap2™ + ap12" P+ a1z + ay,

onde n > 1, ap,ap_1,...,a0 € C com a, # 0, e seja zg € C uma raiz de p(z). Entao existe uma
fungao polinomial g(z) de grau n — 1 tal que p(2) = (z — 29)g(2) para todo z € C.

Demonstragio. Sendo zy raiz de p(z), temos
0=p(20) = @nzg + an_120" " + -+ a120 + ag
e portanto

p(z) = p(2) —p(2)
(an2™ + ap 12" P4 arz + ag) — (@nzd + an_120t -+ a120 + ag)

= (2" = 20) + a1 (2" =)+ ai(z - %) (5.3.1)
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Podemos escrever

22l = (2= 20) (2" 2 4 2R R . (5.3.2)

Substituindo (5.3.2) em (/5.3.1)), temos

p(z) = (2 — zo)[an(z”_l 42" 24+ zz(}_Q + z[’}_l) + - Fag(z + 20) + a1

Tomamos
g(z) = an (2" + 2" 24+ zzg_Q + zg_l) + - tag(z+ 20) +aq
e temos
p(2) = (2 — 20)9(2),
o que conclui a demonstracao. O]

Proposicao 5.3.2. Consideremos uma funcao polinomial
p(2) = ap2" +ap 12"+ arz+ag

onde n > 1, ay,an_1,...,a9 € C com a, # 0. Fixemos zy € C e seja q(z) = p(z + 2), z € C.
Entao existe 1 < k < n tal que

q(2) = p(20) + 2" a +r(2)],
onde a € C, a # 0 e r(z) é uma fungao polinomial satisfazendo r(0) = 0.

Demonstragio. Como
p(2) = ap2™ + ap 12"+ a1z + ag,

n—1
+ Ay Z ( n—1 )z”_l_pzé’
p=0 p
1
p=0 p

n n n—1 n n—1 n
= |a,z" + 1 anz" “zg+ -+ n—1 anzzy =~ + anZ2y

-1 -1
+ [anlznl + < " ) )%12”220 RN ( " )anlzz{fQ + anlzgll

desenvolvendo os bindmios obtemos

9(2) = an

n—2
+ "'+(a12+a120)+a0.
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Agora agrupando os termos semelhantes,

p(2) = (ap+arz0 + agzg + -+ anzl) + (a1 + 2a920 + - - + nanzy )z
n(n—1)

5 a2y )22 4 a2

+ (ay+3azzo+--- +
Assim podemos escrever
q(z) = Ag+ Az + A2 + - 4 Ap2",

onde i
AZ:Z<pZiZ >apz(1])_i7 1 SZSH
p=t
Como p(2) = ag + a120 + @222 + - - 4+ apzd = Ay, temos
q(2) = p(20) + Az + Ag2® + - + A, 2"

Se Ay = Ay = --- = A, = 0 entdo ¢(z) é uma fungdo constante e o mesmo ocorre com p(z),
o que contradiz a hipétese. Logo A; # 0 ou existe 2 <k <ntalque A; =0sel <j<k—-1e
Ar # 0. Assim existe 1 < k <mn, tal que A; # 0 e

q(z) = p(zo) + Akzk + Ak+1zk+1 4+ Anzn
= P(Zo)+Zk[Ak+Ak+1z+...+Anzn—k]‘
Portanto tomando a = Ay e 7(z) = Ap112 + -+ + A,2" %, obtemos
q(z) = p(z0) + 2*[a + r(2))],
com a # 0 e r(0)=0. -

5.4 Demonstracio do Teorema Fundamental da Algebra

Nesta secao apresentamos a tao comentada demonstragao do Teorema Fundamental da Algebra.
Desenvolveremos a demonstracao tendo como referéncia o artigo publicado por Argand no ano de
1814. Optamos por tal referéncia, uma vez que esta utiliza conceitos matematicos mais elementares
e assim atingimos de forma mais eficaz nosso publico alvo. Em nosso desenvolvimento dividiremos
a demonstracdo em duas partes, com a finalidade de simplificar a compreensao da mesma. A nossa
demonstragao ¢ baseada em [10].

Teorema 5.4.1 (Teorema Fundamental da Algebra). Toda funcéo polinomial
p(2) = ap2" + Qp_1 2"+ Farz 4 ag
com @y, dp_1,...,00 € C,n>1ea, # 0, possui uma raiz em C.

Demonstragdao. Seja
p(2) = ap2" + ap_1 2"+ Farz 4 ag
uma fungao polinomial em C de grau n > 1, isto é, com a,, # 0. Se ag = 0, entdo p(0) = 0 e assim
0 é uma raiz de p(z).
Vamos supor a partir deste momento que ag = p(0) # 0 .
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12 Passo

Vamos demonstrar que a fungdo g : C — [0, 400) definida por g(z) = |p(2)|, z € C, admite
um valor minimo absoluto em um ponto zy € C, isto é, g(z9) < g(z) para qualquer z € C. Pela

Proposi¢ao temos
li = 1 = .
Portanto, segue pela definicao de limite que existe r € R, r > 0, tal que g(z) = |p(z)|> |ao| se
z € Celz| >r. Logo temos
g(z) > |ag|, se |z|> r. (5.4.1)

Denotamos por g a restrigdo da fungao g ao disco fechado D(0,7), isto é, g é a funcgao g :
D(0,r) — [0,+00 ) definida por g(z) = g(z) = |p(z)| para todo z € D(0,7). Como p(z) é
uma funcao polinomial e portanto continua pelo Exemplo , entdo a fungdo composta g(z) =
Ip(2)], 2z € C é continua pelo Exemplo 4.4.11} Segue imediatamente que g : D (0,7) — [0, +00) é
continua. Como D(0,7) é um conjunto compacto (ver Exemplo , o Teorema de Weierstrass
(Teorema diz que existe 2o € D(0,r), tal que

9(z0) < g(2), se |z| <. (5.4.2)

Mas 0 € D(0,r) e assim g(zy) < g(0) = |ag|. Portanto segue por (5.4.1) e (5.4.2) que
9(z0) < g(2), para todo z € C.

22 Passo

Vamos demonstrar que p(zp) = 0. Suponhamos entdo por absurdo que p(zp) # 0 . Tomamos
q(2) = p(z + 20), 2 € C, e temos que ¢(0) = p(z0) = ¢ # 0. Pela Proposicao existem
ke N 1<k<n,a€eC,a+#0 e uma fungdo polinomial r(z) satisfazendo r(0) = 0 tal que

q(2) =c+ 2Fla+r(2)],z € C. (5.4.3)

Seja w uma raiz k-ésima do ntimero complexo —c/a, ou seja, w* = —c/a (ver Teorema |3.1.16]).
Entao aw® + ¢ = 0 e assim aw* € D(—c, |c|).
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Im

-----

Figura 5.1: Disco aberto

Considere a fungao f : C — C definida por f(z) = zw®,z € C. Como f é continua pelo

Exemplo m pois é um polindmio de grau 1 e f(a) = aw® = —¢, entdo tomando € = |c|, existe
d>0tal quese z € Ce |z —al <0 temos
2wk + | = |f(2) = fla)| < e=]d|. (5.4.4)

Seja agora 11 : C — C a fungao polinomial r1(z) = a + r(z),z € C. Sabemos que a # 0 e que
r(0) = 0. Como 71 é continua em 0, existe u > 0 tal que se z € C e |z|= |z — 0|< u, entdo

Ir1(z) —al = |r1(z) —r1(0)] < 4. (5.4.5)
Usando (5.4.4]) e (5.4.5]), obtemos que se |z| < p entéo,
r(2)wt + ¢ = |f(ri(2) = fla)l< |d]. (5.4.6)

Seja agora 0 < t < 1 tal que |tw| < p. Por segue que
’wk(a + r(tw)) + c’ = ‘7‘1(1510)10’C + c‘ <|c].
Como 0 <t < 1, entdo 0 < t*¥ < 1 e assim pela Proposicao , obtemos que
lq(tw)] = |(tw)* (a + r(tw)) + | = [*[w*(a + rtw))] + ¢ < |d].
Tomamos z; = zy + tw e temos q(tw) = p(z1). Logo,

Ip(z1)] = |q(tw)] < |c| = [p(20)]

o que contradiz o fato de que |p(z)| = g(20) é o valor minimo absoluto da funcao g(z) = |p(z)].
Portanto devemos ter p(zy) = ¢ = 0, isto é, zg é uma raiz de p(z). ]
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5.5 Decorréncias do Teorema Fundamental da Algebra

Apresentamos nesta secao alguns resultados que sao consequéncias do Teorema Fundamental da
Algebra. Todos os teoremas expostos a seguir fazem parte de tépicos abordados no Ensino Médio,
embora alguns resultados possam estar diretamente relacionados com o Teorema da Decomposicao,
este também é decorrente do Teorema Fundamental da Algebra.

Teorema 5.5.1 (Teorema da Decomposigao). Toda fungao polinomial
p(2) = ap2™ + ap_1 2"+ -+ a1z + ay,
com ay, ap_1,...,a0 € C, n>1e a, # 0, pode ser fatorada na forma
p(2) = an(z —a1)(z —az) -+ (2 — o),
onde oy, 1 < i < n, sdo as raizes de p(z), distintas ou néo.
Demonstragio. Sejan =1 e p(z) = a1z + ag com ay # 0. Entao
p(z) = a1z — ),

onde ag = ag/a;.
Seja agora n > 2 e suponhamos que o teorema seja verdadeiro para toda funcao polinomial
q(z) de grau n — 1. Seja p(z) uma fungao polinomial de grau n. Pelo Teorema Fundamental da

Algebra (Teorema D p(z) possui uma raiz oy € C e assim pela Proposigao existe uma
fungao polinomial ¢(z) de grau n — 1 tal que

p(z) = (z —a1)q(z), ze€C.
Como ¢(z) tem grau n — 1, segue pela hipdtese de indugao que
q(2) =bp(z —g) -+ (2 — ),
onde ay, ..., q, sao as raizes de ¢(z), distintas ou nao, e assim
p(2) =bp(z —an)(z —ag) -+ (2 — ).

Mas
p(2) = b2 — byl + -+ )"t (D)

e logo devemos ter b, = a,.
Podemos assim concluir que o teorema é verdadeiro pelo Principio de Indugao Finita. O]

Teorema 5.5.2 (Numero de Raizes). Toda equacao polinomial de grau n, com n > 1, admite
exatamente n raizes complexas.
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Demonstragdo. Consideremos uma equagao polinomial

onde
p(2) = ap2™ + ap 12"+ a1z + ao,

com @y, dp_1,-..,a09 € C, a, #0 en > 1. Segue pelo Teorema que
p(z) =an(z —aq)(z —ag) -+ (2 — ),

onde oy, 1 <i < n, sdo as raizes de p(z), distintas ou ndo. Logo podemos concluir que a equagao
p(z) = 0 possui n raizes complexas, distintas ou nao. O

Notagao 5.5.3. Consideremos uma func¢ao polinomial

p(2) = ap2™ + ap12" - a1z + ao,

com @y, ay_1,...,a0 € C,n>1ea, #0, esejam ay, ao, ..., q, as raizes de p(z), distintas ou nao.
Para 1 < k < n, denotaremos por S} a soma de todos os produtos de k raizes de p(z), isto é,

n e . . Y .

Slc - Z allaw alk

1<i1 <o < <ip<n

e denotaremos S; = 1. Em particular, a soma das raizes e o produto das raizes, escreveremos
respectivamente por S,, = S} e P, = S]'. Assim

Sp = artazt-+ o,
Sy = a(ae+-Fa,)ta(as+-+an)+ -+ apa(ap_1+ o) + an10,

P, = ajas-- .
Teorema 5.5.4 (Relagoes entre Coeficientes e Raizes). Seja
p(2) = ap2™ + ap 12"+ a1z + ao,

com @y, ap_1,...,a0 € C;n>1ea, #0, esejam ay, ay, . .., q, as raizes de p(z), distintas ou nao.
Entao a soma de todos os produtos de k raizes de p(z) é dada por

Ap—k
S = (—1)F"=E
P (-1

Em particular, para a soma das raizes e o produto das raizes de p(z) temos

S, =-""t p o= (-1

Qp Qn
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Demonstra¢io. Suponhamos que a seguinte afirmagao seja verdadeira (ver Notacao [5.5.3)):

p(2) ¢

= (st
n k=0
= =S SRR ()RR 4 (=)
Como também temos
z p-1 An—2 Un—k a
Qp, an, Ay Qp, Qp,

por igualdade de polindmios segue que

Ap—1
n __ n
T ,
an,
ap—2
n n
Sy = ,
Qn,

(-1Fsp =

(_1)nS:zL =

e portanto obtemos o resultado desejado. Logo basta demonstrar (5.5.1)).
Pelo Teorema [5.5.1] temos

Assim, para n = 2,
== () (z—a) =22 — (g )z +ajan
B Iy
e para n = 3,

= 22— (1 + s + a3)22 + (nas + aqaz + asasz)z + ajanas
= 2?82+ 83— S;.

Suponhamos que ([5.5.1)) seja verdadeira para fungoes polinomiais de grau n. Seja

p(2) = Qpp1 2" a2 + - a1z + ao,
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uma func¢ao polinomial de grau n 4+ 1 com raizes oy, s, ..., ayq. Tomamos
q(2) =apn1(z —a1)(z —ag) -+ (2 — ay)

e temos

Pela hipotese de indugao temos

Ap+1 k=0
e assim
e e,
Ap+1 Ap+1
- (Z(_ws;gznk) (2 = Q1)
k=0
_ Z( )ksn (n+1)— _'_ Z k+1 S]?OJnJrlznik
k=0
n n+1
_ Z( )ksn (n+1)— _'_ Z kSk 104n+12( n+1)—k
k=0

R Z(_l)k (S,? + S£_1Qn+1) SntD)—k (—1)" 1S .

E claro que S” ", = ST +1 e logo basta mostrar que para 1 < k < n,
S = S7 4+ Sy,
Para k =1,
Sn+1 (Oél + oy + -+ an) + Qpy1 = S{L + Sgan—i-l-

Para o caso geral temos

n+l1 __
Sk = Z Qi gy = - Oy

1<i1 <2< <1 <n+1

= Z ozilaiQ R Oéik + ( Z ozilaiQ R Oéik_l) Opt1

1<i1<ig < <ip<n 1<t <t < <ip—1<n

n n
== Sk + Skf 10n+41-
Assim o teorema fica demonstrado O

Exemplo 5.5.5. Considere a funcio polinomial p(z) = 223 — 42? + 62z + 7 e sejam «ay, s, a3 as
trés raizes, distintas ou nao de p(z). Entao pelo teorema anterior devemos ter:

4
o1+ g+ a3 = S _Sg 2 2,
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6
a1 + aas + asas = Sh = (_1)2§ —3

1003 — Sg = P3 = (—1)3

Exemplo 5.5.6. Considere a funcio polinomial p(z) = 22 —32% — 22+ 32 —1 e sejam a1, ay, a3, oy
as quatro raizes, distintas ou nao de p(z). Entao pelo teorema anterior devemos ter:

-3 3
041+a2+a3—|—04425f:54:_7:§7

4 2
e + as + apoy + aeas + asoy + asay = Sy = (1) — = ——|
_od 3

10903 + A1y + Qg3y — 53 = (—1)

=11
2 2°

Teorema 5.5.7. Seja p(x) uma fungao polinomial de grau n com coeficientes reais, isto é,

13y = Sil = P4 = (-1)

p(x) = ana” + an_12" ' 4 - 4 a1z + aq,

com ay, ay_1,-..,a0 € R, n>1ea, #0. Entdao p(x) pode ser fatorada como produto de fungoes
polinomiais com coeficientes reais de grau 1 e grau 2.

Demonstragdo. Sejam aq, s, .. ., oy as raizes distintas de p(x) e suponhamos que a raiz «; tenha
multiplicidade n;, 1 < j < k. Entao pelo Teorema [5.5.1]

p(x) = an(x — a)™ (x — )™ -+ (& — )™, zeR.
Tomando o conjugado de p(x) para x real obtemos

p(r) = @pa™ + ana" T+ TT + T = a2 + ap2" T 4 e+ ag = p()

e
p(x) = an(z —aa)" (z —ap)"™ - (z — @)™,
isto é,
p(x) = an(z —aq)™ (z —ap)"™ - (z —ag)"™.
Portanto @ é raiz de p(z) com multiplicidade n;, 1 < j < k. Sejam ay, ..., a; as raizes complexas
de p(z) e ajy1, ..., qq as raizes reais. Como {ay,...,qa;} = {aq,...,a;}, i deve ser par, i = 2s, e
a menos de uma mudanga na reordenagao das raizes {«q, ..., «;} podemos escrever,
{alv v 7ai} - {04170717 v 705870575}‘
Assim
p(x) = an(z — o)™ (z —an)™ -+ (2 — )™ (2 — @)™ (2 — @)™ - (z — aw)™.
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Se a; = a; +1bj, aj,b; € R, b; # 0, entao

(z—a;)"(z =)™ = [(z — ay)(z —@G)" = [2" — 202 + (af + b)]™

e logo
p(z) = ap[2? — 2012 + (a? +02)]™ -+ [2? — 202 + (a® + D)™ (1 — qypy)"+ - (x — ay)"™.
Concluimos assim a demonstragao do teorema. O

Exemplo 5.5.8. Considere a fungao polinomial p(z) = x? — 3z — 4. Podemos verificar que as
raizes de p(x) sdo x3 = —1 e x5 = 4 e assim p(z) pode ser fatorada na forma

p(x) = (z+1)(x —4).

Exemplo 5.5.9. Considere a funcio polinomial p(z) = 223 — 42% — 14z — 8. Podemos verificar
que 1 = —1 é uma raiz de p(z) com multiplicidade 2 e que e x5 = 4 é uma raiz de p(x) com
multiplicidade 1. Portanto p(x) pode ser fatorada na forma

p(x) =2(z + 1)*(z — 4).

Exemplo 5.5.10. Considere a fungdo polinomial p(z) = 2° — 2% — 2 + 1. Podemos verificar que
Ty =1, Ty = —i e x3 = —1 sd0 raizes de p(x) com multiplicidade 1 e que z4 = 1 é uma raiz de p(x)

com multiplicidade 2. Portanto p(x) pode ser fatorada na forma

pla) = (= i)z + i) (e — (e + 1) = (2* + D)(w — 1)’z + 1),
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Capitulo 6

O TEOREMA FUNDAMENTAL DA ALGEBRA
NAS INSTITUICOES DE ENSINO

6.1 Como o T.F.A. é Apresentado no Ensino Basico

O Teorema Fundamental da Algebra é exposto pela primeira vez ao estudante no 32 ano do
Ensino Médio, quando sdo iniciados no tema polinémios. Entretanto este importante teorema é
apresentado sem demonstracao, uma vez que o aluno nao possui os pré-requisitos necessarios para
compreendé-la. E essencial ressaltar que em alguns casos, nem mesmo os professores do Ensino
Basico tiveram contato com uma das demonstracoes do T.F.A..

Agora faremos uma anéalise simples de como o teorema em questao é apresentado para alunos
do 3% ano do Ensino Médio. A escolha dos livros didaticos analisados se deu de modo a utilizar
editoras e autores diferentes. Optamos por cinco livros, os quatro primeiros utilizados em periodos
diferentes por uma escola estadual de Minas Gerais.

No livro para o Ensino Médio que tem como titulo Matemdatica: aula por aula [13], de autoria de
Benigno Barreto Filho e Claudio Xavier Silva, em volume tnico, é exposto o T.F.A. e em seguida
utiliza-se este teorema para demonstrar a decomposicdo de um polindémio em fatores do 12 grau.
A apresentacdo é completa e de facil compreensao para os alunos, entretanto ndo ha nenhuma
referéncia histérica (ver Figura [6.1)).

Os autores Antonio Nicolau Youssef, Elizabeth Soares e Vicente Paz Fernandez, no livro para o
Ensino Médio cujo titulo é Matemdtica [30], em volume tnico, apresentam o T.F.A. e em seguida
a decomposicao de um polindmio em fatores do 12 grau. A apresentagao é breve e a demonstragao
do Teorema da Decomposicao é de facil compreensao para os alunos, entretanto nao ha nenhuma
referéncia historica.

Nesta obra os autores apresentam o enunciado do T.F.A. como no caso anterior, mas sdo mais
diretos na demonstracao da decomposicao, o que dificulta para muitos alunos a compreensao do

resultado (ver Figura [6.2)).
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Teorema fundamental da Algebra

Toda equagio algébrica P(x) = O de graun = 1
admite, pelo menos, uma raiz complexa.

Decomposicdo em fatores do 1° grau

Com o auxilio do teorema fundamental da Algebra, mostraremos que um

polinémio de grau n = 1 pode ser decomposto em um produto de fatores do 19 grau.
Vejamos:

Seja a equagio polinomial de grau n = 1:
P =ax"+a_x""'+..+ax'+ax+2,=0

Pelo teorema fundamental da Algebra, existe um nimero x,, tal que P(x)) = 0.
Assim:

P = x-x) Q=0 | (D
| ]

Concluimos que x — x, = 0 0uQ,(x) = 0. Sendo n> 1, Q,(x) nio € um polindmio
constante. Logo, ele admite uma raiz x,, tal que:

Q) = (x = X)) * Q) ()

- Substituindo @ em@, temos:
PX)=(x—-x) " x—X) Q=0
Procedendo do mesmo modo, podemos escrever:
P(x)=(x—x1)-(x—x1)~(x—x_,_)-“u{x—xn)-Q“

Sendo Q_ uma constante e a_ o coeficiente de x", pela identidade de polinémios
temos Q= a_. Logo:

|P(x)=a,,(x-xl)'(x-x,)'(x—xi)-...-(x—xi]

Figura 6.1:
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Teorema fundamental da Algebra

O teorema fundamental da Algebra é uma pro-
posigdo que pode ser enunciada da seguinte forma:
Toda equagdo polinomial de grau n, com n = 1, pos-
sui pelo menos uma raiz complexa.

Com base nesse teorema, podemos mostrar que
toda equagao polinomial de grau n, com n = 1, pos-
sui exatamente n ralzes complexas.

Além disso, podemos mostrar que todo polind-
mio de grau n, com n = 1, pode ser decomposto em
fatores do 12 grau da seguinte maneira:

p(x)=é‘,;4;”+a,.,_,xf""+...+a,x+aa
plx) = anlx — o) (X — ) ... (x = 0y _4) (X — &ty)

em que o, o, ..., 0, 530 as raizes de p(x).

Figura 6.2:

No livro com o titulo Matemdtica [7], volume tnico, para o Ensino Médio, de Luiz Roberto
Dante, também é utilizado o mesmo tipo de estrutura que encontramos nos dois livros ja citados.
Aqui o enunciado do Teorema da Decomposicao é muito parecido com os anteriores e a sua de-
monstracao muito superficial. A distingdo entre os anteriores é que neste livro é citado o ano e
o idealizador da primeira demonstraciao do Teorema Fundamental da Algebra (ver Figuras e

6.4).

Teorema fundamental

da Algebra

O feorema fundamental da Algebra, que admitiremos
sem demonstracdo, diz que:

Teda equﬁ(;ﬁg_c:lgébricc plx} = 0 de grau n[n = 1)
possui pelo menos uia raiz-complexa (real ou ndo).

Observacdo: Em 1799 o matemdtico Gauss demonsfrou o
teorema fundamental da Algebra.

Figura 6.3:
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) Decomposigdo em fatores
de primeiro grau

Usando o feorema fundomental da Algebra, podemos
demonstrar que:

Tode polinémio
plx) = ax" + g, "' + ... + ax + ax + g [com
n = | ea, # 0) pode ser decomposto num produto de n
fatores de 12 grau.
pix) = aylx = x))ix = xplix = xa) * ...+ e = x)

Naturalmente:
pix) = 0= afx = x))ix = X)lx = %) ...+ [x — %) =0
ou seja, toda equagdo polinomial de grau n tem exalamente
n raizes complexas.

Figura 6.4:

A exposicao do tema por Manoel Paiva, em seu livro Matemdtica [24] é apresentada nas Figuras
e[6.6 A apresentacdo é bem propicia iniciando-se com questionamentos da presencga de niimeros
complexos como raizes de equagdes do 12 e 22 graus, levando o aluno de maneira dedutiva ao
Teorema Fundamental da Algebra. Em seguida apresenta uma nota histérica (apesar de apresentar
datas controversas) e segue com o Teorema da Decomposicao e sua respectiva demonstragao.

e Teorema fundamental da Algebra w

Antes de enunciar o teorema fundamental da Algebra, vamos pensar nas questdes a seguir.
*» Existe alguma equagdo polinomial do 12 grau que néo possua raiz complexa? E do 2¢ grau?
Para responder a primeira pergunta, basta observar que toda equagdo polinomial do 1? grau

» b,
pode ser representada sob a forma ax + b = 0, com (g, b} C € e a # 0. Logo, © numero - ; é

raiz dessa equagdo para quaisquer valores complexos de a e b, com a # 0. Concluimos, entdo,
que toda equagdo do 1¢ grau tem raiz complexa.

Para responder 4 segunda pergunta, destacamos que toda equagdo do 22 grau pode ser re-
presentada sob a forma ax’* + bx + ¢ = 0, com {a, b, ¢} C C e a # 0. Para qualquer valor do
discriminante dessa equacdo, A = I — 4ac, existem duas raizes quadradas complexas de A, w, e w,;

Figura 6.5:
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portanto, existem, em C, os nimeros %L e -—22—:':L, que sio raizes da equacdo do 27 grau.
Concluimos, entdo, que toda equagdo do 2° grau possui raiz complexa,
Uma nova questio que surge naturalmente nesse momento é:
+ Existe alguma equacio polinomial, de determinado grau, que ndo possua raiz complexa?

A resposta a essa pergunta é dada pelo teorema fundamental da Algebra, cujo enun-
ciado é:

Toda equacdo polinomial admite pelo menos uma raiz complexa.

A demonstracio desse teorema foi a tese de doutoramento do matemdtico alemao Carl Friedrich
Gauss, apresentada na universidade de Helmstadt no ano de 1798. Embora outros matematicos j&
tivessem tentado fazer essa demonstraclio, Gauss foi o primeiro a realizi-la com perfeicio.

Gauss deu quatro demonstragdes diferentes para o teorema fundamental da Algebra, a Gitima
em 1850. Como todas elas exigem conhecimentos de Matemitica superior, ndio faremos a de-
m ¢do desse b

a Teorema da decomposigéo 1

Uma consequéncia imediata do teorema fundamental da Algebra é o teorema da decom-
posigho, apresentado a seguir.

Todo polinbmio de graun, comn > 1, Ax) = ax" + g _x"~'+a _x"?+..+ax+aq,
pode ser fatorado sob a forma A(x) = g (x = r)x = r)x = 1)« .. (x=r),emquer,r,
fy o T, 380 todas as raizes de P(x).

Demonstragio
Seja P(x) =g x" +a _x""'+a, _x""?+ ..+ ax+ a,um polindmio de grau n, com
nx>1,

Pelo teorema fundamental da Algebfa, P(x) admite uma raiz complexa r,. Logo, P(x) &
| divisivel por x ~ r, e, portanto,

| PX)=(x-r)-Q) O
em que Q,(x) é um polindmio de grau n - 1.

Se n — 1 = 1 temos, novamente pelo teorema fundamental da Algebra, que Q,(x) tem
uma raiz complexa r, e, portanto,

QW =(x-r)-Qx @

em que Q,(x) € um polindmio de grau n — 2.
Substituindo (1) em (1), obtemos:
Pix) = (x — r,)Yx — r,) - Q%)

Aplicando n vezes esse procedimento, obtemos:
Px)= (x=r)x=r)x=r): .. (x=r) Q(x)

Por definicio de identidade de polindmios, deduzimos que o coeficiente dominante a_ de
P(x) deve ser igual a Q (x). Logo:

P(xX) = afx = r)x=r)x=r) .. (x=r)

Figura 6.6:
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Al
Carl Friedrich Gauss
(1777-1855), matemdtico
alemnlio cujo lalento
revelou-se precocemente.
Doutorou-se a0s 21 anos de
idade.

Finalmente Elon Lages de Lima, Paulo Cezar Pinto Carvalho, Eduardo Wagner e Augusto
César Morgado, na publicagdo A Matemdtica do Ensino Médio [17], Volume 3, também tratam
desse topico mas nao apresentam o desenvolvimento histérico do T.F.A.. O material é excelente
quanto a formalizacao e ao rigor matematico, entretanto ndo comum nem compreensivel a maioria
dos alunos do Ensino Médio. Este livro pode ser utilizado no nivel Médio em escolas mais exigentes
e Superior para ensino de conceitos elementares de Matemaética.

Os autores iniciam expondo que um polinémio pode ser expresso através de suas raizes e afir-



mam que no conjunto dos numeros complexos, nao hd polinomios de grau maior do que ou tqual a 1
que nao possuam raizes e em seguida enunciam o T.F.A. Na sequéncia o Teorema da Decomposi¢ao
¢ exposto com sua respectiva demonstracao, também é apresentada a demonstracao e exemplos
das relagoes entre coeficientes e raizes. Em outra secao é realizada a demonstracao do T.F.A.
utilizando conceitos de continuidade. Os autores ainda afirmam que a rigor, ele é apresentado nos
livros como se fosse um axioma, sem quaisquer razoes para pelo menos mostrar que se trata de um
resultado plausivel. Isso se justifica pelo fato de que sua demonstracao requer argumentos que nao
podem ser feitos de modo preciso no Ensino Médio, palavras que foram destacadas pois captam
exatamente o objetivo desta dissertacgao.

De modo geral os livros diddticos das escolas enunciam o Teorema Fundamental da Algebra
sem demonstra-lo, o que é justificavel ja que nao ha pré-requisitos suficientes na Matematica do
Ensino Basico ensinado na maioria das escolas, em especial nas publicas, para assimilacao desta
demonstragao.

Esta singela apresentacao fez-se necessaria a fim de que seja visivel a presenca do T.F.A. no
Ensino Bésico e consequentemente a necessidade da compreensao profunda deste teorema por parte
dos professores que ministram este topico matematico.

6.2 Analise das Apresentacoes do Teorema Fundamental
da Algebra

Nossa analise consta de um quadro comparativo das apresentacoes do Teorema Fundamental
da Algebra no Ensino Bésico, a fim de direcionar um olhar e reflexdo mais objetivos quanto &
disposicao e qualidade do tema que é exposto para os alunos.

Nesta proposta identificamos o livro escolhido, seu respectivo autor, o ano de sua publicacao,
se ha registro historico e se este é satisfatério ou nao, se ha demonstracao do T.F.A., se sao apre-
sentados exemplos decorrentes desse teorema, como é apresentado o Teorema da Decomposicao,
se ele é demonstrado, se possui exemplos ilustrativos deste resultado e finalmente o nimero de
atividades propostas utilizando o T.F.A e o Teorema de Decomposicao.

Iremos considerar os cinco livros seguintes comentados na se¢ao anterior:

Tabela 6.1: Livros analisados

Livro

I Matemdtica: aula por aula, volume tnico, Filho [13]

IT | Matemadtica, volume tinico, Youssef-Soares [30]

IIT | Matemdatica, volume tnico, Dante [7]

IV | Matemadtica, Volume 3, Paiva [24]

V | A Matemdtica do Ensino Médio, Volume 3, Lima-Carvalho-Wagner-Morgado [17]

Faremos uma analise da apresentacio do Teorema Fundamental da Algebra nos livros I, IT, III,
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IVeV.

1. Autor:

(I) Benigno Barreto Filho e Claudio Xavier Silva.
(IT) Antdnio Nicolau Youssef, Elizabeth Soares e Vicente Paz Fernandez.
(ITI) Luiz Roberto Dante.
(IV) Manoel Paiva.
(V) Elon Lages Lima, Paulo Cesar Pinto Carvalho, Eduardo Wagner, Augusto César Mor-
gado.

2. Data da publicagao:

3. Parte histérica:

(I) Nao consta.
(IT) Nao consta.
(ITT) Reduzida.
(IV) Satisfatoria.
)

(V) Nao consta.
4. Enunciado apresentado para o T.F.A.:

(I) Toda equagao algébrica P(z) = 0 de graun > 1 admite, pelo menos, uma raiz complexa.
(IT) Toda equagao polinomial de grau n, com n > 1, possui pelo menos uma raiz complexa.

(IIT) Toda equagao algébrica p(z) = 0 de grau n (n > 1), possui pelo menos uma raiz
complexa (real ou nao).

(IV) Toda equacao polinomial admite pelo menos uma raiz complexa.

(V) Todo polinémio complexo de grau maior ou igual a 1 possui pelo menos uma raiz
complexa.

5. HA demonstracao?

(I) Nao.
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7. Enunciado do Teorema da Decomposigao:

(D)

(IT)

(I1I)

(IV)

Um polinémio de grau n > 1 pode ser decomposto em um produto de fatores do 12
grau.

Todo polindémio de grau n, com n > 1, pode ser decomposto em fatores do 12 grau da
seguinte maneira: p(x) = a4, 2" + ap_ 12" + -+ + a1x + ag, p(x) = an(r — ay) (v —
ag) - (r — ap_1) (T — ay) em que ag, qa, ..., q, sa0 as raizes de p(z).

Todo polinémio p(z) = @™ + ap 12" 1 + -+ ayx +ag (comn > 1 e a, # 0) pode
ser decomposto num produto de n fatores de 12 grau: p(x) = a,(z — z1)(r — z2)(x —
x3) - (x —xy).

Todo polindmio de grau n, com n > 1, P(z) = a,2" + a, 12" ' + -+ + a1 + ay,
pode ser fatorado sob a forma P(x) = a,(x — r1)(z — ro)(x — r3)--- (x — r,) em que
T1,T2,73,...,T, sa0o todas as raizes de P(x).

Todo polindémio complexo p(x) de grau n pode ser fatorado na forma p(x) = c(z—x1)(x—
x9) -+ (r — x,), onde ¢ é um nimero complexo e x1,Ts, ..., T, sdo raizes complexas de
p(z) (possivelmente repetidas). Além disso, esta fatoragao ¢é tnica, a menos da ordem
dos fatores.

8. Possui exemplos decorrentes do Teorema da Decomposicao?

()
(1)
(I11)
(IV)
(V)

Um exemplo.
Nao.
Trés exemplos.

Dois exemplos.
Nao.
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Podemos perceber que ha uma diversidade de exposigoes e esta caracteristica atinge a mate-
matica como um todo. Em relagao a este pensamento podemos transcrever algumas palavras do
matematico Ubiratan D’Ambrosio que, em [6], sabiamente afirma:

Hoje, a matematica vem passando por uma grande transformacao. Isso é absolutamente
natural. Os meios de observacao, de coleta de dados e de processamento desses dados,
que sdo essenciais na criacdo matemadtica, mudaram profundamente. Nao que se tenha
relaxado o rigor, mas, sem duvida, o rigor cientifico hoje é de outra natureza.

Outro grande fator de mudanga é o reconhecimento do fato de a matemdtica ser muito
afetada pela diversidade cultural. Nao apenas a matemadtica elementar, reconhecendo
as etnomatematicas e procurando incorpora-las no curriculo, mas também se reconhece
diversidade naquilo que chamamos matematica avancada ou matematica universitaria e a
pesquisa em matematica pura e aplicada. Essas sdo afetadas pelo que poderiamos chamar
uma diversidade cultural na pesquisa, a inter e mesmo a transdisciplinaridade. Um exame
rapido do Mathematical Reviews e do Zentralblatt fiir mathematik, que sdo publicagoes
que fazem a resenha de praticamente tudo o que se publica em pesquisa matematica no
mundo, revela intimeras areas novas de pesquisa e um grande nimero de pesquisadores,
com publicagdes importantes, que nao sdo profissionalmente matematicos. Poderiamos
dizer que a matematica é o estilo de pensamento dos dias de hoje, a linguagem adequada
para expressar as reflexdes sobre a natureza e as maneiras de explicacao.

Esta breve reflexao fez-se necessaria para que compreendéssemos que ainda ha muitas mudancas
que acontecerao tanto no ensino, quanto nas pesquisas de topicos matematicos, como é o caso do
Teorema Fundamental da Algebra que é muito recente no meio académico.

Por fim, salientamos que com a evolu¢ao da matematica, das tecnologias, dos curriculos naci-
onais, das propostas didaticas, das exigéncias profissionais e das particularidades de cada estado
brasileiro, grandes modificagbes ocorrerao na esfera nacional e internacional dos contetidos mate-
maticos, bem como da sua propagacao no meio académico e cientifico.
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Consideracoes Finais

Em virtude dos aspectos mencionados no decorrer desta dissertagao é imprescindivel que perce-
bamos o quao presente e relevante é a Matematica, assim como a Algebra, no contexto da evolugao
da sociedade.

Partindo de referéncias curriculares estaduais constatamos sua forte presenca no ensino médio
e sua apresentagao desprovida de contextos, explicagoes e aplicacoes.

Amparados nesta realidade, selecionamos o Teorema Fundamental da Algebra como norteador
de nossa pesquisa no imenso universo matematico.

Diante de toda literatura estudada, ficou evidente que o desenvolvimento do Teorema Funda-
mental da Algebra teve inicio com a busca de solugoes para as equacoes polinomiais.

Do mesmo modo, o processo investigativo do Teorema Fundamental da Algebra se deu intima-
mente ligado com a descoberta, compreensao e formalizacao da Teoria do conjunto dos Niuimeros
Complexos.

Na procura por uma demonstracao elementar, que nao utilizasse técnicas usuais da andalise
complexa, do referido teorema, vimos a necessidade de apresentar minuciosamente cada definicao,
teorema ou propriedade necessaria a tal processo.

Um grande aparato sobre os Numeros Complexos, continuidade e limites infinitos foi utilizado
a fim de esgotar qualquer pré-requisito para a demonstracao formal do Teorema Fundamental da

Algebra.

Assim resultou perceptivel como é fundamental que tanto o aluno quanto o professor em sua
formagao escolar/académica tenha oportunidade de trafegar pelo campo das demonstragoes, uma
vez que tal ato abre um leque de possibilidades e constatacoes que, embora simples, muitas vezes
nao tenham sido vislumbradas.

Dado o exposto, fomos levados a concluir que é necessario incorporar as demonstragoes ao
ensino basico, guardadas as devidas restrigoes, para que os educandos se familiarizem com o rigor
matematico e, principalmente percebam a necessidade da confirmacao dos dados e informacoes
apresentados.
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Pela observagao dos aspectos analisados no decorrer desta obra concluimos que é importante e
ousamos dizer urgente uma reflexao acerca do ensino do Teorema Fundamental da Algebra tanto
no ensino médio quanto nos cursos de licenciatura.

Acreditamos que esta dissertagao seja um pequeno contributo, assim deixamos como proposta a
novos pesquisadores que apresentem outra demonstracao para o Teorema Fundamental da Algebra
com énfase em conceitos da Mateméatica Elementar, afim de que este tema seja mais presente nas
discussoes matematicas e educacionais.
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