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Resumo

Este trabalho apresenta um estudo sobre equacoes funcionais, considerando sua
relevancia para o ensino da Matematica, tendo como objetivo final apresentar uma
proposta que contribua para a melhoria do ensino deste topico. E apresentado
um resumo sobre a historia das equagoes funcionais. Em seguida, o capitulo 1 é
constituido pelo estudo das equagoes Funcionais de Cauchy, o capitulo 2 trata das
equacoes de Jensen, Pexider e d’ Alembert. No capitulo 3 mostramos algumas
aplicagoes das equagoes funcionais
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Abstract

This paper presents a study on functional equations, considering its relevance
to the teaching of mathematics, with the ultimate goal of presenting a proposal to
contribute to the improvement of teaching this topic. A summary of the history
of functional equations is presented. Then, Chapter 1 consists of the study of the
Cauchy Functional Equations, Chapter 2 deals with equations Jensen, Pexider,

d ’Alembert. In chapter 3 we show some applications of functional equations
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Introducao

Os matemaéticos vem trabalhando com equagoes funcionais bem antes da forma-
lizacao das mesmas. Exemplos de equagoes funcionais iniciais podem ser rastreados
no trabalho do matemético Nicole Oresme do século XIV. Nicole Oresme forne-
ceu uma definicao indireta de fungoes lineares por meio de uma equagao funcional.
Do patriménio normando, Oresme nasceu em 1323 e morreu em 1382. Em 1352,
Oresme escreveu um grande tratado sobre a uniformidade e deformidade de inten-
sidades,intitulada Tractatus de configurationibus qualitatum et motuum.
Neste importante trabalho, Oresme estabelecida a definicao de um relagao funcional
entre duas variaveis, e a idéia (bem a frente de René Descartes) que se pode expres-
sar esta relacao geometricamente pelo que hoje chamariamos um grafico. Ao longo
dos proximos cem anos, as equagoes funcionais foram usadas, mas nenhuma teoria
geral de tais equacoes surgiram.

Dentre esses mateméticos foi Gregorio de Saint-Vicent (1584-1667), cujo traba-
lho sobre a hipérbole fez uso implicito da equagao funcional f(zy) = f(x) + f(y),
e foi pioneiro na teoria do Logaritmo. Este Resultado de Saint-Vicent apareceu em
1647 no seu grande tratado intitulado Opus Geometricum quadraturae circuli et
sectionum coni. Se o titulo deste trabalho parece longo, o préprio tratado, em cerca
de 1250 paginas, era muito bem mais longo.

Embora a defini¢ao de linearidade de Nicole Oresme pode ser interpretado como
um dos primeiros exemplos de uma equagao funcional. Ele nao representa um ponto
de partida para a teoria das equacgoes funcionais. O tema de equacoes funtional é
mais propriamente datado a partir do trabalho de Augustin Louis Cauchy, nascido
em 1789, em Paris, na Franca. Um matematico brilhante, Cauchy trabalhou em
varias areas da matematica. No entanto, ele é conhecido principalmente por seu
trabalho sobre calculo, e é reconhecido como um dos fundadores da moderna teoria
da analise matematica.

A equacgao funcional, que é particularmente associada com Cauchy é

flz+y) = f(x)+ f(y) (%)

para todo x e y reais, e agora é chamado de equacao de Cauchy. O que se quer
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determinar s@o todas as fungoes reais f que satisfazem (x). Podemos imediatamente
notar que a equacao de Cauchy é satisfeita por qualquer funcao da forma

f(z) =ax

a constante é real. No entanto, a nossa capacidade de encontrar uma solugao simples
para esta equagao ¢ apenas uma pequena parte da histéria. Devemos também
perguntar se a familia de fung¢oes da forma f(z) = ax é o conjunto de todas as
solugoes para a equagdo (x). Parece razoavel que tais fungoes lineares sejam as
tnicas solugoes para (x). No entanto, isto acaba por ser verdade somente se alguma
restrigdo leve é imposta a fun¢do f. Por exemplo, fungoes da forma f(x) = ax
sdo as tnicas solugoes para (%) entre a classe de fungoes que sdo delimitadas em
algum intervalo da forma (-c, ¢), em que ¢> 0. Alternativamente, pode-se mostrar
que f(x) = ax formar a unica classe de solugbes entre as fungbes reais continuas.
Historicamente, Jean d’Alembert precede Augustin Louis Cauchy. No entanto, no
contexto de equacgoes funcionais, parece mais natural considerar suas contribuigoes
apos Cauchy.

Jean d’Alembert era um homem de muitos nomes. O filho ilegitimo de um
oficial do exército, Louis-Camus Destouches, e uma escritora, Claudine Guérin de
Tencin, ele nasceu em Paris em 1717, enquanto seu pai estava no exterior. Apos
seu nascimento, sua mae o abandonou na igreja de Saint-Jean-Lerond. Seguindo a
tradigao, foi nomeado Jean Le Rond, e colocado em um orfanato. Apos o retorno de
seu pai, foi retirado do orfanato. Embora Destouches continuou a apoiar seu filho
financeiramente, ele optou por nao reconhecer publicamente o filho. Em 1738, Jean
Le Rond entrou faculdade de direito, onde tem registros em nome Daremberg. Mais
tarde, ele mudou esse nome para a equagao

flx+y) + flr—y) =2f(2)f(y) (*)

Onde 0 <y <z < g A equagdo (%) é agora conhecida como equagao de
d’Alembert.



Capitulo 1

Equacoes Funcionais de Cauchy

1.1 Equacao Aditiva de Cauchy

Uma equagao funcional da forma

flx+y) = f@)+ f(y) (1.1)

é chamada Equacao Aditiva de Cauchy.

Uma fungao ¢ : R — R ¢é aditiva se satisfaz a Equagao Funcional Aditiva de
Cauchy, isto é,

o(r +vy) = é(x) + ¢(y) para todo z,y € R

O estudo das fungoes aditiva remonta Adrien Marie Legendre (1791) e Johann Carl
Friedrich Gauss (1889), que fizeram as primeiras tentativas para determinar a so-
lugdo da equagao (1.1). Porém, o estudo sistematico da equagao (1.1) foi realizado
pelo matematico francés Augustin Louis Cauchy em seu livro Cours d’Analyse em
1821.

Definicao 1.1 Uma func¢io ¢ : R — R € dita ractonalmente homogénea se,

¢(rz) = ro(z) (1.2)
para todo x € R e todo r € Q
Proposicao 1.1 Se ¢ : R — R € uma solu¢ao da equacao aditiva de Cauchy,

entao ¢ € racionalmente homogénea. Além disso, existe ¢ € Q tal que ¢(r) = cr
para todo r € Q
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Prova. Seja ¢ : R — R uma solugao da equagao (1.1), fazendo z = y = 0 em (1.1)
temos que ¢(0) = ¢(0) + ¢(0) e dai

$(0) =0 (1.3)
Substituindo y = —z em (1.1) e usando (1.3), temos que ¢ é uma fungao impar, isto
€,
¢(—z) = —¢(z) (1.4)

para todo x € R. Assim, até agora, mostramos que a solucao da equacao aditiva
de Cauchy se anula na origem e é uma fungao fmpar. Vamos provar agora que a
solugao ¢ é racionalmente homogénea. Para isto, seja x € R. Entao,

¢(2x) = oz +x) = ¢(z) + ¢() = 2().
Portanto,
¢(3x) = §(22 + x) = ¢(22) + ¢(x) = 2¢(x) + ¢(z) = 3().
E em geral usando indugiio, podemos provar que
¢(nz) = n.¢(z) (1.5)

para todo inteiro positivo n. De fato, para n = 2 é verdadeira por definicao. Agora
assuma que vale pra algum ny,

P(x1+ T2 + oo+ Ty) = G(21) + O(22) + oo + (20

verifiquemos se vale para ng + 1:

gb(l’l + X9+ ... + Tng + 'Tno—i-l) = ¢<<I1 + X9+ ... + 'Tno) —+ xno—H)
= ¢(x1+ a2+ o+ Tpy) + A Tngi1)
= o(x1) + ¢(x2) + o + O(Tng) + A(Tng11)

fazendo z; = x, Vi, obtemos ¢(nx) = n.¢(x).

Por outro lado, se n é um inteiro negativo, entdo —n é positivo e por (1.4) e
(1.5), temos

¢(nx) = ¢(—=(=n)r) = —d(—nz) = —(=n)¢(r) = ne(x)
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Entao, nés provamos que ¢(nx) = n¢(zx) para todo inteiro n e para todo x € R.
Agora, seja r um nimero racional arbitrario, entao:

k
r=—

l

onde k € Z el € N*. kx = [(rz). Usando o provado acima, obtemos
ko(x) = ¢(kx) = ¢(I(rz)) = lo(rz);
isto é,
k
P(rz) = 7¢(1’) = ré(z).

Portanto, ¢ é racionalmente homogénea. Por outro lado, fazendo x = 1 na equagao
acima ¢é definindo ¢ = ¢(1), temos que

o(r) =cr

para todo namero r € Q. [

Teorema 1.1 (Cauchy) Seja ¢ : R — R uma fungao aditiva. Se ¢ é continua,
entdo ¢ € linear, isto é, existe ¢ € R tal que ¢(x) = cx, para todo x € R.

Prova. Seja ¢ uma solug¢do continua da equagao (1.1). Para todo namero real x,
existe uma sequéncia r, de ntimeros racionais tal que limr,, = z. Pela proposicao
(1.1) existe ¢ € R, tal que ¢(r) = cr para todo r € Q. Portanto,

O(rn) = crp, para todo n € N.
Agora, usando a continuidade de ¢, temos
o(z) = p(limy, oo ) = limy, 00 @(1y,) = limy, o0 €1y, = c

A condigao de continuidade foi enfraquecida por Jean Gaston Darboux em 1875,
como mostra a seguinte

Proposicao 1.2 Seja ¢ uma solugio da equagao (1.1). Se ¢ é continua em um
ponto,entao ela € continua em todos os pontos.

Prova. Suponhamos que ¢ é continua em ¢, para algum ¢t € R. Mostraremos que ¢
¢ continua em R. Para isto seja x € R qualquer. Entao
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}SH%)WJHL) = }lllir(l)qb(t—i-h—i-x—t)

= limo(t +h) +d(z —1)

¢ & continua em t, ]llirr(l] o(t+ h) = ¢(t). Logo,
—

lim ¢z +h) = (1) +d(zr —1)
= ¢(z)

Isso prova que ¢ é continua em x consequentemente ¢ ¢ continua em R. [ |

No capitulo 5 do livro Cours d’Analyse, Augustin Louis Cauchy (1821) estudou
outras trés equacoes, a saber,

flx+y) = f2).f(y) (1.6)
flzy) = f(z) + f(y) (1.7)
flzy) = f(z).f(y) (1.8)

1.2 Equacgao Exponencial de Cauchy

A equacao funcional exponencial de Cauchy é
fx+y) = f(x).f(y) , 7,y €ER

Teorema 1.2 A solucao geral da equagao exponencial de Cauchy, tem uma das
sequntes formas

P(z) =A@, onde
A:R — R € uma funcgao aditiva, ou ¢(x) = 0.

Prova. E facil ver que f(z) = 0, Vr € R ¢ uma solugdo de (1.6). Afirmamos que
o(z) # 0,V € R. Suponha que nao. Entdo, existe yo tal que ¢(yo) = 0. De (1.6),
temos

o(y) = o((y — vo) + vo) = &y — v0)-9(y0) = 0,

o que é uma contradigao.

t
Tome z = 5 em (1.6), temos que
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para todo t € R. Assim ¢(x) é estritamente positiva. Agora tomando logaritmo
natural em ambos os membros de (1.6), obtemos

Lng(z +y) = Lnd(x) + Lng(y).
Definindo A : R — R por A(z) = Ln¢(x), temos
Alz +y) = Alx) + Aly)
Assim temos a solucio ¢(z) = eA®@) [ ]

Definicao 1.2 Uma funcao ¢ : R — R € chamada uma fung¢ao exponencia real
se satisfaz f(x +y) = f(z).f(y) para todo x,y € R.

Seja n um inteiro positivo. Suponhamos que a equagao funcional
flx+y+nzy) = f(x)- fy) (1.9)

) 1 - )
vale para todos os reais x > —— e y > ——. Quando n — 0, a equagao funcional
n n

(1.9) se reduz a equagdo exponencial de Cauchy. Esta equagdo foi estudada por
Thielman(1949).

Teorema 1.3 Toda solugao ¢ da equagao funcional (1.9) é dd forma
$(x) = 0 ou 9(a) = A1),
onde A: R — R ¢ uma funcao aditiva.

Prova. Vamos escrever a equagao funcional (1.9) na seguinte forma

5 <(1 +nz).(1+ny) —1

n

) =60ty (1.10)

Defina 1 +nz = e e 1 + ny = €’ tal que u = In(1 4+ nz) e v = In(1 4+ ny). Agora
rescrevendo (1.10), obtemos

() e (5) e () o

para todo u,v € R. Defina

w<u>—¢<eu‘1) (1.12)
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em (1.11), temos
U(u+v) =P(u) - ¥(v) (1.13)
para todo u,v € R. Assim pelo teorema (1.2), temos
Y(z) =A@ oup(r) =0, Vo € R (1.14)
onde A : R — R é uma fungao aditiva. Portanto, de (1.12) e (1.14), obtemos
B(x) = 0 ou ¢(z) = Al

onde onde A : R — R é uma funcao aditiva. [

1.3 Equacgao Logaritmica de Cauchy
A equacao
flzy) = f(z) + fy) ©
¢ chamada de Equacao Funcional Logaritmica de Cauchy

Teorema 1.4 Se a equacgao funcional logaritmica de Cauchy vale para todo x,y €
R*, entao a solucao geral é dada por

o(z) = A(ln|z|), Vo € R* (1.15)
onde A € uma fungao aditiva.

Prova. Substituindo x =y =t em ©, temos
o(t%) = 26(t).
Do mesmo modo, fazendo x = —t e y = —t em ©, temos
$(t%) = 20(—t) .
Assim vemos que
o(t) = o(—t), Vt € R* (1.16)

Agora, suponhamos que a equagao funcional ® vale para todo z > 0 e y > 0.
Seja,

r=eey=ce (1.17)

de modo que
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s=lInzet=Iny (1.18)

Note que s,t € R visto que z,y € R* onde R, = {x € R/z > 0}. Substituindo
(1.18) em ®, temos

¢(e*™) = o(e”) + o(e')
Definindo
A(s) = ¢(e®) (1.19)
e usando a tltima equacao, temos
A(s+1t) = A(s) + A(t)
para todo s,t € R. Por isso, a partir de ©, temos
o(x) = A(lnx) (1.20)

para todo x real positivo.
Como ¢(t) = ¢(—t), temos que a solucao geral de (1.7) é

¢(z) = A(ln|z) (1.21)
para todo x real nao-nulo. [

Corolario 1.3.1 A solugdo geral da equagao funcional f(xy) = f(z) + f(y), para
todo x,y € R, € dada por

o(z) = A(lnz) (1.22)
onde A: R — R € uma funcao aditiva.

Corolario 1.3.2 A solugao geral da equagao funcional f(zy) = f(z)+ f(y) , para
todo x,y € R é dada por

¢(x) =0, Vz € R* (1.23)

Prova. Substituindo y = 0 na equagao funcional acima temos ¢(0) = ¢(x) + ¢(0)
onde ¢(z) =0 |

Definicao 1.3 Uma funcao f: R, — R € chamada uma fung¢ao logaritmica se
satisfaz f(xy) = f(x) + f(y) para todo x,y € R,.
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1.4 Equacgao Multiplicativa de Cauchy

Trataremos agora da tultima equagao funcional de Cauchy, a equacao funcional
multiplicativa, isto é.

fzy) = f(2).f(y) (*)

Esta equacao é a mais complicada das trés equacoes consideradas neste capitulo.
Para o préoximo teorema vamos precisar da definicao da fungao signal denotada por
sgn(z) e definida como

1, se x>0
sgn(x) = 0, se z=0
-1, se <0

Teorema 1.5 A solugao geral da equagao funcional multiplicativa, € dada por

¢(z) =0, (1.24)
by =1 (1.25)
$(w) = eAEnlD]sgn(z)), (1.26)
o(z) = eAErlD sgm (). (1.27)

Onde, A:R — R ¢ uma funcao aditiva.
Prova. Fazendo z =y =0 em (*), temos ¢(0) - [1 — ¢(0)] = 0 e portanto,
#(0) =0 ou ¢(0) =1 (1.28)

D& mesma forma, substituindo x = y = 1 em (*), temos ¢(1) - [1 — ¢(1)] = 0 e
portanto,

6(1)=0e ¢(1l) =1 (1.29)
Tome = como um numero real positivo, isto é z > 0. Entao, (*) implica
¢(z) = o(vx)* 2 0 (1.30)

Suponha que existe zg € R, 2y # 0 tal que ¢(z¢) = 0. Seja € R um numero real
arbitrario. Entao, de (*) temos
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para todo x € R e obtemos a solugao de (1.24) ]

Suponhamos que ¢(z) # 0 para todo x € R*. Se ¢(0) = 1, entao fazendo y = 0 em
(*), temos

Assim,
o(z) =1

para todo x € R. Assim, temos a solugao (1.25)

Consideremos o caso ¢(0) = 0. Neste caso podemos afirmar que ¢ é nao nula em
R*. Suponha que ndo. Entao existe yo em R* tal que ¢(yo) = 0. Fazendo y = yo em
(*), temos

d(zyo) = ¢(x) - ¢(yo) = 0.

Logo, ¢(z) = 0,Vx € R* que é uma contradigao.

Usando o fato que ¢ ¢ ndo nula em R* e (1.31), temos

¢(x) > 0 para x > 0 (1.31)
Sejam
r=cey=¢ (1.32)
temos que
s=Lnxet= Lny (1.33)

Note que s,t € R e z,y € Ry. Substituindo (1.33) em (*), temos

p(e’™!) = o(e®).¢(e")

Como ¢(t) > 0 para todo ¢t > 0, tomando o logaritmo natural em ambos os membros
da ultima equagao, temos que:

A(s+1t) = A(s) + A(t),
Onde,
A(s) =Ing(e®), VseR (1.34)

Entao, A ¢ uma fungao aditiva. De (1.33) e (1.34), temos:

9
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p(z) = eAlnl2) vy e Ry (1.35)

De (1.28) temos que ¢(1) = 0 ou ¢(1) = 1. Se ¢(1) = 0, fazendo y = 1 em (*),
temos

o(x) =0, VzeR,

Contradizendo a hipotese que ¢ nao é identicamente nula em = € R,. Assim,
#(1) = 1. Agora fazendo z =y = —1 em (1.8), temos ¢(1) = [¢](—1)? e assim,

¢(—1)=1oug(-1)=~1 (1.36)
Se ¢(—1) = 1, entdo, fazendo y = —1 em (*), temos
¢(—z) = ¢(z) - #(—1) = ()
para todo z € R,. Entdo, de (1.33) segue que:
a) = eAtinel

para todo x € R,. Assim, ¢(0) = 0, temos:

eAlnlzl) g xe R*
(;S(x)—{ 0, se x=0

Se ¢(—1) = —1, fazendo y = —1 em (*),
para todo x € R,. Assim, de (1.34), obtemos

ALln|z|)
e , se x>0
¢(x) - { _eA(Ln|;B|)’ se x <0

para todo x € R*. Juntamente com o fato que ¢(0) = 0, temos

eAllnlz) - ge x>0
o(z) = 0, se x=0
—eAlnlzl) - ge x<0

que ¢ a solugao (1.27). n
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Corolario 1.4.1 A solugdo geral continua da equagao funcional f(xy) = f(z)- f(y)
(*), para todo x,y € R € dada por

é(z) = 0, (1.37)

o(r) =1, (1.58)

$(z) = laf° (1.59)
f(x) = |z - sgn(z) (1.40)

onde o € uma constante real positiva.

Prova. Pelo teorema (1.5) ou ¢ =0, ou ¢ = 1, ou ¢ tem a forma (1.26) ou (1.27),
onde A : R — R é uma fungao aditiva. Como ¢ é continua e,

A(t) = Lng(e")
A é também continua sobre R. Portanto,
A(t) = a - t,
Onde, a € R é uma constante arbitraria. A partir de (1.26) e (1.27), temos

f(x) = ||

fx) = |z[* - sgn(z),

respectivamente. Resta mostrar que a > 0. Se o = 0, entdo, (1.39) produz ¢(x) = 1
para x # 0, e pela continuidade de f devemos ter ¢(0) = 1. Assim, temos que ¢ = 1,
ja listado em (1.38) com v = 0, temos

¢(z) =1 parax >0

¢(r) =—1paraz <0

e assim ¢ nao pode ser continua. D& mesma forma se o < 0, entao, ¢ seguida de
(1.38) e (1.39) satisfaz

lim ¢(z) = o0

z— 0t

e assim, nao pode ser continua em 0.
[

Definicao 1.4 Uma func¢io ¢ : R — R € dita uma fung¢ao multiplicativa se satisfaz
f(zy) = f(x) - f(y) para todo 2,y € R.
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Capitulo 2

Equacoes de Jensen, Pexider e
d’Alembert

2.1 Funcao convexa

Fungoes Convexas foram primeiramente introduzidas por Johan Ludwig Jensen
em 1905, apesar de que fungoes convexas ja haviam sido tratadas por Jacques Ha-
damard (1893) e Otto Hoélder (1889). Uma funcao f : R — R ¢ dita convexa se
satisfaz a desigualdade

; (x;y) f@+ ) zy R (2.1)

2.2 Equacao Funcional de Jensen

A equacao funcional

F(55Y) = 3U@ s, wyer 0B

¢ chamada de Equagao Funcional de Jensen.

Definicao 2.1 Uma func¢io ¢ : R — R € dita Jensen se satisfaz

4 (wﬂ/) _ o(x) +0(y) i,y € R,

2 2 ’

1sto €, se € solugao da equagao funcional de Jensen.
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Observacao 1 Lembremos que uma funcao f : R — R € dita afim se ela € da
forma

f(z) = ax + 0,
onde a,b sao constantes.

Teorema 2.1 A funcao ¢ : R — R satisfaz a equacao funcional de Jensen se e
somente se

o(r) = A(z) + a, (2.2)
para alguma fungao aditiva A : R — R e algum a € R.

Prova. Suponhamos que ¢(z) = A(z) +a, ondea € Re A: R — R é uma fungao
aditiva. Entao

(59 - a5+
< A5 a()+-
_ (A +
¢

Reciprocamente, seja ¢ : R — R uma solucao da equacao de Jensen, entao

) (x+y) _ olz) + 0ly)

(%), para todo =,y € R. Fazendo y = 0 temos que

2 2 ’
s(D) =200 oea=a0) (),

substituindo (**) em (*) temos que

ble+y) +a_ o)+ o(y)
2 2 ’

que equivale a

o(x+y) +a=d(x)+ o) (2.3)
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Definamos A : R — R por A(z) = ¢(z) — a. De (2.3) temos que:

(z+y) = dx+y) —a
= ¢(x) +¢(y) — 2a
= (¢(z) —a) + (d(y) — a)
= A(z) + A(y)

Portanto, A ¢é aditiva e ¢(z) = A(x) + a
|

Definicao 2.2 Sejam m e n dois inteiros positivos um niumero racional dd forma

m
2n

é chamado um ndmero racional diddico.

Teorema 2.2 A solugio continua ¢ da equacao de Jensen no intervalo [a,b] € uma
funcao afim, isto é,

fe)=pF4+a-x onde a,f € R
Prova. Definamos uma nova fungao F : [0,1] — R como

F(y) = ¢((b—a)y +a) Vy € [0, 1] (2.4)

Seja ¢ : [0, 1] — [a, b] tal que ¥ (y) = a + (b — a)y, entdo, F' = ¢ o). Portanto, I’
estd bem definida. Afirmamos que F satisfaz (JE). De fato,

F(x;y) _ ¢<(b—a)' (””;yzm)

(b—a) - xz+a]+[(b—a) y+a
- o ; )
_ Glb—a)o o)+ 9l(b—a)y+a)
2
@R
2 ’ o
e LT
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Entao F' satisfaz a equagao funcional de Jensen em [0,1]. Fazendo z = 0ey =1
em (x), temos

2 Ty T Ty

F(l) F(0)+ F(1) ctd _ 1(d_c)

1
onde ¢ = F(0) e d = F(1). D4 mesma forma, fazendo x =0 e y = 5 em (%), temos

1 1
1)~ 2 - 2 A
1
Agora fazendo z = Sey= 1 em (%), temos
3\ F(3)+F(1) 3

. , ., , m . .
Em seguida provemos que se x ¢ um nimero real da forma o onde m e k inteiros

positivos satisfazendo 0 < m < 2’“, entao

F(z)=c+az(d—c)
Por inducgao sobre k. J4 mostramos que a afirmacao ¢ verdadeira para k = 1,2.
Assuma que (2.8)¢ valida para n = k e consideremos dois casos:

L oo 2m

caso 1: xr = ontl
9. o — 2m +1
casos: T = W

No caso 1, temos

2m m m 2m
F<2n+1) =F<2—n> =c+ Q—H(d—c) :c+2n+1(d—c),

€ no caso 2,

2m + 1 1/(m m+1
() - rGGE))
m m+1
B F<%>+F( 2n )
B 2
1 1
- §(c+gﬁd—@+c+—é;4d—@)
2m + 1
= c+ m (d—c)
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Assim (2.8) é satisfeita para todos racionais diadicos x em [0,1]. Uma vez que F' ¢é
continua e o subconjunto de todos os racionais diadicos em [0, 1] ¢ denso em |0, 1],
temos

F(z)=c+z.(d—¢)
para todo z € [0,1]. Como F = ¢o1, entao ¢ = Forp~!. Portanto, ¢(x) = B+ a.x,
para algum o, € R
2.3 Equacao Funcional de d’Alembert

A equacao funcional

flx+y)+ flz—y)=2f(2) f(y) r,y € R (DE)

para todo z,y € R é conhecida como Equagao Funcional de d’Alembert.

2.3.1 Solucgoes Continuas da Equacao de d’ Alembert

Teorema 2.3 Seja, ¢ : R — R wuma funcao continua, que satisfaz a equagao de
d’Alembert. Entao, ¢ tem uma das sequintes formas:

o(z) =0, (2.5)
o(x) =1, (2.6)
¢(z) = cosh(a - x), aeR (2.7)

o(x) = cos(f - x), BeR (2.8)
Como ¢ € solugdo, ¢(x +y) + ¢(x —y) = 2¢(x) - ¢(y) (®).

Prova. Fazendo x =y = 0 em (®) obtemos

Assim,

¢(0) = 0 ou ¢(0) =1
Se ¢(0) = 0, entdo tomando y = 0 em (®), temos:

2¢(x) = 2¢(x) - $(0).
Dai,
20(x) =0

segue que
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¢(x) =0, VreR

Temos a solugao (2.5). Assumindo agora que ¢ é ndo nula. Vamos mostrar que ¢ é
uma fun¢ao par. Faga x = 0 em (®). Entao,

o(y) + ¢(—y) = 2¢(0) - o(y)
como ¢ é nao nula, ¢(0) # 0 e ¢(0) = 1. D4 equagao acima

P(y) + o(—y) = 2¢(y)
isto &,
(—y) = é(y)

para todo y € R. Entao, ¢ é uma fungao par. Como ¢ é continua em R, ¢ também
é integravel em qualquer intervalo finito. Assim, para t > 0, temos

[L @ +y)dy + [, o(z — y)dy = 26(z) [*, d(y)dy (2.9)
Agora

[L @ +y)dy = [T o(2)dz = [T o(y)dy

Analogamente,

Jole—y)dy = [ (w)(—dw) = [ p(w)dw = [ ¢(y)dy

Portanto (2.9),torna-se

[ fydy + [ fly)dy = 2f(x) [*, fly)dy

ou seja

ST b(y)dy = 6(x) [*, é(y)dy (2.10)

Como ¢ é nao nula, ¢(0) = 1. Além disso, uma vez que ¢ é continua, existe ¢t > 0
tal que

It o(y)dy > 0.

Note que o lado esquerdo de (2.10) ¢ diferenciavel com respeito a x pelo Teorema
Fundamental do Calculo (veja Anton, pag. 396-2001). Dai, o lado direito também
é diferenciavel com respeito a x. Entao, tomando a derivada com respeito a x em
(2.10), temos:

d

% S oy = —6(@) [, oy)dy]
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Assim temos:
Sz +1) —dlx—1) = ¢ (x) [, f(y)dy (2.11)
Isto prova que ¢ é duas vezes diferenciavel e assim
¢(x+t)— ¢ (x—t)=¢"(x) [\, 6(y)dy

Entao ¢ é 3 vezes diferenciavel. Procedendo passo a passo, vemos que toda solugao
continua de (DE) ¢é infinitamente diferenciavel.
Tomando z = 0 em (2.11), temos

B(t) = p(—t) = ¢'(0) - [, b(y)dy (2.12)
Como ¢ é par, temos ¢(t) = ¢p(—t) e (2.12) torna-se
¢(0)- [, ¢ly)dy =0 (2.13)
porém, [, ¢(y)dy > 0, (2.13) resulta em:
#(0)=0 (2.14)
Como ¢ € C*°(R) diferenciamos (®) com respeito a y duas vezes para obter

¢'(x+y) = ¢(x+y) =20(x)¢'(y)
¢"(x+y)+¢"(x —y) =20(z) - ¢"(y)

para todo z,y € R. Fazendo y = 0, temos
2¢"(z) = 2¢(x).¢"(0)
Seja k = ¢"(0). Entao,
¢"(x) = ko(x)

que corresponde ao seguinte Problema de Valor Inicial (P.V.I.)
Ty
dx?
y(0) =1
y'(0)=0

Para resolver este (PVI) iremos considerar trés casos: k =0,k >0e k <0

Caso 1. Suponha k£ = 0. Entao o (PVI) se reduz a
d*y

dx?
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dai,
y(r) = 1o + o

Como y(0) = 1, co = 1. Novamente como y'(0) = 0, temos ¢; = 0. Portanto,

yle) =1
Caso 2. Suponha k£ > 0. Tomando y = ™" em
d?y
— =k DE’
T3 = kY (DE)

obtemos m?2 = k e dai m = +vk. Entéo,
y(r) = 1" 4 ce=%, onde a = Vk.
Agora

1=y(0)=cie’ + e’ = 1=¢; + ¢

0=19'(0) = 1€’ — c2e” => ¢; = cy(desde que o # 0)
entdo, ¢ = ¢y = 3 Portanto, a solu¢ao de (DE’) é dada por

y(zr) = % = cosh(a - 7)

entao neste caso f(z) = cosh(a - x) que é (2.7).
2

d
Caso 3. Suponha k < 0. Tomando y = €™* em d_g = ky obtemos
x
m?y = ky
entdo m = +if, onde f =/ —k, i = /—1. A solucéo de (DE’) é dada por
y(z) = c1€% + cpe=P?

Assim, 1 = y(0) = ¢; + ¢ => ¢ = 1 — ¢;. Por outro lado,

1
0= y/(O) = zﬂcl — Zﬁ(l — Cl) = 2iﬁcl — Zﬂ = Zﬁ(201 — 1) =0=c=c= 5
Logo,
eiﬁx + efiﬁx
o) = S con()
Portanto a solucao ¢ dada por f(z) = cos(fx) que ¢ (2.8). u
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2.3.2 Solucao Geral da Equacao de D’Alembert

Uma solugao £ : R — C ¢ dita exponencial se F satisfaz a equagao
E(x+y)=E(x)-E(y), xzyeR

Pode ser demonstrado que (por exemplo, veja: Elon Lages, A matemética do ensimo
Médio,vol.1)

E(x) =e**, onde A € R
Se F : R — C é uma funcao exponencial nao nula, entao denotamos por

E*(y) = E(y)™ (2.15)

Proposicao 2.1 Se £ : R — C € uma fun¢ao exponencial e E(0) € zero, entao,
E(z) =0 para todo x € R.

Prova. Seja E': R — C uma fungao exponencial. Assim,
E(x+vy) = E(z)- E(y) (2.16)
para todo x,y € R. Fazendo y = 0 em (2.16), obtemos
E(z) = E(x)- E(0) paraz € R (2.17)
Como E(0) = 0, (2.17) implica
E(x)=0, VxeR (2.18)
Assim, E(z) ¢ identicamente nula. |

Proposicao 2.2 Seja E : R — R uma fun¢ao exponencial. Se E(x) # 0, entdo
E0) =1.

Prova. Seja £ : R — R uma fungao exponencial. Assuma que E(z) é nao nula.
Faga x =y = 0 em (2.16), temos

E0)-[1—E(0)] =0.
Portanto,
E(0)=0o0u E(0)=1

vemos que F(0) = 1. Suponhamos que nao, assim E(0) = 0, pela proposigao (2.1),
E(z) =0, ¢ uma contradi¢ao. Assim, F(0) = 1. u
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Proposicao 2.3 Seja F : R — C uma funcgao exponencial. Se, E(xy) = 0 para
algum xo # 0,entao E(x) = 0 para todo x € R

Prova. Seja x # 2y € R. Entao, como E(z() = 0, temos:
E(x) = E((x — x9) + x9) = E(x — z0) - E(z0) = 0.
Assim, E(z) = 0. |

Proposigao 2.4 Seja E : R — C uma fungdo exponencial. Se E(x) € nao nulo,
entao,

para todo x € R.

Prova. Seja £ : R — C a exponencial. Agora faga y = —z em (2.16), temos

E(0) = E(z) - E(—x) (2.17)

B=0) = 55
ou seja,
E(—x)=E(z)™! (2.19)
E*(—z) = E(x) (2.20)

Proposicao 2.5 Seja E : R — C como uma fungao exponencial. Suponha E(x) #
0. Entao,

E*(x +y) = E*(x).E*(y) (2.18)

para todo x,y € R
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Prova. Como E(z) # 0, E(x) é ndo nula sobre R pela proposigao (3). Agora
considere

E(z)E(y)

= E() " E(y)
= B0 F(y)

para todo =,y € R.
[ ]

Proposicao 2.6 Toda solu¢ao nao nula ¢ : R — C da equacgdao de d’Alembert é
uma funcgao par.

Prova. Substituindo y por —y na equacdo (DE), temos

¢z +y) + bz —y) = 26(x) - o(—y) (2.19)
subtraindo (2.19) de (DE), obtemos

para todo y € R. Assim, ¢ é uma funcao par. [ ]

Teorema 2.4 Toda solugao nao trivial ¢ : R — C da equagao funcional

fla+y)+ fl@—y) =2f(x) f(y) (DE)
€ dd forma

f(z) = w (2.20)

onde, E: R — C* € uma funcao funcao exponencial.

Prova. Seja ¢ solugao nao trivial de (DE), isto é, ¢ # 0. Fazendo z = y = 0 em
(DE), obtemos ¢(0) - [1 — ¢(0)] = 0. Assim, ¢(0) = 0 ou ¢(0) = 1. Como ¢(x) # 0

entao:

$(0) =1 (2.21)

Tomando y = x em (DE), temos:
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6(22) + 6(0) = 26(2) — 6(2) = 26(x)* — 1. (2.22)
Trocando agora = por x +y e y por x —y em (DE), temos:
d@+yt+ar—y)+olz+y—z+y) =20 +y) o(x—y).
Assim,
6(27) + ¢(2y) = 26(x +y) - o(x — y) (2.23)
para todo z,y € R. Calculando

[b(z +y) + oz —y))> —4d(z +y) - d(x — y)
[() oY) —4p(z +y) - pla —y)
)? - 0(y)? — 2[0(22) + ¢(2y)]

[6(z +y) — d(x —y))

49(x)” - o(y)” -

46(x)*¢(y)* 2[2¢(w)2—1+2¢( )* 1]
146(x)* - d(y)* — 46(2)* — 4g(y)* + 4
4[o(2)* —1] - [6(y)* — 1].

Portanto,

oz +y) — pla —y) = £2/[¢( Jo(y)? — 1]

adicionando a (DE), temos:

$(x+y) =¢(@) - o(y) £ VI[o(x)* — 1] - [¢(y)* — 1].

Assim,

[B(z +y) = ¢(x) - o)) = [P(2)* = 1] - [o(y)* — 1] (2.24)

Counsideremos dois casos:
Caso 1. Suponha ¢(z) € {—1,1}. Dai por (2.24), temos

oz +y) = o) d(y) (2.25)
para todo x,y € R. Como ¢(x) é 1 ou —1, temos:
¢ (z) = ¢(x)
e dai,
o) - HHE )

é uma solucao de (DE). Note que
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com E(x) e {-1,1}.
Caso 2. Suponha ¢(x) € {—1,1} para algum z. Assim,

¢(x0)* # 1
para algum zy € R. Seja a = ¢(xp). Como o? — 1 # 0, faca
f2=a%-1 (2.26)
Definindo

B(z) = ¢<x>+%-[¢<x+xo>—¢<x>~¢<mo>1

_ %W +a0) + (B — a) - $(x)]

(2.27)

para todo = € R, E é bem definido. Para ver isso, tome x; = x5 e considere

E(.Il) =

Portanto, F é bem definida. Em seguida, calculando

B(@) — @) = — (6 +0) — dla) - dlao)]?

62
- %[eb(x)?—l]-w(xz—l)]
- ¢ ﬁgl[d)(:v)Z—l]
= $(x)* -1, (2.28)

Assim, de (2.28) temos:

E(z)? = 2E(x)¢(x) + ¢(2)* = ¢(x)* — 1
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que equivale a

E(z)? —2E(x)p(x) +1=0

Se, E(z) = 0 temos 1 = 0 absurdo.
Portanto, E(z) # 0, e entao,

¢(r) =

verifiquemos que E(x) satisfaz

E(r +y) = E(z) + E(y)

para mostrar isso, precisamos dos seguintes resultados:

2[p(x0 + 2)d(y) + d(xo +y)d(x)] = Olwo+x+y)+d(xo+2—y)+ flro+y+2a)+ flzo+y—x)

2¢(xo + x)p (20 +y)

= 2¢(xo+ v +y)+ dxo+ 1 —y)+ d(xo +y — )

= 2¢(xo + 2 +y) + d(xo + (x —y)) + flzo — (x — y))

= 2¢(wo + 2 +y) + 26(z0)9(x — y)

= 2[¢p(zo + 2 +y) + P(x0){20(x)(y) — d(x + y)}]

= 2[p(zo +x +y) + a{26(2)9(y) — ¢(z +y)}] (2.29)

= ¢(xo+ 2+ 10 +y)+ P(x0 + 2 — 20 —Y)

P(zo + (zo + 2 +y)) + ¢(x — y)
[2¢(0) - d(zo + 7 +y) — d(w0 + 7 +y — m0)] + [26(2) f(y) — ¢(x + y)]
2¢(0) - d(zo + 2 +y) — d(x +y)] + [26(2)P(y) — d(z + y)]

= 2[0(2) - ¢(y) + ad(zo + 7+ y) — Oz + )] (2.30)

Agora combinando os resultados anteriores e calculando E(x) - E(y), temos que

E(r +y) = E(z) - E(y).

Entao, £ : R — C* é uma funcao exponencial. Isto

completa a parte "somente se"
A parte "se"pode ser verificada de maneira direta. Considere
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E(r+y) J;E*(Hy) L Ele—y) ZE*(JC — )
E(x)E(y) + E*(x) E*(y) + E(x)E(—y) + E*(x) E* (=)
E(x)E(y) + E*(x)E"(y) +2E(fﬂ)E*(y) + B (2) E*(y)
E(z)[E(y) + E*(y)] + £~ (Qx)[E* (v) + E(y)]

[E(z) + E*(wQ)](y) + %*(y)]

olx+y)+ox—y) =

= 2¢(x)¢(y)

2.3.3 Caracterizagao da Funcao Co-seno através de uma Equa-
cao Funcional

Teorema 2.5 Seja a € R. A fungao continua ¢ : R — R satisfaz a equagao
funcional

Pz —y+a)—olx+y+a)=20x)d(y) (2.31)
para todo x,y € R, se e somente se é dada por
¢(z) =0V € R (2.32)
ou
o(z) = cos <%($ — a)) (2.53)

Prova. E facil verificar que ¢ = 0 ¢ uma solucio de (2.31). Agora assuma que ¢ é
nao nula.
Trocando y com —y em (2.31), obtemos
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¢ +y+a)— oz —y+a)=2¢(z)d(—y) (2.34)
para todo z,y € R. Assim ¢ ¢ uma funcdo fmpar, isto ¢,
o(—y) = —o(y) (2.35)
para y € R. Trocando x por y e (2.31), temos:
Oy —z+a)— oz +y+a)=20(y)(). (2.36)

De (2.31) e (2.36), temos que

Pz —y+a) = oly—r+a)
O(—(z —y) + @)
= —dx—y—a) (2.37)

para todo z,y € R. Fazendo y = 0 em (2.37),

bz +a)=—¢(z—a), VzeR (2.38)
Assim,
b(z 4 20) = —¢(z), VzeR (2.39)
e
é(z+3a) = —d(z +a), VreR (2.40)

Entao, ¢ é periodica de periodo 4a, isto é,
o(z + 4a) = o(x) (2.41)

para todo r € R. Sem perda de generalidade assuma que a > 0. Em seguida
podemos substituir x por x + « e y por y + « em (2.31), obtendo

Pz —y+a) — oz +y+3a) = 26(z + a)p(y + ) (2.42)
para todo =,y € R. Usando (2.40) em (2.42), temos

o(r —y+a)+ oz +y+a)=24z+a)p(y + ) (2.43)
para todo x,y € R. Assim,

g(x +y)+g(x —y) =29(x)g(y) (2.44)
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onde ¢g(z) = ¢(x + ).

Como ¢ é continua, g também o é. Assim, g é dada por g(z) = 0, g(z) = 1,
g(x) = cosh(az) ou g(x) = cos(ax), onde, a ¢ uma constante. Se g(z) = 0, entao,
f(x) = 0, mas este nao é o caso, uma vez que ¢ ¢ nao nula. Se g(z) = 1, entédo
¢(z) = 1. No entanto, substituindo em (2.31), vemos que ¢(z) = 1 nao é solugao.

Como ¢ é periddica de periodo 4a, g também é. Assim, g(x) = cosh(ax) nao é
solugado de (2.31).

Se g(x) = cos(ax), entdao ¢(x) = cos(a(x — «)). Como f(x + 4a)) = ¢(x), isso
implica que cos(a(z + 3a)) = cos(a(x — a)), isto &, cos(ax + 4aa)) = cos(ax) para
todo x € R. Portanto, 4acx = 27. Entao:

¢(x) = cos (l(x — a)).

2x

2.4 Equacao Funcional de Pexider

Em 1903, Jam Vilém Pexider considerou as seguintes equagoes:

f(x+y)= g(x)+ h(y) (2.1)
f(x+y)= g(x)-h(y) (2.2)
f(xy)= g(x)+h(y) (2.3)

f(xy)= g(x)-h(y) (2.4)

para todo z,y € R com f,g,h: R — R.

Teorema 2.6 A solucao geral f,g,h: R — R da equacao funcional

flz+vy) =g(x)+ h(y), para z,y € R. (2.1)

€ dada por:

flx) = Al@)+a+p
g(z) = Alx)+p
hly) = Aly) +a

onde, A: R — R ¢ uma fungao aditiva e o, 5 € R.
Prova. Fazendo y = 0 em (2.1) temos
g(z) = f(z) — o, (2.5)
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onde h(0) = o. D4 mesma forma se x = 0 em (2.1), temos
hy) = f(y) = 5, (2.6)
onde, 8 = g(0). Substituindo (2.5) e (2.6) em (2.1), temos
flx+y)=f@)+ fly) —a-p. (2.7)

Defina A : R —s R por

A(x) = f(z) —a—  para x € R (2.8)
temos,

Alx +y) = A(z) + A(y).

Assim, A é uma funcao aditiva sobre R e de (2.8), temos

f(x) = Al@) + o+ (2.9)
Usando (2.9) e (2.5), temos

e de (2.9) e (2.6),temos

Aqui un texto recto

Teorema 2.7 A solucao geral f,g,h: R — R da equacao funcional

flz+vy) =g(x).h(y) para x,y € R (2.2)
€ dada por

f(z) = abB(x)

h(y) = bE(y)

em conjunto com as solucoes triviais

flz) =0
glz) = 0
hly) = u
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fl) =0
glz) = v
hy) = 0

onde, E ¢ a exponencial, e a e b sdo constantes nao nulas.

Prova.
E facil checar que f, g, h como em (2.10). (2.11) e (2.12) sdo solugdes de(2.2).
Tomando y = 0 em (2.2), temos

f(x) = g(x)h(0) (2.13)

Consideremos dois casos:

Caso 1. Suponha h(0) = 0. D4a equagao (2.13), temos f(x) = 0 para todo = € R.
Usando isto em (2.2), temos g(z)h(y) = 0, entao, temos as solugdes (2.11) e (2.12)
com h(0) = 0.

Caso 2. Suponha h(0) # 0. Tomando b = h(0), temos de (2.13)

g(x) === (2.14)

fy) = 9(0) - h(y) (2.15)

para todo y € R. Se ¢g(0) = 0, entdao f(y) = 0

g(x) - h(y) = 0. Assim, temos as solugoes (2.11) e (2.1
g(0) # 0. Entao,

para todo y € R e entao
2) com ¢(0) = 0. Suponha

(y) = 12 (216)
onde, a = ¢g(0). Tomando (2.14) e (2.16) e substituindo em (2.2), temos:
ot y) = LT 2.17)
Defina £ : R — R por
Elz) = fﬁ? (2.18)
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de (2.18), temos: E(x +y) = E(z) - E(y). Assim, E é a fungdo exponencial.
Portanto,

f(z) = abE(x) (2.19)
de (2.19) e (2.14) temos

g(z) = a- B(x)

D& mesma forma, de (2.19) e (2.16),vem que
h(y) =b- E(y)

Ahora un texto sin entorno
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Capitulo 3

Aplicacoes das Equacoes Funcionais

3.1 Area do retangulo

Em 1791, Adrien-Marie Legendre obteve a formula para a érea do retangulo
usando a equacao funcional aditiva de Cauchy.
Considere um retangulo cujo comprimento da base é b e o comprimento da altura

é a.

Figura 3.1:

E evidente que a area deste retangulo dependera da altura e da base. Assim, a
area A, do retangulo é uma funcao de a e b. Isto é:

A= f(a,b)

Dividiremos este retangulo em dois retangulos menores, tracando uma linha pa-
ralela a base, de modo que a = a; + ay (veja figura 3.2).
Entao, a area original A é a soma das duas areas A; e A,.
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as A

ay Aq
b
Figura 3.2:
A == Al + AQ

isto ¢,
fla,b) = fla1,b) + f(az,b).
Como a = a; + ap, temos que:
flay + a2,b) = f(a1,b) + f(as,b) (2.1)

Note que (2.1) é valida para todos aj, as,b € [0,00). D4 mesma forma, dividindo o
retangulo em dois subretangulos por uma linha paralela a altura, temos:

f(a, b1 + bg) = f(CL, bl) + f(a, bg) (22)

para todos by, by, a € [0,00). Como a area é positiva, temos f(a,b) > 0, em (2.1),
temos que para um b fixo

fla,b) =ka (2.3)
onde k é uma constante que depende de b e k£ > 0. Entao,
fla,b) =k(b)-a (2.4)
usando (2.4) em (2.2), temos:
k(by 4+ bs)a = k(by)a + k(b)a ;
isto é,
k(by + by) = k(by) + k(bs)
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para todo by, by € R,. Assim,
k(b) =« - b, (2.5)

onde, o é uma constante real arbitraria.
De (2.3)e (2.5), temos

fla,b)=a-a-b

o fato de f(a,b) > 0 for¢a o a ser uma constante positiva.

3.2 Desintegracao radioativa

Seja mp(em gramas) a massa inicial do elemento radioativo e m(t) a quantidade
de massa presente no tempo ¢. Denote por f(t) a relagao entre a massa presente em
um tempo ¢ e a massa inicial myg, tal que:

m(t) = mof(t)

A quantidade de substéancia radioativa no momento t + A pode ser expresso de duas
formas diferentes, como (veja figura seguinte)

m(t+h) =mof(t+ h)

m(t +h) =mof(t)f(h)

mof(t +N)

[
Mo t+h

mof(t) maof(t) f(h)

Figura 3.3:
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Assim,
mof(t+h) =mof(t)f(h)
para todo ¢, h € R,. Entéo:
fE+h)=f(t)- f(h).

Do ponto de vista desta aplicacao f pode ser assumida como continua. A solucgao
continua da equacao funcional acima é dada por

ft) = e,
onde o € R . Assim, temos:
m(t) = mof(t) = moe™*
Como a massa m(t) decresce com o tempo, a constante o deve ser negativa, fazendo
a=—A
para A > 0, temos:
f(t) = moe M

A constante \ é chamada de constante de decaimento.

3.3 Defini¢ao de Logaritmo

Em um curso de célculo elementar, o logaritmo ¢é definido através de uma integral.
Anton (veja, H. Anton(1992),p.469) define logaritmo natural como

T dt
Inx = —
1

(2.6)

para z € (0,00). Vamos mostrar que:
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é realmente Lnz e nao temos de aceitd-la como uma definicao. E mais uma con-
sequéncia das propriedades das integrais.

Defina ¢ : R, — R por

Assim, no caso z,y € (1,00) temos:

P(x) + ¢(y) = /jldtJr/ly%dt

t

1 |
= /—dt—l—/ —dz ,z =t1x
lt T z
zy q
= / —dw
1w

= d(zy)
Assim, obtemos
d(zy) = ¢(x) + o(y) (2.7)

para todo =,y € R,.. Pelo Teorema Fundamental do Calculo ¢ é diferenciavel e,
portanto, continua. Dai, a equagao (2.7) da

¢(z) = c¢- Lnz,

onde, ¢ é uma constante.
Usando a soma de Riemann podemos provar que

gzﬁ(e):/le%dtzl

¢(x) = Lnz

Assim, temos c =1 e

Provamos que

1
/ —dt = Lnx
1t
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3.4 Juros Simples

Nesta se¢ao iremos obter a formula de juros simples usando a equagao funcional
aditiva de Cauchy. Denotemos f(x,t) como o valor futuro de um capital x que foi
investido por um periodo ¢t. Entao, para o juro simples, a funcao f(x,t) satisfaz

f@+y,t) = flx,t)+ fy,1)

fla,t+s) = f(z,t) + f(z,s)
para todo z,y,t,s € R,. Assim,
flx,t) = kat

onde k é um constante positiva dependendo da unidade.

3.5 Juros Compostos

No caso do Juro Composto, a funcao f(z,y) satisfaz a equagao
fl@+yt)=fz,t) + f(y,t) (2.8)

f(CL’,t—}-S) :f(f(xvt>78) (29)
para todo z,y,t,s € R,.

A primeira equagao diz que o valor futuro do capital x + y, depois de ter sido
investido por um periodo t é igual & soma dos valores futuros do capital x depois de
terem sido aplicados por um periodo ¢, e o capital y, depois de ter sido investido por
um periodo t. A segunda equacao diz que o valor futuro do capital investido por
um periodo ¢ 4 s é igual ao valor do capital f(z,t) investido por um periodo s. E

natural supor que f(z,t) é continua em cada variavel. Entao, a solu¢do da equagao
(2.8) ¢ dada por:

flz,t) =c(t) -z, (2.10)
onde ¢ : Ry — R. Usando (2.8) e (2.9), temos:
c(t+s)x = c(t) - c(s). (2.11)
Assim, temos:
c(t+s)=c(t) - c(s) (2.12)

para todo s,t € R,. A solugao continua de (2.12) ¢ dada por ¢(t) = e*?, onde X ¢
uma constante arbitraria. Fazendo A\ = Ln(1 + r) temos:

flz,t) =2z(14r)
onde, r > 0
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3.6 Soma de Poténcia de Inteiros
Seja,
fe(n) =18+ 28+ 4+ nk (2.13)

, fx(n) denota a soma da k-ésima poténcia dos n primeiros niimeros naturais. Encon-
trar formulas para fi(n) tem interessado mateméaticos por mais de 300 anos desde
o tempo de James Bernoulli (1665- 1705). Varios métodos foram utilizados para
encontrar a soma fi(n). Estes levam a varias relagdes de recorréncia, que fornecem
alguns métodos para determinar a soma das poténcias. Usando equacoes funcio-
nais, damos formulas para fip(n) para k=1,2,3 e para um k arbitrario, sugerimos
uma relagao funcional para encontrar uma férmula. Note-se que f : N — N é uma
funcao, onde k=0,1,2,...

3.6.1 Soma dos Primeiros n nimeros Naturais

A fungao f; satisfaz

fitm+n) = 142434+ ...+m+(m+1)+..+(m+n)
= fitm)+(m+1)+ ...+ (m+n)
= film) + fi(n) +mn (2.14)

para todo m,n € N. Defina g; : N — R por
g1(x) = fi(z) — %ﬁ, para z € N (2.15)
Em seguid (2.14) reduz-se a
gi(m+n) = g1(m) + g2(n), para m,n € N (2.16)
A solugao de equagao (2.16) sobre N é dada por
g1(n) = cn, (2.17)
onde ¢ é constante. De (2.17) e (2.15), temos
fi(n) =cn + %nQ (2.18)
como fi(1) =1, temos

1
1:C+_:>C:§
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Portanto,

n n® nn+1)
hm=5+5="5"
Entao,

n(n+1)

filn) =1+243+...+n= 5

3.6.2 Soma dos Quadrados dos n Primeiros Niimeros Natu-
rais

A funcao f5 satisfaz

fom+n) = PP+22+. . 4+m*>+(m+1)°+ ...+ (m+n)?
= fo(m)+ [P+ ... +n+2m[1+2+ ... +n]+m’n
= fa(m) + fo(n) + 2mfi(n) + m’n
= fo(m) + fa(n) + mn® + m*n + mn (2.19)
para todo m,n € N. Defina g5 : N — R por
n2 7'L3
92(n) = fa(n) — CREEE paran € N

Temos que (2.19) se reduz a
g2(m+n) = ga(m) + g2(n)

para todo m,n € N. Entao,

g2(n) =cn
e assim,
n? nd

Usando a condigao f; = 1, temos:
] n 1 n 1 N 1
=c+ -+ = c= =
2 3 6
Portanto,

) = 4l
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3.6.3 Soma das K-ésimas Poténcias dos n Primeiros Niimeros

Naturais

Para k arbitréario, temos usando o Teorema Binomial, a seguinte equacao funci-

onal

frln+m) = 1F 42"+ 40"+ (n+ D)+ .+ (n+m)”
k k
= fi(n) + ; (f)n’ + .+ ; (l;)nimk—i

= fi(n) + Z; (k) n'[1F7 L mP

- fk<n>+§; (5o

k

= fr(n) + fe(m) + ; (T) n' fr_i(m), m,n € N

Assim | temos:

k
fr(m+n) — fi(m Z( ) n' fo_q( para m,n € N

=1

Fazendo n = 1 em (2.21), temos:

k
futm+1) = fiom) = 1) = 3 () st

isto é,

k
k
HNk—1= — N,
(m+ 1) Z(Z)fk (m) m e
para k = 2, temos:

m? +2m = 2f1(m) + fo(m) = 2fi(m) +m
ou

m(m + 1)

fi(m) = 5

40
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Para k = 3, temos:

m? +3m? +3m = 3fy(m)
= 3fo(m) +
+

3fa(m) = mim é
m(m + 1)(m + 2)
6

+ 3f1( ) + fo(m)
3m(m +1)
2
(2m+1)

+m

fa(m) =

No caso geral.

i( ) n' fr—i(m) = zk: (l:) m' fr_i(n) para m,n € N

i=1 i==1

substituindo m=1 e usando o fato que fi(1) = 1, temos:

Zk:() n'fo_i(n) = (L +n)* — 1.

=1
A partir disso, obtemos

k

kfioi(n) = (1+n)"=1-=> (’j) Frei(n) para m,n € N

1=2

ou

k
(14n)"—1- Z( >fk: i

fr—1(n) = L para m,n € N

41



Aplicacdes da Equacdes Funcionais CAPITULO 3

Um dos temas mais desafiadores para um olimpico sao os problemas sobre equa-
¢oes funcionais. Porém, quase nao existem livros escritos para iniciantes, o que
contribui para dificultar mais ainda a implantacao de um treinamento para a OBM
numa escola que deseja se aventurar no encantador universo das Olimpiadas de
Matemaética. Nosso objetivo é mostrar algumas técnicas de resolugao, que podem
ajudar a esclarecer alguma dividas e assim fazer com que o aluno crie seu proprio
arsenal de técnicas para a resolucao de problemas sobre equagoes funcionais.

3.7 Problemas Olimpicos

Exemplo: (Australia)Para todo inteiro positivo n, temos:
B 1
Vn24+2n+1+9n2—1+vn2—-2n+1

Determine o valor da soma

f(n)

FU) + f(3) 4 ... + f(999997) + £(999999).

¢ Solugao: Lembremos que a®* — b3 = (a — b).(a® + ab + b*) (*), basta fazermos
agora a = v/n+1eb=+/n— 1, e a funcao dada pode ser reescrita como

1 a—> _a—b

f(n):a2+ab+b2:a3—b3 2

Escrevendo f desta forma fica bastante claro porque usaremos (*), em seguida vol-
temos a variavel n, da seguinte forma

2.fln)=a—-b=+vn+1—vn—-1

Dali, segue que:

2f(1) =

&
=
I
SIS
|

2£(999997) = /999998 — v/999996

Adicionando, membro a membro, as equagoes acima temos:
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F) + F3) + ... + £(999997) + £(999999) = %3/1000000 =50

Exemplo:  Determine todas as fungdes f : R — R tais que f((x —y)?) =

(f(2)* = 22f(y) +y* (%)

<

Solugao: Fazendo x=y=0 em (%) teremos:

FO)[f(0)=1] =0

Ha entao dois casos:
Caso 1:
f(0)=0. Escolhendo y=x em (%), teremos:

(f(2) = 2)? = (f(2))? — 20 () + a® = F(0) = 0

Dai temos f(x) = x, onde x é um nimero real qualquer.
Caso 2:
f(0) = 1. Novamente escolhendo y=x em (%), teremos

(f(@) = 2)* = (f(2))* = 20f(x) + 2° = f(0) = 1

dai temos que, para todo z € R, f(x) = z+1ou f(z) = x—1. Assim, f(x) =z +€,,
onde €, € {—1,1}. Temos entao de (%),

(2 —Y)? + €y = (@ —€)? = 22(y +¢,) +
donde

Como f(0) =1, ¢ = 1.
Se existe z € R com €, # 1, existe y € R com ¢, # €;. Fazendo x=1 na igualdade
acima ,temos

o = 21— ) + &
donde,
2(e1 — €y) = €ay2 — €3

,absurdo, pois [2(€; — €,)| =4 e |e1_y)2 — €2 € (0,2). Assim , devemos ter ¢, = 1,
donde f(z) = = + 1. Entao, as solugoes sao f(z) =z ou f(x) =z + 1
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Teorema 3.1 Seja f : R — R uma funcao mondtona injetiva. Se o acréscimo
f(x+h)— f(z) = ¢(h) depender apenas de h, mas nao de x, entdo f € uma fungao

afim.
Prova. Ver [6] n

Exemplo: (Estonia) Encontre todas as fun¢oes monotonas f; R — R que satis-
fazem a equagao

flx+f(y) =y + flz+1),

para x,y € R o
Solugao:
Fazendo x =0 na equagao dada temos

f(f(y) =y + f(1), (®)

o que nos mostra a bijetividade da funcao f, portanto existe um nimero real k tal
que f(k) = 0. Voltando & equagao funcional dada e fazendo y=k, temos

flz+1)— f(z) = —k.
Fazendo z =x+1e h = f(y) — 1, temos

f+h)=fle+f) =y+flz+1)=f(z)+o(h),

onde ¢(h) = f(h+1) — f(1),
Pelo teorema anterior f ¢ do tipo f(x) = —kz+b, e temos que b = k? (pois f(k) = 0).
Agora vamos fazer y = 0, em (®):

F(£(0)) = f(1)
Sendo k # 0 (sendo f seria identicamente nula, o que nao é possivel) temos
f(k?) = f(1) <= k = +1.
Logo f(z) =tz +1

Exemplo: Encontre uma funcao par f : R — R e uma funcao impar, g : R — R
tal que 2* = f(x) + g(z),Vr € R o

Solucgao:

Substituindo x por -x na equagdo dada, temos:2~* = f(—xz) — g(z). Resolvendo o
sistema de equagoes obtido, temos

2 427"
_ste cosh(xLn2),
2 427"
= +T = sinh(zLn2)
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Apéndice A
Base de Hamel

Teria sido apropriado mencionar Georg Hamel e sua conexao com a teoria das
equacoes funcionais em nosso levantamento histérico. No entanto, o trabalho de
Hamel é técnico, e melhor estudado apds uma analise aprofundada das contribui-
¢oes de Cauchy .Foi escolhido colocar o trabalho de Hamel neste apéndice porque
a sua contribuicao para o assunto depende de um axioma altamente especulativo
em matemaética, ou seja, o axioma da escolha, que nao é aceito por todos os mate-
méticos. Georg Hamel nasceu em 1877, em Diiren, Alemanha, e morreu em 1954,
em Landshut, na Alemanha. Em 1897, Hamel foi para a Universidade de Berlim,
onde era ser ensinado por Hermann Schwarz e Max Plank, para citar dois, posteri-
ormente, ele foi para a Universidade de Gottingen, onde estudou com Felix Klein e
David Hilbert. Ele foi premiado com um doutorado sob a supervisao de Hilbert em
1901. O tema de sua dissertacao foi o quarto problema de Hilbert. Em 1905, ele foi
para Brno. Foi durante o periodo deste trabalho em Brno que seu artigo de 1905
sobre bases Hamel foi escrito. Neste apéndice, vamos considerar brevemente a base
Hamel para os ntimeros reais e sua conexao com a teoria das equagoes funcionais.
Vimos que as tnicas solugdes continuas para a equagao f (x + y) = f (x) + f (y)
sao fungoes da forma f (x) = ax para qualquer a € R. Foi Georg Hamel [1905] que
conseguiu mostrar que existem muitas solugoes para esta equagao funcional que nao
sao continuos, desde que se aceita o Axioma da Escolha. O Resultado de Hamel
pode ser expresso da seguinte maneira.

Proposicao A.1 FEmziste um conjunto U nao-enumerdvel de nimeros reais tal que
cada nimero real x tem uma representagao uinica

n
T = E QiU
i=1

onde n é um inteiro positivo, g, ..., ¢, sao nimeros racionas, e u1, ..., U, sao elementos
distintos do conjunto U.
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A representacao de cada numero real x, em termos desta base é tnica. Isto
pode ser visto como o ponto crucial da proposicao. Mais precisamente, suponha que
podemos escrever x de duas formas, ou seja,

n m
xr = E q;U;, xr = E T'jUj
i=1 i=1

onde ¢1,...,¢n, 71, ..., Ty SA0 NUINEros racionais e uq, ..., Uy, V1, ..., Uy € U, A ordem
dos termos ¢é arbitraria. Por isso, vamos assumir que

U < Ug < oo < Upy ooy V1 < V2 < oio < Uppye

Em seguida, a unicidade da representagao em (A.1) implica que n = m, e ¢; = r;, e
que u; = v;, paratodoi=1,2,....,.n
Para os efeitos do trabalho que se segue, é mais facil de escrever a representacao

de cada x como
T = E G, U,
uelU

onde a soma é sobre todos os elementos de U, mas apenas um nimero finito de
coeficientes ¢, sao diferentes de zero

O conjunto U é chamado uma base de Hamel para R. A Proposicao de Hamel
afirma que conjunto dos niimeros reais, considerado como um espago vetorial com o
campo escalar dos niimeros racionais, tem uma base nao-enumeréavel. Para ver como
esse resultado pode ser til em determinar as solucoes adicionais para a equacao de
Cauchy, vamos considerar uma fungao arbitréria.

a:U— R.

Definamos uma fungao f : R — R a seguir. Para cada x € R podemos escrever de

maneira unica
T = E Qu,

ueU

pela representao de Hamel. Definamos

f(x) =) qualu)

uelU

Em seguida temos:
Proposicao A.2 A equacao funcional f satisfaz

flx+y) = flx)+ f(y)
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para todo real x e y.

Prova. Seja

T = unu

uelU

Yy = Zruu

uelU

temos duas representagoes tnicas de x e y, como uma combinagao linear dos ele-
mentos da base de Hamel. Entao,

Tty = Z(Qu+ru>u

uelU

é a Unica representacao de x-+y. Entao,

fle+y) = D (qu+raaw)

= fl@)+f{y)

Note-se que a segunda equacao se mantém porque todas as somas sao finitas, e,
assim, podemos reorganizar termos a vontade ]

Como todas as fungoes f(x) desta forma satisfarao a equagao de Cauchy, é natural
verificar se as nossas solugoes "fracas" (p. ex., continua, mondtona ou solugoes limi-
tadas localmente) sao desta forma. Eles sdo, porque para qualquer a € R, podemos
escolher a funcdo a(u) = au. Entdo:

i) = 3 quaw)

uelU

= Z Gu(cvu)

uelU

e (E)

= flx)
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Temos outras solucoes? Nao é dificil ver que nés temos que ter outras solugoes.
Hé claramente outras maneiras de definir a fungao a(u). Por isso, precisamos apenas
mostrar que cada defini¢ao distinta de «(u) leva a uma escolha distinta de f(x).
Suponha que temos duas fungdes a;(u) e as(u) que ambos determinem a mesma
fungao f(x). Entao, para qualquer z = Z quu, devemos ter

uelU

S quon(w) = 3 quas(u)

uelU uelU

Em particular, vamos definir x = ug para algum uy € U. D& unicidade da repre-
sentacao da base de Hamel, temos que ¢, = 1 e u = ug ou u # ug, respectivamente.
Assim,

ai(ug) = Z Guon (u)

Assim, tal como ha muitas outras fungdes a(u), ha muitas outras solugoes para
equacgoes funcionais de Cauchy. Na tentativa de visualizar tal funcao, vemos que
a situacao é muito pior. Ela exige o axioma da escolha, uma existéncia axioma
notoriamente nao-construtivo, para demonstrar a existéncia dessas funcoes. Isso
significa que temos pouca esperanca de ser capaz de construir um algoritmo que
deixaria um computador calcular tal funcao.
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