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RESUMO

O presente trabalho apresenta uma proposta de ensino do Tridngulo de Pascal e do
Teorema do Bindmio de Newton através de uma abordagem historica. Investigamos o
surgimento do Tridngulo Aritmético nas sociedades antigas até¢ a época de Pascal e
explicamos porque o Triangulo Aritmético ¢ geralmente conhecido como Tridngulo de Pascal.
Também analisamos propriedades do Tridngulo de Pascal e apresentamos as demonstragdes
de algumas dessas propriedades, como a relagdo de Stifel, o teorema das linhas e o teorema
das colunas. Terminamos enunciando o Teorema do Bindmio de Newton e apresentando uma

demonstragdo para este resultado.

Palavras-chave: Teorema do Binomio de Newton, Triangulo de Pascal, Ensino.



ABSTRACT

The present work suggests a teaching proposal for the Pascal's Triangle and the
Newton's Binomial Theorem through a historical approach. We investigate the appearance of
the Arithmetical Triangle in ancient societies until the time of Pascal and we explain why the
Arithmetical Triangle became known as Pascal's Triangle. We also analyze properties of the
Pascal's Triangle and we present the proofs of some of them, as the Stifel's relation, the
theorem of rows and the theorem of columns. We finish our work presenting the statement of

Newton's Binomial Theorem and a proof for this result.

Keywords: Newton's Binomial Theorem, Pascal's Triangle, Teaching.
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1. INTRODUCAO

Em Matematica, o ensino de determinados assuntos ¢ uma tarefa ardua e desgastante para o
professor. Pois, hd conteudos matematicos que, pela sua propria esséncia abstrata, encontram uma
resisténcia natural por parte dos alunos. Como consequéncia, os alunos ficam desestimulados e
dispersos. Um assunto que apresenta esta dificuldade ¢ o tema do Bindmio de Newton. Neste
trabalho sugerimos uma proposta que, acreditamos, ird facilitar o aprendizado deste tema. Para
atingir esse objetivo recorremos a Historia da Matematica. A Historia da Matematica nos mostra
que a Matematica faz parte do desenvolvimento do homem e estd em constante transformacao.

Neste trabalho vamos apresentar a trajetoria da construgdo, até os nossos dias, do famoso
Triangulo de Pascal e sua relacdo com o Bindmio de Newton. Em seguida, explicamos as notagdes
utilizadas para que haja uma clara compreensao do contetido deste trabalho. Explicamos o que ¢ o
Triangulo de Pascal e apresentamos algumas das propriedades descritas por Pascal em seu
"Tratado do Tridngulo Arimético”. Em seguida, abordamos a historia do Teorema do Bindmio de
Newton ¢ o relacionamos ao Tridngulo de Pascal. Também damos uma demonstragdo deste
resultado e apresentamos o seu termo geral.

Este trabalho esta dividido em duas partes. A primeira parte, apresentada no capitulo 2, ¢
uma proposta para motivar o ensino em sala de aula sobre o tema Bindmio de Newton. A segunda
parte, apresentada nos capitulos restantes, acreditamos que servird para o professor se aprofundar no
assunto, oferecendo material bibliografico que usualmente ndo ¢ encontrado nos livros didaticos.

O primeiro contato dos alunos com o Binomio de Newton ocorre no Ensino fundamental II,

com o ensino dos chamados produtos notaveis: (x+a)2 e (x+a)3 . Esses produtos sdo casos
particulares do Bindmio de Newton, nos quais pode ser dada uma interpretacdo geométrica, como
veremos logo a seguir. Porém, o que podemos dizer de (x+a)4 ? Ou, mais geralmente, de (x+a)"
onde n €IN com n>47?

Considere (x+a)2 . Pela propriedade distributiva da multiplicagdo em relagdo a adigao,

podemos escrever
(x+a)2:(x+a).(x+a)=1x2 +2ax + la’.

Podemos dar uma interpretagdo geométrica para o resultado acima calculando éareas de

quadrados e retangulos, como mostrado na figura abaixo:
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(= + a)

Figura 1

De fato, a area do quadrado ABCD ¢ dada pela soma das areas dos quadrados e dos
A ~ . 2
retangulos que compdem esse quadrado. Ou seja, (x+a) =x’+x-a+x-a+a’ =Ix*+2a-x+1a’ . O
. 3
mesmo processo pode ser feito com (x+a) . Mas, agora, trabalharemos com volume e as figuras

serdo cubos e paralelepipedos (ver figura 2). Temos, (x+a)3 =1x’+3x%*a+3x-a*+1a> .

1 1

Figura 2
E que tal, nesse momento, apresentarmos parte do Triangulo de Pascal e perguntarmos aos

alunos do Ensino Fundamental, estimulando a curiosidade deles, quais sdo as relagdes que eles

perceberam?
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Podemos observar, junto com os alunos, que:

Produtos de (x+a) Coeficientes
(x+a)O=1 1
(x+a)'=1x+1a 11
(x+a)2:1xz+2ax+1a2 1 21
(x+a)’ =1x>+3ax?+3xa’ +1a° 1331

E podemos deixar como um "problema em aberto" para eles, se existe um modo de
expressar os coeficientes de produtos quaisquer do fator (x+a).

Acreditamos que devemos estimular o questionamento de nossos alunos e fazé-los pensar
em como obter generaliza¢des de certos resultados matematicos. Este tipo de raciocinio, por parte
dos alunos, certamente os auxiliara ndo s6 no estudo de contetidos matematicos, mas também os
auxiliard em muitas situagdes cotidianas, onde "ver além do horizonte" podera torna-los cidadaos
mais preparados social e politicamente e, principalmente, pessoas mais felizes.

Terminamos observando que ¢ apenas no segundo ano do Ensino Médio que o aluno
estudard o Teorema do Bindmio de Newton. Este resultado ¢ apresentado, em geral, sem uma
abordagem histérica e sem alguma conexdo com os ja conhecidos produtos notaveis. A

apresentacao fria e seca da formula

¢ demais assustadora para a grande maioria de nossos jovens estudantes. Nos capitulos a seguir,
vamos apresentar um pouco da Historia do Triangulo Aritmético e observar que sua relagdo com o

Teorema do Bindmio de Newton pode tornar as aulas sobre este resultado mais atraentes.
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2.0 TRIANGULO ARITMETICO: ABORDAGEM HISTORICA

2.1 O TRIANGULO ARITMETICO ANTES DE PASCAL

O conhecimento sobre a historia do Triangulo Aritmético € um pré-requisito para o professor
que deseja apresentar em suas aulas o tema Binomio de Newton. Isto porque h4d uma relacao
intrinseca entre a constru¢do do Tridngulo Aritmético e os coeficientes binomiais no
desenvolvimento do Binomio de Newton. A observacao, em sala de aula, pelo professor a respeito
dessa relacao seduz, cativa e desperta a curiosidade do aluno, promovendo, assim, um ambiente
motivado e propicio para potencializar a relagdo ensino-aprendizagem. Soma-se a isso o fato do
proprio Tridngulo Aritmético apresentar algumas propriedades, por si mesmas, muito interessantes.
Tais propriedades serdo vistas detalhadamente mais adiante.

O Triangulo Aritmético ficou conhecido por varios nomes no decorrer da Historia. Por
exemplo, na China o chamavam de Yang Hui, na Italia de tridangulo de Tartaglia, em outras regides
de Tartaglia-Pascal e de triangulo combinatério. Mas, a denominagdo mais famosa pela qual o
Tridngulo Aritmético ficou conhecido foi dada pelos franceses. Eles o chamavam de Triangulo de
Pascal. Homenagem justa ao homem que dedicou muito tempo e esforco para conhecer e
demonstrar as propriedades desse tridngulo. Em nossos livros didéticos, ou pelo menos em sua
maioria, o Tridngulo Aritmético ¢ chamado de Triangulo de Pascal. Acreditamos que, como
professores, ndo podemos nos furtar a dialogar com os nossos alunos sobre a historia do que
ensinamos em sala de aula. De fato, seguindo as orientagcdes que encontramos nos Parametros
Curriculares Nacionais (PCN's) optamos em iniciar o nosso trabalho recorrendo a Historia da

Matematica para auxiliar no ensino de Matematica em sala de aula.

O conhecimento da histéria dos conceitos matematicos precisa fazer parte da
formacao dos professores para que tenham elementos que lhe permitam mostrar
aos alunos a Matematica como ciéncia que nao trata de verdade eternas, infaliveis e
imutaveis, mas como ciéncia dindmica, sempre aberta a incorpor¢io de novos
conhecimentos. Além disso, conhecer os obstaculos envolvidos no processo de
construcdo de conceitos ¢ de grande utilidade para que o professor comprenda
melhor alguns aspectos da aprendizagem dos alunos (PCN's Ensino Fundamental-
Ciéncias da natureza, matematica e suas tecnologias - MEC, 1998, p.37).

A citagdo abaixo refor¢a a nossa proposta:
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A partir da aquisicdo de conhecimento histérico e filosoéfico dos conhecimentos
matematicos, o professor tem a possibilidade de diversificar suas técnicas
pedagogicas e tornar-se mais criativo na elaborac@o de suas aulas, as quais podem
provocar o interesse dos alunos para o estudo da Matematica (Miorim, 1998, pg.
69).

O conhecimento da Historia da Matematica, juntamente com outros recursos pedagogicos,
possibilita ao aluno compreender a dificuldade que os povos antigos possuiam para resolver seus
problemas. O aluno percebe que a Matematica ¢ uma criacdo humana que demandou dedicacdo e
esfor¢o de homens e mulheres no decorrer do tempo. O aluno, estudando a evolucdo historica da
producao matematica, passa a ter uma compreensao do surgimento dos conceitos matematicos € a

dificuldade para construi-los.

Para o estudante, ¢ muito instrutivo aprender ndo somente o resultado final, a
ultima formulagdo, mas também a histéria de seu desenvolvimento. Com isto, ndo
apenas toma conhecimento do processo do desenvolvimento intelectual, mas
também constata que as dificuldades que pode encontrar para assimilar novas
idéias ndo se devem necessariamente a falta de condi¢cdes de sua parte, e sim ao
alto grau de sofisticacdo necessario para captar as idéias em questdo. Ao perceber
as desventuras de seus predecessores, sentir-se-4 menos desanimado pelas suas
(Silva, 2008, pg.69).

Esperamos que fique claro, tanto para professores como para alunos, que a construgdo do
conhecimento matematico estd diretamente associado as condi¢des sociais, politicas, econdmicas e
histéricas de determinada época. Nesse sentido, a Matematica ¢ dinamica e estd diretamente
relacionada as necessidades de cada sociedade. Tomemos o Triangulo Aritmético como exemplo.
Diversas sociedades em tempos distintos, como veremos abaixo, o estudaram e usaram as suas
propriedades para atenderem as suas proprias demandas.

Ha dois mil anos antes de Pascal trabalhar no Triangulo Aritmético, este ja era objeto de
estudo na India. Os indianos estudavam vérios temas matematicos, dentre eles, destacava-se o
estudo de combinatdria. A importancia desse tema justificava-se devido a sua concepgdo atomistica
do mundo fisico. Para os indianos, os atomos possuiam qualidades como gosto, cor, textura e
cheiro. A combinatoria indiana buscava entender a combinag¢do dessas qualidades. E, em um
segundo momento, passaram aplicar as técnicas combinatorias a todas as coisas. Nesse contexto,
surgem os primeiros livros com técnicas combinatorias, mas ¢ s6 com o sabio Pingala (200 a.C.) ,
quase 2000 anos antes de Pascal, em sua obra "Chandra Sutra” que aparece, pela primeira vez, o

Tridngulo Aritmético. Segundo Silveira (2001), Pingala, ao estudar as métricas musicais' na

1.Uma métrica musical consiste na divisio de uma linha musical em compassos marcados por tempos fortes e fracos, representado na notagdo

musical ocidental por um simbolo chamado formula de compasso.
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versificagdo, observou que a expansao das métricas, sucessivamente, de uma, duas, trés, ou varias
silabas podia ser disposta na forma de um tridngulo. A técnica usada por Pingala para construir o

triangulo ¢ descrita por ele abaixo:

Desenhe um quadradinho; abaixo dele desenhe dois outros, de modo que juntem-se
no ponto médio da base dele; abaixo desses dois, desenhe outros trés e assim por
diante. A seguir, escreva 1 no primeiro quadradinho e nos da segunda linha. Na
terceira linha escreva 1 nos quadradinhos dos extremos, € no do meio escreva a
soma dos nimeros acima dele. Prossiga fazendo o mesmo nas demais linhas.
Nessas linhas, a segunda da as combinagdes com uma silaba, a terceira da as
combina¢des com duas silabas e assim por diante (Silveira, 2001).

Segue-se abaixo o Triangulo Aritmético descrito por Pingala e encontrado em uma reedigo
de "Chandra Sutra” de 1931.
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Figura. 3: Triangulo Aritmético de Pingala

Imagem retirada : https//archive.org/details/ChhandraSutra-Pinga
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Deslocando-se o lado esquerdo do Triangulo Aritmético acima para a direita, formamos um

triangulo retdngulo. Sendo essa uma possivel forma de representar o Tridngulo Aritmético acima e

somado ao fato de ser

a maneira como ¢ usualmente apresentada em boa parte de nossos livros

didaticos, nos a adotaremos neste trabalho por questdes didaticas.

Os antigos chineses utilizavam a distribuicdo binomial para calcular raizes quadradas,

cubicas, quartas e etc... Mas, para achar essas raizes ndo se precisava utilizar o Triangulo

1

1 1

1 2 1

1 3 1

1 4 6 4 1

1 5 10 10 5 1

1 6 15 20 15 6 1

1 7 21 35 35 21 7 1

1 8 28 56 70 56 28 8 1

1 9 36 84 126 126 84 36 9 1

1 10 45 120 210 252 210 120 45 10 1

1 11 55 165 330 462 462 330 165 55 11 1
1 12 66 220 495 792 924 792 495 220 66 12

Aritmético. Este aparece nos escritos chineses do "Manual de matematica” de Jia Xian (1010-

1070), em 1050. Porém, o matematico chinés mais famoso por estudar o Tridngulo Aritmético foi

Yang Hui (1238-1298). Ele escreveu dois livros nos quais buscava compreender as propriedades do

Tridngulo Aritmético, chegando inclusive a ilustrar o belissimo triangulo abaixo, que foi usado pelo

matematico Zhu Shijie (1260-1330) em 1330 no seu livro "Precioso espelho dos quatros

elementos’”.
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Figura 4: Triangulo Aritmético de Yang Hui

Imagem retirada:http://en.wikipedia.org/wiki/File:Yanghui_triangle.gif

J& no mundo islamico, o Triangulo Aritmético chega através de compilacdes de livros
indianos. O mais famoso matematico islamico a estudar o Triangulo Aritmético foi al Samaw'al
(1130-1180), que escreveu o tratado "A deslumbrante Algebra", onde corrigiu e aperfeicou o
trabalho de seus antecessores sobre o Triangulo Aritmético e o Bindmio de Newton. Nesta obra, al
Samaw'al atribui o Tridngulo Aritmético a Al-Karaji (953-1029), que em 1007 em suas obras sobre
algebra "O al Fakhri" e "O al Badi" utilizou o Triangulo Aritmético para conseguir o
desenvolvimento de poténcias quadrica, cubica e quartica de bindomios. Ele também demonstrou por
indu¢cdo matematica a validade do Bindmio de Newton e desenvolveu o Triangulo Aritmético até a

décima segunda linha conforme segue abaixo:
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Figura 5: Triangulo Aritmético de al Samaw'al

Imagem retirada : http://culturemath.ens.fr/print.php?nid=2649&print=yes#10

Na Europa, o matematico alemao Apianus (1495-1551) publicou em 1527 o livro intitulado

"Kauffmanns Rechnung"” , que se tratava de uma obra de aritmética comercial. Nesta obra, o

Triangulo Aritmético aparece no canto inferior esquerdo de uma das paginas. Segundo BOYER

(1996, pg. 205), ¢ a primeira impressao do Triangulo Aritmético na Europa.
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Figura 6: Tridngulo Aritmética de Apianus

Imagem retirada:https://download.digitale-sammlungen.de/pdf/1392744022bsb11110160.pdf

Mas, a divulgacao do Triangulo Aritmético na Europa ocorre com o matematico Michel
Stifel (1487-1567), que estudou algumas das propriedades do tridngulo e as discutiu em sua obra

"Arithmetica Integra”, de 1544.
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MicHABLIS STIFELIT’

195 1560263572161, hxc eft umma proueniens ex additione
omnium horum, tollitcy punctum remanens. '

¥ Dt inuentione numerorum,qui ariter pertinent
- ad fuas {pecies extractionum, _

- Eftatiam ut tradam modum inueniendi numeros,qui pe
culiariter pertinentad quamlibet [peciem extractionum,
quatenus perfecta habeatur & abfoluta huius ne%cm'i confuma
tio. Tradam agtem huiu{modi inuention€,per tabulam fequen

tem,quz ut in infinitum extendatur tuipfe facileuidebis, quim
primum uideris rationem qua conftraitur, Sic autem conftru-
tam uides.

3
6

ie |10

Is |20

21 135 |35

28 |56 |70

36 |84 126 126

{1oi45 (120j2i0 |252 ;

1lss |165|330 1462 [462

12166 |220(495 |792 |924

13|78 (286715 [1287[1716 [1716

1491 [364]|1001l2002|3003 |3432
I15|105i455{1365[3003 (5005 |6435 |6435
16|120{560[1820|4368|8008 |I11440|12870
17{136/680|2380l6188[12376|19448[243 10

Primo,4 latere {iniftro defcendit naturalis numerorum pros
greflio,quam extendere poteris quanti uolueris. Etilla radix
eft fequentium laterum omnium . Nam fecundum latus,quod
continet numeros trigonales,(ic oritur ex primo latere, Dgﬂn

us

Figura 7:Triangulo Aritmético de Stifel

Imagem retirada: http://www.e-rara.ch/zut/wihibe/content/pageview/3042371

Na Italia, o matematico mais influente a dedicar-se a compreender e divulgar o Triangulo
foi Niccolo Fontana Tartaglia (1499-1559), que apresentou suas descobertas em sua obra "General
Trattato di numeri et misure”, de 1556. Tartaglia reivindicou para si a invencdo do Tridngulo
Aritmético. Como consequéncia, alguns paises europeus conhecem o Tridngulo Aritmético como

"Triangulo de Tartaglia".
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Figura 8: Triangulo Aritmético de Tartaglia

Imagem retirada: http://bvpb.mcu.es/es/consulta/resultados_busqueda.cmd?posicion=6& forma=ficha&id=2245

Na Franga, o matematico mais famoso a investigar o Tridngulo Aritmético foi Blaise
Pascal (1623-1662). Pascal dedicou-se intensa ¢ profundamente a conhecer o Tridngulo Aritmético
e suas propriedades. Sua dedicagdo resultou na obra "Traité di Triangle Arithmétique"”, publicada
postumamente em 1665. Pascal notorizou-se nao apenas pelo estudo do Triangulo Aritmético, mas
por diversas contribuigdes na propria matematica como estudos sobre conicas, o cicloide e seu
pioneirismo nos estudos de probabilidade. Na Fisica, contribuiu na mecanica dos fluidos. Sao

relevantes também suas contribui¢cdes em Filosofia e Teologia.
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Figura 9: Capa do livro Traité di triangle Arithmétique
Imagem retirada: http://gallica.bnf.fr/ark:/12148/btv1b86262012/f1.image.r=Pascal,%20Blaise.langPT

Figura 10: Blaise Pascal

Imagem retirada: https://en.wikipedia.org/wiki/Blaise Pascal
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2.2 BLAISE PASCAL E O TRIANGULO ARITMETICO

Em "Traité di Triangle Arithmétique”, Pascal investigou profundamente varias propriedades do

Triangulo Aritmético:

"Chamo Tridngulo Aritmético uma figura que se constrdi da seguinte maneira. De
um ponto G, qualquer, desenho duas retas GV e G, uma perpendicular a outra, e,
sobre cada uma dessas, tomo tantas partes proximas iguais que se dquiser,
comecando em G, nomeando-as 1, 2, 3, 4, e assim sucessivamente; €sses nimeros
sdo os expoentes das divisdes da reta.” (Pulskamp, 2009, pg. 1, nossa traducdo).

Segue abaixo o Tridngulo Aritmético construido por Pascal:
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Figura 11: Triangulo Aritmético de Pascal

Imagem retirada: http://gallica.bnf.fr/ark:/12148/btv1b86262012/f1.image.r=Pascal,%20Blaise.langPT

A construcdo do tridngulo ¢ feita colocando cada nimero em uma célula que obedece a uma
regra geral, necessitando-se apenas a escolha do primeiro nlimero ou numero gerador que no caso

do Triangulo Aritmético ¢ o numero 1.



23

O numero de cada célula ¢ igual ao nimero da célula que a precede na sua posi¢ao
perpendicular , mais a célula que a precede na sua posi¢do paralela. Portanto, a
célula F ¢ obtido pela soma da célula C mais a célula E, e assim sucessivamente
(Pulskamp, 2009, pg. 3, nossa traducao).

Apobs essa observacdo, Pascal enuncia e demonstra consequéncias ou propriedades do
Tridngulo Aritmético. Em seguida, Pascal trabalha as aplicagdes dessas propriedades do Tridngulo
Aritmético nos seguintes titulos: "As ordens numéricas", "As combinacdes", "Para determinar as
partes que cada jogador deve receber quando dois jogadores fazem varias partidas" e "Para achar as
poténcias de bindmios e de apdtomos (diferenga entre duas razdes incomensuraveis)'. A
consagragao da denominagdo "Tridngulo de Pascal" ocorre em 1730 quando Abrahan de Moivre
(1667-1754) em sua importante e influente obra "Miscellanea analytica de seriebus et quadraturis
(1730)" usou a denominagdo "Triangulum Arithmeticum PASCALIANUM" para referir-se ao
Triangulo Aritmético. A partir dessa obra, o Triangulo Aritmético fica conhecido como "Triangulo
de Pascal", denomina¢do que utilizaremos como sindnimo de Triangulo Aritmético devido ao uso

tradicional em nossos livros didaticos.

AAMTG A XY F_ I A E IB. ‘Vil. 1 8 x

Cum fit p=—2, erit exponens ordinis p—1 3, radix igitar 7z f s o
evader =— 27— 1, adeoque numerus tertii ordinis cujus locus dL‘hgnn—
tur per z—1 quzefito fatisfacier; quaproprer fi fueric, Exempli gra-
tia, 72=—8, erit numerus quzfitus feprimus Triangularis, &  fic de
ceteris.

Preeterea, cum numerus quafitus mqualis fic fradtioni cujus De-
nominator generatur ex continuo dudtu eorum numerorum qui pra—
cedunt exponenterm Ordinis, perfpicuum eft Denominarorem hoc in
cafu fore 1 =2, cumque Numerator cjufdem fractionis producatur
ex numeris continuis quorum: primus fit Radix, patec Numeratorem
efie = I %72, ex quibus efficitur ur numerus, Combinationum fic
Rt e 2 feu = % T—L; arque eodem amodo fi fit Pp=— 3, invenietar

v = I z

. = » w3 »—z e
numerus Combinationum == — %X — X =——, & fic de caeteris.

Hanc vero Praxim ex principiis a Pg/faliec pofitis facile deductam,
non tamen ante percepit Vir Cl. guam eam ab amico fuc D. Ga-
nieres acceperat qui eam forrafle ex principiis aliunde pericis eli-
cuerat, (\-"{chaﬁ'a,.’!z Tractatum qui Combinationes infcribitur pag.33.

T riangulum Arithmeticum PASCALIANUM.
;7 4> 5, 6, s 8, O

Ordo 1us X, . - Xis: A
sus 3 5> 6,

SUS
qus
gus
Gus

~us
Sus

Qus

Figura 12: Declaragao de De Moivre "Triangulum Arithmeticum PASCALIANUM"
Imagem retirada: http://www.e-rara.ch/zut/content/titleinfo/1256109
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3. O CONCEITO DE NUMERO FATORIAL E O CONCEITO DE COEFICIENTE
BINOMIAL

No que se segue, denotamos por IN o conjunto de todos os nimeros naturais (incluindo o

zero) e por IN" o conjunto dos niimeros inteiros positivos (IN —{0 })
Consideremos o seguinte problema:

"Um aluno se prepara para ingressar no ensino superior. Ele pode escolher entre 3 universidades. Se

cada uma delas tiver 5 cursos distintos, quantos possibilidades de curso ha para este aluno?"

Podemos visualizar a situagdo apresentada no problema acima através do diagrama a seguir.

OO QOO OO

O diagrama acima ¢ conhecido como diagrama sequencial ou diagrama de darvore. Vemos que
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temos
3x5=15

cursos que podem ser escolhidos pelo aluno.

O problema anterior foi resolvido com um raciocinio que se baseia no Principio
Fundamental da Contagem, que pode ser apresentado da seguinte forma:

Seja k€IN" e seja 1<j<k . Se a j-ésima tarefa pode ocorrer de n  maneiras, entdo as k
tarefas juntas podem ocorrer num total de n,.n,.....n, maneiras.

No problema apresentado, temos k=2. As 2 tarefas sdo escolher a universidade e escolher o

curso.
3.1 FATORIAL DE UM NUMERO NATURAL
Consideremos o seguinte problema:

"Desejamos organizar em uma estante 5 livros diferentes. De quantos modos podemos organizar

esses livros?"

Teremos para a primeira posi¢do, 5 maneiras. Preenchida a primeira posi¢ao teremos para segunda ,
4 maneiras. Para a terceira posicao, teremos 3 maneira. Para a quarta posi¢do, teremos 2 maneiras.
Para a quinta posi¢do, apenas uma 1 maneira. Assim, temos 5 tarefas (k=5). Se n; denota o
numero de maneiras em que a j-¢sima tarefa pode ocorrer, entdo n,=6— ;. Pelo Principio

Fundamental da Contagem, temos

5X4X3 X2 X1=120maneiras.
Sdo 120 maneiras de arrumar esses livros na estante. O produto 5X4X3X2X1 pode ser
escrito de uma forma compacta e elegante, De fato, a nogdo de fatorial ¢ uma forma compacta e

elegante de se apresentar tais produtos.

Define-se o fatorial de um numero natural n € IN , denotado por n!/ , como
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0/=1/=1 e (n+1)/=(n+1).nl sen>1.

A defini¢do dada ¢ uma defini¢ao por recorréncia. Segue dela que, para todo n= 2
n/=n.(n—1)...2. l.

Assim, temos que 1/=1 por definicdo e 2/=2.1, 3/=3.2.1 e, em geral, n/ ¢ o
produto de todos os numeros positivos menores ou iguais a n. A notag¢do fatorial foi criada e
utilizada pela primeira vez por Christian Kramp (1760-1826) em seu livro "Elements d'arithmétique

universelle" de 1808.

“Eu uso a notagdo 7/ para designar o produto de nimeros decrescentes a partir
de n a unidade, ou seja, n.’zn.(n—l).(n—Z)...3.2.1 . O uso constante de
analise combinatéria, na maioria das minhas provas, fez esta notacdo
necessaria”’(O'Connor, 2012, nossa tradugdo).

Observamos que, por convengdo, definimos 0/=1. De fato, veremos adiante que o nimero
inteiro positivo dado pelo simbolo
n
k 2

A - . n!
que se 1€ "combinagdo de n elementos tomados k a k", ¢

———— — . Este numero também é
k! (n—k)!

denotado por C, , . Note que fazendo k = n, teremos 0/ no denominador da fragdo acima.

A seguir, vamos entender melhor os nimeros dados pelo simbolo
n
k ’

onde n€INe k€N com k<n .
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3.2 COEFICIENTE BINOMIAL
Consideremos o seguinte problema:

"Seja A um conjunto com 4 letras. Determine quantos subconjuntos de A com 2 letras
podemos formar".

Ora, digamos que A= {a,b,c,d ] Podemos formar os seguintes subconjuntos de A com 2
letras: |a,b],|a,c|,|ad],|bc|,|bd],|cd|. Assim, podemos formar 6 subconjuntos de A com 2

letras. Observe que

41
21.(4=2)1"

O problema acima pode ser enunciado de forma geral da seguinte maneira: "Seja n € IN" e

A=la,a,,a;,a,,...,a,  umconjunto com n elementos. Determine o nimero de subconjuntos de A

"

com k elementos, onde £k €IN e k<n

O ntimero de subconjuntos de A com k elementos ¢ denotado pelo simbolo

e ¢ chamado de combinagdo de n elementos tomados k a k. Veremos no proximo resultado, cuja

demonstragdo sera feita por inducao sobre n, que nao ¢ dificil determinar o nimero ( Z ) .

Proposicéo 1. Sejam n €N e k €N com k < n . Entdo,

—_
= 3
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Demonstracao.

Faremos a demonstragdo por inducdo sobre n.

Se n=1, os tnicos valores possiveis para k sdo k=0 e k=1. Obviamente, um conjunto com um
elemento tem um unico subconjunto com 0 elementos (o0 vazio) € um unico subconjunto com 1

elemento (ele proprio), donde

/ /
F. 1.

——F————=1 e ——————=1, o resultado ¢é valido se n=1.
0/.(1-0] 1/.(1-1]

Como

Suponhamos, agora, como hipotese de indugdo, que o resultado é valido para conjuntos com
n—1 (n> 2) elementos. Seja k um inteiro tal que 0<k<n—1 e seja A um conjunto com n
elementos. Vamos denotar por r o nimero de subconjuntos de A que t€ém k elementos e que ndo

contém, entre eles, o elemento a, , ¢ denotar por s 0 numero de subconjuntos de A que t€m k

elementos e que contém o elemento a,. Entdo, claramente, temos que

(Z)=r+s.

M r 7 . ’:[
Note que r nada mais ¢ do que o nimero de subconjuntos de A'=\a,.a,.a;.a,,....a, ;| que

tem k elementos. Logo,

r=(”;1).

Como os subconjuntos de k elementos de A que contém a, sdo formados pela unido de

an} com subconjuntos de A' que tém k-1 elementos, temos S:(Z_ i ) Segue-se, entdo, que

[ M=)
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Podemos calcular os nimeros do segundo membro da igualdade anterior pela nossa hipotese

de indugdo. Temos, assim, que

(n):k,(n—l)/ .\ (n—1)!

k (n—1-k)! (k=1)!.(n—k)!

Como k/=(k—1)/.k e (n—k)!=(n—k—1)!.(n—k), podemos escrever as fracdes acima com

denominador comum:

n
k
n!

o que demonstra a formula para 0<k<n—1 .Parak=n,tem-se | |=1 ¢ ———
n n!. (n— n)/

(n—l)/.(n—k)+(n—1)/.k_(n—l)/.(n—k+k) n!

)_ k!.(n—k|!

k. \n—k)!”  k.n—k)! k! n—k)!’

=]. m

Terminamos observando que os numeros inteiros positivos da forma (Z ) nelN e

k €IN com k < n, sdo também chamados coeficientes binomiais. De fato, veremos que estes sdo

. k oA n . . . .
os coeficientes de x” no polindmio monico de grau n, na variavel x, obtido pelo desenvolvimento
de
n
(x+1) ,

onde n €IN*.

A notagao

foi introduzida pelo matemadtico alemdo Andreas Von Ettingshausen em 1826, embora estes
numeros, como ja vimos, ja eram conhecidos séculos anteriores. O nimero #» ¢ usualmente

chamado de numerador e o numero £ de denominador do coeficiente binomial.



4. 0 TRIANGULO DE PASCAL : ALGUMAS PROPRIEDADES

O Triangulo de Pascal ¢ um arranjo numérico disposto em linhas e em colunas, cujo
resultado ¢ uma tabela que se prolonga indefinidamente para baixo em forma de tridngulo. Para
facilitar o nosso entendimento, construiremos o Tridngulo dos Coeficientes Binomiais, onde ira
aparecer os coeficientes binomiais indicados e o chamado Triangulo dos Valores, onde aparecera os
valores dos coeficientes binomiais. A construcdo do Tridngulo dos Coeficientes Binomiais ¢ feita
calculando os valores dos coeficientes binomiais e pondo esse resultado nas posigoes

correspondentes no Tridngulo dos Valores. O Triangulo dos Valores nada mais ¢ do que o Tridngulo

de Pascal.

L=ordens das linhas

C=ordens das colunas

Triangulo dos Valores

L\C 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
0 1

1 1 1

2 1 2 1

3 1 3 3

4 1 4 6 4 1

5 1 5 10 10 5 1

6 1 6 15 20 15 6 1

7 1 7 21 35 35 21 7 1

8 1 8 28 56 70 56 @ 28 8 1

9 1 9 36 84 126 126 84 36 9 1

10 1 10 45 120 210 252 210 120 45 10 1

11 1 11 55 165 330 462 462 330 165 55 11 1

12 1 12 66 220 495 792 924 792 495 220 66 12 1




Triangulo dos Coeficientes Binomiais
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L\C 0 1 2 3 4 p-1 p p+1
0 0
0
1 1 1
0 1
2 2 2 2
0 1 2
3 3 3 3 3
0 1 2 3
4 4 4 4 4 4
0 1 2 3 4
5 5 5 5 5 5
0 1 2 3 4
6 6 6 6 6 6
0 1 2 3 4
7 7 7 7 7 7
0 1 2 3 4
n-1 n—1 n—1 n—1
p—1 p ptl
n n n n
r—1 P ptl
n+l nt+1 n+1 n+1
r—1 P ptl

ApoOs a construgdo e a apresentacdo dos Tridngulos dos Valores e dos Coeficientes

Binomiais, devemos enfatizar para os nossos alunos algumas propriedades observadas desses

tridngulos. Vamos a seguir apresentar algumas delas. As propriedades 1) a 4) seguem diretamente da

constru¢do do Tridngulo dos Coeficientes Binomiais.
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Propriedade 1) No Triangulo dos Coeficientes Binomiais, a interse¢ao da linha n com a coluna p ¢

dada por (” )
P

coluna p
¥

linha n—)(n)
p

Observamos que a linha de ordem n ¢ finita e tem (n+1) termos, a saber:

MMM 2o )

E a coluna de ordem p ¢ infinita, pois sempre podemos crescer o triangulo infinitamente para baixo:

PHGHE-G)

Propriedade 2) Os coeficientes binomiais de uma mesma linha tém numeradores (ordem da linha)

iguais.

Propriedade 3) Os coeficientes binomiais de uma mesma coluna t€ém denominadores (ordem da

coluna) iguais.

Propriedade 4) Os coeficientes binomiais da primeira coluna possuem todos denominadores (ordem

da coluna) iguais a zero.
Propriedade 5) Os coeficientes binomiais da primeira coluna valem 1.

Demonstracdo. Seja n € IN. Temos,

n\_ n! _ n! —1
0/ 0/(n=0)/ 1ln!
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Propriedade 6) No Triangulo dos Valores, o segundo elemento e o pentltimo elemento de cada linha

sdo iguais a propria ordem da linha. Ou seja, para cada n € IN,

[l

Demonstracdo. Seja n € IN. Temos,

Basta agora provar que ( n )Zn . Ora,

n! n! n«(n—l)/ n-(n—l)/

=n . n

(nil)_(n—l)/-[n—(n—l)]/_(n—l)./-l.’:(n—l)./~l./: 1n—1)!

Propriedade 7) Em uma mesma linha, coeficientes binomiais equidistantes dos extremos sdo iguais.

Estes sdo chamados de binomiais complementares. Ou seja, para cada n €INe p €IN com

p < n, 0s numeros (” el " sdo chamados complementares.
p n—p

Demonstracdo. Seja n €IN eseja p €IN com p < n. Entdo,

R e o e s P s i W
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Propriedade 8) Cada coeficiente binomial em uma linha (n+1) ¢ igual a soma de dois coeficientes

binomiais adjacentes da linha n. Esta propriedade ¢ conhecida como "Relacao de Stifel" ou "Regra

de Pascal".

L\C 0 1 2 3 4 5 6 7 8
0 1
1 1 1
2 1 2 1
3 1 3
4 1 4 6 4 1
5 1 5 10 10 5 1
6 1 6 15 20 15 6 1
7 1 7 21 35 35 21 7 1
8 1 8 28 56 70 56 28 8 1

Esquema Geral

colunap coluna (p+1)
N2 N2

linhané(n)+( n )
p pt+l1

II

linha (n+1)—) (n-l-l)
pt+1

Demonstragdo. Sejam n €IN ¢ p €IN com p < n. Entlo,

(2)+&ﬁ4):pﬂ¢ipw+(p+Uﬁ&ip—lw :pﬁh—pﬂ;—p—lw+Uﬁﬂ}pﬁ;—p—lﬁ

:n!-(p+l)+n./-(n—p) _ n/-(n+1) _ (n+1)/ :(n+l)
(n—p)!-{p+1)! (n=p|t{p+1]t (p+1]l{n=pl! \p+1)
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Propriedade 9) Paratodo n €IN e p €N com p < n, temos | " | . IP_| n | Esta relacdo
p p+ 1 p+ 1

¢ chamada Relac¢do de Fermat.

Demonstracdo. Sejam n €IN ¢ p €IN com p < n. Entlo,

(n)'(n—p)_ n! (n—p|_ n!.n—p) _( n )

p) (pt1) plAn—p)/ " (p+1] (p+1].plln—p).ln—p—1)! | p+1

Propriedade 10) Ao somarmos todos os coeficientes binomiais de uma mesma linha teremos uma

poténcia de 2. Ou seja, para todo n €N,

A propriedade acima ¢ conhecida como Teorema das linhas. A demonstracdo desse teorema

sera dada utilizando-se o Principio da Indu¢do Matematica.

Demonstracao. A igualdade ¢ valida para n=0, pois

e

Suponhamos agora o resultado valido para n=k, ou seja, suponhamos valida a igualdade

Vamos mostrar que o resultado ¢ valido para n=k+1. Ou seja, vamos mostrar que

Aol O TP 7 o O T 2 o2 TP ol o O Y
0 1 2 k k+1



Ora, pela hipotese de indugao temos

Substituindo em (1), obtemos

(/5)+(k11)+(k;1)+.._+(k;1)+(f;):zk“. 2]

Como

podemos escrever (2) da seguinte forma:

R e

Pelo Principio de Inducdo Matematica, o resultado ¢ valido para todo n € IN.

36
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Propriedade 11) Para quaisquer » €N e p € IN, temos

n(ntl(nt2 ). (ntp|=(ntpt]
n n n n n+l )
Essa propriedade ¢ conhecida como Teorema das colunas.

Note que essa soma deve comegar sempre pelo primeiro elemento da coluna do Triangulo dos

Coeficientes Binomiais e terd o nimero de parcelas que nos interessar.

Esquema Geral

L\C 0 1 2 3 4 5 6 7
0 1
1 1
2 1 1
3 1 1
4 1 6 4
5 1 10 10 1
6 1 6 15 20 6 1
7 1 21 35 21 7 1

Demonstracdo. Fixe n € IN. A demonstracdo sera dada utilizando-se o Principio da Inducdo

Matematica sobre p. Ora, a igualdade ¢ valida para p=0, pois
n\_[ntpt1|_[n+0+1|_(n+1
n n+1 n+1 n+1)’
. n n+1
aque =1 e =1.
s e (2]

Suponhamos agora o resultado valido para p=k, ou seja, suponhamos valida a igualdade

(Z)*("Zl )+(n;2)+...+(n:k):(n:ﬁ1 )



Vamos mostrar que o resultado ¢ valido para p=k+1. Ou seja, vamos mostrar que

B ] T o e el
R ) R i e

Ora,

’

—[ntk+1 + n+k+1
n+1 n

pela hipotese de indugao.

Como, pela relagao de Stifel,
n+ n

n+k+1 + ntk+1|_
1
5 0 TEOREMA DO BINOMIO DE NEWTON

5.1 UM POUCO DE HISTORIA

kb Hf

n+k+2

+(n+k+l):

n

n+1

), o resultado segue. m
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Isac Newton (1642-1727), por volta de 1665 na troca de correspondéncias com Gottfried

Leibniz (1646-1716) e Henry Oldenburg (1615-1677), mostrou como desenvolver (x+a)n para n

fraciondrio. Tal faganha foi publicada pelo matematico John Wallis (1616-1703), que deu os

devidos créditos a Newton, em sua obra "Algebra" de 1685. O curioso é que, segundo Boyer (1996,

pg. 271), "Newton ndo passou diretamente do Tridngulo de Pascal para o teorema binomial, mas

indiretamente de um problema de quadratura para o teorema binomial". E aqui devemos fazer uma

ressalva sobre o que entendemos hoje por "Teorema Binomial" ou "Teorema do Binomio de

Newton". Esse ultimo nome, que encontramos em todos os livros didaticos de matematica, parece

ter sido uma homenagem a Newton por ter demonstrado o desenvolvimento do bindmio para

expoente fracionario. Ou seja, para um caso mais geral do que para os numeros naturais. Para



39

Polcino Miles, "A relacdo entre o Teorema do Bindmio (que, na verdade, ndo ¢ de Newton) e o

Triangulo de Pascal ¢ muito anterior a ambos" e

Newton ndo demonstrou nem nunca trabalhou com o que hoje chamamos Teorema
do Binémio ou Bindmio de Newton. Isso ja era conhecido para ele, inclusive as
férmulas de calculo que ddo origem ao Triangulo de Pascal. O que ele fez foi
estabelecer um resultado analogo para expoentes fracionarios, ¢ isso que esta
relacionado com o calculo. Nesse caso, o desenvolvimento do bindmio leva a series
infinitas; portanto, sem relagdo com o tridngulo de Pascal .

Segundo o professor Nobre (2004, pg.533),

Muitos autores de livros didaticos apresentam o "Bindémio de Newton" e
igenuamente utilizam-se das relagdes de Stifel e do Tridngulo de Pascal para o
desenvolvimento de mesmo. Se Stifel e Pascal haviam chegado a resultados para o
desenvolvimento do binomio, entdo porque este Bindmio carrega o nome de
Newton que viveu muitos anos depois?

Somos levados a concluir que o Bindmio de Newton, com o qual trabalhamos na sala de

aula, ndo pertence a Newton e era conhecido muito antes de Pascal e Stifel. Por outro lado, Al

Karaji, como exposto anteriormente, ja utilizava essa ferramenta matematica sem que ela, no

entanto, fosse chamada de "Binomio de Newton".

5.2 DEMONSTRANDO O BINOMIO DE NEWTON

O resultado conhecido como Teorema do Bindomio de Newton pode ser enunciado da

seguinte forma:

Para todo x, a € R e n € N* vale a formula

ou seja,
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Usaremos o Principio da Indug¢do Matematica para demonstrar o Bindmio de Newton.
Claramente a formula ¢ valida para n=1. Suponhamos a férmula valida para n=k e mostraremos que

ela ¢ valida para n=k+1.

Ora,

k+1

[x+a) =(xraf [xta) =

z(ﬁ)x]u)

pela hipotese de indugao . Pela distributividade da multiplicacdo em relagdo a adi¢do em IR, temos

éo(/;) k=1 p+2( ) AP r i i( ) 1ep p+2( ) (ketl=lpe1) ot

k+1
(k) (k+1)— p+z( ) (kt+1)- P oP=
p —1\p—1

:(k) ke 1)= Zk: ( ) ( )x(k+1)—p.ap+(k)x[k+1)—(k+1)ak+1:
0 p=1 p_l k

:(k+1) (k+1)- i(kﬂ) (k+1)- . p+(k+1)x(kﬂ)—(kﬂ)_akﬂ:

—l k+1

1
z (k+1 ) lie+1)- 7 provando o desejado. m
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J A . n
Para desenvolver a n-ésima poténcia de (x-a), (x—a) , devemos escrever

(x_a)":(n)xn(a)t(n)xn—l(a)u(;)xn—Z(a)2+...+(_1)p(n )xn—p(a)P+...+(_1)"(n)XO(a)".

A demonstracdo dada neste trabalho usa basicamente a distributividade da multiplicacdo em
relacdo a adicdo em IR. Assim, se os alunos do Ensino Médio conhecem o Principio da Inducdo
Matematica, a prova acima € bastante simples e pode ser apresentada em sala de aula. De qualquer
modo, como j& mencionamos anteriormente, acreditamos que o professor deva relacionar o
Bindmio de Newton com o Tridngulo de Pascal e fazer a abordagem historica do Triangulo de
Pascal. A abordagem histérica do Tridngulo de Pascal ja foi feita no Capitulo 2. No préximo

capitulo, vamos relacionar o Triangulo de Pascal e o Bindmio de Newton.

6. RELACAO ENTRE O TRIANGULO DE PASCAL E O BINOMIO DE NEWTON

Vimos acima que o desenvolvimento de (x+a)", onde x,a €IRe n €IN, ¢ conhecido

como Binomio de Newton. Agora vamos compreender sua relagdo com o Triangulo de Pascal .

Primeiramente, fagamos o desenvolvimento de (x+a)", paran=1,2,34,5¢6.



(x+a) = 0 x%a°
0
(x+a)1= 1 g%+ 1 04!
0 1
(x+a)=(? |x2a%+| 2 |x'a'+[ 2 |x°a?
0 1 2
(x+al=[3 |2 a%+[3 |¥2a'+| 3 |x'a?+[ 3 | 1043
0 1 2 3
(x+a):4x4a0+4x3a1+4 a2+ 4
0 1 2 3
(x+a)5: S1Ea%40 1t at+ 2 1342 +(°
0 1 2 3
(x+a)6: 6 x0a+ 6 xa'+ 6
0 1 2
Pela
obtermos.
x+aO=1
x+ta 1=1x+1a
x+a 2=1x2+2ax+1a2

(x+al
(x+al
(x+a)
(x+a) =1x*+3ax’+3xa’ +1a’
(x+a)
(x+al
(x+al

x+al =1x*+4x3a+ 6x> a*+4xa’+1a*
5
xta) =1x°0+5x a+10x° a?+ 10x* @’ +5xa*+ 12
6
x+al =1x0+6x° a+15x* a®+20x> a>+15x> a*+6xa° +1a°

No desenvolvimento de

sucessivamente conforme abaixo:

n . .
(x+a) , chamaremos o primeiro termo de

1)

T

PIREE

PISERE

LT

n’

n+l"°

> 1
> 1
> 1
> 1
> 1
> 1

> 1
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Proposicao 1 do Capitulo 3, podemos calcular os coeficientes binomiais acima e

1

31

6 4 1
10105 1
1520156 1.

T, e assim
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Desenvolvendo o bindmio chamamos de termo geral o termo de ordem (p+1).

(x+a)n=(n)x”a0+(n)x"_la1+...+(”)x”‘pap+...+( n )xla”_1+(”)x°a”
L A V- A Uiy S LV

n b T i1 T, L

Podemos, entdo, escrever o termo geral de (x+a)", da seguinte forma:
_|n)| n-
Tpﬂ—( )x” Pal.
P

Finalizamos este capitulo observando que ja existem generalizagdes do antigo Tridngulo de
Pascal. Por exemplo, a Piraimide de Pascal ¢ uma generalizacdo em trés dimensdes do Triangulo de
Pascal, onde o que seria cada linha no tridngulo ¢ uma camada da piramide. Ao invés de um niimero
ser a soma dos dois que ficam logo acima, como no modelo em duas dimensdes, cada elemento ¢ a
soma dos trés valores que ficam mais préximos dele na camada anterior. Estes nimeros da Pirdmide

de Pascal estdo associados a expansao do trindmio

(a+b+c)n,

onde a,b,c sdo numeros reais € n € um nimero inteiro positivo. Essa expansado ¢ dada por

latb+e'=20| 7 |a'blct,
ijk i)k

ik | iljlk!

onde e ¢ chamado de coeficiente trinomial.

Para os leitores interessados em se aprofundar no assunto indicamos [5].



Figura 13: Pirdmide de Pascal

Imagem retirada:http:/www.jstor.org/discover/10.2307/27961325?uid=3737664&uid=48sid=21104046665527
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7 CONSIDERACOES FINAIS

A nossa proposta de trabalho busca oferecer uma alternativa de abordagem do Teorema do
Binomio de Newton e do Tridngulo de Pascal, recorrendo a Historia da Matematica como elemento
motivador na construgdo do conhecimento. Acreditamos que a Histéria da Matematica
contextualiza, humaniza e facilita a formalizacio de conceitos. E uma ferramenta valiosa para o
professor porque permite que o professor tenha uma visdo mais ampla de sua disciplina. Em
relagdo ao aluno, acreditamos que este tipo de abordagem promove a formag¢ao de um individuo
critico, criativo e capaz de resolver problemas.

Investigamos o Tridngulo de Pascal em varias sociedades antigas, acompanhando a sua
evolucdo, explicamos o conceito de fatorial e o conceito de coeficiente binomial, investigamos e
demonstramos algumas propriedades do Triangulo de Pascal, estudamos um pouco da historia do
Binomio de Newton, apresentamos um demonstragdo do Teorema do Bindmio de Newton,
apresentamos o termo geral deste teorema e relacionamos o Tridngulo de Pascal ao Binomio de
Newton. Em suma, conduzimos este trabalho recorrendo a Historia da Matematica, mas sem
descuidar de usarmos uma linguagem rigorosa e precisa. A nossa metodologia de trabalho consistiu
em levantamento bibliografico somado a uma postura reflexiva e critica do nosso trabalho em sala
de aula.

Esperamos que este trabalho possa servir de instrumento para facilitar a apresentacdo do
tema "Binomio de Newton" no Ensino Médio, ja que este conteido matematico ¢ considerado, tanto
por professores como por alunos, um assunto dificil de ser trabalhado em sala de aula. Também
esperamos que este trabalho sirva de material bibliografico para o professor se aprofundar no
assunto, uma vez que a maioria das demonstragdes apresentadas aqui utilizam o Principio de

Inducao Matematica.
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9 APENDICE: UM POUCO SOBRE O PRINCIPIO DA INDUCAO MATEMATICA

O matematico Giuseppe Peano (1858-1932), no inicio do século XX, estabeleceu os

axiomas que definiram com precisdo o conjunto dos niimeros naturais. Um de seus axiomas afirma
. . . K r . r
o seguinte: seja X um subconjunto de IN" Se 1€X e se, além disso, X contém todos os

sucessores dos seus elementos, entdio X=IN".

Este axioma ¢é conhecido como Axioma de Inducdo e serve como base do método de
demonstra¢do por inducdo, chamado de Principio de Indu¢do Matematica, o qual ¢ de grande
utilidade para estabelecer provas rigorosas em matematica.

Em nosso trabalho, as demonstragdes foram realizadas, em sua maior parte, pelo Principio
da Indugdo Matematica . Este principio ¢ decorrente do Axioma de Inducao e pode ser enunciado
da seguinte forma:

Seja P(n) uma sentenga aberta em n sobre IN* . Suponha que:
1) P(1) ¢ verdadeira; e
i1)Qualquer que seja n € IN , sempre que P(n) ¢ verdadeira, segue que P(n+1) ¢ verdadeira.

Entdo, P(n) ¢ verdadeira para todo n € IN .

Ilustremos o uso do Principio de Indu¢io Matematica para provar que para qualquer n € IN* é

valida a seguinte igualdade:
1+3+5+.. .+(2n—1)=n2.
1° passo) Verificar a validade para n=1.

Note que
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mostrando que a igualdade ¢ valida para n=1.
2° passo) Hipdtese de Inducdo: suponhamos a igualdade valida, para n=k, ou seja suponhamos que

1+3+5+...+(2k—1):k2.

Devemos mostrar agora a validade da igualdade para n=k+1. Ou seja,

14345+, +(2k—1)+[2(k+1)=1]=(k+1).

De fato, pela hipotese de inducao

14345+, +(2k—1)+[2(k+1)—1]=k7+[2[k+1)-1].

Como k2+[2(k+1)—1]=(k+1)2 , segue que 1+3+5+...+(2k—1)+[2(k+1)—1}=(k+1)2.

Pelo Principio de Induciio Matemética, a igualdade é vélida para todo nimero n em IN*.

Para o leitor interessado em ler mais sobre o assunto indicamos [7].



