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RESUMO

Neste trabalho, falaremos sobre cbnicas e equacédo geral do segundo grau, histérico
e parte tedrica, aplicando estes conhecimentos na elaboracdo de planilhas
eletrdnicas para identificar qual a cénica (elipse, hipérbole ou parabola, bem como
seus casos degenerados) e determinar seus principais elementos a partir de suas
equacdes, na forma canonica ou geral do segundo grau. Para melhor compreenséo
e fixagdo do que vai ser exposto, faremos uso de atividades interativas com a

utilizacéo de computador.

Palavras-chave: Softwares Educacionais. Geometria Analitica. Sec¢des Conicas.






ABSTRACT

In this paper, we will discuss general conic and quadratic equation, historical and
theoretical part, applying this knowledge in designing spreadsheets to identify which
conic (ellipse, parabola or hyperbola, as well as their degenerate cases) and
determine its main elements from their equations in canonical or general high school.
For better understanding and assessment of what will be, we will make use of

interactive activities with the use of computer.

Keywords: Educational software. Analytic Geometry. Conic Sections.
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1 INTRODUCAO

Podemos afirmar que a educacdo brasileira esta longe de ser um
sucesso, em particular na disciplina de Matematica.Os numeros comprovam. Na
dltima edicdo do Programme for International Student Assessment (Pisa)’ -
Programa Internacional de Avaliacdo de Estudantes, em 2012, o Brasil ocupou a
posicao 58° no ranking de Matematica, dentre 65 paises analisados, ficando atras
de paises sulamericanos, como Chile (51°) e Uruguai (55°). J& internamente, um dos
indicadores do nivel dos estudantes vem do Exame Nacional do Ensino Médio
(ENEM), onde a comparacédo é entre escolas publicas e privadas. Em 2010, por
exemplo, dentre as 100 melhores escolas, 13, apenas, eram publicas e destas, a
maioria vinculada a uma universidade publica. Vale levar em consideracdo que as
melhores escolas, na comparacdo entre escolas publicas e privadas, possuem
turmas homogéneas de alunos com bom nivel de conhecimento, elevando suas
respectivas medias.

Tentar compartilhar um conhecimento que requer bastantes preé-
requisitos, como € o caso da Matematica, em uma sala de ensino medio do sistema
publico em que mais da metade da sala tem dificuldades com a matéria, € uma
tarefa quase que impossivel. Tentamos ensinar como se 0s conteudos nao tivessem
pré-requisitos.

Pensando em melhorar o ensino de Matematica, com todos os obstaculos
gue possuimos, como falta de estrutura fisica e desinteresse pela matéria, vemos
nas tecnologias da informagao e comunicacgao (Tic’s), alternativas para estimular e
atrair os alunos, além de melhorar a qualidade do ensino. Desenvolver atividades
gue propiciem a obtencdo de habilidades e competéncias com o apoio das
tecnologias esta prevista nos Parametros Curriculares Nacionais (PCN’s) para o
ensino médio. A exemplo dessas competéncias e habilidades, podemos citar:

“Utilizar adequadamente os recursos tecnolégicos como instrumentos de producéo e

! Programa Internacional de Avaliacdo de Estudantes - é uma iniciativa internacional de avaliacdo
comparada, aplicada a estudantes na faixa dos 15 anos, idade em que se pressupde o término da
escolaridade bésica obrigatéria na maioria dos paises. (Fonte: INEP)
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de comunicacdo” e “Utllizar adequadamente calculadoras e computador,
reconhecendo suas limitagdes e potencialidades”.

Motivado pelo interesse as tecnologias e facilidade em manusear
softwares matematicos, decidimos elaborar algumas atividades préticas
elementares, com a utilizagdo de planilhas eletrbnicas, que ndo exigem maiores
conhecimentos sobre esses aplicativos, apenas instrugbes basicas de manuseio.
Nossos principais objetivos sdo: estimular o estudo da matemética, a criatividade e a
utilizagdo do computador para fins educacionais; mostrar a importancia da escrita
em matematica; e colaborar com a formacéo profissional dos alunos.

Iniciamos este trabalho descrevendo alguns aspectos histéricos que
fazem parte da evolugdo dos estudos sobre as conicas, enfatizando seus mentores.
Em seguida, fazemos uma explanagcdo teorica da elipse, hipérbole, parabola e
equacgdo geral do segundo grau em R?, estes acompanhados de propostas de
atividades utilizando as planilhas eletrénicas.

Salientamos que para ter sucesso na execucgao das atividades propostas
€ necessario ter uma nocéozinha sobre planilhas eletrénicas e que o aluno precisa
ter resolvido varios exercicios sobre os temas que sdo abordados neste trabalho.
N&o elaboramos listas de exercicios de fixacdo da parte tedrica, mas 0s mesmos
séo facilmente encontrados em livros do 3° ano do ensino médio, com excecao da
equacgdo geral do segundo grau em R? que ndo € comum em livro da educacio
basica. Este, por ser um pouco complexo para os alunos de ensino médio pode ser
trabalhado de forma complementar e bem superficial.

Ao final, no Apéndice A, disponibilizamos por meio de links, planilhas mais
bem elaboradas que consideram os casos gerais das conicas e com a utilizacdo de
mais funcdes internas da planilha, que podem ser objetos de estudos e servir de

base para outras atividades.
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2 HISTORICO DAS CONICAS

O estudo que levou as secgdes conicas foi motivado inicialmente pelo
desafio que era o problema da duplicacéo do cubo. Menaecmus (viveu por volta de
390 a.C.) que ao procurar a solugao deste problema, utilizando cortes em cones
retos e conhecimentos basicos de geometria, chegou as equacdes da parabola e da
hipérbole, na notacdo da época. As deducdes dessas equacdes apresentam fortes
indicios da utilizacdo de geometria analitica, porém ndo h& como ter certeza,

justificado por Boyer (2010, p. 65) no trecho:

Como esse material tem forte ar de uso de coordenadas, [...], foi algumas
vezes sustentado que ele dispunha de geometria analitica. Tal opinido é
apenas parcialmente justificavel, pois certamente Menaecmus ndo sabia
gue uma equacdo em duas quantidades incognitas determina uma curva.
Na verdade, o conceito geral de equacdo em quantidades incégnitas era
estranho ao pensamento grego.

A grande contribuicdo dada as coénicas foi fruto dos estudos de Apol6nio
de Perga, que apesar de nao termos certeza, sugere-se que viveu de 262 a 190 a.C.
Tido como matematico de destaque, assim como Euclides e Arquimedes, Apolénio
escreveu, entre outros assuntos, oito livros de titulo As Conicas nos quais apenas
sete conseguiram se preservar até hoje. Outros autores, como Euclides e Aristeu, ja
haviam, antes de Apolbnio, escrito sobre estas curvas, porém sua obra virou um
classico da antiguidade, assim como Os Elementos de Euclides. Além de reunir 0os
conceitos ja existentes sobre o tema, Apolénio apresentou informacdes
aparentemente inéditas, como por exemplo, demonstrou que nao € necessario tomar
seccOes perpendiculares a um elemento do cone e que de um Unico cone podem ser
obtidas todas as trés espécies de seccbes coOnicas, simplesmente variando a
inclinacédo do plano de seccéo e substituiu o cone de uma sé folha (como um cone
de sorvete) por um duplo (semelhantes a dois cones de sorvete colocados, em
sentidos oposto e indefinidamente estendidos, de modo que seus vértices coincidam
€ 0S eixos estejam sobre a mesma reta. Até entdo, a hipérbole que hoje a
conhecemos por ter dois ramos, era tida como sendo duas hipérboles. Os nomes,

parabola, elipse e hipérbole, também foram adotados por ele em sua obra, motivado
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por algumas propriedades dessas curvas e embasado em termos utilizados por

outros matematicos, como por exemplo, os pitagoricos.
Figura 1 — Cone duplo e sec¢des cbnicas
. -
C_teroe 75

T

Fonte: http://evanilson.blogspot.com.br/

O matematico arabe Omar khayyam (cerca de 1050 — 1122) também
utilizou idéias sobre conicas para encontra solucdes de equacdes cubicas, por meio
da intersec¢éo dessas curvas, 0 que nao deixa de ser uma aplicacao.

Outro grande avanco foi devido a René Descartes (1596-1650), pois suas
generalizacdes a respeito da relacdo da algebra com a geometria e vice-versa —
geometria analitica — deu mais praticidade na interpretacdo das cOnicas e seus
elementos. Boyer cita também que Descartes trabalhou com equacdes do segundo
grau com o termo xy.

Outros matematicos que colaboraram no estudo das conicas foram: Pierre
de Fermat (1601 — 1665), rival de Descartes; John Wallis (1616 — 1703); Isaac
Newton (1642-1727); etc..

A principio o estudo mais refinado das conicas ndo teve aplicabilidade,
como diversos temas da matematica que surgem. Mas atualmente, utilizamos
conhecimentos dessas curvas nos receptores parabdlicos, telescopios, sistema de

navegacdo LORAN (sistema de localizacao de avides e navios), etc.


http://evanilson.blogspot.com.br/
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3 CONICAS

3.1 Elipse

Considere dois pontos F; e F,, pertencentes a um plano a, cuja distancia entre eles
seja 2c = 0.
Elipse é o conjunto dos pontos de a cuja soma das distancias a F; e F, € a constante
2a (sendo 2a > 2c¢).
E={P€ald(P,F,) +d(P,F,) = 2a}
Assim, temos:
d(Q,F) +d(Q,F,) = 2a
d(T,F,) + d(T,F,) = 2a
d(M,F;) +d(M,F,) = 2a

Figura 2 — Pontos da Elipse

Notemos que d(4;,4,) = 2a, pois:
d(Ay, F1) + d(Ay, F) = d(Ay, F) +d (42, Fr)
Entéao
x+x+2c)=y+ (y+2c)
portanto x = y.
d(A1,A;) =d(A, F) +d(F,F) +d(F,A) =x+2c+y=2(x+c) =2a
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Elementos Principais

F, e F, — focos

O — centro

A{A, — eixo maior

B;B, — eixo menor

2¢ — distancia focal

2a — medida do eixo maior

2b — medida do eixo menor

2 — excentricidade?

Relac&o notavel: a®> = b% + ¢?

Figura 3 — Relac&o notavel da elipse

B

1

3.1.1 Forma candbnica da elipse

Tomemos um sistema cartesiano ortogonal tal que A;A, e B;B, contidos nos eixos
0X e 0Y, respectivamente.

E evidente que os focos sdo o0s pontos: F;(—c,0) e F,(c,0).

Nestas condigbes, chama-se forma candnica da elipse a equacéo que P(x,y), ponto
genérico da curva, verifica.

A deducéo € imediata:

P € elipse & d(P,F,) + d(P,F,) = 2a. Entéo:

\/(x+c)2+(y—0)2+\/(x—c)2+(y—0)2=2a

? Observamos que: e = 2 =0 o c=0 o FE={P|d(P,C) = a} é umcirculo de centro C e raio a.
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Jax+co)i+y2=2a—(x—c)?+y?
(x+c)?+y*=4a®—4a/(x — )2+ y? + (x — )? + y?
x2+2cx +c? +y? =4a% —4a\(x — )2+ y2 + x% — 2xc + c? + y?
a\/(xTz-l-y2 =a’—cx - a’(x—c)? + a’y? = (a? — cx)?

a’x? —2a%cx + a’c? + a’y? = a* — 2a%cx + ¢*x?

a’x? + a’c? + a’y? = a* + c?x?

(a® = c?)x? + ay? = a?(a? — ¢?)

b2x? + ay? = a?b?

x2 yz
a_2+b_2=1 (1)

Gréfico 1 — Elipse >+ 2 = 1
a? X

AOY
1 PXy)
A1 A2
|
0X
82

Assim, por exemplo, uma elipse com eixo maior 20 e distancia focal 12 apresenta:

a=10}_>b2:a2_C2:100—36=64
c=6

Se a posicao da elipse € a indicada na figura, isto é, A;A, e B;B, contidos nos eixos

0X e 0Y, respectivamente, entdo sua equacao é:

x2 y2

100 T62 = !
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Gréfico 2 — Elipse - + 2 = 1
rarico 2 — |psem+a—

Y

Analogamente ao que vimos acima, se a elipse apresenta A;4, e B;B, contidos nos

eixos 0Y e 0X, respectivamente, temos:

d(P,F,) + d(P,F,) = 2a

Jax =02+ @ +c)2+J(x—0)2+(y—c)?2=2a

Notemos que esta relacdo € a mesma que se obtém permutando x com y na relacéao

(1) e, dai, decorre a equacéo da elipse:

=1 )

2

2
Gréfico 3 - EIipseZ—2+Z—2 =1

1¥0)4

A

P(x,y FQ(O,C)

F,(0,¢)
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Assim, por exemplo, uma elipse com eixo maior 10 e eixo menor 8, na posi¢céo

indicada na figura, isto €, A;A4, e B;B, contidos nos eixos 0Y e 0X, respectivamente,
tem equacéao:

2 2
y _
5 16~ 1
ou ainda:
xz 2
Y
16 25

- : y2 | %%
Grafico 4 - Elipse T =1

AOY
Ay

lF2

Se uma elipse tem centro no ponto 0 (x,,y,) € A;4, // 0X, sua equacdo em relacéo
ao sistema auxiliar 0X'Y"’ é:

a? b?
portanto, de acordo com as formulas de translacdo (Apéndice B), sua equacéo
relativamente ao sistema 0XY é:

(x—x0)* | G—y0)*
xaxzo + be;O =1 (3)
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(x—x0)? | (y=y0)? _
e =1

Grafico 5 — Elipse —

A OY

Analogamente, se a elipse tem centro no ponto 0 (x,,y,) € A;4, // OY, sua equacio

relativamente ao sistema 0XY é:

—y)2 Ry
=y0) _l_(x x0)° _ 1 (4)

a? b2

(y—=y0)? n (x—x0)? _ 1

Gréfico 6 — Elipse

a? b2
oY oY’ A
| B2
yo [ Mo,
0 o'x’'
L B -
o o 0X

Assim, por exemplo, uma elipse que tem centro no ponto 0 (7,8), semieixo maior

2a = 10 e semieixo menor 2b = 8, apresenta equacgao:

x=7? | (y—8)?
S+ = 1se 414, // OX

ou

(x=7)?% | (y—8)?
16 25

= 1 se A1A2 // OY
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3.1.2 Equagéo do segundo grau com B =0e AC >0

Consideremos a equacéo da elipse € de centro (x,y,) € reta focal paralela ao eixo
0X:

& (x—x)? + (y—y0)? -1

a? b2
Desenvolvendo essa equagao, obtemos:
b%x? + a’y? — 2b%xyx — 2a%y,y + b*x3 + a’y¢ — a’*b?® = 0,
gue é da forma
Ax? + Bxy +Cy*+Dx+Ey +F =0,
comA=b%B=0,C=a? D=-2b%xy, E =—-2a%y,e F = b’x¢ + a’y¢ — a’b?.
Entdo, B=0e A e C tem o0 mesmo sinal. O mesmo vale para a equacao da elipse
com centro (x,,y,) e reta focal paralela ao eixo OY.

Reciprocamente, temos:

Proposicéo 1: Se os coeficientes A e € da equacao do segundo grau
Ax?> +Cy*+Dx+Ey+F =0 (5)
tem o mesmo sinal, entdo a equacao representa um dos seguintes conjuntos:
e uma elipse com eixos paralelos aos eixos coordenados;
e um ponto;

e 0 conjunto vazio.

Demonstracgao:

Dividindo a equacéo (5) por AC, obtemos:

x2

2
y D E F
c T A +ACx+ACy+AC_0’
ou seja,
2,D 2, E
LYY F
C A AC’

Completando os quadrados, temos:

D D2 E  E?
Ay Yt F L 02
c A T AC  442C | 4AC?

Isto é,
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2 2

D E
(X+EZ) (Y+5z) _ C?D?+ACE?-4AFC?> _ M
C A 4A2¢3 4423

onde M = C2D? + ACE? — 4AFC?.

(6)

Se M = 0, a equacéo (6) representa o ponto (—%,—%), pois A e C tem 0 mesmo

sinal.
Se M # 0, podemos escrever a equacao (6) na forma:

(o) | o) )

442¢2 443

Como AC > 0, a equacéao (7) representa uma elipse de eixos paralelos aos eixos

D E
coordenados e centro no ponto (_ﬂ’ _ﬂ)’ seM > 0.

Se M < 0, a equacao (7) representa 0 conjunto vazio, pois, neste caso, 4/112‘/1—(]2 <0e

M
4AC3

Os casos em que a equacgdo do segundo grau Ax? + Cy?+ Dx +Ey+ F =0, com

<0.

AC >0, representa um ponto ou O conjunto vazio sdo denominados casos

degenerados da elipse.

Exemplo

Verifique se a equacéo 25x% + 9y? — 225 = 0 representa uma elipse ou uma elipse
degenerada. Caso seja uma elipse, determine seus principais elementos.

Solucéo:

Como 25x?+9y? =225, obtemos, dividindo por 225, que a equacgdo
2
5ty

e a=5b=3ec=+v25—-9=4;
e centro: C = (0,0);

[\S}

X

<

= 1 representa uma elipse com:

3}

e retafocal: |l = eixo OY: x = 0;
e reta ndo focal: I' = eixo 0X:y = 0;
e Vértices sobre a reta focal: 4,(0,5) e 4,(0,—5);
e Vértices sobre a reta ndo focal: B;(3,0) e B,(—3,0);
o focos: F;(0,4) e F,(0,—4).
Observe que a demonstracdo da proposicdo 1 apresenta uma férmula, a partir dos

coeficientes da equacdo do segundo grau, para identificar se a equacao representa
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uma elipse ou uma elipse degenerada. Porém, podemos identifica-la tentando deixa-

(x=x0)* | O—y0)? _
— ~+=z = 1ounaforma-—; =

_ 2 _ 2
la na forma (r=20)” | O7y0)” _ 4
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3.1.3 Proposta de atividade

Objetivos: conscientizar sobre a importancia da escrita matematicamente correta,
fixar férmulas e conceitos; estimular o uso do computador para a resolucdo de
situacdes problemas; adquirir conhecimentos Uteis ao mundo do trabalho.

Duracéo: 3 h/a.
Sugestao: utilizar as férmulas expostas na parte teérica do texto.

Vejamos um exemplo de como programar na planilha eletrbnica para nortear os
discentes. Neste, visamos dar uma idéia de como organizar e explicitar os
elementos a serem determinados, para que nao fiqguem soltos, sem identificacao de
quem é quem.

Ressalto que os exemplos utilizados em todas as planilhas deste trabalho néo foram
citados nas solucdes por serem meros exemplos aleatorios, visto que precisamos de
um caso para representar a ajudar na visualizacédo da planilha programada.

3.1.3.1 Atividade resolvida

Programar uma planilha eletrénica para determinar as raizes e vértice da funcdo do

segundo grau f(x,y) = ax? + bx + ¢, com a # 0.

Solucéo:

Digitamos em uma planilha a expressdo ax? + bx + ¢, descrevendo cada termo
(a, x%, +, b, x, + e c¢) em células diferentes. Abaixo dessa expressdo, repetimos o
mesmo procedimento, porém com 0s termos a, b, € ¢ sendo numeros decimais e as
preenchemos de uma cor qualquer — nesse exemplo utilizamos a cor azul — para
indicar que serdo as entradas, ou seja, os coeficientes do exemplo que desejarmos

encontrar as raizes e o vértice, como na figura abaixo:

Planilha 1 — Inserindo a express&o ax? + bx + ¢

B v ke
A B (; D E F G H I

2
1| 3 X + b X L
2
il - -
-3
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Em seguida, digitamos os elementos a serem encontrados. Incluiremos o delta como

um desses elementos. Novamente, a planilha ficard da seguinte forma:

Planilha 2 - inserindo os termos procurados a partir dos coeficientes da
equacao do 2°grau

5 0k
A B C D E F G K | K L M N 0
13 & o+ b x o+t
2- 4 - K+ -
]
4 Dela | £ rizes | x= vertices: | %=

3 k= Y~

] == |

Observe que ha umas células preenchidas com a cor amarela. Estas conterdo as
férmulas, e portanto retornara aos valores procurados.

Continuando, inserimos a formula para calcular o delta, na célula C4:
“=D2/2-4*A2*G2”. Nesta formula, D2 é o coeficiente b, A2 € 0 a, e G2, 0 c. Em
seguida inserimos as formulas “=(-D2+RAIZ(C4))/(2*A2)"; “=(-D2-RAIZ(C4))/(2*A2),
“=-D2/(2*A2)" e “=-C4/(4*A2)” nas células G4, G5, K4 e K5, respectivamente.
Observe gque utilizamos a funcdo RAIZ, em duas das formulas anteriores, que como
0 proprio nome ja diz, retorna o valor da raiz quadrada da célula dentro do paréntese

a sua direita. Lembramos que o delta, o vértice e as raizes sao obtidos comumente

- A) e x = EB , respectivamente. Pronto! A

pelas férmulas: A= b? — 4ac, V = (—, —-—
2a 4a

planilha ficara como na figura abaixo:

Planilha 3 — planilha programada (equacéo do 2° grau)

Delta: raizes: X,= -1 vértices: | x,= -2

X= =3 Y= -1
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Para a visualizagdo das formulas da planilha programada utilizamos o comando “Cirl
+ Shift + ”;

Planilha 4 — visualizacdo das féormulas (equacao do 2° grau)

w0k Y

4 Delta b= |[DDHAPGY | raies | w= |-DMRAZICH)(2R2) vertices; X =DY/(2°AY
5 b= HDRRAIZICA)) (2R Ve )

3.1.3.2 Atividade

1- Programar uma planilha eletrénica para calcular os principais elementos (a, b, c,
focos, vértices sobre a reta focal, vértices sobre a reta néo focal, centro, reta focal,
reta ndo focal e excentricidade) de uma elipse cuja reta focal é paralela ao eixo 0X a

partir de sua equacédo na forma canoénica, e sua equacao geral do segundo grau.

2- Programar uma planilha para determinar a equacéo da elipse na forma candnica a
partir da equacdo Ax%+ Cy?>+Dx+Ey+F =0, com AC >0 e |C| > |A|. Obs.: ao
programar a planilha poderemos verificar, também, se a equacao representa uma
elipse (com reta focal paralela ao eixo 0X) ou uma elipse degenerada. O caso em

qgue |C| < |Al, ou seja, cuja reta focal é paralela ao eixo 0Y, é analogo.

Solucéo:
1- Iremos programar o caso em que a reta focal é paralela ao eixo 0X. O caso em
gue a reta focal é paralela ao eixo OY é analogo. Vejamos abaixo a planilha

programada:
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Planilha 5 — Planilha programada (elipse com eixo focal paralelo a 0X)

E11 - I | WVértices sobre o eixo focal: E
A B 5 [} E F G H ] i K L Y] N o P a 'i
1 Indetificac8o dos elementos da elipse a partir de sua equacéo na forma candnica - com eixo focal paralelo ac eixo OX
2
3 { x - N + ( ¥ > = 1
a
5
5 |
7 [centro | s | 5 | a 10,00 [ excentricidade: | 0,6 1
8 b 8,00
9 [Focos: | 12 | 5 | c 5,00
10 |
1 [Cvérticessobreoeixofocal: | -16 | 5 | Wértices sobre oeixonBofocal:| -6 | -3 |
12 a 5 -6 13
13
14 |reta focal:l ¥= | 5 | ‘ reta ndo focal | n= | -6 ‘
15
16 equac8o do 2° grau:
17 64 | x* | + | 100 ‘ v + | 768 | x ‘ + | -1000 | v | + | -1596 | = ‘ o |
is
4 4 » »| Planl ~Pen2 .~ Phn3 ¥ [ m
Pronto [EEEETT e )

As células cuja cor de preenchimento é branco, sédo digitacdes comuns de texto; as
de cor azul, sdo as entradas (centro, a®> e b?); e as de cor amarela dependem direta
ou indiretamente das que possuem cor azul. Células horizontalmente vizinhas e de
cor amarela, representam as coordenadas x e y de algum ponto, como por exemplo,
as células B9 e C9 sao as coordenadas de um dos focos e as células B10 e C10, as
do outro foco.

Vejamos, abaixo, as formulas que comp&em a planilha:

Planilha 6 — Visualizac&o das féormulas (elipse com eixo focal paralelo a 0X)

\ M5 - [ £ | [z
A B G 8] E F G H | 1 K L M M o] 'i
1 Indetificagdo dos elementos da elipse a partir de sua equagdo na forma candnica - com eixe focal paralelo 2o eixo OX
2
3 ( x - F + { v F = 1
4
5 :I
6 -
7 [centre  [-D3 EEl a  [-Raizice) [ excentricidade: [=Fo/F7 | 1
8 b |=Raiz(g)
9 |Focos: =D3-F9 =I3 C =RAIZ(F772-F8"2)
10 =D3+F9 =3
11 | Vértices sobre o eixo focal: =D3-F7  |=I3 Vértices sobre o eixo ndo focal: =03 [=13-F8
12 =D3+F7 |13 =03 |=13+F8
13
14 |reta focal: | y= ‘:JB | | reta ndo focal: | x= |:DS ‘
15
16 | equacdo do 22grau
17 =14 [« s e | ] + Forems | [+ zorces | v |+ [oeparorcemmcena] = o |
18
4 4 » W] Planl ~Pan2 Pln3 ¥l 0l m
Pranto IEEEENE= (*)

2- As cores de preenchimento das células seguem a mesma legenda da questéao

anterior. Vejamos a planilha programada:
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Planilha 7 — Planilha programada (equacao do 2° grau com AC > 0)

Git v k|
A B C D E F ] H | J K L M N 0
1 Transformando a equagdo do segundo grau sem o termo xy, com AC >0 e |C|>|A|, na equacdo da elipse na forma candnica

= |

Quando ambas as células C8 e I8 contém numeros negativos ou iguais a zero,
teremos o0s casos degenerados da elipse, conjunto vazio e um Uunico ponto,
respectivamente.

A tabela abaixo contém as formulas das células de cor amarela:

Tabela 1 — Formulas das células (equacéo do 2°grau com AC > 0)

Célula | Férmula
C8 =(D4N2*G4AN2+A4*DA*JAN2-*A4*M4A*DAN2)/(4*A4"2*D4N2)
18 =(D4N2*G4N2+A4*DA*JAN2-4* A4*M4A*D4AN2)[(4*A4*D4AN3)
D7 | =-G4/(2*A4)
J7 | =-34/(2*D4)
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3.2 Hipérbole

Considere dois pontos distintos F; e F,, pertencentes a um plano «, seja 2c a
distancia entre eles. Hipérbole € o conjunto dos pontos de «a cuja diferenca (em valor
absoluto) das distancias a F; e F, € a constante 2a (sendo 0 < 2a < 2c¢).
¥ ={P € alld(P,F)) —d(P,F,)| = 2a}
Assim, temos:
|d(Q, F1) — d(Q, F,)| = 2a
|d(M,F,) —d(M,F,)| = 2a
|d(R, F,) — d(R,F,)| = 2a
|d(Ay, Fy) — d(Ay, Fy)| = 2a

Figura 4 — Pontos da hipérbole

Notemos que o modulo é abolido desde que facamos a diferenca da maior para a
menor distancia. Se um ponto X esta no ramo da direita, temos:
d(X,F)) —d(X,F,) = 2a, pois d(X, F;) > d(X,F,).
Se um ponto X esta no ramo da esquerda,
d(X,F;) —d(X,F,) = 2a, poisd(X,F,) > d(X, F,).
Elementos Principais
F, e F, — focos
O — centro

A{A, — eixo real ou transverso
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BB, — eixo imaginario

2¢ — distancia focal

2a — medida do eixo real

2b — medida do eixo imaginario

- — excentricidade (Note que e > 1, pois ¢ > a.)

Figura 5 — Relac&o notavel da hipérbole

Relac&o notavel: ¢ = a® + b*
Notemos que, sendo a hipérbole uma curva aberta, o significado geométrico do eixo

imaginario B; B, €, por enquanto, abstrato.
3.2.1 Forma canbénica da hipérbole
Tomemos um sistema cartesiano ortogonal tal que A;A4, e B;B, contidos nos eixos

0X e 0Y, respectivamente.

E evidente que os focos sdo o0s pontos: F;(—c,0) e F,(c,0).

sgt L x? ye
Gréfico 7 — Hipérbole = —= =1

a? b2
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Nestas condi¢des, chama-se forma canénica da hipérbole a equacdo que P(x,y),
ponto genérico da curva, verifica.

A deducdo é imediata:

P € hipérbolee |d(P, F;) — d(P, F;)| = 2a. Entéo:

VEx+e)2+ (=02~ (x—c)2+(y—0)? = +2a
\/(x+c)2+y2=\/(x—c)2+y212a

(x+c)+y2=((x—-c)+y2+4a)(x —c)?+ y? + 4a?

4ex —4a® = t4aJ/(x — )2 +y? - cx—a’=ta/(x—c)? +y?
(cx —a?)? = a’(x — ¢)? + a?y?

c?x? — 2a%cx + a* = a’x? — 2a%cx + a’c? + a?y?

(2 — a?)x? — a?y? = a?(c? — a?) - b%x? — aly? = a?b?

Z =1 (8)

Assim, por exemplo, uma hipérbole com eixo real 6 e distancia focal 10 apresenta:
b? =c?—a?=25-9=16.

2 2
Gréfico 8 — Hipérbole %— Y =1

16

Se a posicao da hipérbole é a indicada na figura, isto €, A;A, e B;B, estdo contidos

nos eixos 0X e 0Y, entdo sua equacao é:

£_roq
9 16
Analogamente, se a hipérbole apresenta A4, e B;B, contidos nos eixos 0X e 0Y,

respectivamente, temos:
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d(P,F,) — d(P,F,) = +2a

Jax=02+@+0)2—{/(x—02+(y—c)2=4+2a
Desenvolvendo a expressao acima obtemos a equacéao da hipérbole:

Yy X" _
2= L 9)
P .y y2 x2
Grafico 9 — Hipérbole iy 1
Oy b
F.f
P(x.y)
A2
o oX.
A1
F1<

Assim, por exemplo, uma hipérbole com eixo real 6 e distancia focal 10, na posicao

indicada na figura, isto é, apresenta A;4, e B;B, contidos nos eixos 0Y e 0X e,
respectivamente, tem equacao

2 2
Gréfico 10 — Hipérbole {—6— % =1
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Se uma hipérbole tem centro no ponto 0 (x,,y,) € A;4,// 0X, sua equacdo em
relacdo ao sistema auxiliar 0'X'Y" é:
CONCRLE

a? b2

1

— 2 _ 2
Gréfico 11 — Hipérbole &= _ O=%) _ 4
a b

0OX
Portanto, sua equacéo relativamente ao sistema 0XY é:
(x=x0)®  O—y0)? _
az" — bz" =1 (10)

_ 2 _ 2
Gréfico 12 — Hipérbole ay;” _ G ;30) _q

oY}

o)

Analogamente, se uma hipérbole tem centro no ponto 0 (x,,y,) € 4,4, // 0Y, sua

equacao em relacdo ao sistema auxiliar 0'X'Y’ é:

—vn)2 — eI
64 a);o) _ bJ;o) —1 (11)

Assim, por exemplo, uma hipérbole que tem centro 0'(7,8), semieixo real a = 4 e

semieixo imaginario b = 3, apresenta equagao:
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-7 =872 _ 1

= 2 = se 4,4, // 0X

_7\2 _a)2
Ou %—%zl se A4, // 0OY.

Obs.: O retangulo de base da hipérbole %€ € o retangulo cujos lados tem A;, A,, B; €
B, como pontos médios. As retas que contém as diagonais do retangulo de base séo

as assintotas de #. Portanto, as assintotas de # sdo as retas que passam pelo
., . . ~ b ~ N . ~
centro da hipérbole e tem inclinagéao i; em relacdo a reta focal. Assim, [ e I’ sdo as

bissetrizes das assintotas.

Grafico 13 — Assintotas e retangulo de base da hipérbole

retangulo Bz
de base ™
™~
Fooo [N A
o —
1’3\1 )1‘\2
B,

assintotas

3.2.2 Equacéo do segundo graucomB =0e AC <0

Desenvolvendo a equacéo da hipérbole € de centro (x,,y,) e reta focal paralela ao

eixo 0X:

] (x — x0)? _ (y — ¥0)? _

g ——s =1

obtemos:
b%x? — a’y? — 2b%x¢x + 2a%y,y + b*x3 — a’y¢ — a’b?* = 0,
gue é da forma
Ax?> + Bxy+Cy?+Dx+ Ey +F =0,
comA=b%B=0,C=—-a? D=-2b%*xy, E =2a%y,e F = b’x% — a’y¢ — a*b>.
Em particular, B = 0 e os coeficientes A e C tem sinais opostos.
Podemos verificar que o mesmo ocorre quando desenvolvemos a equacao da

hipérbole de reta focal paralela ao eixo 0Y.
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Reciprocamente, temos:

Proposicéo 2: Se os coeficientes A e € da equacao do segundo grau
Ax?> +Cy*+Dx+Ey+F =0 (12)
tem sinais opostos, entdo a equacao representa um dos seguintes conjuntos:
e uma hipérbole com eixos paralelos aos eixos coordenados;

e um par de retas concorrentes.

Demonstracgao:
Suponhamos que A > 0 e C < 0. Entéao
Ax? + Dx — (—Cy? — Ey) = —F,

(P43) (M) _ ok

—C A AC’
() O+ ¢ g
—C A AC  4A2C  4ACY’
(H%)Z _ (H%)Z _ —CD?—AE%+4AFC
c A 442¢2

Logo, a equacao (12) representa uma hipérbole com eixos paralelos aos eixos

coordenados, se —CD? — AE? + 4AFC # 0, e representa o par de retas concorrentes

E —A D
Yt = J—’JT("J’E)’
se —CD?% — AE? + 4AFC = 0.

O caso em que a equacao do segundo grau (12), com AC < 0, representa um par de

retas concorrentes € chamado caso degenerado da hipérbole.

Exemplo
Verifigue se a equagdo 9x? — 25y% — 225 = 0 representa uma elipse ou uma elipse
degenerada. Caso seja uma elipse, determine seus principais elementos.

Solucéo:
2 2
Como 9x2 — 25y% = 225, obtemos, dividindo por 225, que a equacdo ;—5—%= 1

representa uma hipérbole com:
e a=5b=3ec=+V25+9 =+/34;
e centro: C = (0,0);
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reta focal: [ = eixo 0X:y = 0;

reta ndo focal: I’ = eixo OY: x = 0;

vértices sobre a reta focal: A,(5,0) e A,(—5,0);
vértices sobre a reta néo focal: B;(0,3) e B,(0,—3);
focos: F1(v/34,0) e F,(—V34,0).

assintotas: y = i%x, ou seja, 3x £ 5y = 0.
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3.2.3 Proposta de atividade

Objetivos: conscientizar sobre a importancia da escrita matematicamente correta,
fixar férmulas e conceitos; estimular o uso do computador para a resolucdo de
situacdes problemas; adquirir conhecimentos Uteis ao mundo do trabalho.

Duracéo: 2 h/a.

Sugestao: utilizar as férmulas expostas na parte teérica do texto.

3.2.3.1 Atividade

1- Programar uma planilha eletrénica para calcular os principais elementos (a, b, c,
focos, vértices sobre a reta focal, vértices sobre a reta néo focal, centro, reta focal,
reta ndo focal e excentricidade) de uma hipérbole cuja reta focal é paralela ao eixo
0X a partir de sua equacdo na forma candnica e sua equacdo geral do segundo

grau.

2- Programar uma planilha para determinar a equacdo da hipérbole na forma
canbnica a partir da equacdo Ax?+Cy>+Dx+Ey+F =0, com AC<0 e
-C(4ACF — CD? —AE?) >0 ou (4ACF —CD? — AE?)=0. Obs.: os dois casos,
-C(4ACF — CD? — AE?) > 0 e (4ACF — CD? — AE?) = 0, representam uma hipérbole,
com reta focal paralela ao eixo 0X, ou uma hipérbole degenerada, respectivamente;
e 0s casos em que -C(4ACF—CD?—AE?)<0 ou (4ACF —CD?—AE?) =0
representam uma hipérbole, com reta focal paralela ao eixo OY ou uma hipérbole

degenerada, respectivamente.

Solucéo

1- Segue, abaixo, a planilha programada:
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Planilha 8 — Planilha programada (hipérbole com eixo focal paralelo a 0X)

| 13 vl £ ¥
A B C o] E F G H ] K L M N 0 p 'i

1 Indetificacdo dos elementos da hipérbole a partir de sua equacso na forma candnica

2

3 [ X ! v - ! - 1

4

5

6 |Centro | 0 | 0 | a b C | excentricidade; ‘1,802??6| =

7 200 | 300 | 361

2

9 |Focos: -3,61 0 | Vértices sobre a reta focal: -2,00 0 ‘Vér‘tices sohre & reta ndo focal:

10 3,61 0 2,00 0 0 -3,00

1 0 3,00

12 retafoca\:| y= | 0 | | reta ndo focal: | x= | 0 |

13 | .I

14

15

16 | equacdo do 22 grau:

17| 9 xz+|-4|v2‘+|0|x|+|D‘v|+|-36|=|0‘

18

0] Plant Pan2  Pln3 ¥ M m

Pranto u@@ m| s0% (=) i) (*)

As células cuja cor de preenchimento é branco, sao digitagcbes comuns de texto; as
de cor azul, sdo as entradas (centro, a®> e b?); e as de cor amarela dependem direta
ou indiretamente das que possuem cor azul. Células horizontalmente vizinhas e de
cor amarela, representam as coordenadas x e y de algum ponto, como por exemplo,
as células B9 e C9 sao as coordenadas de um dos focos e as células B10 e C10, as
do outro foco.

Vejamos também as formulas que compdem a planilha que pode ser visualizada

abaixo:

Planilha 9 — Visualizacéo das formulas

1 h - 1
A B C ] E F G H | J K L M N o]
Indetificacdo dos elementos da hipérbole a partir de sua equacdo na forma candnica

1
2
3 { x - r - |y - I = 1
4
5
6
7
8

L _1l)

Centro |:E3 |:K3 | | a | b | C | | excentricidade: ‘:'G?JE? ‘
|zraizip4) [=rmizps) [=RAIZIET*2+F742) |

9 |Focos: |:E3-G? |:K3 | | Vértices sobre a reta focal |:E3—E? |:K3 ‘ ‘ Wértices sobre a reta ndo focal
10 =E3+G7 |=K3 =E3+E7 |=K3 =E3 =K3-F7

11 =E3 =K3+F7

12 |reta focal: | Y= |:E3 | | reta ndo focal: w= |:K3 |

13 | 1

14

16 | equagdo do 22 grau:

17 [214 S + =0 [ ¥ | 4+ [eovesma | « |+ |wa0e | v | + =E30274Da7k320a%4 | = |0 |
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2- Na planilha abaixo ha um “Indicador” com o objetivo de identificar se a equagéao
geral do segundo grau se enquadra na condicéo inicial, - C(4ACF — CD? — AE?) > 0
ou (4ACF — CD? — AE?) = 0, caso contrario, a equacdo na forma canénica n&o

estara correta.

Planilha 10 - Planilha programada (equacéo do 2° grau com AC < 0)

Areade Ir,, ' Fonte L] Alinhamento 1 Numero Ll Estilo Lelulas tdigao

B v DEATDINONGILATY)

A B ; D E F G H I | K L M N 0
1 Transformando a equagdo do segundo grau sem o terma xy, com AC <0, na equacéo da hipérbole na forma candnica

2
] FEEN EKEES AR K
4

5 lindicador;] 0

-+
"
=]

A questdo nao pede para criar um indicador para o caso considerado. A falta deste
podera deixar o aluno com algumas interrogacoes.

A tabela abaixo contém as formulas das células de cor amarela:

Tabela 2 — Formulas das células (equacéo do 2° grau com AC < 0)

Célula Férmula
C8 =(-A3*J3"2-D3*G3"2+4*A3*M3*D3)/(-4*A3"2*D3)

18 | =(-A3*J3"2-D3*G3"2+4*A3*M3*D3)/(4*A3*D3"2)
D7 | =-G3/(2*A3)
J7 | =-33/(2*D3)

C5 =D3*(4*A3*D3*M3-D3*G3"2-A3*J3"2)
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3.3 Parabola

Considere um ponto F e uma reta d, pertencentes a um plano @, com F ¢ d, sejap a
distancia entre F e d. Pardbola € o conjunto dos pontos de a que estdo a mesma
distancia de F e de d.
P ={P € ald(P,F) =d(P,d)}
Assim, temos:
d(V,F) =d(V,V")
d(P,F) =d(P,P)
d(Q,F)=4d(Q,Q)

Figura 6 — Pontos da parabola

Elementos principais

F — foco

d — diretriz

2p — parametro

V — vértice

reta VF — eixo de simetria

Relacédo notavel: d(V,F) =p
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3.3.1 Forma candnica da parabola
Tomemos um sistema cartesiano ortogonal com origem no vértice da parabola e
eixo das abscissas passando pelo foco. E evidente que o foco é F(p,0) e a diretriz d

tem equacdo x = —p.

Grafico 14 — Parabola y? = 4px

‘J P(x,y)

Nessas condicfes, chama-se equacdo da parabola na forma canbnica a equacéao
qgue P(x,y), ponto genérico da curva, verifica.

A deducéo é imediata:

9 € pardbola & d(P,F) = d(P,P), entdo:
Ve =p)?2+ @ —0)2=/&+p)?+(y-y)?
(x —p)* +y* = (x +p)?
x? = 2px + p? + y? = x? + 2px + p?
y? = 4px (13)

Assim, por exemplo, uma parabola com parametro 2p = 2, vértice na origem e foco

no eixo 0X, tem equacao:
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Grafico 15 — Parédbola y? = 4x Grafico 16 — Parabola y? = —4x
“OY d
d IIOY
F 1 1 _
1 1 F ” v OX
v 0X

y? = 4x, se F a direita de V ou y? = —4x, se F a esquerda de V
Analogamente ao que vimos acima, se a parabola apresenta vértice na origem e
foco no eixo OY, temos:

d(P,F)=d(P,P")

Jax =02+ @ -p?2=/x—-x2+ (+p)?

Grafico 17 — Parabola x? = 4py

A OY
P(x,y)
F
p
|
v b 0OX
]|
d

E, dai, decorre a equacao da parabola:
x% = 4py (14)
Assim, por exemplo, uma parabola com parametro 2p = 2, vértice na origem e foco

no eixo das ordenadas, tem equacao:
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Gréfico 18 — Parabola x? = 4y Gréfico 19 — Parabola x? = —4y
Aoy toy
E d
L ]
)
1 -
- V OX’
\Y OX 1
1 o F
d

x? =4y, se F acima de V ou x? = —4y, se F abaixo de V
Se uma parabola tem vértice no ponto V(x,,y,) e VF // x, sua equacao em relacéo

ao sistema auxiliar VX'Y' é:

(y)? = 4px’
portanto, sua equacéo relativamente ao sistema 0XY é:
(7 = ¥0)* = 4p(x — xo) (15)

Grafico 20 — Parabola (y — y,)? = 4p(x — x)

OYI\ d

Analogamente, se uma pardbola tem vértice no ponto V(xyy,) e VF //y, sua

equacao relativamente ao sistema 0XY é:
(x —x0)* = 4p(y — o) (16)
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Gréfico 21 — Parabola (x — x¢)% = 4p(y — y,)

OY A

Assim, por exemplo, uma parabola de vértice V(7,8) e parametro 3 apresenta
equacao:

(y—8)2=6(x—7)seVF//xeF adireitadeVou(x—7)2=6(y—8)seVF//ye
F acimadeV

Notemos ainda que uma parabola de vértice V(7,8) e parametro 3 apresenta
equacao:

(y—8)2=—-6(x—7)se VF//x e F a esqueda de V ou (x —7)? = —6(y —8) se
VF //y e F abaixo de V.

3.3.2 A Equacéo do segundo graucom B =0e AC =0

Consideremos a equacao canodnica da parabola de vértice V = (x,,y,) e reta focal
paralela ao eixo 0X:

(v —¥0)? = +4p(x — xo).
Desenvolvendo e agrupando os termos dessa equacao, obtemos:

y? F 4px — 2y0y + y§ £ 4pxo = 0.

Esta equacgdo € da forma Ax?+ Bxy+ Cy?+ Dx+Ey+ F =0, onded=0, B =0,
C=1,D=F4p, E = 2y,e F = y + 4px,.
Analogamente, desenvolvendo a equacao da parabola de vértice V = (x,y,) € reta
focal paralela ao eixo OY

(x — x0)* = +4p(y — ¥o),
obtemos a equacgao



53

x? = 2x0x F 4py + x3 + 4py, = 0
Que é da forma Ax?+ Bxy+ Cy?+Dx+Ey+F =0, onde A=1, B=0, C =0,
D = —2x,, E =F4pe F = x5 + 4py,.
No primeiro caso, A=0, B=0 eC # 0 e, no segundo caso, A+ 0, B=0, C =0.
Portanto, em qualquer caso, B =0 e AC = 0.

Reciprocamente, temos a seguinte proposicao:

Proposicéo 3: Seja a equacao do segundo grau com B = 0:
Ax?> +Cy*+Dx+Ey+F =0 (17)
Se A=0e C # 0, esta equacao representa um dos seguintes conjuntos:
e uma parabola cuja reta focal € paralela ao eixo 0X, se D # 0;
e um par de retas paralelas ao eixo 0X,se D =0 e E? — 4CF > 0;
e umareta paralela ao eixo 0X,se D =0 e E> — 4CF = 0;
e conjunto vazio,se D =0e E? —4CF < 0.
O mesmo vale para o caso emque C =0 e A # 0, trocando “paralelo ao eixo 0X” por

“paralelo ao eixo 0Y”.

Demonstracao

SeA=0,C+0eD #0, entdo a equacao (17) se escreve na forma:
2 B, D F
yotoy+tox+-=0.
Completando o quadrado, obtemos:

2 2
E D F E
(y+5) +ex+i—im=0.

Como D # 0, podemos escrever a equacgdo na forma

2 2
E D C (F E
(r+3) = —z<x+5(z—m)>’
gue é a equacédo de uma parabola com reta focal paralela ao eixo 0X e vértice

4C2F—CE? E
V= - 5+
4C2D 2C

e Duas retas paralelas ao eixo 0X,
y = —E+VEZ—4CF ey = —E—VEZ—4CF

2C 2C
se E2 —4CF > 0;

e uma reta paralela ao eixo 0X,
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se E?2 — 4CF = 0;

e 0 conjunto vazio, se E? — 4CF < 0.
Os casos em que a equacdo do segundo grau Ax% + Cy?+ Dx +Ey+ F =0, com
AC =0, representa duas retas paralelas, uma reta ou o conjunto vazio s&o

chamados casos degenerados da parébola.

Exemplo

Verifigue se a equacgdo x? — 8y = 0 representam uma pardbola ou uma parabola
degenerada. Caso seja uma parabola, determine seus elementos principais.
Solucdo. Como x? = 8y, a equacao representa uma parabola com:

vertice: V = (0,0);

e retafocal = eixo 0Y: x = 0;
e parametro: 4p = 8(-p = 2);
e foco: F = (0,2), acima da diretriz;

e diretriz: l:y = —2.
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3.3.3 Proposta de atividade

Objetivos: conscientizar sobre a importancia da escrita matematicamente correta,
fixar férmulas e conceitos; estimular o uso do computador para a resolucdo de
situacdes problemas; adquirir conhecimentos Uteis ao mundo do trabalho.

Duracéo: 2 h/a.

Sugestao: utilizar as férmulas expostas na parte tedrica do texto.

3.3.3.1 Atividade

1- Programar uma planilha eletrbnica para calcular os principais elementos
(parametro, foco, veértice, reta focal e diretriz) de uma parabola cuja reta focal é
paralela ao eixo 0OX a partir de sua equacao na forma canbnica, com concavidade

voltada para direita, e sua equacao geral do segundo grau.

2- Programar uma planilha para determinar a equacdo da parabola na forma
candnica a partir da equacédo Ax? + Cy> + Dx+Ey+F =0,comA=0e C # 0, cuja
reta focal € paralela ao eixo 0X. Lembrando que se D # 0, teremos uma parabola e

se D = 0, teremos uma parabola degenerada.

Solucéo

1- Abaixo, a planilha programada:

Planilha 11 — Planilha programada (parabola com eixo focal paralelo a 0X)

| L6 - £ | [
A B & D Es F G H I 1 K L M N Q I%

1 Indetificagio dos elementos da pardbola a partir de sua equagéo na forma candnica T

2

3 ( vy - IIINN s -« « - BN )

4

5 =

6 |Vértice: ‘ 2 | 1 | | semi parémetro (p): | 2 ‘ | Foco: | 4 1 |

7

3

9 retafocal:‘ y= | 1 | | diretriz: ‘ x= | 0 ‘ L1
10

11 | equagio do 22 grau:

v o [ 2 [ + [ 2 [ v [« [ w ] x ]+ [ 2]y [+ [Tw]-T0o0]
13

14

15

16

- -
M 4 b ¥ | Planl ~Pkn2 - Plan3 -~ ¥J o il ] 0

Pronta | &0 100% G) 1] @
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As cores de preenchimento das células seguem a mesma legenda das questdes

resolvidas acima. E abaixo, a planilha com as férmulas:

Planilha 12 - Visualiza¢do das formulas (pardbola com eixo focal paralelo a 0X)

| H14 - 5| ¥
A B C D E F G H | J K L M N Q P 'i
1 stificagdo dos elementos da pardbola a partir de sua equacdo na forma cand
2
: (v - - B )
4
3 =
6 |Vértice: |=L3 ‘=E3 | |semiparémetro(p}:|=H3/4 ‘ | Foco: |=L3+GE- |=E3 |
7
8
9 |retafocal: | y= ‘:E3 | | diretriz: ‘ X= |:L3—GE‘

10
11| equagdo do 22 grau:

120 | X + |1 | s \ + |=~4‘GE- \ X | + |=~2‘E3 | y | + |=E3‘\2+4‘GE-*I.3 = \0 |

13

14 | _|

15

16

i+ v | Plan1 “Phn2 . Pn3 -~ J [ m

Prantn ||m| 1008 (=1 [i] ()

Sao analogos, os casos: parabola cuja reta focal € paralela ao eixo 0X, com
concavidade voltada para esquerda; parabola cuja reta focal é paralela ao eixo 0Y,
com concavidade voltada para cima; e parabola cuja reta focal € paralela ao eixo 0Y,

com concavidade voltada para baixo.

2- Na planilha resposta abaixo, os casos parabola com concavidade voltada para

direita (célula G3 > 0) e para esquerda(célula G3 < 0), sdo contemplados.

Planilha 13 — Planilha programada (equacéo do 2° grau com AC = 0)

H9 - ﬁr| E

A B & D E; F G H I 1 K L M N (o] Ii
1 Transformando a equagdo do segundo grau sem o termo xy e com AC =0 na equagdo da pardbola na forma
2
3
a0 [HEM v - e - - e, - el - o
5 =
[

v

7 { % - -1,16667 ¥ = 0 { X - #DIV/0! )
8
9 :-I

A tabela abaixo contém as formulas das células de cor amarela:



Tabela 3 — Formulas das células (equacdo do 2° grau com AC = 0)

Célula | Formula
D7 | =-J4/(2*D4)
G7 =-G4/D4
K7 | =-(D4/G4)*(M4/D4-J4"2/(4*D42))

Se G3 =0, teremos uma parabola degenerada.

57
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3.4 Equacdo geral do segundo grau em R?

Equacgbes do tipo Ax? + Bxy + Cy? + Dx + Ey + F = 0 que séo linhas de nivel de
funcdes quadraticas de duas variaveis, ou seja, de uma fungdo f:R?> - R, dada por
f(x,y) =Ax*+Bxy+Cy>*+Dx+Ey+F, onde A+ 0, B# 0 ou C+#0, sdo as
conicas ou as coOnicas degeneradas. Essas equacdes podem ser transformadas, a
partir de uma rotacdo positiva do sistema O0XY, em equacdes do tipo
Mx24+2,y2+Dx+Ey+F =0 e consequentemente, facilitar na identificacdo do
lugar geomeétrico que essa representa.

No caso particular em que D = E = F = 0, a fungdo quadratica
f(x,y) = Ax? + Bxy + Cy? € um polindmio homogéneo de segundo grau (todos os
termos tem grau 2). Estes polinbmios sdo chamados de formas quadraticas de
duas variaveis.

Precisamos inicialmente, introduzir o conceito de autovalores e autovetores.

3.4.1 Autovalores e autovetores

a1

Sejam A = [a21

a . . —
aii] uma matriz real do tipo 2 x 2 e @ = (xy) um vetor em R’

Definimos Au como sendo o vetor (a;;x + a,y,a,,x + a,,y), ou seja,

Al = (a1 x + apy anx + azy).
Um numero real A é um autovalor da matriz 4 se existir um vetor ndo nulo tal que
Au= M.
Seja A um autovalor de A. Um vetor 4 = (x,y) é um autovetor de A relativo ao
autovalor A se Au = Au, ou seja,

{anx +a;y = XX (_){ A—aj)x—apy=0

18
a1 X +axy =2Ay —ayx+ A —ay)y=0 (18)

Observacao 1: O vetor nulo € um autovetor relativo a qualquer autovalor, mas um
namero real sé é um autovalor se ele possuir um autovetor nao nulo.
Observagdo 2: Se ué um autovetor relativo ao autovalor A da matriz A, entdo pué

um autovetor relativo ao autovalor A, para todo ye R. E se vé outro autovetor relativo

ao autovalor A, entdo % + vé um autovetor relativo ao autovalor A. (ndo demonstrado)
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Entdo, um ndmero real A € um autovalor da matriz “A se, e somente se, 0 sistema
(18), tem solucéo nao trivial (x,y) ((x,y) # (0,0)). Mas o sistema possui solucdo

nao trivial se, e so6 se,

A—ag —aq2

det
—ax A—ay

O polinébmio p: R - R, dado por

A—ay —aq2

A1) =det
p(A) ¢ —axq A—ay

] = (A - all)(ﬂ. - azz) — A12021,

€ denominado polinémio caracteristico da matriz._4.

Obtemos, assim, 0 seguinte resultado.

Proposicéo 4: Os autovalores de uma matriz ‘A, sédo as raizes reais do polinbmio

caracteristico da matriz “A. (ndo demonstrado)

Exemplo: Determine, caso existam, os autovalores e 0s autovetores correspondente

. _[1 5
da matriz A = [2 4
Solucéo.
Seja p(1) =det [’1__21 /1__54] =(1-1)A-4)-10=2>-51—-6 o0 polinémio

caracteristico da matriz “A. Sendo

5+V25+24

A = —6el, = 5-V25+24 _
2

2

-1
as raizes (reais) da equacdo p(1) =0, temos que A; =6 e A, =—1sdo0 o0s
autovalores da matriz A.

Os autovetores u; = (x,y) relativos ao autovalor A; = 6 sdo as solugfes do sistema
{(Al—l)x—5y=0 o {5x—5y=0 o x=

—2x+ (4 —4)y=0 —2x42y=0 RS

Logo, todo autovetor relativo ao autovalor 1, = 6 é da forma u; = y(1,1), y € R.

. 2 V2 2 2 o~ s .
Assim, (g,g) e <_§'_§) sdo 0s autovetores unitarios relativos ao autovalor

11:6.
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E os autovetores u, = (x,y) relativos ao autovalor 1, = —1 sédo as solugbes do
sistema

{(Az—l)x—5y=0 o {—2x—5y=0 o 5
-2x+(A, —4)y=0 —2x—5y=0 2

Logo, todo autovetor relativo ao autovalor A, = —1 é da forma u; = y(—g,l), yER.

. 5v29 229 5v29 229 ~ - .
Assim, (— ‘2/9_ ‘2/9_) e( ‘2/9_,— ‘2/9_) sdo os autovetores unitarios relativos ao
autovalor 4, = —1.

3.4.2 Rotacao dos eixos coordenados

Seja 0XY um sistema de eixos ortogonais. Dado 6 € [0,2m), seja OXY o sentido
obtido girando os eixos 0X e 0Y do angulo 6 no sentido positivo (que vai de 0X para
0X). Entao,

v = (cos@,senf) e v, = (—sen B, cosH)
sdo o0s vetores unitarios na direcdo e no sentido dos eixos 0X e O0Y,

respectivamente.

Considere um ponto P = (x,y) no sistema OXY. Para encontrarmos as coordenadas

de P no sistema 0XY, (x,y), basta substituir x e y na expressao:

Grafico 22 — Rotacao dos eixos coordenados 0X e OY por um angulo 6

oy AOY

{;czxcos@+ysen0 (19)

= —xsenf +ycosb’

E para obter (x,y) em fungéo de (x,y), utilizamos a expressao:
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{x=xcos@—ysen0 (20)

y=Xxsenf +ycosf’

Estas duas passagens de coordenadas, do sistema 0XY para o OXY e vice-versa,

sdo obtidas levando em consideracdo um ponto P e o vetor OP, e utilizando as

propriedades de produto interno.

Exemplo

Seja 0XY um sistema de eixos ortogonais e 0XY o sistema de eixos ortogonais
obtido pela rotagdo positiva de angulo 6 dos eixos 0X e 0Y, onde cos6 =4/5 e
senf = 3/5.

Uma parabola, nas coordenadas x e y , tem foco no ponto F = (12/5,16/5) e
veértice no ponto V = (12/5,-9/5).

a) Determine a equacado da parabola nas coordenadas x e y e nas coordenadas x e
Y.

b) Obtenha o foco, o vértice, a reta focal e a diretriz da parabola nas coordenadas x
ey.

¢) Faca um esboco da curva no sistema 0XY, indicando seus elementos.

Solucéo:
a) Nas coordenadas x e y, areta focal m € x = 12/5, pois o foco F = (12/5,16/5) e
vértice V = (12/5,—9/5) pertencem a reta x = 12/5, o parametro é p =d(V,F) =5

e como foco esta acima do vértice, temos que a equacao da parabola é da forma

(x — fv)z = 4p(y — ¥,). Entéo,

€ a equacao da parabola nas coordenadas x e .

Usando as relacdes de mudanca de coordenadas (ver (19)),

f:x_i+y_§:4x+3y

5 5 5 (21)
__—X'§+ _i_—3x+4y
y= s TY 5T

obtemos que a equacado da parabola nas coordenadas x e y é:
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(- )" a0 (243

- %(169(2 + 24xy +9y? — 96x — 72y + 144) = ?(—Sx + 4y +9)
o 16x2 + 24xy +9y? —96x — 72y + 144 = 100(—3x + 4y + 9)
o 16x? + 24xy +9y? — 204x — 472y — 756 = 0

b) Nas coordenadas x e y, a reta focal m é x =12/5, o foco F = (12/5,16/5) e
vértice V. = (12/5,—9/5) e a diretriz d: y = —34/5.

Por (20) obtemos que d: —3x+4y=-34, m: 4x+3y =12, r:1=3x+4y =0, e
s:4x + 3y = 0 sdo a diretriz, reta focal, eixo 0X e eixo 0Y, respectivamente, nas
coordenadas x e y.

E, pelas relacdes de mudancas de coordenadas (ver (19)),

4 3 4x-3y
X=X TY 5T g
__3+_4_3x+4y
y=X'g Y '5T g

Obtemos que (0,4) € o foco
(3,0) € o vértice da parabola nas coordenadas x e y.

¢) Na figura abaixo mostramos o esboc¢o da parabola.

Gréafico 23 — Parabola de equacgéo 16x? + 24xy + 9y? — 204x — 472y — 756 = 0
boy

0%

OX




3.4.3 Formas quadraticas

63

Dada uma forma quadratica f:R — R?, f(x,y) = Ax?> + Bxy + Cy?, a real do tipo

2 X 2,

A= [B//12 ]

€ amatriz de f.

Uma matriz [a11 h

az
matriz de qualquer forma quadrética é simétrica.
Assim, para quaisquer (x,y) € R?,

f,y) =< Alx,y), (x,y) > (22)

Com efeito,

<A@ >= (), Fwn.wm
=< (Ax+ (B/2)y,(B/2)x + Cy), (x,y) >

= Ax? + (B/2)xy + (B/2)xy + Cy?

= Ax? + Bxy + Cy? = f(x,y)

bll b12
b21 b22

b11

Proposicédo 5: Sejam B = [
b12

] uma matriz real 2 x 2 e B'=

matriz transposta. Entéo,

< Bii, ¥ >=<1u, BV >,
para quaisquer vetores i = (x,y) e ¥ = (z,w) em R2.

Demonstracao:
De fato,
< Bu, v >=< (by1x + by3y,by1x + by y), (z,w) >
= by1xZ + b1yZ + by1xw + by yw
= x(b112 + by1w) + y(b122 + by w)
= (%,¥)(b11Z + bp1W, b1z + by w)

=< U,B'v >

21

2 . . . L.
2] real do tipo 2 X 2 € simétrica se a;; = ay;. Note que a

] sua
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. A BJ/2 N .
Teorema 1: Seja A = [B/Z é ] uma matriz simétrica real do tipo 2 x 2.

a) As raizes A, e 4, do polinbmio caracteristico de ‘A sdo reais. Isto é, a matriz A
tem dois autovalores 4; e A,, que tem multiplicidade um se A; #1,, €
multiplicidade dois se 1; = 4,.

b) Existe um par u; e u, de autovetores ortonormais relativos aos autovalores 1; e

A,, respectivamente.
a azy ., . . . L ,
c) Se B= [b1 bz] € a matriz do tipo 2 X 2 cuja primeira coluna é formada pelas

coordenadas do vetor u; = (a;,b;) € a segunda, palas coordenadas do vetor
u, = (ay, by), entdo

A 0

BLAB = [

Demonstracao:

a) O polinbmio caracteristico da matriz A é

A—A —BJ2

BZ
B2 a—c|=A-AE-O-F

p(A1) = det

2
=R —(A+OA+AC -

Como o discriminante da equacao p(1) = 0,
2
A= (A+C)? —4(AC - )

= A? + 2AC + C? — 4AC + B?
=(A-C)*+B?

€ ndo negativo, as suas raizes 1, e 1, séo reais.
b) se A=0, temos que A=C e B=0 e, portanto, A=A =C € a Unica raiz de

A 01_[B 01_14 0] _,-—_ = _ x
0 A]_ o 8 =lo A]eul_(l,O)euz—(O,l),sao

autovetores ortonormais relativos ao autovalor A de multiplicidade dois. Obs.: note

p(1) = 0. Neste caso, A =

que os vetores ortonormais u; = (a,b) e u; = (—b,a), sdo autovetores de A. De
fato, # = (¢, d) é solugdo do sistema:

{(A—A)x+0y=0 {0:0
Ox+(UA-C)y=0 0=0
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pois A = A = C. Em particular, u; = (a,b) e u; = (—b,a) sdo autovetores de A.

Se A> 0, a equacao p(4) = 0 tem duas raizes reais 1, e 4, distintas.

Sejam u; e u, vetores ndo nulos tais que Au; = L,u; e Au, = A,uy, isto é, u; e u,
sdo autovetores ndo nulos associados aos autovalores A; e 4,, respectivamente.
Podemos supor, pela observacdo 2, que u; € u, Sao unitarios
(isto &, [[u7ll = lluzll = 1).

O vetor u; é ortogonal ao vetor u,. De fato, pela proposicao 4,

< Auj,u, >=< uj,Au, >

> < Wugup >=<ug, ALy >
- N <uLu; >=21, <uj,u; >
- (4 —A) <u,u; >=0

- <uj,u; >=0

C) Como ﬂu—f = (Aa1 + (B/Z)bl, (B/Z)a1 + Cbl) = (/11a1,/11b1) e
ﬂu—z) = (Aaz + (B/Z)bz, (B/Z)az + Cbz) = (/12(1,2,/12192) segue que

_ A B/2 a a; _ /11a1 /120,2]
ﬂB_[B/Z C “b1 bz]_ Aiby  A,b, |

Além disso, sendo ”uf ” =af +b} =1, ”u% ” =a5+bs=1 e

< U, u; >= a;a, + byb, = 0, obtemos que:
t _ [ a)[AMaq Azaz]
BAB=[y l|in b,
_ A (aZ + b}) Ay(aia; + by by)
M (aia; + biby) A2(a3 + b3)

A 0]
“lo A

Seja 6 € [0,2m) o angulo que o vetor u; faz com o eixo 0X no sentido positivo, isto &,

u; = (cos8,senf). Tomemos u; = (—sen 8, cos 8), obtido de u; por uma rotacdo de

s

E.

Seja 0XY o sistema cujos eixos 0X e 0Y tem a mesma direcdo e o mesmo sentido
dos vetores u; e u,, respectivamente.

Assim, por (23), a forma quadratica f(x,y) =< A(x,y), (x,y) >, nas coordenadas x

e y do sistema 0XY, é dado por:
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f(x,y) =< AB(x,y),B(x,y) >.

Grafico 24 — Rotacao dos eixos coordenados 0X e 0Y

AOY

Dai, sabendo que
AB(x,y) = A(B(x,y)) e B AB(x,y) = B (AB(x,y)) = B (A(B(x,y))),
concluimos, pela Proposicao 4 e pelo Teorema 1, que

f(&,y) =< B (A(BE, 7)), (x,7) >
=< (B'AB)(x,5),(x,y) >
=< (1%, 429), (x,y) >
=L X%+ 1y ? (24)

Exemplo

Seja a forma quadratica f(x,y) = 4x% — 12xy + 9y%?,comA = 4,B = —12e(C = 9.

Entdo A = [—46 _96] € a matriz da forma quadratica e
_ A—4 6 1_ /4 _ Q) _ 2 — 32 _ —
p) =det[* 0 |=0-HA-9-36=2-131=0

€ a sua equacdao caracteristica, cujas raizessdo 14 = 13 e 1, = 0.Isto é, 4, = 13
e A1, = 0 séo os autovalores da matriz A.

Os autovetores (x,y) relativos ao autovalor 1; = 13 séo as soluc¢des do sistema

{(/11—4)x+6y=0 o {9x+6y=0
6x+ (A4 —9)y=0 6x+4y =0 2
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-3V13 213\ _ 13

Portanto,'u‘l’z( TRET ) € um autovetor unitario relativo ao autovalor 4; = 1

Como o autovetor u, relativo ao autovalor A, = 0 é ortogonal ao autovetor u;, basta

— 2413 3v13 A — .
tomar u2=(%‘1/—3_) Obs.: o angulo 6 que u; faz com o eixo 0X vale,

aproximadamente, 146,31° (cos™! ( n

Seja 0XY o sistema de eixos ortogonais obtido girando os eixos 0X e 0Y, no sentido
positivo, do angulo 8 = 146,31°. Nas coordenadas x e y deste sistema de eixos, a
forma quadratica é dada por

f(x,y) = ;%% + A,y 2 = 13x2,

Portanto, a linha de nivel m de f € o conjunto vazio, se m < 0; a reta x =0, se

_ 13
m = 0, e duas retas paralelas, x = + /;, sem > 0.

. . == ~ ~ _ 13
No sistema de eixos OXY as equacOes das retas paralelas sdo r. x = —

Gréfico 25 — Par de retas paralelas

4 OY
OX

0 5/146.31°

00X

r oY /s
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Pela mudanca de coordenadas (ver (19) e (20)),

_3WI3  2V13 _3WI3 213
_ 13 13 - = = =\ 13 13
(x'y)_ Zm _3m (x'y) e (x;Y)— _zm _3\/ﬁ (ny)1
13 13 13 13
obtemos que as equacgbOes das retas paralelas sao r.— 3‘1/3_ + £y jn—g e
S: —% + £y = —\/% nas coordenadas x e y.

Ja a reta ¥ =0, quando m = 0, coincide com o eixo 0Y. E pela mudanca de

~ 3v13 213
coordenadas obtemos sua equacgéo nas coordenadas x e y: —‘1/—3_x + ‘f—;y =0.

3.4.4 Equacéo geral do segundo grau em R?

Consideremos a equacao geral do 2° grau nas variaveis x e y:
Ax*+ Bxy+Cy*+Dx+Ey+F =0 (25)
Esta equacéo € a linha de nivel zero da funcao quadratica
f(x,y) = Ax*+ Bxy + Cy> + Dx + Ey + F.
Seja, o0 sistema 0XY de eixos ortogonais cujos eixos 0X e 0Y tem a mesma diregéo
e 0 mesmo sentido dos autovetores u; e u,, relativos aos autovalores ;e A,,

BéZ].

Entéo, por (24), a funcéo quadratica f, nas coordenadas x e y, assume a seguinte

. ) A
respectivamente, da matriz A = [ B/2

forma:
f(x,5) = 11x% + A,y 2+< (D,E), (B(x,y)) > +F
-  f(x,y) =1,x*+ ,y?+< B*(D,E), (x,y) > +F
- f(x%y) =1x>+,y>+Dx+Ey+F

onde D =< (D,E),u; e E =< (D,E),u;.

Observe que a equacao

fG,y) =1,x24+ 1, y>+Dx+Ey+F (26)
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Que é a equacdo (25) nas coordenadas x e y, representa uma elipse ou uma elipse
degenerada se 1,1, > 0, uma hipérbole ou uma hipérbole degenerada se 1,1, < 0, e
uma parabola ou uma parabola degenerada se 2,4, = 0 (4; # 0 ou A, # 0).

Os eixos 0X e 0Y s&o os eixos principais da conica C representada pela equacéo
(26). Estes eixos séo paralelos as retas focal e ndo focal da cbnica, nos casos em

que C é uma elipse ou uma hipérbole, e séo paralelas a reta focal e a diretriz quando
C é uma parabola.

O ndmero real I = B> — 4AC, chamado indicador da equacio (25), estabelece se a
equacédo representa uma elipse, uma hipérbole ou uma parabola, degenerada ou
nao, antes de reduzirmos a equacao a sua forma candnica (26).

[ A BJ2
B/2 C
cosf —sen 0] gt = [ cos 6 senf
senf cos@ —senf cosf

De fato, como det A = det ] = AC — B?/4, entdo I = —4det A.

Além disso, como B = [ ] segue que detB =

detB" = cos?6 +sen? 6 = 1.

Logo, I = —41,4,, pois, pelo teorema 1,

det A=(detB")( det A)(detB)=det (B AB)

A0
0 A

Para provar que [ = —44;1,, usamos que o determinante do produto de duas

- det A = ] = /11/12.

matrizes € o produto dos determinantes dessas matrizes.
Assim, a equacao geral do segundo grau 25 representa:
e Uma elipse, um ponto ou o conjunto vazio se I < 0.
e Uma hipérbole ou um par de retas concorrentes se I > 0.
e Uma pardbola, um par de retas paralelas, uma reta ou o conjunto vazio

sel] =0.

Exemplo
Considere a funcdo quadratica f(x,y) = 7x? — 48xy — 7y? — 30x — 40y + 75, com
A=7,B=-48,C=-7,D=-30,E=—-40e F = 75.

—24
-7

caracteristica da matriz A é

Seja Az[_;} ] a matriz da fungdo quadratica. Entdo, a equagdo
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-7 24
24 A+7

cujas raizes sdo 1; = 25 e 1, = —25, isto é, A; = 25 e 1, = —25 sdo os autovalores
de A.

(1) = det [* |=G-7n0A+7-576=22~625=0

Os autovetores (x,y) relativos ao auto vetor A; = 25 séo as solugdes do sistema

{(/11—7)x+24y=0 o {18x+24y=0 o 4
24x+ (A + 7Dy =0 24x+32y =0 -3

— 4 3 P s, .
Tomemos u; = (E'_E)’ que € o autovetor unitario relativo ao autovalor A; = 25.
Como os autovetores relativos ao autovalor 1, = —25 , sdo ortogonais ao autovetor

u;, basta tomar u, = GE)
Seja 0XY o sistema de eixos ortogonais tal que 0X tem a mesma direcdo e sentido

do vetor u;, e OY tem a mesma direcdo e sentido do vetor u,. Ou seja, o sistema

0XY é obtido girando os eixos 0X e 0Y, no sentido positivo, do angulo 6 € (Og) tal

gue cosf = % esenf = % equivale a um angulo 8 de aproximadamente 53,13°.

No sistema 0XY, a fungdo f se escreve como

f(x,y) = 25x%% — 25y% + ([gﬁ ;%5] (—30,—40), (x,y)) + 75

o  f(xy) =25%%—25y% 4+ (—24 + 24)x + (—18 — 32)y + 75
o  f(xy) =25x% —25y% — 50y + 75
o f(x¥y) =25%*—-25(F + 1)* + 100

Portanto a curva de nivel 100 da funcéo f é dada pela equacéao
25%2 —25(y +1)2+100=100 & 25x2-25(y+1)?=0
y+l=xouy+1=—x
gue representa duas retas concorrentes no ponto (0,1), nas coordenadas x e .
Como

w9 =[5 el - (52 252)
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temos que as retas nas coordenadas x e y, sdo:
e ¥+y=-1 o —-(Ux-3y)+@Bx+4y)=-5 & —x+7y=-5;
e ¥+y=-1 & (Ax-3y)+@Bx+4y)=-5 & 7x+y=-5.
Estas retas se cortam no ponto

_[4/5 —3/5 _ (3 _4
P‘[3/5 4/5](0"1)‘(5"5)-
Param # 100, a linha de nivel m da funcéo f é a hipérbole
2572 — 25(F+ 12 =m—100 o gy — I _ 4

25 25

Se m > 100, a reta focal da hipérbole é a reta y = —1, paralela ao eixo - 0X, e se
m < 100, a reta focal é o eixo - 0Y.
Param = —100, a hipérbole é dada pela equacéo

S s SR
8 8

Nas coordenadas ¥ e y, (0,—1) é o centro, a =b =+/8, c =4, x = 0 é a reta focal,
y=-1 é a reta ndo focal,(0,v/8—1) e (0,—V8—1) sfo os vértices, (vV8,-1) e
(—\/§, —1) séo os vértices imaginarios, (0,3) e (0,5) sdo os focos e x = +(¥ + 1) séo

as assintotas da hipérbole.

Grafico 26 — Grafico da hipérbole f(x,y) = 7x* — 48xy — 7y? — 30x — 40y + 75
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Pela mudanca de coordenadas,

C[4/5 3/5],. . _ (exssy —sresy
e =15 uya) @9 = ()

3 4 P 3v8-3 4./8—4 —-3v8-3 —4/8—4
obtemos que C = (——,——) é o centro, 4; = ( V53 46 ) e A = ( V8 L)
5 5 5 5 5 5
~ o 44/8—3 —-3+/8-4 —4+/8—-3 3/8—4 ~ o
sdo os Vértices, B; = ( ‘/; %) B, = ( f ) ‘/; ) sdo os Vértices

imaginarios,F; = (%,%) e F, = (—3,—4) sao os focos da hipérbole nas coordenadas

xey.
E pela mudanca de coordenadas,

o =[ifs len =)

segue que r: 4x —3y =0 é a reta focal, r': 3x +4y = —5 ¢ a reta néo focal, e s™:

x—7y=5es":7x+y = -5 séo as assintotas da hipérbole nas coordenadas x e y.
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3.4.5 Proposta de atividade

Objetivos: conscientizar sobre a importancia da escrita matematicamente correta,
fixar formulas e conceitos; estimular o uso do computador para a resolucao de
situacdes problemas; adquirir conhecimentos Uteis ao mundo do trabalho.

Duracéo: 3 h/a.

Sugestao: utilizar as férmulas expostas na parte teérica do texto.

3.4.5.1 Atividade

1- Programar uma planilha eletrénica para determinar o indicador (verifica se a
cbnica é uma elipse, hipérbole ou parabola), a matriz da forma quadratica, o
polindbmio caracteristico, os autovalores, os autovetores e a equacao do segundo

grau no novo sistema.

Solugéao

1- Abaixo, temos a planilha programada:

Planilha 14 - Planilha programada (equacao geral do 2° grau)

A6 A ﬁr| Indicador: E
A B £ D E F G H 1 K L M N 0 P Q R 5 'i
1 Equagdo geral do 2° grau
2
3 A ® + B xy + C \f + D X + E ¥ + F = 0
i - -l - - s - NN - - - o
5
6 [ _nsicsoor | 50 |
7
8 MawizA[ 7 | 24 | [ Polinémia caracteristico | =
9 2 | 7 | [ T ]+« T o] =+ TJTes] =11a]
10
11 | Autovalores A= 25 | Autovetores: U= 0,80 -0,60
12 T -15 u= | o080 | D0g0
13
14 Equacdo da conica no sistema cartesiano apds a rotagdo dos eixos
15
6 A ® N A ¥ N D X N E M N F - 0
17 5 ® + -5 % + 0 X + -50 v + 75 = 0
18
19
20 wdenadas do sitema OXY em fungdo das coordenadas no sistema rotacion:
W 4 b M| Planl Pln2 - Pan3 ¥ 0| M | -
Pronto ||/ 8O s E) Us @

A legenda de cores é mesma que vem sendo utilizada nas questdes resolvidas

acima. Abaixo temos a planilha de férmulas:
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Planilha 15 - Planilha de férmulas (equacao geral do 2° grau)

= ~( fe| 1 ¥
A B c D E F G H 1 J K L 'i
Equagdio geral do 2 grau

1
2
3
4
5
6| Indicador:  [D8'2-4*Ad°G2]
5
8
g

MatrizA |=A4  |=D4/2 Polindmia caracteristica =
041 |-c4 1 | ] . ey n | N |-aecapay)/e] -
10
11 | Autovalores A= |=|-HO:RAIZ[HO"2-2E9°KS))/2*E9 | Autovetares: U= =1/(RAIZ{[D4"2:4*[A4-G11)
1 A= |=[-HO-RAIZ(HS"2-4°E9*Ka]}/2°E9 U= =M1l
13
14 Equacdo da cdnica no sistema cartesiano apds a rotagdo dos eixos
15
16 Ay i + A T + D X + E ¥ +
17 |=G11 ¥ + =G12 Y‘ + =L11*J4+M11*M4 X +  =L12°14+M12°M4 ¥ -
18
19
20 Coordenadas do sitema OXY em funcdo das coordenadas no sistema rotacionado
M4+ M| Planl /Pen2 Plan3 %) 0! m
Pronto [ N = (F

Planilha 16 — Planilha de férmulas (equacao geral do 2° grau) (continuacao)

z

.
=

=

(=]

.

=]

.

=
+
m
-
+
-
woon
=]

(PO - P - N VS PP AP

A4 G4 2)/4] - o |

[
=

-
=

us= =1/(RAIZ{(D4"2+4*[A4-G11)"2)/D4"2)) |=L11*([(-A4+G11)*2)/D4)
12 uF= =MI11 =11

20

4 4 v| planl “Pan2 Pen3 %I |
Pronto | HEom Vs

A segunda figura € a continuacdo da primeira. Se fosse possivel, estaria a direita da
primeira.

Ao utilizar a planilha programada, o interlocutor tera que interpretar a partir do
indicador e/ou da equacéo geral do segundo grau no novo sistema, se a equagao de

entrada, ou seja, com o termo xy, € uma elipse, hipérbole ou parabola.
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4 CONCLUSAO

As atividades propostas, apesar de simples, sdo instigadoras e abre
bastante espaco para perguntas a respeito das funcdes e praticidade das planilhas
eletronicas. E necessario que o professor faca indagacées sobre o potencial desse
aplicativo, com o objetivo de estimular a curiosidade e que realize todas atividades
antes de trabalhar com as turmas de 3° ano do ensino médio. Sugiro também que o
professor tente entender as planilhas e fungdes utilizadas nas planilhas citadas no
apéndice 1.

Ao realizar as atividades, eles (alunos) terdo a certeza que a matematica
€ bastante util no cotidiano, visto que para utilizar uma planilha é necessario
conhecimento técnico em matematica e que devemos estudar para estarmos

preparados para enfrentar as situacdes problemas que surgem.
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APENDICE A — PLANILHAS MAIS SOFISTICADAS PARA SE DETERMINAR OS
PRINCIPAIS ELEMENTOS DAS CONICAS

Elaboramos algumas planilhas mais sofisticadas, utilizando as fun¢gbes SE, OU, E,
ABS (médulo), ARRED (arredondamento) e ACOS (cos™). Elas (planilhas) possuem

férmulas extensas e a primeira vista, complicadas, mas o resultado é magnifico.
Essas planilhas podem ser visualizadas e baixadas utilizando os seguintes links:

Elipse:

https://drive.qgooaqle.com/file/d/0BxfisCs30JL7RFFSUGFURWZMaWs/edit?usp=shari
ng

Hipérbole:

https://drive.qooaqle.com/file/d/0BxfisCs30JL7Ulo00OmMV1enh4TUk/edit?usp=sharing

Parabola:

https://drive.google.com/file/d/0BxfisCs30JL7OVEtUUE4ZEhGalE/edit?usp=sharing

Equacéao geral do segundo grau:

https://drive.google.com/file/d/0BxfisCs30JL7R2IpMFhOWTEXSW M/edit?usp=shari
ng



https://drive.google.com/file/d/0BxfjsCs3OJL7RFFSUGFURWZMaWs/edit?usp=sharing
https://drive.google.com/file/d/0BxfjsCs3OJL7RFFSUGFURWZMaWs/edit?usp=sharing
https://drive.google.com/file/d/0BxfjsCs3OJL7Ulo0QmV1enh4TUk/edit?usp=sharing
https://drive.google.com/file/d/0BxfjsCs3OJL7OVEtUUE4ZEhGa1E/edit?usp=sharing
https://drive.google.com/file/d/0BxfjsCs3OJL7R2JpMFhOWTExSWM/edit?usp=sharing
https://drive.google.com/file/d/0BxfjsCs3OJL7R2JpMFhOWTExSWM/edit?usp=sharing
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APENDICE B — TRANSLACAO DE SISTEMA

Sejam P(x,y) e 0 (x,,y,) dois pontos referidos a um sistema cartesiano 0XY.

Se 0'X'Y" é um sistema tal que 0X//0'X', 0Y//0'Y' e 0'X', O'Y' tem
respectivamente 0 mesmo sentido positivo de 0X, 0Y dizemos que 0'X'Y’ foi obtido
por uma translacdo de OXY.

Nosso problema € estabelecer uma relacdo entre as coordenadas de P no

“novo” sistema 0'X'Y’ e no “antigo” OXY.

Grafico 27 — Translacéao de Sistema
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No eixo dos x, temos:

OP, =00,+0,P, - x=x+x

No eixo dos y, temos:

OP,=00,+0,P, - y=y+y



