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Resumo

O presente trabalho consiste em uma abordagem sobre vetores buscando aplicabilidade
para as aulas de Matematica no Ensino Médio. Os vetores tembém podem ser abordados
nas aulas de matematica para alunos da 3% série, geometricamente, alguns topicos de
geometria analitica e nimeros complexos tém interpretagoes equivalentes. Um modelo
conceitual serd postulado e fundamentado nas publicacoes sobre vetores: dos livros
didéaticos de calculo vetorial e algebra linear. Nos preocupamos em expoér algumas
aplicacoes praticas como o calculo do trabalho (W) e do torque (1) que sdo obtidos
através do produto entre vetores. Destacamos o uso do software GeoGebra como uma
ferramenta de ensino e apredizagem, através atividades propostas onde os educandos sejam
levados a explorar seus recursos para a visualizacao, manipulacao grafica, verificacao e
investigacao de conceitos e propriedades de forma dinamica e interativa, auxiliando assim
no desenvolvimento de competéncias e habilidades importantes para a interpretacao de
problemas do cotidiano.

Palavras-chave: Vetores; Operacoes; Geometria; Complexos; GeoGebra.
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Abstract

This work is an approach to searching applicability vectors for mathematics classes in
high school. Vectors can also be in covered in math classes to students from 3rd grade,
geometrically, some topics of analytic geometry and complex numbers are equivalent
interpretations. A conceptual model is postulated and substantiated in the literature
on vectors: the textbooks of vector calculus and linear algebra. We are concerned about
exposing some practical applications such as the calculation of work (W) and torque (tau)
that are obtained by the product between vectors. Highlight the use of GeoGebra software
as a tool for teaching and learning programs, through proposed activities where learners
are led to explore their resources for visualization, graphic manipulation, verification and
investigation of concepts and properties in a dynamic and interactive way, thus aiding in
the development skills and important for the interpretation of everyday problems skills.

Keywords: Vectors; Operation; Geometry; Complex; GeoGebra.
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Introducao

O presente trabalho consiste em uma analise sobre vetores buscando aplicabilidade
para as aulas de Matemaética no Ensino Médio, através de uma representacao que simboliza
um tipo particular de vetor, onde os vetores sao associados a grandezas que necessitam

de modulo, direcao e sentido para serem completamente especificadas.

Nos Parametros Curriculares Nacionais para o Ensino Médio - PCNEM [6] destaca
que uma das orientacoes do Conselho Nacional de Educacao é a organizacao do curriculo
em areas de conhecimento para o desenvolvimento de uma educacao interdisciplinar e
contextualizada, haja vista que na complexidade do mundo em que vivemos encontramos
problemas e desafios que exigem um conjunto de competéncias e habilidades para a sua

cOmMpreensao e superacao.

Ao escolhemos esse tema estamos buscando atender essas orientacoes do PCNEM,
pois o estudo de wvetores permite conexoes entre diferentes formas de pensamento mate-
matico, como &algebra e geometria. Além disso, esse tema possui aplicacdes dentro ou
fora da Matemaética e nao apenas na Fisica. Direcionando ao nosso objeto de estudo,

encontramos nas Orientagoes Curriculares para o Ensino Médio a seguinte sugestao:

“E desejavel, também, que o professor de Ma-
tematica aborde com seus alunos o conceito de
vetor, tanto do ponto de vista geométrico (colegao
dos segmentos orientados de mesmo comprimento,
direcdo e sentido) quanto algébrico (caracterizado
pelas suas coordenadas). Em particular, é impor-
tante relacionar as operacoes executadas com as
coordenadas (soma, multiplicacao por escalar) com
seu significado geométrico. A inclusao da nocao de
vetor nos temas abordados nas aulas de Matema-
tica viria a corrigir a distor¢ao causada pelo fato de
que é um toOpico matematico importante, mas que
estd presente no ensino médio somente nas aulas

de Fisica.”([8], p.77)

Na nossa pratica pedagogica, percebemos que o ensino da Matemaética elementar,



tradicionalmente, se utiliza de recursos didaticos pouco variados que se limitam ao livro
texto de Matematica, listas de exercicios e realizacao de trabalhos. Sem duvida que
cada uma destas atitudes didaticas ajuda na aprendizagem da Matematica, mas sera que
motivam os alunos a desenvolverem um estudo com maior reflexao, entusiasmo e sentido?
Essa indagacao remete as condicoes de como o professor pode criar uma ponte segura e
confiavel entre esses dois universos da abordagem Matematica, o do ensino tradicional e

o do ensino com significado, que atenda as exigéncias minimas de cada um deles.

As TICs! por fazer parte do cotidiano dos alunos e da comunidade escolar pode
ser uma Otima ferramenta para nos auxiliar na vida escolar, pois os recursos tecnolégicos
podem ser utilizados como elementos de apoio para o ensino, fontes de aprendizagem e
como ferramentas para o desenvolvimento de habilidades, além disso, a tecnologia tem
o poder de provocar facinio, interesse e prazer nos estudantes. No entanto o que temos
visto é que a escola ainda nao descobriu como utilizar de forma adequada essas tecnologias
como resurso didatico, percebemos que os professores nao se sentem preparados para usar
estas ferramentas de forma adequada e proveitosa nas aulas de Matematica. Almeida

afirma que:

“O professor tem um importante papel como
agente promotor do processo de aprendizagem do
aluno, que constréi o conhecimento num ambiente
que o desafia e o motivam para a exploracao, a
reflexdo, a depuracao de idéias e a descoberta de

novos conceitos.” ([1], p.162)

Como o quadro da sala de aula possue limitacoes quanto a abordagem de algumas
situacoes matematicas, como por exemplo representaciao de um vetor no R3, adotamos o
GeoGebra como ferramenta complementar de ensino-aprendizagem, neste software pode-
se aplicar movimento a seus elementos, sendo preservadas as relagoes geométricas impostas

a figura, dai serem denominados programa de geometria dinamica|l8].

Acreditamos que a utilizacdo desse tipo de recurso didatico favorece a manipulacao

da representacao grafica, minimizando as limitacoes relativas a visualizacao e aplicacao

dos conceitos matematicos envolvidos.

O GeoGebra (aglutinacio das palavras Geometria e Algebra) ¢ um aplicativo de
matematica dinamica desenvolvido para o ensino e aprendizagem da matematica nos
varios niveis de ensino. O Software retine recursos de geometria, algebra, tabelas, graficos,
probabilidade, estatistica e calculos simbolicos em um tnico ambiente. FEsse software é

livre e de distribuicdao gratuita? em varios idiomas.

!Siglas da expressdo: Tecnologias de Informac¢do e Comunicacio
Disponivel em http://www.geogebra.org.


http://www.geogebra.org

Os computadores do PROINFO?, que equipam os laboratorios de diversas escolas
publicas brasileiras da educacao basica sejam elas municipais, estaduais ou federais,
possuem esse software instalado, além de outros voltados para a educacao, em seu sistema

operacional de licenca livre, conhecido como LE*.

Nessa abordagem sobre wvetores desenvolvemos atividades (Capitulo 3) para o
laboratorio de informaéatica das escolas onde o aluno possa “fazer matemaética”’, ou seja,
experimentar, interpretar, visualizar, induzir, conjeturar, abstrair, generalizar e enfim
demonstrar (|9], p.01). As Orientagoes Curriculares para o Ensino Médio apontam para,

€Ssa 1mesIna concepgéo:

“Ja se pensando na Tecnologia para a Matematica,
hé programas de computador (softwares) nos quais
os alunos podem explorar e construir diferentes
conceitos matemaéticos, referidos a seguir como
programas de expressao. Os programas de expres-
sao apresentam recursos que provocam, de forma
muito natural, o processo que caracteriza o “pensar
matematicamente” ou seja, os alunos fazem expe-
rimentos, testam hipoteses, esbocam conjecturas,
criam estratégias para resolver problemas.” (3], p.
88).

Entretanto, ha de se esclarecer que o software é um instumento e nao o objetivo da
aprendizagem e que nao basta o professor dominar apenas o uso da informatica educativa.
Ele precisa aprender a fazer seu planejamento pautado nas possiveis dificuldades dos
alunos com relacao ao tema da aula, esse planejamento precisa contemplar também a
mediacao do professor durante a aula, no sentido de favorecer aos alunos momentos em que
possam apresentar suas solucoes para eventuais discussoes. Pensando nisso desenvolvemos
o Capitulo 4 com sugestoes de atividades de exploragao para que o aluno adquira uma
postura critica e questionadora, proporcionando maior fexibilidade no seu raciocinio e em
sua pratica na sala de aula. Segundo Pontes, o professor que trabalha com atividades de

investigacao:

30 Programa Nacional de Tecnologia Educacional (ProInfo) é um programa educacional criado pela
Portaria n° 522/MEC, de 9 de abril de 1997 e regulamentado pelo Decreto 6.300, de 12 de dezembro de
2007, para promover o uso pedagogico das Tecnologias de Informatica e Comunicagoes (TICs) na rede
publica de ensino fundamental e médio. Para saber mais acesse [29].

40 Linux Educacional (LE) é um projeto do Governo Federal que busca o melhor aproveitamento
dos ambientes de informética nas escolas. Esse sistema operacional potencializa o uso das tecnologias
educacionais, garantindo melhoria de ensino, inser¢ao tecnolégica e, consequentemente, social. Para saber
mais acesse [30].



“ajuda a trazer para a sala de aula o espirito
da atividade matematica genuina, constituindo,
por isso, uma poderosa metafora educativa. O
aluno é chamado a agir como um matematico, nao
s6 na formulacao de questoes e conjecturas e na
realizacao de provas e refutacoes, mas também
na apresentacao de resultados e na discussao e
argumentagao com os seus colegas e o professor.”

(171, p. 23).

Para Pontes, o papel do professor em uma aula de investigacao é o de desafiador

promovendo a autonomia do aluno, avaliando seu progresso durante a investigacao deste.

No Capitulo 1 deste trabalho foi feito um breve levantamento historico sobre
algumas publicacoes que contribuiram para a sistematizacao da teoria vetorial, citamos
também segmentos orientados (vetores na sua exéncia), a nocao intuitiva, e algumas
caracteristicas geométricas dos vetores como, por exemplo, moédulo, direcao, sentido,

versor, adicao e multiplo.

O Capitulo 2 é dedicado ao enfoque analitico (algébrico) de vetores no plano e no
espaco tridimensional cartesiano, angulo entre vetores, operacoes e suas propriedades. Os
capitulos 1 e 2 foram elaborados a partir de adaptagoes e uso parcial de textos extraidos

de livros e apostilas citadas nas referéncias bibliograficas.

O Capitulo 3 ¢ constituido de atividades exploratérias a serem aplicadas no

laboratoério de informéatica com o software GGeo(zebra.



Capitulo 1

Vetores

As principais referéncias usadas neste capitulo foram [12], [19] e [25].

1.1 Um pouco sobre vetores

De acordo com [25], a nogao bésica de vetor surgiu na Mecanica com o engenheiro
Simon Stevin, em 1586 apresentou um trabalho com o problema da composicao de
forcas e enunciou uma regra empirica para se achar a soma de 2 forcas aplicadas num
mesmo ponto. Tal regra a conhecemos hoje como regra do paralelogramo (p.64). Essa
regra também aparece como primeiro corolario no Principia Mathematica(1687) de Isaac
Newton. No Principia, Newton lidou extensivamente com o que agora sao consideradas
entidades vetoriais (por exemplo, velocidade, for¢a), mas nunca com o conceito de um

vetor.

Os vetores aparecem considerados como “linhas dirigidas” na obra publicada em
1797 por Gaspar Wessel e com as representacoes geométricas de niimeros complexos.
Jean Robert Argand e Carl Friedrich Gauss conceberam nimeros complexos como
pontos no plano bidimensional, isto é, como vetores bidimensionais. Matemaéticos e
cientistas trabalharam com estes novos ntimeros e os aplicaram de varias maneiras,
por exemplo, Gauss fez um uso crucial de nimeros complexos para provar o Teorema
Fundamental da Algebra (1799). Em 1832, Giusto Bellavitis publica um trabalho onde
é apresentado o conceito de equipoléncia entre segmentos que é, basicamente, a nogao de

velor que conhecemos.

A sistematizacao da teoria vetorial ocorreu no século XIX com os trabalhos do
irlandés William Rowan Hamilton, do alemao Hermann G. Grassmann e do
fisico norte-americano Josiah W. Gibbs. Em 1837, Hamilton mostrou que os nimeros

complexos poderiam ser considerados abstratamente como pares ordenados (a,b) de
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numeros reais. Esta idéia era parte de uma campanha de muitos matematicos, incluindo
Hamilton, para procurar uma maneira de estender os “nimeros” bidimensionais para trés
dimensdes; mas ninguém conseguiu isto preservando as propriedades algébricas béasicas

dos niimeros reais e complexos.

O intuito de descobrir uma generalizacao para a representacao dos nimeros
complexos no espago levou Hamilton, em 1843, a descobrir os quatérnios, que foram de
fundamental importancia na estruturacao do Céalculo Vetorial, pois suas propriedades se
adequavam ao estudo dos fenomenos fisicos. Depois de muita frustracao, Hamilton estava
finalmente inspirado a desistir da procura por um sistema ‘“numérico” tridimensional e
em vez disso, inventou um sistema de quatro dimensoes que chamou de quatérnios. Os
quatérnios de Hamilton foram escritos, ¢ = w+izx+jy+kz, onde w, x, y, e z eram nimeros
reais. Hamilton rapidamente percebeu que seus quatérnios consistiam de duas partes
distintas. O primeiro termo, o qual chamou de escalar e =, y e z para suas componentes
retangulares, ou projecoes em trés eixos retangulares. Hamilton usou suas “férmulas
fundamentais”, 2 = j2 = k? = —ijk = —1, para multiplicar quatérnios, e imediatamente
descobriu que o produto, ¢1¢g» = —@¢2q1, nao era comutativo. Escreveu dois livros completos
sobre o assunto, Lectures on Quaternions (1853) e Elements of Quaternions (1866) ([19],
p.60), detalhando nio apenas a algebra dos quatérnios mas também como poderiam ser

usados em geometria.

Na mesma época da descoberta dos quatérnios, Grassmann estava escrevendo
The Calculus of Extensio (1844), cujo titulo em alemao é Ausdehnungslehre. Em 1832,
Grassmann comecou a desenvolver “um novo calculo geométrico” como parte do seu estudo
da teoria de marés, e subseqiientemente usou estas ferramentas para simplificar partes
de dois trabalhos classicos, o Analytical Mechanics de Joseph Louis Lagrange e o
Celestial Mechanics de Pierre Simon Laplace. Segundo [19], em Ausdehnungslehre,
primeiro Grassmann expandiu o conceito de vetores a partir da familiar 2 ou 3 dimensoes,
para um nimero arbitrario, n, de dimensoes; isto estendeu grandemente as ideias de
espaco. Segundo, e ainda mais geralmente, Grassmann antecipou grande parte da algebra

matricial e linear moderna e anélise vetorial e tensorial.

Infelizmente, o Ausdehnungslehre tinha dois pontos contra si. Primeiro, era muito
abstrato, faltando exemplos explicativos e foi escrito em um estilo obscuro com uma
notacao extremamente complicada. Segundo, Grassmann era um professor de ensino
médio sem uma reputacgao cientifica importante (comparado a Hamilton). Embora seu
trabalho tenha sido amplamente ignorado, Grassmann promoveu sua mensagem nas
décadas de 1840 e 1850 com aplicagoes em eletrodinamica e geometria de curvas e
superficies, mas sem muito sucesso geral. Em 1862, publicou uma segunda edicao revisada
do seu Ausdehnungslehre, mas também era escrito de maneira obscura e era muito abstrato

para os matemaéticos de sua época e praticamente teve a mesma sina da primeira edicao.
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Finalmente, nas décadas de 1860 e 1870, o Ausdehnungsleh recomecgou lentamente a ser
entendido e apreciado e Grassmann comecou a receber algum reconhecimento favoravel

por sua matematica visionaria.

O desenvolvimento da algebra vetorial e da analise vetorial como conhecemos hoje
foi revelado primeiramente em um conjunto de notas de aula feitos por Gibbs, para seus
alunos na Universidade de Yale. Gibbs nasceu em New Haven, Connecticut (seu pai
também foi professor em Yale) e suas conquistas cientificas principais foram em fisica,
termodinamica propriamente dita. Gibbs tomou conhecimento dos quatérnios quando leu
o Treatise on Electricity and Magnetism de James Clerk Maxwell, e também estudou
o Ausdehnungslehre de Grassmann. Concluiu que vetores forneceriam uma ferramenta
mais eficiente para seu trabalho em fisica. Assim, comecando em 1881, Gibbs imprimiu
por conta propria notas de aulas sobre anélise vetorial para seus alunos, as quais foram

amplamente distribuidas para estudiosos nos Estados Unidos, na Inglaterra e na Europa.

1.2 Nocgao intuitiva

O primeiro contato dos alunos do ensino médio com os vetores é através de uma
representacao que simboliza um tipo particular de vetor, nessa representacao elementar,
os vetores sao associados a grandezas que necessitam de modulo, direcao e sentido para
serem completamente especificadas. Antes de comecarmos nossos estudos, precisamos ter

bem presentes as ideias de direcao e sentido, para isso vamos analisar a situacao abaixo:

Hoje em dia é muito facil encontrar equipamentos eletronicos que recebem sinal
de GPS! e sdo usados em veiculos para facilitar a orientacio nas cidades, mas niao sao
sO os motoristas que tém acesso a essa tecnologia, muitos celulares e tablets também
recebem esse sinal, possibilitando ao usuario desses equipamentos eletronicos a localizacao
de enderecos residenciais, de empresas e servigos locais, além de tragar as melhores rotas
para chegar em um determinado lugar através das coordenadas geograficas. Mas serd que

sabemos nos orientar em um mapa?

Exemplo 1.1 Lucas desce de um onibus e caminha até o ponto A pretendendo chegar
ao ponto B. Como Lucas nao conhece a regido, pede informacoes a um desconhecido
que também estd em A, essa pessoa pega seu celular, que recebe sinal de GPS, e acessa

um aplicativo que exibe a Figura 1.1. Como o desconhecido estd apressado, ele apenas

1O NAVSTAR - GPS (NAVigation System with Time And Ranging - Global Positioning System) é
um sistema de radionavegacao por satélite que fornece, a usuarios que possuam equipamento apropriado,
coordenadas precisas de posicionamento tridimensional e informagdo sobre a navegacao e o tempo. O
Sistema de Posicionamento Global também é conhecido como Sistema de Posicionamento por Satélite.
Foi desenvolvido pelo Departamento de Defesa dos Estados Unidos da América - DoD (Departmento of
Defense), com o proposito de ser o principal sistema de navegacdo das forcas armadas americanas ([15]).



Vetores 8

informa ao Lucas: “ande trés quadras, vire na esquina e ande mais duas quadras”. Analise

e responda as sentencas abaixo:

H | | | | | | | | | | | el |

M | N | | a | a

Figura 1.1: Imagem ficticia do mapa

(a) Essas informagoes sao suficientes para o Lucas chegar ao ponto B?

(b) O que faltou informar para que o Lucas nao tome um caminho errado?

Definicao 1.1 Grandezas FEscalares sao aquelas que ficam completamente caracteri-

zada fornecendo-se apenas um numero real associado a uma unidade de medida.

No Exemplo 1.1, percebemos que ao informar apenas quantas quadras serao
percorridas de A a B, nao é suficiente para que o nosso personagem, Lucas, chegue
ao seu destino, provavelmente ele se perguntou: “vou andar trés quadras para onde?”, ou
seja, faltou informar para o Lucas que direcao e sentido ele deveria andar. Olhando
para o mapa da Figura 1.1, é facil perceber que ele deve seguir por essa rua que esti na
horizontal (diregao), andando trés quadras no sentido leste até chegar a rua na vertical
(dire¢ao) que contém o ponto B e seguir ao norte (sentido) mais duas quadras. Na Fisica,

as grandezas que necessitam de direcao e sentido sao chamadas veloriazss.

Definicao 1.2 Grandezas Vetoriais sio aquelas que ficam completamente caracteri-

sadas fornecendo-se, além de um niumero e sua unidade de medida, a direcao e sentido.

Vejamos a seguir o conceito de vetor do ponto de vista geométrico, o que permite

uma visao intuitiva dos vetores e de suas relagoes entre si.
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1.3 Segmento orientado

Dois pontos distintos A e B no espaco determinam uma reta. Esta reta é uma
direcao no espaco. Nao precisamos da reta toda para determinar esta direcao, o segmento
da reta entre os pontos A e B, que é a parte da reta compreendida entre estes dois pontos,
serve muito bem para determinar esta direcao. Este segmento de reta pode ser facilmente
orientado, provendo um sentido para o segmento através de uma seta onde um dos pontos
¢ o ponto inicial e o outro como ponto final?>. Por _e)xemplo, o segmento orientado com

ponto inicial A e ponto final B sera denotado por AB, ver Figura 1.2(a).

r r
— —
(a) Segmento orientado AB (b) Segmento orientado BA

Figura 1.2: Segmento de reta orientado

— —
Note que embora como conjunto de pontos os segmentos AB e BA sejam iguais

e possulrem a mesma diregao (reta r), como segmentos orientados eles séo distintos, pois
BA estd orientado com o sentido de percurso oposto ao do segmento AB ou seja, um

sentido de percurso de B para A (Figura 1.2(b)).

1.3.1 Segmento orientado nulo

Um segmento nulo é aquele cujo o ponto final coincide com o ponto inicial, ou
seja, pontos serao considerados como segmentos orientados nulos; por exemplo, o ponto
—

A & identificado com o segmento orientado AA (a origem coincide com a extremidade).

1.4 Direcao e sentido

— —
Dois segmentos orientados nao nulos AB e C'D tém a mesma dire¢ao se as retas

suportes desses segmentos sao paralelas (Figura 1.3) ou coincidentes (Figura 1.4).

Observacoes:

(a) So podemos comparar os sentidos de dois segmentos orientados se eles tém a mesma

direcao;

2 Atividade de exploracdo no GeoGebra na Secio 3.1



Vetores 10

Figura 1.4: Segmentos orientados em retas coincidentes

(b) Os segmentos da Figura 1.4 sdo chamados de colineares;

— —
(c) Ossegmentos AB e C'D tém os mesmos sentidos nas Figuras 1.3(a) e 1.4(a), enquanto

que em 1.3(b) e 1.4(b) tém sentidos contrarios, nesse caso esses segmentos sao

opostos.

1.5 Equipoléncias de segmentos orientados

— —
Definigao 1.3 (Bellavitis) Sejam AB e C'D segmentos orientados nao nulos. Dizemos
—  —

que eles sao equipolentes (ou equivalentes), e escrevemos AB=CD; se eles tém o mesmo

comprimento, a mesma direcio (sao paralelos ou colineares) e o mesmo sentido®.

1.5.1 Propriedades da relacao de equipoléncia
A relagao de equipoléncia goza das seguintes propriedades:

— —
(i) reflexiva: AB=AB;

— = — —
(ii) simétrica: se AB=CD, entao CD=AB;

3 Atividade de exploracdo no GeoGebra na Secdo 3.2
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(iii) transitiva: se AB=CD e CD=EF, entdo AB=EF.
Observacgoes:

(a) Dois segmentos nulos sao sempre equipolentes;

.
(b) Dado um segmento orientado AB e um ponto C, existe um tunico ponto D tal que
_— —
AB=CD.

1.6 Conceito de vetor

A relacao de equipoléncia permite classificar os segmentos orientados do plano

mediante a seguinte definicao.

Definigao 1.4 Sejam A e B pontos no plano. O vetor v (ou simplesmentev) é o conjunto
—}

de todos 0s segmentos orientados equipolentes a AB.

uy)

Figura 1.5: Representantes do vetor v

Observe a diferenca entre um segmento orientado e um vetor, ver Figura 1.5. Um
segmento orientado é um segmento de reta direcionado, o qual é firmemente fixado e tem
um ponto inicial e final bem definidos, enquanto um vetor representa uma infinidade de
segmentos orientados equipolentes. Assim, um segmento determina um conjunto que é
o vetor, e qualquer um destes representantes determina o mesmo vetor. Portanto, com

origem em cada ponto do espago, podemos visualizar um representante de um vetor.
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As caracteristicas de um vetor sao as mesmas de qualquer um de seus representan-
tes, isto é: o comprimento, a direcao e o sentido do vetor sao o comprimento, a direcao e

o sentido de qualquer um de seus representantes.

1.7 Etmologia da palavra vetor

Segundo [25], o termo vetor ¢ oriundo do verbo latino vehere que significa trans-
portado, levado. De fato, esta palavra é pertinente ao item anterior: o ponto A é
“transportado” pelo vetor ¢ até o ponto B (p.65). No caso especifico da matemaética,
podemos dizer que um vetor é um transportador de trés informacoes de uma grandeza
vetorial: dire¢do, sentido e magnitude, ou ainda, que um ponto A é transportado (pelo

vetor) até um ponto B.

1.8 Igualdade de vetores

Dois vetores u e ¥ sdo iguais, e indica-se por @ = v, se tiverem iguais o médulo, a

diregdo e o sentido. (|26], p. 04)

1.9 Vetor nulo

Os segmentos nulos (1.3.1), por serem equipolentes entre si (observacao 1.5.1(a)),

determinam um wnico vetor, chamado vetor nulo ou vetor zero, e é indicado por 0.

1.10 Oposto de um vetor

— —
Dado o vetor ¥ =AB (Figura 1.2(a)), o vetor BA (Figura 1.2(b)) mantém o
comprimento e a direcao de v, mudando apenas o sentido, por isso é denominado oposto

—
ou simétrico de v e indica-se por — AB ou —.

1.11 Mobdulo de um vetor

Fixada uma unidade de comprimento, a cada segmento orientado pode-se associar
um numero real, nao negativo, que é a medida do segmento em relacao aquela unidade.

A medida do segmento orientado é o seu comprimento ou seu mddulo.
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O modulo de um vetor v é o comprimento de qualquer segmento orientado

representante do vetor U, o qual indicamos por |v].

A B
o -~

o

Figura 1.6: Modulo de um vetor

1.12 Vetor unitario

Dizemos que um vetor ¥ é unitario quando seu modulo é igual a um:

7 = 1.

1.13 Versor

Definigao 1.5 O wversor de um vetor v nao nulo é o vetor unitdrio de mesma direcao e

mesmo sentido de U.

Por exemplo, tomemos um vetor ¢ tal que |U| = 3.

Figura 1.7: Versor

O vetor i da Figura 1.7 é unitario, pois |t| = 1 e tem a mesma diregao e o mesmo
sentido de ¥, portanto i é o versor de ¥ e consequentemente de todos os vetores paralelos
e de mesmo sentido de ¥ e medidos com a mesma unidade ([26], p. 04). Para obter o

versor U de um vetor v, basta usar a formula:

H
=

(1.1)

i=—7 ou @ =
|71

=l
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Demonstragao:

Obtendo o médulo de ambos os membros da equacao 1.1

|_)|

|1

ja] =

n
Portanto, ¥ = |9/] i, isto é, o vetor ' é o produto de seu modulo pelo seu versor.

Por exemplo,

(i) Se |0] = 3, entdo @ = ¥ = 27 ¢ o seu versor.

SIS

ey

(i) Se |v] = 5, ent@o o versor de —U' é U = —

1.14 Operacoes com vetores

Nesta secao vamos definir duas operacoes com vetores através da sua representagao
grafica: a adi¢ao de vetores e a multiplicagao de vetores por escalar (niimeros reais). Como

referéncia usamos [26].

Quando operamos grandezas escalares, usamos apenas regras aritméticas e a
unidade de medida da grandeza. Com grandezas vetoriais, o calculo aritmético vem acom-
panhado com a interpretacao e representacao grafica, pois além do moédulo, trabalhamos

também com a direcao e o sentido do vetor que representa a grandeza.

1.14.1 Adicao de vetores

No nosso cotidiano encontramos situagoes que representam adigao de vetores, por
exemplo, quando um automovel fica sem partida e é necessario empurra-lo com a ajuda
de varias pessoas, obviamente, todos empurram na mesma direcao! Estao somando forcas

com a mesma direcao e sentido.

A operacao de adicao de vetores associa a cada par de vetores u e ¥ um novo vetor,

—

designado w que representa a soma dos vetores @ e U, ou seja, W = u + U, definido por:

Regra do triangulo

— —
Definicao 1.6 Sejam os vetores u e U dados por seus representantes AB e BC, res-

—
pectivamente. A partir de um ponto A do plano, tracemos o segmento orientado AB

H
representante do vetor u; a partir da extremidade B, tracemos o segmento orientado BC
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H
representante do vetor v. O wvetor soma W, € representado pelo segmento orientado AC
(Figura 1.8), isto é,

U+v=w ou AB + BC=AC

Figura 1.8: Regra do triangulo

Regra do paralelogramo

Uma definicao equivalente para a soma de dois vetores é sugerida pela interpretagao
de vetores como forcas, em Mecanica, é chamada regra do paralelogramo:
— —
Definicao 1.7 Sejam AB e AC representantes respectivos de U e U com o mesmo ponto
wictal A. Sendo D o ponto de intersecao das paralelas as representantes A—é passando
pelo ponto B e a fTC' passando por C, respectivamente. Obtemos o paralelogramo ABC D
(Figura 1.9) onde o vetor i + v € representado pela diagonal (segmento orientado) A—ﬁ7

18to €,

ou AB 4+ AC=AD

I
g

U+ v

Figura 1.9: Regra do paralelogramo
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Exemplo 1.2 Um avido desloca-se na dire¢io sul-norte a 1000km/h. Um vento sopra

na diregdo oeste a 100km/h, arrastando consigo o avido. Em que direcio o avido se

deslocard?

Solucao:

Figura 1.10: Exemplo 1.2

Seja |u| = 1000 km/h e |v| = 100 km/h, o vetor w = u + v indica o deslocamento

do aviao, Figura 1.10, pelo Teorema de Pitagoras:
|w| = /|u|? + |v|? = 1004,99 km/h.

O angulo 6, formado entre os vetores u e w é dado pela Lei dos Cossenos:

VR 2 2 2 2
| NB[P=1[o]" = [|u]’+ |w]* — 2Ju||w| cos §
cosg — el wl = o
2lulfw]

cos) ~ 0,995 = 0 ~5,71°

Portanto, o avidao se deslocard sob um angulo de 5,71°(anti-horario) da direcao

sul-norte conforme a Figura 1.10.

Para o caso de se determinar a soma de trés ou mais vetores, o procedimento é
analogo e, em particular usando-se a regra do triangulo, se a extremidade do representante
do tltimo vetor coincidir com a origem do representante do primeiro, a soma deles serd o

vetor zero.

1.14.2 Multiplicacao de um vetor por um escalar

Defini¢ao 1.8 Dado um vetor @ # 0 e um nuimero real (escalar) A # 0, entdo o produto

do vetor u pelo escalar \ € o vetor v = \u definido por:

e U tem a direcao de u;
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e U tem 0 mesmo sentido de U se A > 0 e sentido oposto ao de © se A < 0;

e U tem comprimento |\ vezes o comprimento de U, ou seja, |U] = |A||d].
Observacgoes:

(a) O vetor nulo 0 ¢ multiplo de qualquer vetor @, uma vez que 0 = 0&;
(b) Um vetor néo nulo ndo é miltiplo do vetor nulo, pois A0 = 0, YA € R;

(c) O vetor (—1)@ tem o mesmo comprimento e direcao que i, mas sentido oposto, assim,

(1)@ = —1.

(d) Dois vetores nao-nulos sao paralelos se, e somente se, um é miltiplo escalar do outro.

Figura 1.11: Produto de um vetor por um escalar

Seja um vetor A\u, com 4 # 0. Se fizermos com que o numero real A percorra o con-
junto R dos reais, obtemos todos os infinitos vetores colineares a 1, e, portanto, colineares
entre si, isto é, qualquer um deles é sempre miltiplo escalar do outro. Reciprocamente,

dados dois vetores @ = 0 e v = 0, colineares, sempre existe A € R tal que v = \u.

A Figura 1.11 ilustra a rela¢do entre um vetor @ e os vetores 34, 24, (—1)d e
(—3).

Exemplo 1.3 4 Demonstrar que o segmento cujos extremos sao os pontos médios de dois
lados de um tridngulo € paralelo ao terceiro lado e igual a sua metade (Sugestao: Antes de
demonstrar, verifique a validade desta afirmacao para alguns casos particulares, através

das ferramentas do GeoGebra).

4 Atividade de exploracdo no GeoGebra na Secdo 3.8
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Solugao:

Pela Figura 3.6, temos que no tridngulo ABC, D e E sao pontos médios,

respectivamente, dos lados AC e BC, logo:

— — —
DE = DC + CFE (Regra do triangulo 1.8)

AC OB
= 5 + - (Pontos médios)
1 — —
= —(AC + CB) (Propriedade distributiva)

—

AB (Regra do triangulo 1.8)

N — N

Portanto,

— 1 — — —
| DE | = §| AB| e DE /] AB (Defini¢ao 1.8, observacao (d))



Capitulo 2

Vetores no R? e no R’

No capitulo anterior, estudamos os vetores apenas do ponto de vista geométrico
e, no caso, eles eram representados por um segmento de reta orientado. Adotamos essa
postura para facilitar a visualizacao dos conceitos que foram apresentados. Neste presente
capitulo, cujo as principais referéncias foram [12], [2] e [24], vamos mostrar uma outra
forma de representé-los: em relagao a um sistema de coordenadas cartesianas, permitindo

assim um tratamento analitico ao estudo de vetores.

A introducao de um sistema de coordenadas retangulares muitas vezes simplifica
bastante problemas envolvendo vetores. A adi¢ao de vetores e a multiplicagdo de vetores
por escalares satisfazem propriedades semelhantes as propriedades aritméticas das opera-
¢oOes numéricas, neste capitulo veremos essas propriedades em termos de coordenadas, isto
permite converter problemas geométricos em problemas algébricos e vice - versa. Vamos

nos restringir nossa discussao a vetores no espago bidimensional (o plano) e tridimensional

(0 espaco).

2.1 O plano cartesiano

Um sistema de eixos ortogonais num plano « é um par de eixos Ox e Oy, tomados
em « que sao perpendiculares e tem a mesma origem O. Fixada uma unidade de
comprimento e tomando o ponto O de intersecao dos eixos como origem, a cada par

de nimeros reais (x,y) associa-se um ponto P desse plano (Figura 2.1).

Esse ponto P é a imagem geométrica do par ordenado (z,y) de nimeros reais e
indicamos por P = (z,y), sendo = e y as coordenadas cartesianas do ponto. E usual

chamar-se = de abscissa e y de ordenada. Ao par (0,0) chamamos origem O do sistema.

Reciprocamente, a cada ponto P do plano xOy associamos um par ordenado de

nameros reais (x,y). Fica assim, estabelecida uma correspondéncia biunivoca entre o

19
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y i 2

Yp----mmmmmm- P= (T,@/)

Bi-------4

=Y

Figura 2.1: Sistema de eixos ortogonais

conjunto R? de pares ordenados de ntimeros reais e o conjunto de pontos do plano.

Seja R o conjunto dos niimeros reais, que constitui a reta numérica. O conjunto

R x R = R? ¢ o conjunto de todos os pares ordenados (z,y) de ntimeros reais. Assim,

R?* = {(z,y);z € Rey € R}.

O conjunto R? = R x R ¢ denominado plano cartesiano e geometricamente é
representado por todos os pontos do plano coordenado xQOy. Os pontos do eixo das

abscissas tém coordenadas (z,0) e no eixo das ordenadas os pontos sao da forma (0, y).

2.1.1 Componentes de um vetor no plano

Seja 4 um vetor qualquer no plano cartesiano e escolhemos um representante para
i cujo ponto inicial seja a origem desse sistema de coordenadas. Definimos as coordenadas

(x,y), Figura 2.2, como sendo as coordenadas do ponto final P deste representante de .

Y A
P
y _____________
1
1
= 1
U :
1
1
1
1
1
o
@] T 7

Figura 2.2: 4 = (x,y)

Portanto, as coordenadas do vetor @ sao as coordenadas do proprio ponto P que
chamamos de componentes de w. Dessa forma, o plano cartesiano pode ser encarado como

um conjunto de pontos ou um conjunto de vetores. A representacao de um vetor que tem
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ponto inicial na origem ¢ chamado de representante natural' do vetor ou wvetor posicao.

No exemplo 1.1, associando a regiao do mapa a um sistema cartesiano R? de modo
que o eixo das abscissas (eixo x) esta orientado de oeste para leste, o eixo das ordenadas
(eixo y) esta orientado de sul para norte, com o ponto A sendo o ponto de origem dos

eixos, obtemos a Figura 2.3.

3-
2 e A
0$L
w . S
11 U
0 U <]
Afo 1 2 3 4 5

Figura 2.3: Representacao do Exemplo 1.1 no plano cartesiano

2.2 O espaco cartesiano

De forma analoga a Secao 2.1, o produto cartesiano R x R x R é o conjunto
R* = {(z,y,2);x,y,z € R}

e sua representacao geométrica é o espago cartesiano determinado pelos trés eixos
cartesianos, dois a dois ortogonais: o eixo Oz ou eixo dos x (das abscissas), o eixo Oy ou
eixo dos y (das ordenadas) e o eixo Oz ou eixo dos 7 (das cotas) (Figura 2.4). As setas

indicam o sentido positivo de cada eixo.

Z4

Figura 2.4: O ponto P no espaco

! Atividade de explora¢ao no GeoGebra na Secdo 3.3
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2.2.1 Componentes de um vetor no espaco

Se um vetor @ no espaco tridimensional for posicionado com seu ponto inicial
na origem de um sistema de coordenadas retangulares, como na Figura 2.5, entao as

coordenadas do ponto final P sdo chamadas de componentes de .

74

Figura 2.5: 4 = (z,y, 2)

2.3 Vetores Equivalentes

Se dois vetores equivalentes 4 e U sao colocados com seus pontos iniciais na origem,
entao seus pontos finais coincidem, pois os vetores tém o mesmo comprimento, direcao
e sentido; logo os vetores possuem os mesmos componentes. Reciprocamente, vetores
com 0s mesmos componentes sao equivalentes pois tém o mesmo comprimento, direcao e
sentido. Em resumo a igualdade de vetores no plano cartesiano ¢é estabelecida com base

na igualdade de pares ordenados da seguinte forma:

Se @ = (x1,y1) e U = (22, 32), sao vetores do plano cartesiano (R?), entdo

U=1T <= T1 =Tz €Y = Us.

Se @ = (x1,y1,21) e T= (T2, Yys, 22), sS40 vetores no espago cartesiano (R3), entdo

U=V < T1=2T2,Y1 =Yz €21 = 29.

2.4 Adicao de vetores usando componentes

Na pratica a soma de vetores é realizada através da representacao por meio de

coordenadas em relacao a um sistema de eixos ortogonais.
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Definigao 2.1 Dado dois vetores em R?, @ = (x1,91) e T = (z2,Yy2), 0 vetor soma® que

se indica por U + U, € dado por:

U+7 = (r1,y1) + (z2,92)
= (1 + 22,71 + o). (2.1)

Sejam 4 = (z1,y1) € U = (22,y2) vetores no plano cartesiano expressos em

coordenadas.

Tomemos A = (z1,y1) € B = (x2,y2) tais que U OA e v —OB Seja C' um ponto
tal que OAC B seja paralelogramo e por consequéncia OB // AC’ ver Figura 2.6.

B T - S
m

O X1 X2

X
@
>

Figura 2.6: Adicao de vetores no plano cartesiano

— — —_—  —
Como OB e AC, tém o mesmo comprimento, direcdo e sentido, entao OB=AC,

dai esses segmentos sdo representantes do vetor o, isto é:

— —
u+v = OA+ OB
— —
= 0OA+ AC

_>
= 0C=C.

Agora vamos determinar as coordenadas cartesianas do ponto C' em funcao das

componentes dos vetores U e U:

Para D = (21,0) e E = (x3,y2), temos

2 Atividade de exploracdo no GeoGebra na Secao 3.4
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—_—  —
OA=BC

OAD = BCE
ODA = BEC = 90°

Logo, pelo caso LAA,, os triangulos OAB e BC'E sao congruentes. Consequente-

mente r3 = 1 + T2 € Y3 = Y1 + Yo, OU seja,

U+ U= (x1 + 22,71 + Y2).

De forma anéloga, no espaco cartesiano (R?), a soma dos vetores @ = (1, y1,21) e

U = (x2,Y2, 22), é dado por:

U+ U= (1 + 22, Y1 + Yo, 21 + 22). (2.2)

2.5 Propriedades da adicao de vetores

As demonstragoes de algumas propriedades da adicao de vetores sera feita de forma
analitica no espaco R?, de forma aniloga também podem ser feitas no plano R2.

Sendo @ = (z1,y1,21), U = (Z2,Y2,22) € W = (x3,y3, 23) vetores representados
- — —

respectivamente pelos segmentos orientados AB, BC e C'D, valem as seguintes proprie-

dades?:

(i) Comutativa: 4 + v = ¥ + 4

Figura 2.7: Propriedade comutativa da adicao de vetores

3 Atividade de exploracdo no GeoGebra na Secao 3.4.1 sobre a propriedade associativa
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(ii) Associativa: @+ (U + W) = (4 + ) + ;

Figura 2.8: Propriedade associativa

(iii) Existéncia do elemento neutro:

Seja 0 o vetor nulo, isto é, o vetor representado por segmentos orientados nulos

(1.9) e, por consequéncia, de comprimento zero. Entao, para qualquer vetor u:
O+d=1u+0=d.

O vetor nulo 0 ¢, portanto, o elemento neutro aditivo e sua representacao grafica
é a origem do sistema de coordenadas, ou seja, 0 = (0,0) no R ou 0 = (0,0,0) no R3.
Como nao ha uma direcao natural para o vetor nulo, dependendo do problema, adotamos

a direcao e o sentido que for mais conveniente.

2.5.1 Existéncia do elemento simétrico

Para cada vetor @ = (x1, 1, 21), existe um tnico vetor, que designamos por —u =
(—x1,—y1, —21), denominado simétrico aditivo de w, esses dois vetores tém as mesmas
direcoes, mesmos comprimentos e sentidos opostos, tal que a soma de ambos é o vetor
nulo:

i+ (=) = 0.

Exemplo 2.1 Dados os representantes dos vetores i e v conforme Figura 2.1, ache um
representante de w tal que U+ U+ W = 0 (Dica: use o GeoGebra para esbogar o vetor

procurado).
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Figura 2.9: Exemplo 2.1

Solucao:

— — — —
Sendo © =AC e v =AB, Figura 2.10, temos @ + v =AB’. Observe que B'B= —1i,
— — — —

B'C= —v e que (=) + (—v) =B’A. Como consequéncia, AB" + B'A= A = (0,0).

Figura 2.10: Esbo¢o no GeoGebra do Exemplo 2.1

—

Das observacoes feitas acima podemos determinar o vetor w adicionando os

simétricos dos vetores @ e ¥ em ambos os membros da expressio @ + ¥ + @ = 0
U4 T+ 0+ (—i) 4+ (=) = 04 (=) + (—7)

W o= —(u+ 7).

Portanto, o vetor w é o simétrico do vetor soma de « e 7.

2.6 Diferenca de vetores

Pela existéncia do elemento simétrico da adi¢do de vetores (2.5.1), definimos a
diferenca entre dois vetores, @ e ¥, como sendo a soma do primeiro com o oposto do

segundo vetor, ou seja, @ — U = 4 + (—v), Figura 2.11.

U— U= (21— T2, Y1 — Yo, 21 — 22)

Para obter a diferenca sem construir —, devemos posicionar os vetores u e ¥ de
tal modo que seus pontos iniciais coincidam; o vetor do ponto final de ¥ ao ponto final de

U & entdo o vetor « — v, Figura 2.11(c).
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(a) Regra do paralelogramo (b) Regra do triangulo (c)u—7

Figura 2.11: Diferenca de vetores

Exemplo 2.2 Encontre os componentes de u, U, U+ U e . — U para os vetores dados na
Figura 2.12.

60°

Figura 2.12: Exemplo 2.2

Solugao:

Sendo @ = (r1,y1) € U = (x2,y2), pela Figura 2.12, temos:

1
21 = cos 30° = > ey =sin30° = 3 de forma andloga, ro = — cos60° = —=
e sin 30° V3 Logo, u V3 1 U 1 V3
= —sin = ——, U= | —, = = -= —
y2 2 ) 2 72 ) 27 2 )

2 2

T+ 7= (ﬁ_l 1_‘/5) e il — i = <\/§+1 1+\/§>

2.7 Vetor definido por dois pontos

As vezes um vetor nao estd posicionado com seu ponto inicial na origem. Se o
—

vetor AB tem origem no ponto A = (1,1, 21) e extremidade no ponto B = (2, Y2, 22)
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H
(Figura 2.13), entdo os componentes do vetor AB sdo obtidos subtraindo as coordenadas

do ponto inicial A das coordenadas do ponto final B, ou seja,

_>
AB= (152 —X1,Y2 — Y1,%2 — 2’1>~

Figura 2.13: Vetor com ponto inicial distinto da origem

Os resultados levam a uma notacao de vetores conhecida como Notacao de

Grassmann (1.1):

Definicao 2.2 Dado um ponto qualquer A do plano e um vetor v, existe um unico ponto
B tal que B— A =1 ou B = A+, isto €, qualquer ponto do plano é origem de um tinico

segmento orientado, representante do vetor u.

A notacao B = A + u caracteriza o vetor 4 como elemento responsavel pelo
deslocamento do ponto A para a posi¢ao do ponto B e é conhecida como soma de ponto

com vetor.

E importante lembrar que um vetor tem infinitos representantes que sio os
segmentos orientados de mesmo méglo, mesma direcao e mesmo sentido. E, dentre
os infinitos representantes do vetor AB, o que “melhor o caracteriza” é aﬂlele que tem
origem em O e extremidade em P, ou seja, as componentes de um vetor A_B), calculadas
por meio de B — A, sao sempre as mesmas componentes do representante O P, em outras
palavras, as coordenadas de um vetor sao calculadas usando qualquer segmento orientado

que o representa.
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—
Exemplo 2.3 Determine as componentes do vetor i =AB com A = (4,-2,1) ¢ B =
(3,—2,-1).

Solucao:

Uu=B—-A=3-4,-2—-(-2),-1-1)=(-1,0,-2)
Exemplo 2.4 Encontre um vetor nao-nulo i com ponto inicial A = (—1,3,—=5) tal que

(a) @ tem a mesma dire¢io e sentido que U = (6,7, —3)

(b) u tem a mesma dire¢ao mas sentido oposto ao de v = (6,7, —3)

Solugao:

Seja B = (x,y, z), tal que:
_>
(a) T=AB= B - A=0= (z+1,y—3,2+5)=(6,7,-3)

Logox =5,y=10e 2 = —8.
—
Portanto @ =AB, com A = (—1,3,-5) e B = (5,10, —8).

—
(b) i=AB=B—-A=—7= (x+1,y—3,2+5) = (=6,-7,3)

Logox = -7, y=—4ez= -2
—
Portanto &« =AB, com A = (—1,3,-5) e B = (=7,—4,-2).

2.8 Multiplicacao de um vetor por um escalar

Definigao 2.3 Dado um vetor @ = (x,vy, 2), no R, e um nimero real (escalar) \, chama-

se de produto do vetor U pelo escalar \ (Figura 2.14), o vetor
U= M= \Nz,y,2) = (A\z, Ay, \2) (2.3)
4

No R?, de forma anéloga, para @ = (z,y), temos

U= = (Az, \y) (2.4)

4 Atividade de exploracdo no GeoGebra na Secdo 3.6
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Figura 2.14: Multiplicacao de um vetor por um escalar
Exemplo 2.5 Dados i = (2,—1,5) e ¥ = (3,1, —6), determine:
(a) u+v
(b) 3-u
(c) —v
(d) u—v
Solugao:
(a) u+v=1(2,-1,5)+ (3,1,—6)
(b) 3-u=3-(2,-1,5) = (6,—-3,15)
(c) —v=(-3,-1,6)

(d) @—T=id+(—7) = (2,—1,5) + (=3, —1,6) = (—1, —2, 11)

2.8.1 Combinacao linear de vetores

Se nenhum dos vetores @ e ¥ é miltiplo do outro, entdao todo vetor do plano se
escreve de uma tnica maneira como combinacao linear de u e ¥, isto é, para cada vetor

w existem \,u € R, determinados de forma tnica por w, tais que W = A\ + uv.
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Dados os vetores u e ¥ nao colineares e w um vetor arbitrario, todos contidos no
mesmo plano (coplanares), a Figura 2.15 mostra como é possivel formar um paralelogramo
em que os lados sdo determinados pelos vetores A\ e ut, portanto, a soma destes é o vetor

W, que corresponde a diagonal desse paralelogramo.

w

Figura 2.15: W = A\d + pv

Exemplo 2.6 Sejam © = (—3,1,2), ¥ = (4,0,—8) e W = (6,—1,—4), encontre os

escalares a, b e ¢ tais que a-U+b- U+ c-w = (2,0,4).

Solugao:
a-U+b-v+c-w = (2,0,4)
a(—3,1,2) +b(4,0,—8) + ¢(6,—1,—4) = (2,0,4)
(=3a+4b+ 6¢c,a — ¢,2a — 8b — 4c) = (2,0,4)
Logo,
—3a + 4b+ 6¢ = 2
a—c=20
2a —8b—4c =4
Resolvendo o sistema, obtemos a =2, b= —1¢ ¢ = 2.

2.8.2 Base canOnica

Uma outra forma de representar vetores no plano utiliza como base os vetores

cujas origens sdo a origem do plano cartesiano xy e extremidades nos pontos (0,1) e (1,0),
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conhecidos respectivamente como vetores ¢ e j, ou simplesmente representados por i e j,

conforme a Figura 2.16(a).

oy
y

")
") 2

k
J
0 .~ /7 y

o s X K
:
X
(a) No plano (b) No espago

Figura 2.16: Vetores de base canonica

A base formada pelos vetores i e j é chamada de base canénica. Conhecidos os
vetores i e j, de modulo 1, qualquer vetor « do plano cartesiano pode ser decomposto
segundo as direcoes de 7 e 7, ou seja, o vetor @ é obtido através de uma combinacao linear

(2.8.1) de ie 7, tal que @ = ai + bj, com a, b € R. Na Figura 2.3, temos @ = 3i + 2J.

Quando estivermos tratando com vetores no espaco tridimensional, vamos utilizar
como base os vetores cujas origens sao a origem do espaco cartesiano ryz e extremidades
os pontos (0,0,1), (0,1,0) e (1,0,0), constituindo, respectivamente, os vetores i jek,
denominada base canédnica, representados na Figura 2.16(b), ou simplesmente i, j e k.
Qualquer vetor @ = (a, b, ¢) pode entdo ser escrito como combinagao linear destes vetores,

pois

£
I

(a,b,c)

= (a,0,0)+ (0,b,0) 4+ (0,0,c¢)

— a(1,0,0) +b(0,1,0) + ¢(0,0,1)
= ai+ bj’%— ck.

Assim como no plano, qualquer vetor « do espago tridimensional pode ser decom-

posto segundo as direcoes de i j’e E, ou seja, U = ai + bj'+ CE, com a, b, c € R.

Um vetor « = ai+bj do plano pode ser representado como um vetor « = ai+bj+ck
do espaco tridimensional, para isso basta considerar a componente ¢ igual a zero, o plano

xy estd contido no espaco xyz.
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2.8.3 Paralelismo de dois vetores

Vimos no item (d) da Observacao 1.14.2 que se dois vetores @ = (x1,y1,21) €

U = (2, Y2, 22) sao paralelos, entao existe um niimero real A tal que @ = A7, ou seja,
(1,91, 21) = A2, Y2, 22) = (A2, AY2, A22).

Pela condicao de igualdade, segue que x1 = Ao, y1 = Ay € 21 = A2y, logo:

ﬂ:@:ﬁ:ﬂcom T2, Y2, 22 7 0). (2.5)
T2 Y2 Z2

Em outras palavras, dois vetores sao paralelos quando suas componentes forem

proporcionais.

Se uma das componentes de um vetor for nula, a componente correspondente de
um vetor paralelo também é nula. Considera-se o vetor @ = (0,0) paralelo a qualquer

vetor

—

Exemplo 2.7 Determine o valor de a e b para que os vetores i = (1,—2,a) e ¥ =

(a,—6,b) sejam paralelos.

Solucao:

Usando a equacao 2.5, temos

Da primeira igualdade obtemos a = 3 e da segunda igualdade, b = 9. Portanto os

vetores 4 = (1,—2,3) e U = (3,—6,9) sao paralelos.

2.9 Propriedades da multiplicacao por escalar

Dados A, 1 € R e para quaisquer vetores ¢ e v, temos:
(i) Auid) = ()it
(il) M@+ 7) = \u + 7,
(i) (A + p)u = \d + pa;

(iv) 1a =1u.
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2.10 Mo6dulo de um vetor em termos de componentes

Como vimos na Secao (1.11), o mdédulo ou comprimento do vetor 4 é o numero |
dado pelo comprimento de um segmento orientado representante de u e pode ser calculado

conhecendo-se as coordenadas cartesianas desse segmento orientado.

Sendo A = (x1,y1,21) € B = (2,1, 22) dois pontos do espaco, entao a distancia
H

entre os pontos A e B ¢ o modulo do vetor 4 =AB (Figura 2.17), logo:

d(A, B) = |i] = \/(x2 — 21)? + (Y2 — 1) + (22 — 21)? (2.6)

Az

2

"""""
res,

1
'
i
1
1
1
1
T
1
s
“ -

qqqqq
-----

L
-
R
LI

Figura 2.17: Moédulo de um vetor em termos de componentes

H
Se P = (z,y,2) é o ponto tal que & =OP (Figura 2.5), entao:
d(O,P) = |u] = Va2 +y% + 22 (2.7)

De forma anéaloga, para A = (x1,y1) e B = (x4, y2) dois pontos do plano, o médulo

do vetor « é:

d(A, B) =[] = /(22 — 21)* + (y2 — 91)? (2.8)

H
Se P = (x,y) é o ponto tal que & =0P (Figura 2.2), entao:

d(0, P) = || = /2% + 2. (2.9)
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Se @ = (x,y,z) e A um escalar qualquer, entdo o comprimento do vetor A\id é o

produto entre os moédulos de \ e u, ou seja:

| Al = [Alfal.

2.11 Angulo entre dois vetores

Sejam u e ¥ vetores nao-nulos do plano e suponha que estes vetores foram

posicionados de tal modo que seus pontos iniciais coincidem. Definimos o angulo entre
— —

@ e ¥ como sendo o menor angulo entre os segmentos AB e AC' representantes de u e v,

respectivamente. Denotamos por 6 a medida do angulo entre u e U, ver Figura 2.18.

g =
& - -
- i 7
(b) =0
u
-0
6
— -

—v v

(d) Angulos suplementares

Figura 2.18: Angulos entre vetores

Observacoes:

(a) Se 0 =, Figura 2.18(a), ¥ e ¥ tém a mesma dire¢ao e sentidos contrarios;
(b) Se 6 =0, Figura 2.18(b), @ e ¥ tém a mesma direcao e sentido;

(c) Sed = 7, e v'sdo ortogonais, Figura 2.18(c), e indica-se #Lv. Neste caso, o triangulo
OBC permite escrever |4 + v]? = |u]? + |0]%;
(d) O vetor nulo é considerado ortogonal a qualquer vetor;

(e) Se @ é ortogonal a ¥ e A é um namero real qualquer, @ é ortogonal a A\

(f) O angulo formado pelos vetores i e —% é o suplemento do angulo de @ e U, Figura
2.18(d).
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Exemplo 2.8 5 Na soma @ + ¥ = W, o vetor i tem mddulo igual a 30 m e um dngulo de
60° no sentido anti-hordrio em relacdo ao semi-eixo x positivo e o vetor W tem mddulo
de 38 m e dngulo de 15° no sentido anti-hordrio em relacao ao semi-eixo T negativo.

Determine:

(a) o mddulo de v.

(b) o dngulo de U em relagao ao semi-eizo x positivo.

Solugao:

/ 60°

s

Figura 2.19: Figura do Exemplo 2.8

(a) Pela Figura 2.11, temos:

o] = VIul? + |[w]? = 2ulfw| cos
= /302 4+ 382 —2-30-38 - cos(15° + 180° — 60°)
~ 62,90 m

(b) Sendo @ = (x1,41), U= (x2,y2), W = (x3,y3) e § o angulo de ¢ em relagdo ao
semi-eixo x positivo, temos:

v = W—u

(fzij) = (953 —X1,Y3 — yl)'

Observe que,
cos 60° = |le| = x7 = 30 cos60°
U
Y1

sin 60° = ﬂ = y; = 30sin 60°
U

5 Atividade de exploracao da Secdo 3.8
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cos 195° = % = 14 = 38cos 195°
w
Y3

sin 195° = H = y3 = 38sin 195°
w

Dai segue que, x5 = 38 cos 195° — 30 cos 60° e y, = 38sin 195° — 30 sin 60°. Logo,

tan 8 = tan(f — 180°) = i—z = (5 —180°) = arctan i—z

38sin 195° — 30 sin 60°

38 cos 195° — 30 cos 60°
= 37,71°.

= arctan

Portanto § = 37,71° 4+ 180° = 214, 71°

2.12 Produto escalar de vetores

Definigao 2.4 Se @ e v sao vetores no plano e 0 o dngulo entre estes vetores, entio o

produto escalar U - v € definido por:

U - U= |u]|v]cosb (2.10)

Para efeito de calculo, é desejavel ter uma equacao que dé o produto escalar de

dois vetores em termos dos componentes do vetor.

Sejam u = (x1,71) e v = (9, y2) vetores ndo nulos e 6 o angulo entre eles, conforme

Figura 2.20, pela Lei dos Cossenos, temos:

Figura 2.20: Produto escalar de vetores

H
| BC > = |ul® + |[v|* — 2|u| |v| cos 6. (2.11)
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—
Como vimos em (2.11(c)), BC= v — u, logo podemos rescrever (2.11) como,
Lo 2 2
[ul [l cos & = S (Jul” + [v]” = v —u[")
Substituindo
u-v = |u||v|cosb,
[ul* = 2 + 7,
o =a 4k o
v —ul® = (r2 — 21)* + (32 — 1)*
e simplificando, obtemos:
u-v= T1T2 + Y1Y2 (212)
De forma andloga, para @ = (x1,41,21) e U = (23, Y2, 22), obtemos:
U-U= T1T2 + Y1Y2 + 2122 (213)

Exemplo 2.9 Dados os vetores i = (2,—1,1) e ¥ = (3,—-2,4), calcule @ - V.

Solugao:

Para resolver basta utilizar a expressao cartesiana do produto escalar:

0-v=2-3+(-1)-(-2)+1-4=12.

Na Fisica encontramos uma aplicacao pratica para o produto escalar de dois

vetores, que ¢ o trabalho (w) realizado por uma forca (F) constante que atua sobre um

-

corpo e este sofre um deslocamento (d), ver Se¢ao A.1.

2.12.1 Obtendo o angulo entre vetores

Se u e U sao vetores nao nulos, entao pela equacao 2.10, podemos obter o angulo

entre estes vetores:

S
<y

cosf =

Exemplo 2.10 Calcular o dngulo entre os vetores:

=
=

(a) @=(1,3) eb=(—2,4);

(2.14)
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(b) @= (4,0,—4) e d = (0,—8,6).

Solugao:

Pela equacao 2.14, precisamos calcular o produto escalar, e 0 modulo de cada um
desses vetores:

(a)
i-b=1-(-2)4+3-4=10 (212)

@ =V12+32 =10  (2.9)
b = /(=22 +42 =20  (2.9)

b

Para cos = ——, temos:

ST

B

10 V2

J10-v20 2
f = 45°

cos =

(b)
C-d=4-040-(=8)+(—4)-(6)=—24  (2.13)

A =2 +02+(—4)2=V32 (2.7

jd] = /02 + (—8)2 + 62 = V100  (2.7)

-

—

C
Para cos = ——, temos:

c] |d|
/ —24 -3
COS = =
V32-v/100  5v2
6 ~ 115,1°

Observacoes:

Na equacao 2.10, o sinal de @ - ¥ € o mesmo de cos 6, logo:
(i) “-7>0&cos0>00<0<7
(ii) “- 1< 0&cosf <07 << 7

(iii) - V=0 cos0 =00 =7

Esta tltima afirmacao estabelece a condigdo de ortogonalidade (perpendiculari-

dade) de dois vetores, ou seja, dois vetores @ e ¢ s30 ortogonais se, e somente se, 4 -0 = 0.
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Para indicar que @ e U sao ortogonais, escrevemos 4 L . O vetor 0 é ortogonal a todo

vetor, isto ¢, 0 - @ = 0 para todo .
Exemplo 2.11 Mostre que o vetor @ = (a,b) € perpendicular & reta ax + by + ¢ = 0.

Solugao:

Sejam A = (z1,y1) e B = (x9,y2), pontos distintos pertencentes a reta dada, logo

(i) ary +by1 +¢c=0

(ii) ax2+by2 +c=0

— —
Como o vetor AB= (xo—x1,y2—y1) é paralelo a reta, entdo devemos mostrar que « L AB,

H
ou seja, U~ AB. Subtraindo as equagoes (ii) por (i)
a(xe — 1) + by —11) =0
que pode ser escrito como

H
(a,b)(x2 — 21,92 — 1) =0 & u- AB

2.12.2 Propriedades do produto escalar

Set = (1,11, 21), U= (22, Y2, 20) e W = (x3, Y3, 23) s20 vetores do espaco cartesiano

tridimensional e A um escalar, entao:

~~
o
<

p——g
]
£y
Il

=

Proposicao 2.1 (Desigualdade de Schwarz)

|- 0] < |l | ]

Se 4 ou U é nulo, é imediato, pois ambos os membros se anulam. Se @ # 0 e ¥ # 0,

entao a desigualdade de Schwarz resulta imediatamente de

]
<y

cosf = e |cosf| < 1.

=
=i
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Observe que a igualdade vale se, e somente se, |cosf| = 1, com § = 0 ou 0 = ,

que implica em @ e ¥ tendo a mesma direcao.
Proposicao 2.2 (Desigualdade triangular)
| + v < |u] + [0
Essa proposi¢ao confirma a propriedade geométrica segundo a qual, em um
tridngulo, a soma dos comprimentos de dois lados (]i|+|7|) é maior do que o comprimento

do terceiro lado (|@ + ¢]). A igualdade somente ocorre quando i e ¢ forem paralelos e de

mesmo sentido.

2.13 Produto vetorial

Para vetores no espaco tridimensional, é possivel definir um produto entre vetores

cujo resultado é um vetor.

Definicao 2.5 O produto vetorial de dois vetores, U = (x1,y1,21) e U = (T2,Y2,22), € 0

)

vetor indicado por U X U, onde:

ﬁxU:<

2.13.1 Caracteristicas do produto vetorial

B oz

Ya 22

Tr1 21| [T1 W1

T2 Y2

) Y

T Z2

<l
X
<

=

- =

—(WUx?) =B xi

Figura 2.21: Produto vetorial
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(i) Direcgao: @ x ¥ tem dire¢ao perpendicular ao plano determinado por 4 e ¢ (Figura
2.21).
Demonstracao:

Vimos no item (iii) das Observagoes 2.12.1 que se dois vetores sdo ortogonais
(perpendiculares), entdo o produto escalar deles é zero, como @ X U é perpendicular ao

plano determinado por @ e ¥, devemos mostrar que 4 X ¥ é ortogonal a # e a ¥, em outras

palavras, (4 x ¥) - =0e (4 x ¥) - v = 0. Observe que:
(AN 1 21| |1 YN

(U xv)-u = ( >-(x1,y1,21)
Y2 22 Ty Y2

= (9122 - ?J221)$1 - (%22 - xgzl)yl + (%?JQ - $2y1>21

Y Y

T2 22

= T1Y1R2 — T1Y221 — T1Y122 + Tay121 + T1Y221 — Tay121 = 0

De forma anéaloga, demonstra-se que (4 x ¢) - v = 0. Logo, 4 X ¥ é ortogonal a 4
e . |

(ii) Sentido: u x ¥ tem sentido determinado pela “regra da mao direita” (Figura 2.22).
Sendo 6 o angulo entre @ e ¥, suponhamos que @ (1° vetor) sofra uma rotacao de
angulo 6 até coincidir com vU. Se os dedos da mao direita forem dobrados na mesma

direcao de rotacao, entao o polegar estendido indicara o sentido de « x v.

Figura 2.22: Regra da mao direita (Fonte: [31])

Observemos que so6 seré possivel dobrar os dedos na direcao ¢ para @ se invertermos
a posicao da mao, quando entao o dedo polegar estard apontando para baixo. Como o
vetor ¥ X @ tem a mesma dire¢io de @ x ¥ (apenas seus sentidos sdo opostos), ele também

é ortogonal aos vetores U e U.
(iii) Médulo: Se 6 é o angulo entre @ e ¥ nao-nulos, o modulo de 4 x ¥ é dada por:

@ x 7] = |@]||7] sin 6. (2.15)
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2.13.2 Produto vetorial nulo

O produto vetorial é nulo, @ X ¥ = 0, quando um dos vetores for nulo ou quando
os vetores forem paralelos, isto é, sendo 6 o angulo entre esses vetores, sinf = 0 o que

ocorre para 6 =0 ou 0 = 7.

2.13.3 Interpretagao geométrica do produto vetorial

Observemos o paralelogramo ABCD (Figura 2.23) determinado por @ e ¥, a medida

da base é |d]. Do tridngulo ABE, obtemos a altura:

h
sinf = ﬁ = h = ’17’ sin 8.
v

Figura 2.23: Paralelogramo ABCD

A area P do paralelogramo ABCD é, portanto,

P = (base)(altura) = |d||v|sinf = |u x v (2.16)

Da geometria elementar sabemos que a area T' do triangulo ABD corresponde a
metada de P, ou seja,
_|ax ]
2

T

(2.17)

Exemplo 2.12 Sendo A = (1,2,0), B = (2,3,1) e C = (1,0,4), pontos no espaco R?,

determine:

(a) A drea do triangulo de vértices ABC;

(b) O ponto D de tal forma que ABCD seja um paralelogramo;

(c) A drea do paralelogramo ABCD.
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Solugao:

Figura 2.24: Triangulo ABC

Pela Figura 2.24, temos:

(a)
- [ ABx AC|  [2-1,3-2.1-0)x (11,0~ 2,4~ 0)|
B 2 n 2
. |<17171> X (07_274)| _ ’(67 _47_2>| o |2(37_27_1)’
- 2 N 2 o 2

= |(3,-2,-1)| = v+ (2P + (-2 = VI

(b) Considerando D = (a, b, ¢), temos
— — —
BA+ BC = BD
(—1,-1,-1)+ (~=1,-3,3) = (a—2,b—3,c—1)

Pela igualdade obtemos, a = 0, b = —1 e ¢ = 3, portanto, para que ABCD forme um

paralelogramo, D = (0, —1, 3).

(c)

—  —

P=|AB x AC | = 2T = 2V/14

2.13.4 Propriedades do produto vetorial

(i) uxv = —(Ux1w), ou seja, os vetores i X ' e U'x i sao opostos (Figura 2.21), pois a troca
de ordem dos vetores no produto vetorial v x @ implica na troca de sinal de todos

os determinantes de ordem 2, isto é, troca de sinal de todas as sua componentes;
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2.14 Produto misto

O produto misto de @ = (z1,y1,21), U = (T2,Y2,22) € W = (x3,Ys3,23) pode ser

calculado a partir da equacao:

rr Y1z
U-(Ux W)=y yo 2 (2.18)
T3 Yz =3
Demonstracgao:
S s o Yo 22 T Z2| [T2 Y2
w-(Uxw) = (x1,p1,21) ,— ,
Ys Z3 T3 Z3| |3 Y3
Yo 22 Tg 22 T2 Y2
= T — Y1+ 21
Ys Z3 T3 Z3 T3 Y3
I Y1 21
= |T2 Y2 =2
T3 Ys Zz3

2.14.1 Interpretagao geométrica do produto misto

Geometricamente, o produto misto (@ x ¥) - & é igual, em moédulo, ao volume do
paralelepipedo de arestas determinadas pelos vetores nao-coplanares u, U e w. A area da

base do paralelepipedo é |u x v.

UXT
‘ - e - e e e B S e o
'-"’ F4 ‘_-‘— ¥
L BT G
i maimtmcece, TS o R, | R ——— T 7
f1-
] / ! /
w 7 / 7
; ! /
h< oy / / ¥
U - - - f——— —
0 f T T
Fuale™”
. -...“-

Figura 2.25: Volume do paralelepipedo
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Seja 6 o angulo entre w e ¥ x U (Figura 2.25). Como 4 X U é ortogonal a base, a

altura h serd paralela a ele, logo

E necessario considerar o valor absoluto | cos |, pois 6 pode ser um angulo obtuso.

Entao, o volume V do paralelepipedo ¢ dado por

V' = (area da base)(altura) = |t x U||w|| cos 0| = ||u x v||w|cosb)|.

Da Definig¢ao 2.4, temos:

V=|(@x7)-a@ (2.19)



Capitulo 3
Atividades de exploracao

Neste capitulo sao apresentadas atividades interativas e exploratoérias desenvolvi-
das com o auxilo do software GeoGebra, em aplicacoes envolvendo o conteudo estudado
nos capitulos anteriores. Vamos descrever a seguir, um roteiro de como podemos montar
essas atividades, que recomendamos serem feitas com os alunos do Ensino Médio no
laboratoério de informatica. Essas atividades tém como um de seus objetivos, envolver os
alunos na construgao do seu proprio conhecimento matematico. As principais referéncias

usadas neste capitulo foram [9], [16] e [18].

3.1 Segmento orientado

Vamos construir uma reta com o auxilio das ferramentas do GeoGebra e, sobre

—
ela, determinar um segmento orientado AB.

(a) Localize e selecione! o icone =\(Reta definida por Dois Pontos) na barra de ferra-
mentas, clique em dois lugares diferentes da area grafica do GeoGebra (Janela de

Visualiza¢ao) definido a posi¢do dos pontos A e B, obtendo assim a reta a;

—
(b) Para criar o segmento orientado AB, devemos selecionar < ( Vetor Definido por Dois

Pontos) em " e em seguida clicar nos pontos A e B respecitivamente;

c¢) Para interagir com a figura, basta selecionar %.(Mover) e arrastar® os pontos pela
g g

Janela de Visualizacao.

N
O professor pode solicitar que os alunos observe a direcao e o sentido de AB na

reta a, promovendo questionamentos como:

IPara clicar ou selecionar em um item, aponte para ele na tela e pressione e solte o botdo principal
do mouse (normalmente o da esquerda)

’Para arrastar um objeto, aponte para ele na tela, mantenha pressionado o botdo principal, mova o
objeto para outro local e solte o botao.

47



Atividades de exploragao 48

e Qual a direcao da reta e do segmento?

e Em uma reta na direcao horizontal (paralela ao eixo z), podemos ter quantos

—>
sentidos distintos para AB?

Uma outra forma de criar esse segmento orientado (item (b) acima), é através da
barra de Entrada digitando o comando Diregaola], onde a representa o nome da reta
(Figura 3.1).

ar

Entrada: Diregéol[a]

= |

Figura 3.1: Comando Direcao

3.2 Segmentos orientados equipolentes

Nesta atividade vamos construir alguns segmentos equipolentes a um segmento

—)
orientado AB:

(a) Para facilitar a marcagdo de pontos com coordenadas inteiras, podemos dividir a
Janela de Visualizagcao em uma malha de linhas tracejadas que passam exatamente
nos valores inteiros dos eixos ordenados xQy, para isso basta clicar com o botao

K wama (Malha) uma outra

forma para exibir a Malha ¢é através do icone |* que fica no canto superior esquerdo

direito do mouse na Janela de Visualizacao e selecionar

da Janela de Visualizacao;
(b) Clique no icone =" e selecione * (Vetor Definido por Dois Pontos);

(c) Na Janela de Visualizagao, clique em um lugar qualquer para obter ponto A e depois
—)

em outro lugar obtendo B e consequentemente o vetor @ =AB;

(d) Selecione *".(Novo Ponto) para desenhar mais pontos e assim construir outros
E—
segmentos orientados além de AB, clique na Janela de Visualiza¢do para determinar

0s pontos iniciais dos novos segmentos orientados;
. . o . /f
(e) Selecione o icone == (Vetor a Partir de um Ponto) em =~

—
(f) Clique em um ponto e em seguida no vetor & =AB. Repita esse procedimento para

cada um dos pontos iniciais (Figura 3.2);

(g) Repita o passo (c) da Secao 3.1.
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7 GeolGebra

Arquivo Editar Exibir Opcdes Ferramenias Janela Ajuda
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Figura 3.2: Representantes do vetor ¢ no plano cartesiano

—
Ao movimentar os pontos extremos de AB, percebemos que os outros segmentos

—
orientados mantém o mesmo comprimento, direcao e sentido de AB, ou seja, sao vetores

—)
dependentes de AB.

E importante levar o aluno a perceber que de qualquer ponto do plano que contém
—).
o segmento AB é possivel determinar um segmento equipolente a este, compreendendo

isto podemos apresenta-lo o conceito de vetor (Definigao 1.4).

3.3 Desenhando o representante natural de um vetor

Para construir um vetor « no GeoGebra conhecendo-se as componentes x e y desse

vetor, por exemplo (1,2), basta digitar na Barra de Entrada a expressao u = (1,2) (com

a letra u mintscula, pois se for maituscula, o GeoGebra criard o ponto U de coordenadas

(1,2) em vez do vetor) e teclar “Enter”. Obtendo assim o vetor @ com ponto inicial na

origem do plano ortogonal, (0,0), e ponto final em (1,2), ver Figura 3.3.

Entrada: u=(1,2)

=

Figura 3.3: Construcao de um vetor dado suas componentes x e y
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Ao selecionar %. é possivel mover o vetor pela Janela de Visualizacdo, para isso
basta clicar e arrastar o vetor. Como atividade o aluno pode ser orientado a fazer algumas

experimentagoes no GeoGebra que auxiliard na compreensao da Definicao 2.1:

e Movendo o vetor @ = (2,1) de tal forma que seu ponto inicial seja deslocado 3
unidades para a direita pelo eixo das abscissas, o que acontece com as coordenadas

do seu ponto final?

e Movendo o vetor @ = (2,1) de tal forma que seu ponto inicial seja deslocado 3
unidades para a cima pelo eixo das ordenadas, o que acontece com as coordenadas

do seu ponto final?

e Movendo o vetor @ = (2,1) de tal forma que seu ponto inicial seja deslocado 2
unidades para a esquerda pelo eixo das abscissas e 1 unidade para baixo pelo eixo

das ordenadas, o que acontece com as coordenadas do seu ponto final?

e QQue expressao matematica representa as coordenadas do ponto final do vetor w =
(2,1) ap6s um deslocamento de a unidades pelo eixo das abscissas e b unidades

pelo eixo das ordenadas?

3.4 Adicao de vetores

Iremos descrever o procedimento para verificar, de forma dinamica, a soma de dois
vetores através da regra do paralelogramo (1.9).
(a) Construa dois vetores @ e ¥ repetindo os passos (b) e (¢) da Segao 3.2;
(b) Selecione *. e clique na origem do sistema ortogonal, obtendo o ponto (0, 0);

(c) Repita o passo (e) da Segdo 3.2 para construir os representantes de @ e ¥ com ponto

inicial em (0, 0), obtendo assim os representantes naturais z e w, respectivamente;
(d) Na Barra de Entrada digite u4v, obtendo o vetor w equivalente a soma 4 + 7,

(e) Selecione —(Reta Paralela) em - e clique no ponto final de @ e em seguida na linha
do segmento orientado de ¥ ou Z, agora clique no ponto final de Z e na linha do

segmento orientado de o ou w;

(f) Repita o passo (c) da Secao 3.1.
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Para mostrar a soma através da regra do triangulo (ver 1.8), basta alterar o

passo (e) da seguinte forma:

(e) Repita o passo (e) da Secao 3.2 para construir o representante de « a partir do ponto

final de w ou o representante de ¥ a partir do ponto final de Z2.

O professor deve deixar que os alunos explorem as construgoes por algum tempo.
Em seguida, sugira alguns vetores para serem somados como exercicio e no final verifique

se os alunos concluiram, com éxito, a determinacao da soma de dois vetores.

3.4.1 Propriedade associativa

(a) Vamos visualizar graficamente a adigdo de trés vetores, com a ajuda do GeoGebra,
iremos construi-los através do icone < na Janela de Visualizacdo, de preferéncia que
nenhum desses vetores tenham a origem dos eixos ortogonais como ponto inicial; o
software nomeia automaticamente os trés vetores como 1, U e w representados pelos

—  — —
segmentos orientados AB, C'D e EF, respectivamente;

(b) Repita o passo (b) da Secao 3.4, para obter o ponto G;

(c) Vamos determinar os representantes dos vetores i, ' e w, para isso siga o passo (e)

da Secao 3.2 e clique no Vetor U e 1o ponto GG, obtendo assim GG” AB clique em
U e no ponto GG, obtendo G’G”—CD

(d) Pela Defini¢do 1.6, podemos determinar a @ + v, selecionando “ e clicando nos
— — —
pontos G e G, temos GG"=GG" + G'G";

X - . . — —
(e) Selecione o icone == e clique no ponto G” e no vetor W, obtendo EF=G"G";

— —
(f) Para determinar a soma (@ + ¥)) + ), basta fazer GG” + G"G", para isso selecione

" e clique nos pontos G e G

Para mostrar geometricamente @ + (v + @), devemos determinar o primeiro vetor
g g
U+ W que tem ponto 1n1c1al G' e ponto ﬁnal G" usando <~ e c clzcando em G' e G,
nessa ordem, obtemos G’G’” G/G” G”G’” Observe que GG’ + G’G”’ equivale a
U+ (U + o) (Figura 3.4).
— — —
Ao mover os pontos extremos de AB, CD e EF, verifica-se essas somas para outros

casos particulares.



Atividades de exploragao 52
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Figura 3.4: Propriedade associativa da adigao

3.5 Simétrico de um vetor dado

Apos construir um vetor no GeoGebra, o simétrico deste é determinado digitando
na Barra de Entrada o sinal de menos (-) seguido da letra que representa o vetor e teclar

“Enter”.

E importante observar que o vetor e o seu simétrico sao diferentes apenas no sentido

e comparando as suas coordenadas verificar também a simetria de suas componentes.

3.6 Multiplicacao de vetor por um escalar

(a) Repita os passos (a) e (b) da Secao (3.2);

(b) Clique na origem dos eixos ortogonais e em um outro lugar da Janela de Visualizagao,
—).
obtendo @ =AB;

(c) Vamos criar um Controle Deslizante clicando no icone == e na Janela de Visualizagao,
ao fazer isso abrird uma janela com a configuracao desse controle, deixe o nome do

controle como a e clique no botao Aplicar;

(d) Na Barra de Entrada digite a*u e tecle Enter.

Ao selecionar %. e arrastar o controle deslizante a obtém-se o vetor ¥, miltiplo

de u. Na Figura 3.5, movemos o controle deslizante para a = 3 gerando assim v = 3.
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Figura 3.5: Multiplicacao de vetor por escalar

Para promover descobertas, o professor pode sugerir que os alunos explorem

recursos como arrastar:

e 0s pontos extremos do vetor w, construindo assim novos vetores, e observar o

comportamento (dire¢do, sentido, modulo) de um determinado multiplo de ;

e o controle deslizante a para valores sugeridos pelo professor ou aleatério pelo
estudante e comparar as coordenadas do vetor « com os seus multiplos, para que o

mesmo possa obter e compreender a expressao 2.4.

3.7 Representacao grafica do Exemplo 1.3

As ferramentas necessérias para verificar, em alguns casos particulares, a afirmacgao

do Exemplo 1.3 sao as seguintes:

(a) Selecione = (Poligono) e desenhe um triangulo;
(b) Clique em =", e selecione =" (Ponto Médio ou Centro);

(c) Determine o ponto médio D clicando nos vértices A e C. Repita esse procedimento

para determinar o ponto médio E entre os vértices B e C;

(d) Clique em =", e selecione «";
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(e) Construa o segmento DE clicando nos pontos D e E;

(f) Repita o passo (c) em 3.1.

Ao arrastar os vértices do triangulo, obtemos outros casos particulares e observando
as medidas dos segmentos AB e DE, que na Figura 3.6 sao ¢ e d, respectivamente,
—

—)
percebemos que DE= ATB

Para verificar se DE // AB podemos selecionar — (Reta Paralela), clicar no
segmento DE e em seguida no vértice A ou B, observemos que o segmento AB pertence

A reta paralela a DE.

€77 GeoGebra =ARE X
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Figura 3.6: Base média de um triangulo

3.8 Representacao grafica do Exemplo 2.8

(a) Repita o passo (b) da Secao 3.4;

(b) Determine o ponto B = (30,0) e C' = (—38,0), caso os pontos nao aparecam na
Janela de Visualizagao, altere o Zoom girando a roda que fica entre os botoes do

mouse;

(¢) Selecione, no icone <, a ferramenta <~ (Angulo com Amplitude Fiza) em seguida
clique nos pontos B e A nessa ordem, onde aparecera uma janela em que informamos
a amplitude do angulo (60°) e o sentido (anti-horario), obtendo assim o ponto B’
que sera o ponto final do vetor @. Repita esse procedimento para obter o ponto C’

que serd o ponto final de ;
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(d) Repita o passo (b) da Se¢ao 3.2;

—  — —
(e) Desenhe os vetores AB’, B'C" e AC’, representantes, respectivamente, dos vetores 1,

U e W, observe que U + U = w;

(f) Para determinar o modulo do vetor o, basta digitar na barra de Entrada o comando
Comprimento|v], Na Janela de Algebra aparecera o nimero a=62,9, ou seja,
0] = 62,9;

(g) Para determinar o dngulo de ¢’ em rela¢ao ao semi-eixo = positivo, devemos primeiro

obter o representante natural de ¥, para isso, repita o passo (e) da Se¢ao 3.2;

(h) Clique no vetor ¢ e no ponto A, nessa ordem, para obter o vetor 2 = 9. Selecione 4,
(Angulo) e clique nos pontos B, A e A’ (ponto final de Z), respectivamente, obtendo

assim o angulo v = 214, 71°.



Capitulo 4
Consideracoes finais

Procuramos com este trabalho analisar as possibilidades de como o professor de
matemaética pode contribuir com o ensino-aprendizagem de vetores no ensino médio,
este componente curricular oferece a possibilidade de promover a interdisciplinalidade
entre Fisica e Matematica como podemos ver no Apéndice A. Além disso é possivel fazer

articulacoes entre topicos tipicos da matematica como algebra e geometria.

As atividades de exploracao do Capitulo 3, foram planejadas de forma que
conceitos e propriedades sejam investigados pelos educandos, através de ferramentas do

GeoGebra como construir e mover elementos graficos para observar padroes.

No laboratério, o papel do professor é o de intermediador do aprendizado, desper-
tando no estudante habilidades como a curiosidade, a investigagao e a criatividade, que sao
fundamentais para desenvolver um ambiente de aprendizagem significativo e prazeroso.
Para isso é essencial que o professor conheca as funcionalidades do computador como

recurso pedagogico, bem como o software a ser utilizado para este fim.

Sabemos que o curriculo béasico no Ensino Médio é extenso, por isso a nossa
proposta nao ¢é acrescentar um novo componente curricular aos livros didaticos de
matematica do ultimo ano da educagao bésica e sim de promover uma reflexao de como o
professor de matematica pode contribuir com o ensino de vetores, para isto é importante
um planejamento interdisciplinar. Alguns dos topicos de matematica estudados pelos

alunos no 3° ano do ensino médio podem ser vistos sob a 6tica dos vetores:

e Geometricamente, a distancia de dois pontos na geometria analitica e o médulo de

um nimero complexo é equivalente ao médulo de um vetor (Segao 2.10);

e Para determinar o argumento de um niimero complexo, o estudante pode fazer como
em 2.12.1, determinando o angulo entre o vetor dado pela representacao geométrica

do nimero complexo e o vetor @ = (1,0).

o6



Apéndice A

Aplicacoes de vetores

A.1 O trabalho realizado por uma forca

O produto escalar é uma importante ferramenta mateméatica para a Fisica, uma

vez que intumeras grandezas fisicas sao definidas com seu emprego, como o trabalho.

O trabalho realizado por uma forca constante F ao longo de um determinado
deslocamento d ¢ definido como o produto escalar desta forca pelo deslocamento efetuado

pelo corpo no qual a forca esta aplicada.

Pode-se observar que a componente da forca F que realiza o trabalho é F, paralela

—
ao deslocamento AB= d, conforme mostra a Figura A.1. Logo

|Fe| = | F| cos,
onde 6 é angulo entre a forca e o deslocamento.

Fy

Figura A.1: Componentes F, e F), da forca F

A grandeza fisica trabalho, notada por W, é uma grandeza escalar e tem como

unidade no Sistema Internacional (SI) o joule, notada por J. A expressdo para o calculo

a7
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do trabalho W é, pela Definicao 2.10:

W=F-d ou W = |F||d| cos§ (A.1)

1J = 1N - 1m (1 Newton vezes 1 metro)

A.2 O torque

Na fisica o produto vetorial representa o torque 7. Torque é uma palavra que vem
do latim e significa torcer, pode ser identificada como a acao de girar ou de torcer de uma
forca. Quando usamos o saca-rolha para abrir uma garrafa de vinho estamos aplicando
uma forca F sobre ele, fazendo-o girar para penetrar na rolha, o braco do saca-rolha, que

vai do centro até a extremidade, é chamado de alavanca e corresponde a um vetor 7.

O torque é uma grandeza vetorial e estd relacionada com a possibilidade de um
corpo sofrer uma torcao ou alterar seu movimento de rotacdo. A equacao para o célculo
do torque é:

F=7xF. (A.2)

Em moédulo, o torque é dado como visto em 2.15, ou seja, sendo 6 o angulo entre
Ry , temos:

17| = ||| F|sin 6 (A.3)



Apéndice B
Problemas

Problema B.1 Calcular o trabalho realizado pelas forcas constantes, ﬁ, P_’;, Fy eP

(Figura B.1) e pela forca resultante, para deslocar o bloco de A até B, sabendo que |ﬁ\ =
— — — — — —

10N, |Fy| =8N, |Fy| = 3N, |P| = 3N, d=AB e |d| = 10m.

—

Fy
A
15; - >
o ——o—
Y A d B
P

Figura B.1: Problema 1
Solugao:

W = |F||d] cos 6.

Como 6 = 0 (angulo entre F e d), vem Wp = (10N)(10m)(1) = 100.J.
Wi, = | Fyl|d] cos .

Como 6 = 7 (angulo entre F, e d), vem Wy, = (8N)(10m)(—1) = —80.J.

Wp = | PJ|d] cos 6.

29
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Como 6 = 7 (angulo entre P e d), vem Wp = (3N)(10m)(0) = 0.J.
Wg, = | Fy||d] cos .

Como 6 = 7 (angulo entre Fy e d), vem Wg, = (3N)(10m)(0) = 0.J.

Neste problema, o trabalho resultante Wx das quatro forcas pode ser calculado de

duas maneiras:
(a) pela soma algébrica dos trabalhos realizados pelas forcas:
Wr=Wp+Wg, + Wp+ Wpg, =100J —80J 4+ 0J 4+ 0J = 20J
(b) pelo trabalho realizado pela forca resultante fR:
F} = F+ F:z + P+ fN
Como P + Fy = 0, conclui-se que |ﬁR] = 2N, logo,
Wr = |Fgl|d] cos 6 = (2N)(10m) cos 0 = 20.J

Problema B.2 Calcular o trabalho realizado pela forca F para deslocar o corpo de A até
5 —
B (Figura B.2), sabendo que |F| = 10N, | AB | =20m e 0 ~ 36,9°.

F

Figura B.2: Problema 2

Solucao:

O trabalho realizado pela forca F pode ser calculado por:

L —
W = |F|| AB |cos® = (10N )(20m)(cos 36,9°) =~ 160.J.
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Problema B.3 Uma estacao de radar detecta um missil que se aprozima do leste (Figura
B.3). Ao primeiro contacto, a distincia do missil é 3.600 m, a 40° acima do horizonte.
O missil € sequido por 123° no plano leste-oeste, e a distincia no contacto final era de

7.800 m. Ache o deslocamento do missil durante o periodo de contato com o radar.

Figura B.3: Fonte: http://efisica.if.usp.br/mecanica/basico/vetores/exercicios/

Solucao:

Na Figura B.4, temos: |u| = 3.600 m, |[v| = 7.800 m, f = 123° e |w| & o que

queremos calcular.

C

Figura B.4: Esboc¢o do Problema B.3

Aplicando a formula 2.11 no triangulo ABC"

wl = V[ul? + [v]* — 2Jullv] cos B
= V/3600% + 78002 — 2 - 3600 - 7800 - cos 123°
~ 10217 m

Problema B.4 Uma formiga estd no vértice A de um prédio que tem o formato de um

paralelepipedo reto-retingulo, de altura h, largura y e comprimento x, conforme a figura
ao lado.
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FEssa formiga deve passar pelos pontos B e M (ndo

necessariamente nessa ordem), com M sendo ponto médio

da aresta a que ele pertence, e terminar seu percurso

go

no ponto C, sempre percorrendo, entre dois pontos, o
segmento de reta que os une. FEssa formiga, entao, tem
duas opg¢oes de caminho: I

Caminho 1: passando primeiro por B, depois por M e

finalmente chegando a C.

Caminho 2: passando primeiro por M, depois por B e

chegando a C.

Considere os sequintes casos:

1° caso: h = 40m, x = 60 m ey = 30 m.
2° caso: h = 30 m, x = 80 m ey = 40 m.
3% caso: h = 20m, x = 10mey =5 m.

Em qual ou quais casos o caminho 1 € o mais curto?

Solucao:

Representando o prédio em um eixo ortogonal xyh obtemos a Figura B.5:

gu

Figura B.5: Figura do Problema B.4 em um plano ortogonal

Logo A = (2,0,0),B = (x,y,h),C = (0,y,h) e M = (5,0,h). O percurso da
— — — — — —
formiga, no caminho 1, é | AB |+ | BM |+ | MC |e | AM |+ | MB | +| BC |,
— — — —
no caminho 2. Como | BM | = | MB |, devemos verificar apenas | AB |+ | MC | e
—

H
AM |+ | BC'|. Observe que nos 3 casos x=2y, dai segue que:
g

AB= (x—x,y—O,h—O)z(O,y,h)
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—

— —
Consequentemente, temos | AB | = [(0,y,h)| = |(—y,0,h)| = | AM |. Portanto devemos
— —

comparar apenas | MC' | com | BC' |:

| MC | = /()7 + 2 = V2
|BC | = V(—297 = 2

Assim, concluimos que o caminho 1 é mais curto em qualquer um dos 3 casos dados.

Problema B.5 Uma aplicacao importante para o sistema de coordenadas tridimensionais
€ a modelagem de solidos por computador. Um arquiteto projetou, em seu computador,
um telhado para a cobertura de uma casa, na forma de um poliedro cujos vértices sao
os pontos E = (1,2,3),A = (0,0,0), B = (2,0,0),C = (2,4,0) e D = (0,4,0), num
sistema de coordenadas com as unidades em metros. Qual o volume, em metros cibicos,

do poliedro que representa esse telhado?

Solucao:

Do enunciado, temos a Figura B.6, que corresponde a uma piramide de base ABCD.
— — —
Sendo @ =AB= (2,0,0),7 =AD= (0,4,0) e W =AF= (0,0, 3), temos que a area da base

~

Figura B.6: Poliedro que representa o telhado

¢ dado por u X U e a altura equivale a w. Logo o seu volume é:

2
1 1

o ok o

w o o
I
o0

Portanto o volume do poliedro ¢ 8m?3.
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Problema B.6 (Cesgranrio-RJ) No cubo da figura, o dngulo entre AD e AF wale:
a) 15° H G

b) 50°

c) 45°

d) 60° >

e) 90° A B

Solucao:

Consideremos a a medida das arestas do cubo, da Figura B.7, temos:

Y

Figura B.7: Cubo de arestas a

— —
DA= (a,0,0) e AF= (a,a,a) — (a,0,0) = (0,a,a). Sendo 0 o angulo entre os
— —

vetores DA e AF, pela formula 2.14,

DA - AF 0+0-a+0
: 0 DFD a0 5 g—gp

cos ) = =
| DA || AF | Va2y/a? + a?
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