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RESUMO

Este trabalho apresenta Tépicos de Aritmética, relacionados com o estudo da divisao,
para aplicacdo em sala de aula no Ensino Médio, cujo o propdésito é buscar o apro-
fundamento dos conhecimentos de aritmética que os alunos adquirem no Ensino Fun-
damental. Iniciamos com a abordagem das principais propriedades dos divisores, o
algoritmo da divisdo e o lema dos restos. Em seguida, estudamos os ntimeros pri-
mos com especial atencdo ao Teorema Fundamental da Aritmética, de importancia
capital na obtencdo de muitos resultados importantes nesse texto. Mais adiante, sdo
apresentadas as defini¢des de méximo divisor comum e minimo multiplo comum bem
como as caracterizagdes, propriedades e a interpretacdo geométrica. Como proposta
de continuidade aos estudos sobre divisdo no Ensino Médio, apresentamos um es-
tudo elementar sobre as congruéncias médulo m e sua aplicagdo na demonstracdo dos
critérios de divisibilidade. Por fim, expomos um relatério de aplicagdo dos tépicos

desse trabalho em sala de aula.

Palavras-chave: Aritmética. Ensino. Divis3o.



ABSTRACT

This paper presents arithmetic topics related to the study of the division, for use in the
high school classroom, whose purpose is to seek further knowledge of arithmetic that
the students learn in elementary school. We begin with the approach of the main pro-
perties of divisors, the division algorithm and the motto of the remains. Then we study
the prime numbers with special attention to the fundamental theorem of arithmetic, of
paramount importance in achieving many important results in this text. Further down,
the definitions of greatest common divisor and least common multiple and the cha-
racterizations, properties and geometric interpretation. As a proposal for continuing
the studies of division in high school, we present an elementary study about the con-
gruence module m and its application in demonstrating of the criteria for divisibility.
Finally, we expose an implementation report of the topics of this paper in the classroom.

Keywords: Arithmetic. Education. Division.
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1 INTRODUGAO

O ensino da Aritmética, em especial 0 ensino das operagdes elementares e suas
propriedades, iniciado no Ensino Fundamental é essencial para o entendimento dos as-
suntos de Matemaética ensinados em séries posteriores. Dentre as operagdes aritméticas
bésicas, a mais dificil para a compreensdo dos alunos é sem duvida a divisdo, pois o
seu ensino exige o dominio das demais operagdes elementares bem como dominio de
ideias associadas a prépria divisdo. Com o intuito de ajudar a sanar esse obstaculo,
foi preparado esse trabalho, que consiste em um manual de Aritmética Bésica com
especial atengdo ao estudo da divisdo e suas propriedades que pode ser utilizado pelo
professor para enriquecer sua pratica pedagogica em sala de aula.

No atual sistema, o ensino da Aritmética é iniciado e exaurido ainda no 3° ciclo
do Ensino Fundamental. Nessa etapa do ensino, a Aritmética é ensinada apenas
visando as técnicas operacionais. Esse sistema de ensino é justificado pela necessidade
de melhorar as habilidades de cdlculos dos alunos nesse ciclo. Porém, habilidades
de calculo e técnicas operacionais sem o conhecimento tedrico e conceitual é apenas
condicionamento e ndo aprendizagem. Nessa proposta de ensino a prioridade é o
conhecimento conceitual ou seja o rigor das defini¢des, as demonstragdes formais e
aplicacdes que exigem arguicia dos estudantes.

O ptublico alvo desse trabalho de conclusdo de curso sdo os professores das escolas
de Ensino Fundamental e Médio que querem se aperfeicoar ou melhorar sua prética
pedagodgica em sala de aula, bem como turmas de alunos do Ensino Médio do en-
sino convencional, ou grupos de alunos mais talentosos que desejam aprofundar seus
conhecimentos de Aritmética.

Este trabalho apresenta de forma rigorosa a defini¢do e propriedades do divisor de
um ntmeros inteiro trabalhando suas aplica¢des. O algoritmo da divisdo é demons-
trado e aplicado em situagdes-problema que ndo sejam apenas a divisdo com resto de
nimeros naturais. Apresentamos ainda a nogdo de ndmeros primos e suas propri-
edades, dando énfase especial ao Teorema Fundamental da Aritmética que justifica
como encontrar os divisores de nimeros inteiros bem como a quantidade desses divi-
sores. Abordamos as defini¢des e propriedades do méximo divisor comum e o minimo
multiplo comum que normalmente nas escolas de Ensino Fundamental é ensinado
apenas pelo método da fatoracdo conjunta para efetuar operagdes com fracoes, nesse
trabalho sera dado prioridade a caracterizagdo, interpretacdo e propriedades. Como
uma possivel continuagdo ou extensdo do estudo da divisdo e suas propriedades na
Educacdo Basica sugerimos o estudo do resto das divisdes utilizando as propriedades
das congruéncias. Por fim, faremos um relatério de avaliagdo de aplicagdo de uma

sequéncia de atividades de Aritmética Basica a um grupo de alunos do Ensino Médio.



O material did4tico desse trabalho é dividido em trés partes tradicionalmente ensi-
nadas na Educacdo Basica (Divisdo de Ntmeros Inteiros, Ntimeros Primos, Multiplos
e Divisores) mais uma proposta de aprofundamento (Introdugédo ao Estudo das Con-
gruéncias). No decorrer desse trabalho, procuramos introduzir exemplos e situagoes-
problema que agugam a curiosidade, bem como uma grande quantidade de questdes
das principais olimpiadas de matemaética do pais, nas quais problemas sobre Aritmética
aparecem constantemente.

Propomos a aplicagdo dos tépicos abordados desse trabalho em sala de aula a partir
do 1° ano do Ensino Médio, ja que nessa etapa do ensino, o aluno tem conhecimento
das principais propriedades dos conjuntos dos ntimeros naturais e inteiros, requisitos
para a compreensdo dos estudos de Aritmética. Entretanto, a selegdo dos topicos e
quando iniciar seu ensino em sala de aula sdo de prioridade do professor regente. E de
responsabilidade do professor adaptar os contetidos a realidade de seus alunos, levando
em conta que existem turmas de capacidades cognitivas homogéneas e heterogéneas,
o tempo que o professor deseja dedicar para trabalhar cada tépico e a relevancia social

que o aprofundamento dos estudos de Aritmética tem para os alunos.



2 FUNDAMENTAGCAO DA PROPOSTA

Neste trabalho buscamos seguir as orientagdes que os Parametros Curriculares
nacionais (PCNs)(l) fazem a respeito do que se espera da postura do Professor de
Matematica em sala de aula, bem como nas recomendac¢des dos PCNs ao ensino da
Aritmética na Educacdo Bésica.

Em todas as regides brasileiras, os alunos do Ensino Fundamental e Médio tem
atingido baixos indices de proficiéncia em Matemadtica nos vérios tipos de avaliagdes
de larga escala aplicados em dmbito estadual e nacional. Esse baixo rendimento de
nossos alunos é oriundo, em parte, de uma educacdo deficiente em nossas escolas.
Nessas avaliagdes, os problemas sobre Aritmética e suas propriedades tem presenca
constante.

Com relagdo ao comprometimento do ensino da Aritmética na Educagdo Basica,
segundo os Parametros Curriculares Nacionais, essas deficiéncia é causada, em parte,
pelo uso habitual de metodologias inadequadas pelo professor em sala de aula: pouco
conhecimento do que ensina, uso do livro didédtico de forma inadequada, mau uso
da linguagem matemadtica e o abandono do ensino de Aritmética ainda no 4° ciclo do
Ensino Fundamental.

E preocupante, segundo os PCNs (2), a formagdo e a qualificagio dos professores
da Educagado basica. Praticamente todos os contetidos de Aritmética ensinados aos
alunos da Educacdo Bésica sdo ministrados aos alunos do 1°, 2° e 3° ciclos do Ensino
Fundamental. Geralmente os professores desses ciclos sdo professores polivalentes,
encarregados de lecionar todas as disciplinas aos alunos. Entretanto esses professores
tem uma formacéo incipiente na maioria dessas disciplinas que leciona inclusive a
matemadtica. E quando o professor, a muito custo consegue uma melhor qualificacdo
(especializacdo, mestrado e doutorado), o professor busca melhores oportunidades
em outras etapas do ensino (ensino médio e superior). Essas restricdes para com a
qualificacdo do professor, condi¢des inadequadas para desenvolver seu trabalho e falta
de politicas ptublicas eficazes para suprir tais problemas desmotivam o professor ao

exercer suas atividades.

“Parte dos problemas referentes ao ensino de Matematica estdo rela-
cionados ao processo de formagdo do magistério, tanto em relagdo a
formacdo inicial como a formacgdo continuada. Decorrentes dos pro-
blemas da formacado de professores, as préticas na sala de aula tomam
por base os livros didaticos, que, infelizmente, sdo muitas vezes de
qualidade insatisfatéria. A implantacdo de propostas inovadoras, por
sua vez, esbarra na falta de uma formagdo profissional qualificada,
na existéncia de concepg¢des pedagobgicas inadequadas e, ainda, nas
restri¢des ligadas as condigoes de trabalho.” (BRASIL, 1997, p.22)

Um fato que dificulta o aprendizado da Aritmética é a grande carga de conhecimen-
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tos matemaéticos sequenciados que o aluno tem que adquirir em um espago curto de
tempo, forcando os professores a abandonarem os procedimentos aritméticos de forma
brusca ainda no 4° ciclo do Ensino Fundamental para dar lugar aos procedimentos

algébricos e geométricos.

“E importante salientar que no quarto ciclo ndo se pode configurar o
abandono da Aritmética, como muitas vezes ocorre. Os problemas so-
bre Aritmética praticamente ndo sdo postos como desafios aos alunos
deste ciclo; em geral, as situagdes trabalhadas pelos professores privile-
giam a aplicagdo de conceitos algébricos.” (BRASIL,1998, p. 83)

Para dar conta da cobranca da sociedade por alunos cada vez mais qualificados
em matematica, o sistema de ensino atual adota a postura de relacionar a teoria com
a resolucdo de uma grande quantidade de situa¢des-problema, priorizando as longas
listas de exercicios, memoriza¢do de férmulas e procedimentos de célculos e ndo sua
aplicagdo. Essa postura é refletida nas estrutura dos livros adotados na educagdo basica.
Tépicos importantes de Aritmética nos textos dos livros didéticos tais com o estudo
da divisdo, nameros primos entre outros, sdo vistos em apenas um, no maximo dois,
capitulos dos livros do 3° ciclo do Ensino Fundamental, comprometendo a consolidagdo
do conhecimento nesse ciclo. O estudo da Aritmética ndo encontra nos livros de séries
posteriores material para aprofundamento do conhecimento e para agravar a situagdo,
esses livros sdo utilizados como referéncia para a confec¢do do plano anual de curso
das escolas. Essa pratica dificulta a aprendizagem de novas competéncias pelos alunos
como a capacidade de anadlise e raciocinio na resolugdo de problemas, bem como fere,
segunda a LDB(3) direitos garantidos aos alunos tais como o de consolidar e aprofundar
contetidos estudados e, ainda no Ensino Fundamental, desenvolver a capacidade de

aprender tendo pleno dominio da escrita e do calculo.

“O que também se observa em termos escolares é que muitas vezes os
contetidos mateméticos sdo tratados isoladamente e sdo apresentados e
exauridos num tinico momento. Quando acontece de serem retomados
(geralmente num mesmo nivel de aprofundamento, apoiando-se nos
mesmos recursos), € apenas com a perspectiva de utilizd-los como fer-
ramentas para a aprendizagem de novas nog¢des.”(BRASIL, 1998, p.22)

Algumas “politicas publicas” aplicadas na Educagdo Bésica sdo prejudiciais ao
ensino da Matemadtica. As escolas sdo orientadas a ter como principal referéncia a
sua prética pedagodgica, as diretrizes do ENEM (Exame Nacional do Ensino Médio).
Tais diretrizes afirmam que as questdes envolvidas na avaliacdo devem ser contex-
tualizadas. No entanto hd uma distor¢do no que se refere a ideia de contexto, onde
uma interpretacdo equivocada afirma que se deve trabalhar a Matematica apenas com
situagOes que fazem parte do dia-a-dia do aluno em detrimento ao rigor e abstragdo da
propria Matematica. As situagdes do cotidiano sdo importantes pois dado significado

ao contetido estudado, entretanto também sdo importantes, a deducdo, a abstracdo e o
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pensamento analitico em que muitas vezes se tratam de questdes internas da prépria

matematica.

“... ndo se deve perder de vista os caracteres especulativo, estético ndo
imediatamente pragmatico do conhecimento matematico sem os quais
se perde parte de sua natureza. Duas forcas indissocidveis estdo sempre
a impulsionar o trabalho em Matemética. De um lado, o permanente
apelo das aplica¢bes as mais variadas atividades humanas, das mais
simples na vida cotidiana, as mais complexas elaboragdes de outras
ciéncias. De outro lado, a especulagdo pura, a busca de respostas a
questdes geradas no préprio edificio da Matemadtica. A indissociabi-
lidade desses dois aspectos fica evidenciada pelos intimeros exemplos
de belas construgoes abstratas originadas em problemas aplicados e,
por outro lado, de surpreendentes aplicagdes encontradas para as mais
puras especulacoes.” (BRASIL, 1998, p.24)

Entre muitas propostas que devem ser aplicadas para reverter essses problemas
sobre o ensino de Aritmética na educagdo, um deles segundo os Pardmetros Curri-
culares Naciondis do Ensino Médio (PCNEM)(4), consiste em uma nova apresentacao
do contetido. O aprofundamento sobre o ensino da Aritmética, bem como o ensino
diferenciado da divisdo, suas propriedades e caracteristicas no Ensino Médio, ainda
é amparado pelo Artigo 26 da LDB (3), que afirma que o contetdo a ser ensinado na
educacdo béasica pode ser complementado por uma parte diversificada de acordo com
as necessidades dos alunos de cada escola.

Portanto, o material contido nesse texto tem aplicagdes que vao desde a aplicagdo
em sala de aula se, por exemplo, o Projeto Politico Pedagégico de uma escola contempla
o aprofundamento dos estudos de Aritmética vistos no Ensino Fundamental, mesmo
que de forma extracurricular; pode ser utilizado como material de apoio na preparagdo
de alunos para Olimpiadas de Matemadtica e ainda pode ser utilizado texto para cursos
de formacdo continuada para professores que lecionam mas que ndo sdo graduados
em Matemadtica. Espera-se que dessa forma, o material contido neste trabalho ajude a
diminuir um pouco, o impacto negativo que os problemas enunciados acima causam

na educacdo dos alunos.

“Também por isso, o curriculo a ser elaborado deve corresponder a uma
boa selecdo, deve contemplar aspectos dos contetidos e préticas que pre-
cisam ser enfatizados. Outros aspectos merecem menor énfase e devem
mesmo ser abandonados por parte dos organizadores de curriculos e
professores. Essa organizacdo terd de cuidar dos contetidos minimos
da Base Nacional Comum, assim como fazer algumas indica¢des so-
bre possiveis temas que podem compor a parte do curriculo flexivel, a
ser organizado em cada unidade escolar, podendo ser de aprofunda-
mento ou direcionarse para as necessidades e interesses da escola e da
comunidade em que ela esta inserida.”(BRASIL, 1999, p. 43)

A escolha dos conteddos de Matemaética ensinados nas escolas assim como as

técnicas e metodologias de ensino devem ser revistos continuamente, adaptando-se
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o mais rapido possivel as necessidades dos alunos, consequentemente, as necessidades
da sociedade.



3 DIVISAO

No dia-a-dia, as pessoas dividem, repartem, comparam e agrupam objetos cons-
tantemente. Esse contexto é o ponto de partida do estudo das divisdes. Entretanto
quando se fala de divisdo, a maior parte das pessoas lembra apenas da opera¢do em si
e de suas partes (dividendo, divisor, quociente e resto) bem como a busca pelo quoci-
ente e descartando o resto, a principio sem valor. Entretanto o estudo das divisdes no
conjunto dos niimeros inteiros tem relacdo com varios conceitos que serdo abordados
no decorrer desse trabalho.

Ao iniciar o estudo da divisdo, o professor deve tratar o assunto como uma extensao
do campo multiplicativo que o aluno aprende em anos anteriores. Esse vinculo com a

multiplicacdo pode ser visto na defini¢do que segue.

Definic¢do 3.1. Seja a e b niimeros inteiros. Dizemos que a divide b (denotamos por

a | b), se existir um ndmero inteiro c tal que b = ac.
Exemplo 3.1. 216;418;2|0;5|5;19.

Como se vé, se a divide b deve existir um ntimero inteiro ¢ que quando multiplicado
por a obtemos b. Pela relacdo da divisdo com a multiplicagdo temos que as defini¢des

abaixo sdo equivalentes:
a) a divide b;
b) a é fator de b;
¢) b é multiplo de a.
Se o ntimero 4 ndo dividir b escrevemos essa informagao por a 1 b.
Exemplo3.2. 514;342;,849,7¢5;314.

Os simbolos | e ¥ ndo representam operagdes, os mesmos apenas indicam se um

nuamero é, ou nao, divisivel por outro.

3.1 Propriedades da Divisao
A divisdo possui as seguintes propriedades:
a) Sea, becsdointeiros taisquea |beb|c, entdoa|c;

b) Sea, b, c, m e n sdo inteiros tais que c | a e c | b, entdo c | (ma +nb). Ou seja, ¢ divide

qualquer combinagéo linear de a e b;
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¢) Qualquer inteiro (inclusive o ntimero zero) divide a si mesmo, ou seja, 1 | n;
d) Se o ntimero d divide 1, entdo ad, divide an, ou seja, d | nimplica que ad | an;
e) A reciproca da propriedade anterior é valida se a # 0;

f) O ntmero 1 divide qualquer inteiro, ou seja, 1 | n, para todo n € Z;
g) Qualquer nimero inteiro divide o zero, ou seja, n | 0 para todon € Z;
h) Sed|nen # 0, entdo |d| < |n| para todon,d € Z;

i) Sed|nen|d, entdo |d| = |n|;

)] Sedlned#O,entéog | .

Abaixo seguem as demonstragdes das referidas propriedades.

a) Pela definicdo de divisor,sea | be b | ¢, entdo existem inteiros p e g tais que b = pa
e ¢ = gb. Substituindo b na segunda equagado obtemos ¢ = gb = gpa. Portantoa | c.

b) Sec|aec|bentdoa = pceb = gc. Multiplicando a primeira equagdo por m
e a segunda equagdo por n obtemos ma = mpc e nb = ngc. Agora somando as

equagdes membro a membro ma + nb = (mp + nq)c, ou seja c | (ma + nb).
c) De fato, como n =1 -n, segue da defini¢do de divisor segue que n | n.

d) De fato, como d | n, entdo pela definicdo de divisor obtemos n = cd, onde c é

inteiro. Logo an = cad, ou seja, ad | an.

e) Sead | an entdo, pela defini¢do de divisor, an = adc onde ¢ é um ntimeros inteiro.
Utilizando a lei do cancelamento na equagdo anterior obtemos n = dc (a # 0).
Portanto d | n.

f) Seja n um ntmero inteiro. Como n = 1 - n temos que 1 | n provando o resultado.

g) Com efeito, 0 = n - 0 para qualquer n € Z. Portanto, pela definicdo de divisor

segue que 1 | 0.

h) Sed | n, entdo por defini¢do n = dc onde c é inteiro. Por outro lado n = dc implica
que |n| = |dc| = |d||c| > |d| pois |c| > 1 e n # 0 provando o resultado.

i) Sed | nen | d, entdo por definicio n = dc e d = nk, onde c e k sdo inteiros.
Substituindo o valor de d na primeira equagdo obtemos n = nkc, ou seja, kc = 1.
Logoc=k=1ouc=k=(-1) oqueimplicad = n oud = —n. Portanto |d| = |n|.

. ~ , . n “ .
j) Se d | n, entdo n = kd sendo k um ntiimero inteiro. Logo - é um inteiro. Como

d

g -d = n segue pela defini¢do de divisor que g | n.
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Como se vé, anotacao utilizada nesse texto é a mesma usada em cursos de Aritmética
em Nivel Superior como as mostradas em Santos (5) e em Hefez (6), porém como as
propriedades utilizadas nas argumentagdes sdo oriundas das operagdes fundamentais,
ndo hé restri¢des para o uso no Ensino Médio, se assim desejar o professor. O professor
pode apresentar algumas dessas propriedades para seus alunos como exercicios de
aplicagdo da defini¢do de divisor.

Logo abaixo segue alguns exemplos de aplica¢des da defini¢do e propriedades dos

divisores.
Exemplo 3.3. (FILHO, 1981, p.80) Mostrar que, sea | b, entdo (—a) | b; a | (=b); (—a) | (=D).
Solugdo: Se a | b, entdo existe g € Z tal que b = ag.

a) b=aq = b= (-1)(-1)ag = (-1)a(-1)g = (-a)(—g). Como q € Z, segue que (—q)
também pertence a Z. Portanto exite um inteiro tal que b = (-a)(—g) = (-a) | b.

b) b =aq = (-1)b = (-1)ag = (=b) = a(—g). Conforme o item “a”, segue que a | (-b).

¢)b=ag = (-1)b = (-1)ag = (-b) = (-a)b. Conforme o item “a”, segue que

(—a) | (D).
Exemplo 3.4. (FILHO, 1981, p.81) Mostrar que sea | (2x —3y) ea | (4x —5y), entdoa | y.

Solucdo: Pela definicdo de divisor, se a | (2x — 3y) entdo existe g € Z tal que
aq = (2x — 3y). Logo

aqg = (2x = 3y) © 2aq = 2(2x — 3y) © 4x — 6y = 2a4. (3.1)
Da mesma forma, se a | (4x — 5y), entdo entdo existe p € Z tal que
ap = (4x — 5y). (3.2)
Subtraindo de obtemos
(4x —-5y) —(4x—6y) =ap —2ag = 4x -5y —4x+ 6y =a(p — 2q) = y = a(p — 29).

Como p e 2q sdo inteiros, segue que (p—24) é inteiro. Portanto existe um inteiro k = p—2k
tal que y = ak, ou seja, a | y.

Os casos mais desafiadores de divisdes sdo quando as divisdes ndo sdo exatas, ou
seja, quando a divisdo deixa resto ndo nulo. Para tal fim, serd visto um teorema central

no estudo dos ntimeros inteiros: O Algoritmo da Diviséo.
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3.2 O Algoritmo da Divisao

De acordo com os PCNs(1), as escolas de Ensino Fundamental devem iniciar o
ensino da divisdo no 2° ciclo do Ensino Fundamental, aprofundando o seu estudo no
3¢ ciclo do Ensino Fundamental. Mas essa pratica é feita apenas utilizando o método
da chave nas divisdes que é uma consequéncia do algoritmo da divisdo. O ensino
da divisdo no atual sistema de ensino é focado apenas em problemas cuja resolugdo
é o quociente da divisdo ndo sendo abordadas as propriedades da divisdo. Como
consequéncia, muitos alunos terminam o Ensino Fundamental sem ter dominio sobre
a operagdo de divisdo. Outros fazem a divisdo de modo automatico, como uma receita
infalivel, sem entender o processo.

Mesmo por “anos” utilizando divisdes, poucos alunos conseguem enunciar o algo-
ritmo da divisdo, apesar de o utilizar em qualquer divisdo. O Algoritmo da Divisdo
tem muitas aplicagdes no ensino de Matematica, de simples divisdes com ntmeros
naturais até em assuntos mais complexos como divisdo de polindmios.

O préprio Euclides enunciou esse teorema sem demonstra-lo em virtude das limitagdes
matemadticas da época. Ndo é recomendado a demonstragdo do algoritmo da divisdo
para alunos do Ensino Fundamental. Entretanto, no ensino médio, os alunos ja podem
ter contato com tal demonstra¢do, desde que conhecam alguns resultados que serdo
ferramentas indispensaveis na demonstragdo de muitos teoremas e propriedades nesse
texto: O Principio da Inducédo Finita, O principio da Boa Ordenacédo e o Principio da
Indugdo Matematica. As demonstragdes desses resultados serdo omitidas pois nédo se

adequam aos objetivos desse text .

Axioma 3.1. (Principio da Indugéo Finita) Seja I um subconjunto de IN. Que satisfaz as
seguintes condigoes:

a) 1el;
b) Paratodok,sek €I, entdo (k+1) € I.
Nessas condigoes, I = IN.

Axioma 3.2. (Principio da Boa Ordenagao) Todo subconjunto ndo vazio X ¢ IN possui
um menor elemento.

Teorema 3.1. (Principio da Indugdo Matematica - Primeira Forma) Seja P(n) uma pro-
priedade descrita em termos de ntimeros inteiros positivos n > 1. Suponhamos que as
afirmacdOes abaixo estejam satisfeitas:

a) P(1), é verdadeira;

1 Leitores interessados no tema podem pesquisar em Lima(7),Krerley(8), Filho()e Hefez(10)
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b) Para todo k > 1, se P(k) é verdadeira, entdo, P(k + 1) também ¢é verdadeira.
Nesse caso entdo P(n) é valida para todo n > r.

Teorema 3.2. (Principio da Indugdo Matematica - Segunda Forma) Seja P(n) uma pro-
priedade descrita em termos de ntiimeros inteiros positivos n > r. Suponhamos que as

afirmacdes abaixo estejam satisfeitas:

a) P(r), é verdadeira;

b) Para todo k > r, se P(k) é verdadeira, entdo, P(k + 1) também é verdadeira.
Nesse caso entdo P(n) é valida para todo n > r.

Usaremos esses resultados para demonstrar propriedades importantes como o Te-
orema Fundamental da Aritmética, mas podemos utilizar o Principio da Indugdo para

mostrar resultados elementares sobre divisdo. Por exemplo:

(n+1)
n

Exemplo 3.5. Prove que <nparatodon € Nen > 2.

Solugdo: Usaremos o principio da indugdo em 7.
+1) _ 3

a) Paran = 2, segue que =5~ = 5 < 2. Verdadeiro.

b) Supondo que a propriedade seja vélida para o ntiimero natural k (k > 2). Logo

kJrT1<k = @<k2<:>(k+1)<k2<:>(k+1)+1<k2+1
k+2<k2+1( ,k>2):>k+2<k2+2.k+1
k+1 - k+1 PO k+1 k+1
2
k+2 (k+1) k+2<k+1.

k+1< k+1 ®k+1

(n+1)

Portanto == < n para todo n natural maior que ou igual a 2.

Teorema 3.3. (Algoritmo da divisdo) Sejam a e b dois ntimeros naturais. Existem dois

tnicos nameros naturais g e r taisque b =ag+rcom 0 <r <a.

Demonstragio. Se b < a, entdo: b =a-0+ b com g = 0 e r = b valendo o resultado. Se
b=a,entdiob=a-1+0comgq =1er =0 valendo o resultado. Supondo que b > g,

considere o conjunto S de inteiros ndo negativos, definidos por
S={b-a,b-2a,...,b—na,...}. (3.3)

O conjunto S nado é vazio pois b —a > 0. Pelo principio da boa ordenacdo o conjunto
(3.3) tem um menor elemento. Chamaremos esse elemento de 7, ou seja,  é da forma
r = b —qa. Provemos que r < a. Sea | b, entdo r = 0 e nada mais temos que provar.

Mas se a 1 b, entdo r # a. Agora provemos que nao pode ocorrer r > a. De fato,
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se isso ocorrer, entdo deve existir um nimero natural ¢ < r tal que r = ¢ + a. Como
r=c+a=b-qatemosc=b-(g+1)-a€ S, comc < r. Isso é uma contradi¢do pelo fato
de r, por hipétese, ser o menor elemento de S. Portanto b = aq + r com r < a, provando
a existénciadeger.

Para provar a unicidade, suponha que existe outro par q; e 1 tal que b = ag; +

com r; < 4, ou seja,
(ag+r)—(ag1+r1)=0=a-(g—q1)=r—r

Logoa | (r1 —7). Mas, comor; <aer <a,seguequel|r; —r| <ae comoa | (r1—r)
devemos ter r; —r = 0 0 que implica r; = r. Portanto q; -a = ga = g1 = g, pois temos
quea # 0. O

A demosntracdo acima pode ser adaptada para os niimeros 4 ou b negativos com o
resto da divisdo pertencente ao conjunto r = {0,1,2,...,|a| = 1}.

H4 uma diferenca sutil entre o ensino do algoritmo da divisdo e o ensino das
ideias e significados dessa operagdo. Dividir é subtrair do dividendo parcelas iguais
ao divisor, até que o que a “sobra” seja menor que o divisor. O quociente serd o
numero de subtrag¢des efetuadas, enquanto o resto serd o que sobrar no final. Apenas
quando o professor tiver ciéncia que seus alunos entenderam o significado da divisdo
e conseguem aplica-la em situagdes-problema, ele poderd apresentar o Algoritmo da
Divisdo aos seus alunos.

O algoritmo da divisdo tem intimeras aplicagdes que vdo desde problemas elemen-
tares até propriedades importantes como a Propriedade Arquimediana. Também em
diversas situa¢des podemos provar propriedades validas para qualquer inteiro consi-

derando um ntmero finito de casos. Apresentaremos agora algumas dessas aplicagdes:
Exemplo 3.6. Quantos sdo os multiplos de 5 entre 1 e 276?

Solugao: Pelo algoritmo da divisdo obtemos 276 = 5-55 + 1. Logo o maior multiplo
de 5 menor que 276 é 5 - 55 onde 55 é o quociente da divisdo de 276 por 5. Portanto sdo
55 mdiltiplos de 5.

Exemplo 3.7. Mostre que se a é um namero inteiro, entdo a* é da forma 4k ou 4k + 1.

Solugao: Para a par, pelo algoritmo da divisao, segue que a = 2g para algum g € Z,
logo
a* = (29)* = 4q* = 4k.

Para a impar, pelo algoritmo da divisdo, segue que a = 2q + 1 para algum g € Z. Logo
a*=2q+1)°=4-*+49+1 =4 +q) +1 =4k + 1.

Portanto, a®> é da forma 4k ou 4k + 1.
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Exemplo 3.8. (FILHO, 1981, p.78) Mostre que o quadrado de qualquer ntimero impar
é da forma 8k + 1.

Solugéo: Pelo algoritmo da divisdo qualquer ntimero inteiro n pode ser escrito nas
formas4q,4q+1,49+2e4q9+ 3.
Se n é impar, entdo n = 49 + 1 ou 4g9 + 3. Logo,

n’ (4g+1)° =164 +87+1 =827 +q) +1 =8k + 1.
n’ (49 +3)* = 164" +24g+9 =812 +3q + 1) + 1 = 8k + 1.

Portanto, o quadrado de qualquer nimero impar é da forma 8k + 1.

Exemplo 3.9. (OBMEP 2012)Um quadrado delado 1 cm roda em torno de um quadrado
de lado 2 cm, como na figura, partindo da posigdo inicial e completando um giro cada

vez que um de seus lados fica apoiado em um lado do quadrado maior.

1< 0O

posicao posicao apos posicao apos
inicial o 1° giro 0 2° giro

Qual das figuras a seguir representa a posi¢do dos dois quadrados apds o 2012°

giro?

A) B[] ©

L
D) E) ]
|

Solucdo: Nesse tipo de problema trabalhamos com a ideia de agrupamento e
interpretagdo do resto da divisdo. Basta verificar que apds oito giros sucessivos o
quadrado menor retorna a sua posicdo inicial. Como 2012 = 8- 251 + 4 , apds o 2012°
giro o quadrado cinza terd dado 251 voltas completas no quadrado maior e mais quatro

giros, parando na posicdo que corresponde a alternativa A.

Exemplo 3.10. (OEM - RJ/1993) Qual a 1993? letra da sequéncia ABCDEDCBABC-
DEDCBABCDEDCB...?
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Solugdo: Observe que a sequéncia ABCDEDCB se repetem num grupo de oito.
Dividindo 1993 por 8, obtemos 1 como resto: 1993 = 8- 249 + 1. Logo a 1993 letra sera
a 17 ap6s 249 grupos iguais a ABCDEDCB, ou seja, a resposta é A.

Exemplo 3.11. (Propriedade Arquimediana) Dados dois nimeros naturais a e b com

1 < a < b, mostre que existe um ntimero natural n tal que: na < b < (n + 1)a.

Solugdo: Pelo algoritmo da divisdo, temos que existem g, € IN com r < g, tinicos
tais que b = ag+r. Agora, basta tomarn = g, ouseja, na < an+r < (n+1)acom0 < r <a.

+1)(2n+1
Exemplo 3.12. (FILHO, 1981, p.81) Mostrar que nn )6( n+1) é um inteiro, qualquer

que seja 0 numero inteiro positivo 7.

Solugdo: Devemos mostrar que 6 | (n(n + 1)(2n + 1)). Para isso, é suficiente mostrar
que 2 e 3 também dividem essa expressao.
Qualquer que seja n(n + 1), ele é sempre multiplo de 2, pois, pelo algoritmo da divisdo,
n=2koun=2k+1.

a) Sen =2k, entdo 2 | n. Logo 2 | n(n + 1);

b) Sen=2k+1,entdion+1=2k+1+1=2k+2=2(k+1),ouseja, 2| (n+1). Logo
2| nn+1).

Portanto, para qualquer que seja n inteiro e positivo segue que, 2 | n(n + 1) = 2 |
(n(n+1)(2n + 1)).
Pelo algoritmo da divisdo, qualquer 7 inteiro pode ser escrito da forma n = 3k, n =

3k +1,n = 3k + 2, ou seja, temos trés possibilidades para n:

a) Sen =3k, entdo 3 | n. Logo 3 | (n(n + 1)(2n + 1));

b) Sen=3k+1,entdo2n+1=23k+1)+1=6k+2+1=6k+3=3(2k+1), ouseja,
3| (2n+1). Logo 3 | (n(n +1)(2n + 1));

c) Sen=3k+2,entdion+1=3k+2+1=3k+3=3(k+1),ouseja, 3| (n+1). Logo
3| (n(n+1)2n + 1)).

Portanto, 6 | (n(n + 1)(2n + 1)) para qualquer inteiro positivo n.

Nessa etapa da construcdo do conhecimento do aluno, cabe ao professor explicar
que o método utilizado no exemplo anterior é chamado de “Estudo de Caso”. O
professor deve afirmar com veeméncia aos seus alunos que o método aplicado é de
fato uma é uma técnica de demonstragdo aplicdvel em muitas situagdes envolvendo
nimeros inteiros. Como exercicio o professor pode preparar alguns problemas para

que os alunos tentem identificar em quais deles o estudo de caso pode ser aplicado.
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Lembrando ao professor que esses sdo exemplos para desafiar generaliza¢des do
algoritmo da divisdo. contudo o professor deve ponderar bem sobre a maturidade
da sua turma antes de aplicar esse nivel de exemplos. E importante que o professor
também use situagdes do cotidiano, ou seja, situa¢des onde a aluno se depara alguma
vez em sua vida. Uma boa estratégia de ensino é aplicar situagdes onde o préprio aluno
crie o seu proprio algoritmo e s6 depois apresentar o algoritmo da divisdo com todo

seu rigor.

3.3 Resto da Soma e do Produto

As vezes precisamos determinar restos de divisdes cujos dividendos sdo muito
elevados, que sdo dificeis de se trabalhar. Um resultado importante obtido com o al-
goritmo da divisdo que ndo é ensinado no Ensino Fundamental é o Lema dos Restos,
que substitui esses dividendos por nimeros menores, mais faceis de manipular. A
demonstracdo desse lema exige o conhecimento do algoritmo da divisdo sendo com-

pletamente acessivel a alunos do Ensino Médio.

Lema 3.1. (Lema dos Restos) A soma e o produto de quaisquer dois nimeros inteiros
deixa o mesmo resto que a soma e o produto dos seus restos, na divisdo por um inteiro

positivo b.

Demonstragio. Provemos para a soma:

Sejam 4, e a, € Z. Dividindo ambos 0s nimeros por b obtemos
ap=bg1+riea=bgy+1r, com0<r,r<b.

Logo,

a, + ar (bql + 7’1) + (qu + 7’2)

bq1 + bgy + (11 + 12)

= b(q1 +q2) + (11 +12)
= bg+(r1+1m), (3.4)

onde g = q; + . Agora dividimos r; + 1, por b para se obter:

rm+rn=bp+r,pe”Z, 0<r<b. (3.5)
Das igualdades e obtemos
m+a=bg+bp+r=>b(p+q)+r, 0<r<b. (3.6)

Portanto,de (3.5) e (3.6) tem-se que os restos de a; + a, e 1 + 1, por b sdo iguais. Agora
provemos para o produto:

Sejam a; e a; € Z. Dividindo ambos os nimeros por b obtemos

ay qul+1’1 ea2=bq2+r2, C0m0<1’1,1’2<b
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Logo,

a,as

(bg1 + r1)(bga + 12)
bqulh + bqll’z + qurl + 1172

b(bg1qz2 + qar2 + qory) + 1112
= bg+rr (3.7)

onde q = bq1q, + g1z + go11. Agora dividimos 17, por b para se obter

rnh=bp+r,peZ 0<r<b. (3.8)

Das igualdades e obtemos
ma =bg+bp+r=bp+q)+r, 0<r<b. (3.9)
Portanto, de e tem-se que os restos de a1a; e 117, por b sdo iguais. O

Exemplo 3.13. (FOMIN,D.2012, p.28) Encontre o resto da divisdo de:
a) 1989 -1990 - 1991 + 19923 por 7;
b) 9'% por 8.
Solucao:

a) Dividindo 1989, 1990, 1991 e 1992 por 7 temos como resultados 1, 2, 3 e 1. Portanto,
pelo lema dos restos, o resto da divisdo de 1989 - 1990 - 1991 + 19923 por 7 é o resto
da divisdiode 1-2-3 +1 =7 por 7, ou seja, a resposta é 0.

b) Dividindo 9 por 8 o resto é 1. Portanto, pelo lema dos restos, o resto da divisdo

91% por 8 ¢ o resto da divisdo de 1'% = 1 por 8, ou seja, a resposta é 1.

Quando os alunos conseguirem resolver alguns problemas do mesmo nivel que o

anterior o professor pode trabalhar generaliza¢des do Lema dos Restos.
Exemplo 3.14. Prove que n° + 1 ndo é divisivel por 3 para qualquer n € Z.

Solucdo: Pelo algoritmo da divisdo o resto da divisdo de n por 3 pode ser 0,1,2.

Vamos considerar trés casos:

a) Para resto 0: Pelo lema dos restos, o resto da divisdo de n° + 1 por 3 é igual ao
resto de 0° + 1 = 1 por 3, ou seja, é 1. Logo néo é divisivel por 3;

b) Para resto 1: Pelo lema dos restos, o resto da divisdo de n® + 1 por 3 é igual ao

resto de 1° + 1 = 2 por 3, ou seja, é 2. Logo néo é divisivel por 3;

c) Para resto 2: Pelo lema dos restos, o resto da divisdo de n® + 1 por 3 é igual ao

resto de 2° + 1 = 65 por 3, ou seja, é 2. Logo ndo é divisivel por 3.

Portanto n° + 1 néo é divisivel por 3 para nenhum n € IN.



4 NUMEROS PRIMOS

Para dar continuidade ao estudo da divisdo e suas propriedades é necessério definir
nuimeros primos e apresentar algumas de suas propriedades. Os ntimeros primos sdo
de importancia fundamental no estudo divisao, j& que todos os nimeros inteiros, objeto
de estudo da Aritmética, podem ser representados como produto de nimeros primos
bem como seus muiltiplos e divisores. Por isso ndo é de se estranhar que sejam tema
de estudo de muitos matemadticos através de séculos. Muitas propriedades foram
descobertas por esses mateméticos, algumas muitos dificeis de serem provadas, mas a
demonstracdo dessas propriedades foge aos objetivos do nosso trabalho.

Na tecnologia, os nimeros primos se destacam pelo seu uso em criptografias. A
criptografia é a técnica de se ocultar de terceiros informag¢des que devem ser compar-
tilhadas apenas por um grupo fechado de pessoas. E utilizado em qualquer transagdo
feita pela internet, como por exemplo as compras com cartdo de crédito. Nesse tipo
de transacdo é vital que apenas o consumidor e a empresa que vai vender um produto
ou prestar um servico tenham conhecimento dos dados do cartdo de crédito utilizado.
E nesse momento que a criptografia codifica os dados enviado online de modo que
apenas os envolvidos na transagdo possam recupera-los. A criptografia RSA, que é
a mais difundida em transag¢des online, sendo considerada uma das mais seguras da
atualidade, tem nos nliimeros primos a esséncia de seu funcionamento. Essa é uma das
muitas importancias em se estudar os niimeros primos.

O caso é que em nossas escolas a maioria dos alunos ndo sabe a defini¢do de ntimeros
primos bem como sua importancia para a construgdo dos ntimeros e de seus divisores.
O conhecimento da definicdo de ntimeros primos que o aluno adiquire no Ensino
Fundamental fica comprometida na medida que os alunos ndo tem intimidade com os
conjuntos niméricos, que sdo essenciais para a precisdo das defini¢des e propriedades.
A ideia agora é associar a defini¢do de ntimeros primos aos conjuntos niméricos

aprimorando assim o conhecimento dos alunos .

Defini¢ao 4.1. Um namero inteiro n (n > 1) possuindo apenas dois divisores positivos
1 e n é chamado de ntimero primo.

Exemplo 4.1. 2,3,5,7,11,1317, ...

Se um ntimero inteiro 7 (n > 1) possui mais de dois divisores positivos, n € chamado
de ntimero composto.

Exemplo 4.2. 4,6,8,10,12,14 ...

Durante as aulas de Matemaética é comum os alunos perguntarem se os ntimeros

“um” e “zero” sdo ou ndo primos. Basta observar as defini¢des de nlimeros primos e
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compostos e concluimos facilmente que 0 e 1 ndo se enquadram em nenhuma delas.

Portanto, ndo sdo nem primos nem compostos.

4.1 Infinitude dos Numeros Primos

Quantos nimeros primos existem? A maioria dos livros do Ensino Fundamental
ndo responde essa pergunta. No inicio do Ensino Médio o aluno ja pode ter contato

com algumas demonstragdes sobre a infinitude dos primos.
Proposic¢do 4.1. Existem infinitos ntiimeros primos.

Existem varias demonstracoes desse teorema, daremos trés demonstragdes acessiveis
ao nivel de instru¢do dos alunos do Ensino Médio, pois assim o professor podera es-
colher a que melhor se adapta as suas aulas podendo também desafiar seus alunos a

encontrarem outras demonstragoes.

Demonstragdo. (Euclides) Seja I, um conjunto finito qualquer de nimeros primos

I= {plsz/PE‘u /pn} (41)

Basta mostrar que existem niimeros primos que nédo estdo nesse conjunto. De fato, seja

P o produto de todos os niimeros primos no conjunto (4.1)

P:pl .p2.p3...pn.
Tomando g = P + 1, o namero g pode ser ou ndo primo:

a) Se q é primo entdo hd pelo menos um niimero primo a mais que ndo estad no
conjunto (4.1).

b) Se g ndo é primo, entdo algum fator primo p divide 4. Esse fator p ndo esta no
conjunto (4.I), pois caso estivesse, ele dividiria P (pois P é o produto de todos os
nudmero na lista); mas como sabemos, p divide P + 1 = q. Entdo, para ndo deixar
resto, p teria que dividir a diferenca entre os dois ntimeros, que é (P + 1) — P ou
seja, 1. Mas ndo existe nimero primo que divida 1. Logo, p ndo pode estar na
lista. Isso significa que pelo menos mais um nimero primo existe além dos que

estdo na lista.

Portanto para qualquer conjunto finito de niimeros primos, hd um ntimero primo

que ndo estd na lista, ou seja, existem infinitos nimeros primos. m|

Demonstragio. (Contradi¢do) A demonstra¢do por contradi¢do utiliza o Teorema Fun-
damental da Aritmética que serd discutido logo mais a frente. Suponha que a sequéncia

de primos abaixo seja finita. Seja I o conjunto de todos os primos

1=1{2,3,5,7,...p}. (4.2)
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Facamos P =2-3-5-7---p, + 1. Pelo Teorema Fundamental da Aritmética, existe um
primo p; que divida P. Esse ntimero p; ndo poderd ser igual a nenhum dos ntiimeros de
(4.2) pois caso fosse ele dividiria P—(2-3-5-7---p,) = 1 o que é absurdo. Logo p; é
um primo que ndo pertence ao conjunto I, portanto 2,3,5,7, ..., p, ndo podem formar o
conjunto de todos os primos. O

Demonstracdo. (Hermite) A demonstracdo de Hermite utiliza o Teorema Fundamental
da Aritmética que serd discutido logo mais a frente. Seja n > 1 um ntiimero natural.
Defina a fungdo x(n) = n!+1. Ora, x(n) gera um ntimero natural para cada n natural, logo
pelo Teorema Fundamental da Aritmética, existe um primo p fator de x(n). Afirmamos
que esse primo p ndo pode dividir um ntimero menor do que ou igual a 1, pois neste
caso, dividiria n! e dai, dividiria x(n) — n! = 1. Portanto, dado qualquer natural n > 1,

sempre existe um primo p > 7, ou seja existem infinitos nimeros primos. O

Euclides ndo provou a infinitude dos ntimeros primos por contradi¢do, pois néo é
afirmado que o conjunto de primos utilizado tinha todos os primos, nem os ntmeros
primos menores que 71, mas sim, qualquer conjunto arbitrario de primos.

As demonstragdes dadas sobre a infinitude dos primos sdo de facil entendimento e
podem ser aplicadas em salas de aulas de Ensino Médio, mas ndo fornecem informacgdes
sobre a estrutura desses niimeros primos. As demonstagdes de Euclides e Contradigdo
garantem apenas que o proximo primo é no minimo iguala P =2-3-5-7---p, + 1.
A demonstracdo dada por Hermite garante apenas que o ntimero dado pela funcdo
x(n) = n!'+1 para n € IN tem pelo menos um fator maior do que n. A escolha
de qual das demonstragdes o professor deve aplicar em sala de aula depende do
conhecimento da turma sobre o Teorema Fundamental da Aritmética. Caso a turma
ndo tenha conhecimento desse teorema, apenas a demonstracdo de Euclides poderéd ser
trabalhada.

Ha muitas outras demonstracdes da infinitude dos primos como a de Gauss, que
usa o conceito de congruéncia (assunto esse que veremos mais adiante nesse trabalho);
a demonstracdo de Euler usando séries; a demonstragdo de Furstenberg usando topo-
logia, que sdo demonstra¢des que o professor interessado em se aprofundar no tema
pode pesquisar em textos tais como Ribenboim (11). As trés demonstragdes apresen-
tadas, apesar das suas limita¢des com relagdo a estrutura dos primos sdo ideais para
serem trabalhadas com alunos da educagdo basica, pela simplicidade e argumentos de

facil entendimento para o nivel cognitivo desses alunos.

4.2 Teorema Fundamental da Aritmética

E comum alunos do Ensino Fundamental perguntarem porque os ntimeros primos
sdo importantes e devem ser estudados. A importancia dos ntimeros primos é conden-

sada em um teorema central, ndo s6 para o ensino da divisdo mas para todo o ensino de
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Aritmética. O Teorema Fundamental da Aritmética responde muitas davidas sobre a
estrutura dos nimeros inteiros como por exemplo: Serd que qualquer nimero pode ser
decomposto em fatores primos? A fatoragdo de um ntimero inteiro em um produto de
ndmeros primos € tnica? Essas perguntas ndo sdo respondidas no 3° ciclo do Ensino
Fundamental quando os alunos tem o primeiro contato com os nimeros primos e a
partir daf esse assunto fica esquecido. Todas essas perguntas sdo respondidas pelo Teo-
rema Fundamental da Aritmética. Além do mais a maioria dos problemas envolvendo
multiplos, divisores e ntimeros primos estdo relacionados com o Teorema Fundamental

da Aritmética.

Teorema 4.1. (Teorema Fundamental da Aritmética) Todo ntimero inteiro maior do que
1 é primo ou pode ser escrito de modo tinico (a menos da ordem dos fatores) em um

produto de ntimeros primos.
Demonstragio. Para provar a existéncia usamos a indugao sobre 7.
a) Sen = 2 o resultado é 6bvio.

b) Supondo que o resultado é vdalido para qualquer ntiimero inteiro k da forma
2 <k < n. Se o namero n é primo, entdo o resultado vale. Se n é composto, entdo
existem os ntimeros inteiros positivos n; e n, tais que n = ny -np. Como 1 <n; <n
e 1l < n, < n. Por hipétese de indugdo, existem primos p;,...,ps € q1,...,q, de
forma que os ntimeros 1, e 1, podem ser escritos como 1y = p;...pseny =4gi ... 4q;.

Logon=py...ps-qi1...q, Portanto n pode ser escrito como produto de primos.
Para provar a unicidade usamos a indugdo sobre 7.
a) Paran = 2 o resultado é obvio;

b) Supondo que a afirmacdo tenha validade para todos os ntimeros inteiros maiores
do que 2 e menores que n. Provemos que vale também para n. Se n é primo
o resultado vale. Supondo n composto e que tenha duas fatoracbes ou seja:
n=pip2---pPs = 1g2 - q,. Como p; divide o produto 419, - - - g, ele deve dividir
pelo menos um dos fatores g;. Sem perda de generalidade supondo que p1lg:1 (p1
divide g1) . Como um ntimero primo s6é admite ele préprio além do 1 como divisor
positivo, segue que p; = g;. Logo g p2-Ps = G2...q,. Ecomo 1 < L n,
temos que pela hip6tese de indugdo qllle as duas fatoragdes sdo idénticas. Pf)lrtanto

pip2- - Ps € ig2 - - - 4, SA0 iguais.
a

Respondendo as perguntas anteriores, o Teorema Fundamental da Aritmética ga-

rante que qualquer ntimero inteiro maior do que 1 pode ser decomposto em produtos
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de ntimeros primos e essa decomposic¢do é tinica, mostrando assim a importancia dos
nuimeros primos como geradores de todos os ntimeros inteiros.

Observe que se o nimero 1 fosse considerado primo, o Teorema Fundamental da
Aritmética perderia a sua unicidade na decomposigdo pois cada ntimero inteiro poderia
ou nao, apresentar o nimero 1 em sua decomposicéo.

Observe que em nenhum momento da demonstragdo do Teorema Fundamental
da Aritmética, foi dito que os nameros p;...ps - qi ...q, eram distintos. Agrupando
os nuimeros primos idénticos da decomposi¢do de 1, podemos escrevé-lo da forma
n=p'p5* - ps. Esse produto é chamado de decomposigdo primaria de 7.

Uma das consequéncia do Teorema Fundamental da Aritmética é de importancia
fundamental para o estudo da divisdo, pois todos os divisores de um nimero inteiro
podem ser obtidos mediante a sua fatoragdo em um produto de primos como mostra o

resultado abaixo.

Corolario 4.1. Sejan = p'p,” - - - p5* a decomposigao primdria de 1. Se m é um divisor de

n entdo a decomposigdo primdria de m serd da forma m = pllpgz X -pfs onde 0 < f3; < a;.

Demonstragido. Como m é um divisor de n entdo n = mc para c inteiro. Logo, os fatores
primos de m, caso exitam, pois m pode ser 1, sdo fatores primos de n. Supondo m # 1,
e pf uma poténcia de um primo p que aparece na decomposigdo de m, temos que p* | n.
Como p s6 admite ele mesmo como divisor além do 1, segue que pf divide apenas um
p}" den . Portanto, 0 < < a;. O

O resultado acima fornece o modo para determinar o ntimero de divisores de um

numero natural 7.

Corolério 4.2. Seja o ntiimero inteiro positivon = p{'p5* - - - ps* onde py, ..., ps sdo nlimeros
primos e a;, ..., s € IN. O nimero de divisores do ntimero natural n denotado por d(1n)

P2

é
dn) = (a1 + D(ap +1)---(as + 1).

Demonstracdo. Pelo Corola’\rio o expoente de cada um dos p; da fatoragdo dos diviso-
res de n variam de 0 até ;. Utilizando o principio fundamental da contdgem para saber

o nimero de escolhas possiveis para os expoentes de cada p;, o resultado segue. m|

O corolério acima é utilizada na resolugdo de muitos problemas de olimpiadas de

matemadtica para alunos do Ensino Médio. Segue uma aplicagdo da proposi¢do acima.

Exemplo 4.3. (OBM - 2011) Quantos ntimeros inteiros positivos menores que 30 tém
exatamente quatro divisores positivos?
A)6 B)7 C)8 D)9 E)10
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Solucdo: Pelo principio fundamental da contdgem bem como pelo Coroldrio
para um nimero inteiro positivo ter exatamente 4 divisores positivos, sua fatoragdo
em primos deve ser da forma pg ou p?, onde p e g sdo primos distintos. Para encontrar
esses nameros, devemos seguir o método das tentativas a partir dos menores primos.

Logo, os nimeros de 1 a 30 que possuem exatamente 4 divisores sdo
6=2-3;10=2-514=2-7;22=2-11; 26 =2-13; 15=3-521 =3-7; 8 = 2%, 27 = 3°.

Portanto, sdo 9 nuimeros.
Ha4 intimeras aplicagdes do Teorema Fundamental da Aritmética, sendo das mais
importantes as aplicagdes em divisibilidade, maximo divisor comum e minimo multiplo

comum que serdo vistas mais adiante.

4.3 Crivo de Eratostenes

Dada a importancia do Teorema Fundamental da Aritmética para determinar os
divisores de um inteiro pela sua fatoracdo tinica em ntimeros primos, agora se faz
necessario um método para determinar os niimeros primos.

E estudo da Matematica ha muito tempo, a tentativa de encontrar algoritmos efica-
zes para encontrar ntiimeros primos com o minimo de esfor¢o e operagdes consequen-
temente exigindo menos tempo em sua execugdo.

Além da importancia para a divisdo, a tentativa de encontrar nimeros primos cada
vez maiores é de grande importancia na tecnologia para criar sistemas de cédigos cada
vez mais seguros a fim de efetuar transferéncias de dados entre computadores de forma
cada vez mais segura.

Uma das dificuldades em expressar uma férmula eficaz para obtencdo dos ntimeros
primos é o fato de existir intervalos arbitrariamente grandes de nimeros compostos

como mostra o resultado abaixo:

Proposicao 4.2. Dado um ntimeros inteiro n > 2. A sequéncia (n + 1)! +2,(n + 1)! +
3,...,(n+1)!+n+1 de nameros inteiros positivos é formada por n numeros consecutivos

compostos.

Demonstragio. Pela definicdo de fatorial, o nimero (n + 1)! possui os fatores de 2 até
n+1. Dadok=2,3,..,n+1, ontmero (n + 1)! + k tem o fator k, pois

m+ D! +k 2-3---(k=1)-k-(k+1)---(n+1)+k
k-2-3---(k=1)-(k+1)---(n+1) +k

k-3 (k=1)-(k+1)---(m+1)+1).

Portanto (n + 1)! + k é divisivel por k, ou seja, (n + 1)! + k é composto. O
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Mas nosso objetivo é determinar um método que seja eficaz para o aluno da
Educagédo Basica encontrar niimeros primos com eficiéncia para desenvolver seus tra-
balhos escolares. Essa ferramenta é o Crivo de Eratéstenes. Esse método é utilizado
pela maioria dos autores de livros de matemaética da 6 série do Ensino Fundamental,
entretanto a justificativa da sua construgdo ndo € vista nesses livros e seu ensino € inci-
piente. A justificativa para a construgdo do Crivo de Eratéstenes é dada pelo resultado
abaixo.

Teorema 4.2. Se n é um ntmero inteiro 7 > 1 que ndo é divisivel por nenhum primo p

tal que p? < n, entdo n é primo.

Demonstragiio. Suponha, por absurdo, que n ndo é primo. Entdo segue do Teorema
Fundamental da Aritmética que n = p;" - - - p¢*, tal que a; > 2 para algum i ou s > 2. Seja
q = min{py, pa, -+, ps). Assimn = pit---ps > gttt > g2 Togo g é primo, > <negq
divide n. Contradigao.

O

Esse teorema é a base da elaboracao do Crivo de Eratéstenes. Também fornece um
teste de primalidade, pois para verificar se um ntimero inteiro n é primo, basta verificar
que nenhum primo menor que /n divida n.

Para elaborar o crivo, basta seguir os passos abaixo:

a) Escolher o tamanho da tabela, ou seja, a quantidade de nliimeros que a mesma

deve conter, digamos n ntimeros;

b) Eliminamos o nimero “um” da tabela pois 0 mesmo tem apenas um divisor

inteiro positivo (ndo é primo);
c) Destacamos todos os ntimeros primos de 1 a v/n;
d) Eliminamos todos os multiplos dos niimeros primos destacados no passo anterior;

e) Destacamos os nlimeros que sobrarem pois esses serdo 0os nimeros primos pro-

curados.

Do ponto de vista computacional o Crivo de Eratdstenes é desvantajoso, pois, para
conseguir o préoximo nimero primo, o algoritmo faz uma quantidade cada vez maior
de célculos o que o torna invidvel para se determinar ntimeros primos de valor muito
elevado. Mas do ponto de vista educacional o Crivo de Eratéstenes é ideal para alunos
da Educagdo Bésica descobrirem se um ntimero é ou ndo primo ja que 0os mesmos
ndo vao precisar de niimeros primos de valor muito elevado em suas atividades e sua
simplicidade o torna aceitdvel.

O professor também pode trabalhar o Crivo de Erat6stenes de modo interdisciplinar

com o professor de artes elaborando uma tabela bem ornamentada para sua sala de
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Tabela 1 — Crivo de Eratdstenes até o niamero 200:

. 2 3 4 5 6 7 8 9 | 10
1 |12 | 13 | 14 | 15 | 16 | 17 | 18 | 19 | 20
21 | 22 | 23 | 24 | 25 | 26 | 27 | 28| 29 | 30
31 | 32 | 33 | 34 | 35| 36 | 37 | 38 | 39 | 40
41 | 42 | 43 | 44 | 45 | 46 | 47 | 48 | 49 | 50
51 | 52 | 53 | 54 | 55 | 56 | 57 | 58 | 59 | 60
61 | 62 | 63 | 64 | 65 | 66 | 67 | 68 | 69 | 70
71\ 72 |73 |74 |75 |76 | 77 | 78 | 79 | 80
81 | 82 | 83 | 84 | 85 | 86 | 87 | 88 | 89 | 90
91 | 92 | 93 | 94 | 95 | 96 | 97 | 98 | 99 | 100
101 | 102 | 103 | 104 | 105 | 106 | 107 | 108 | 109 | 110
111 | 112 | 113 | 114 | 115 | 116 | 117 | 118 | 119 | 120
121 | 122 | 123 | 124 | 125 | 126 | 127 | 128 | 129 | 130
131 | 132 | 133 | 134 | 135 | 136 | 137 | 138 | 139 | 140
141 | 142 | 143 | 144 | 145 | 146 | 147 | 148 | 149 | 150
151 | 152 | 153 | 154 | 155 | 156 | 157 | 158 | 159 | 160
161 | 162 | 163 | 164 | 165 | 166 | 167 | 168 | 169 | 170
171 172 | 173 | 174 | 175 | 176 | 177 | 178 | 179 | 180
181 | 182 | 183 | 184 | 185 | 186 | 187 | 188 | 189 | 190
191 | 192 | 193 | 194 | 195 | 196 | 197 | 198 | 199 | 200

Fonte: O Autor

aula ou com o professor de histéria dada a importancia de Eratéstenes como cientista
e matemadtico, foi ele o primeiro homem a dar um valor aceitdvel, para os limites

matemadticos da época, do didmetro da terra.

4.4 A Fatoracao do Fatorial

Como uma extensdo do estudo dos ntiimeros primos no 2° ano do Ensino Médio, o
professor de ensino médio pode associar o estudo dos ntmeros primos com o estudo
da andlise combinatdria mais especificamente com o estudo dos fatoriais mostrando
resultados importantes aos alunos sobre diviséo.

O “Teorema de Legendre” pode ser utilizado pelo professor do 2° ano do Ensino
Médio junto com a Andlise Combinatéria para aprofundar o conhecimento dos alu-
nos sobre o Teorema Fundamental da Aritmética. Algumas aplica¢des sdo de facil
entendimento para alunos do Ensino Médio. Para enunciar o Teorema de Legen-
dre precisamos de alguns resultados preliminares. Nos resultados abaixo seguimos a

apresentacdo dada em Hefez(6).
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Lema 4.1. Seja a e m dois nimeros naturais coma > 1. Entdo, existe um ntiimero natural
n tal que a”" > m.

Nao justificaremos o resultado do lema acima pois tal demonstracdo usa termos que

fogem aos estudos desse texto.

Proposicdo 4.3. Se a € N eb,ce€N', entdo o quociente da divisdo por ¢ do quociente

da divisdo de a por b é igual ao quociente da divisdo de a por b vezes c, ou seja,

oL

A expressdo [—] expressa o quociente da divisdo de a por b na divisdo euclidiana.

b

Demonstragido. Dados ¢; e g, da forma

i

p .

(SIS

_[E] _
11 = b eqr =

Pelo algoritmo da divisdo, a = bg; + r;, com 0 < r; < b —1. Do mesmo modo,

g1 = [%] =cgp + 1, com 0 < 1, < ¢ — 1. Portanto
a=>bgi+r =b(cga +12) + 11 =bcqy + bry + 1.

Como bry + 11 <b(c—1)+b—1=bc—1, segue que 4, é o quociente da divisdo de a por
a
= [ge]

Seja p um ndmero primo e m um numero natural. Chamamos de E,(m) o maior

bc ou seja,
O

expoente da poténcia de p que divide m, ou seja o expoente de p que aparece na

decomposicdo do nlimero m em fatores primos.
Teorema 4.3. [ Legendre) Sejam 1 um nimero natural e p um niimero primo. Entdo

L7
2
p

L7
e}
p

Ey(n!) = .

+ ...

Demonstragio. Pelo resultado do Lema existe um ntimero natural r tal que p' > n
. n . . ~
para todo i > r. Logo [—1] = 0, se i > r. Para demonstrar o teorema usa-se a indugao
P

sobre n:

! HEFEZ, 2006, p. 104
2 Ibid., p. 105
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a) Sen =0 entao, E,(0!) = 0 (Verdadeiro).

b) Supondo que o resultado vale para m < n. Os mdltiplos de p entre 1 e n sdo

p,2p,..., [g p. O que acarreta

Pela hipétese de indugao

ao-[{-5(f
ENCINE

Usando o resultado da Proposicdo -

4]

(s G-l -

Substituindo em (4.3) obtemos o resultado desejado

Ey(n!) =

n

pZ

1 +
N 3
p

p

+ + ...

O

O Teorema de Legendre permite que o aluno conheca e manipule os divisores de n!

sem precisar desenvolver esse fatorial (0o que na maioria dos casos é invidvel até para

calculadoras).

Exemplo 4.4. Determine a decomposicdo priméria de 20!.

Solucdo: Resolvemos o problema encontrando o valor de E,(20!) para todos os

primos menores que 20,

E»(20!)
E5(20!)
E5(20!)
E;(20!)
E11(201)
E15(20)
E17(20)

E19(201)

19

ou seja:

2|+ [3]+[5]+[] -0+ 5+ 241-18
5|+ [5]=ov2-s
7] = !
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Logo:
20! =218.3%.54.72. 111 . 131 . 171 . 19!

Exemplo 4.5. Determine a decomposicdo primdria de 15!. Em seguida determine a

quantidade de seus divisores e qual a quantidade de zeros que termina esse ntimero.

Solugdo: Resolvemos o problema encontrando o valor de E,(15!) para todos os

primos menores que 15, ou seja:

E,(15!) = % + [%5] +[1§5] =7+3+1=11
Es(15!) = —13—5-+ g =5+1=6

Es(15)) = ? =3

E;(15!) 1—75 =2

E1(15Y) = % =1

En(15) = % ~1

Logo:
151 =211.36.5%.72. 111 . 13!

Portanto o nimero de divisores de 15! é
dash=(11+1)-6+1)-B+1)-2+1)-(1+1)-(1+1)=4032 divisores

Ja ontimero de zeros é igual ao ntiimero de fatores 5. Como existem 3 fatores 5 o nimero

termina com trés zeros.
Exemplo 4.6. (HEFEZ, 2006, p.108) Responda:
a) Ache as maiores poténcias de 2 e 5 que dividem 10000;
b) Determine com quantos zeros termina a representagdo decimal de 10000;
c) Ache a maior poténcia de 104 que divide 10000!.
Solucao:

a) Para achar as maiores poténcias de 2 e 5 que dividem 10000! devemos encontrar

E,(10000!) para p igual a 2 ou 5:

100007 [100007 [100007 [100007 [100007 [100007 [10000
E>(100001) = [ 2 ]+[ 4 ]+[ 8 ]+[ 16 ]+[ 32 ]+[ 64 ]+[ 128]
[10000] . [10000] . [10000] . [10000] . [10000] . [10000]
256 512 1024 2048 | 7| 2096 8192

5000 + 2500 + 1250 + 625+ 312+ 156+ 78 +39+19+9+4 + 1
9993.
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Portanto 2% é a maior poténcia de 2 que divide 10000!.

10000 10000 10000 10000 10000
N =
£+(10000}) [ 5 ]+[ 25 ]+[125]+[625]+[3225]
Es(10000!) = 2000 +400+80+16+3
Es(100001) = 2499.
Portanto 5***° é a maior poténcia de 5 que divide 10000!.

Para determinar o ntimero de zeros que termina 10000! basta observar a poténcia
de 5. Pelo item “a” sabemos que 5°*°, ou seja, a quantidade de zeros em 10000!
¢ 2499 zeros.

Decompondo 104 em fatores primos: 104 = 2° - 13. Agora precisamos encontrar
E»(10000!) e E15(10000!).

Pelo item “a” E>(10000!) = 9993, procurando o resultado para E;3(10000!):

100007 [100007 10000
| =

E13(100001) [ 13 ]+[ 169 ]+[2197]

E1(100001) = 769 +59 + 4

E1(100001) = 832,

O maior expoente de 13 que divide 10000! é 832 e como 2% = (2°)*!, 0 maior

expoente de 2° que divide 10000! é 3331. Logo, existem menos fatores de 13 do

que 2°. Assim a maior poténcia de 104 que divide 10000! é 104%%2.



5 MAXIMO DIVISOR COMUM E MINIMO MIiNIMO MULTIPLO COMUM

Serdo tratados nesse capitulo as defini¢des, propriedades e caracterizagdes do
Méximo Divisor Comum e do Minimo Multiplo Comum. Por defini¢do, a ideia de
Maximo Divisor Comum e o Minimo Multiplo Comum de dois ou mais niimeros in-
teiros é escolher entre os multiplos comuns desses niimeros o menor deles e entre os
divisores comuns o maior deles. Veremos agora porque essas ideias merecem tanta

atencgdo apesar de sua “aparente” simplicidade.

5.1 Maximo Divisor Comum

A fatoragdo de um numero inteiro em um produto de primos evidencia os seus
divisores. Dois ou mais ntimeros inteiros tem pelo menos um divisor positivo comum
(ontimero 1). Se esses ntimeros inteiros apresentam fatores primos em comum nas suas
fatoracoes entdo eles terdo outros divisores comuns além do nimero 1. Dos divisores
comuns, um deles merece atengdo especial: o Maximo Divisor Comum.

Agora, serd desenvolvida a teoria sobre Maximo Divisor Comum e suas aplicagdes
bem como algumas de suas aplicagdes de modo rigoroso porém, acessivel aos alunos e
professores da Educagao Bésica.

Defini¢do 5.1. Dados dois nimeros inteiros a e b, o nimero inteiro d # 0 é um divisor
comumdeaebsed|aed|Db.

Exemplo 5.1. Os ntmeros +1, +2, +3, +5, +10, £15, £30 sdo divisores comuns de 30 e 60.

Defini¢dao 5.2. (Maximo Divisor Comum) O maximo divisor comum (mdc) de dois
inteiros “a” e “b” ndo ambos nulos (2 # 0 ou b # 0), que denotaremos por mdc(a, b), é o
maior inteiro positivo que divide a e b.

Agora surgem duas perguntas: O Méximo Divisor Comum de dois inteiros sempre
existe? Se existir o Maximo Divisor Comum de dois inteiros, ele é tinico? Para caracte-
rizar o Mdximo Divisor Comum, que a partir de agora chamaremos de mdc, e também
responder as perguntas propostas acima, precisamos de um teorema: a Identidade de
Bézout.

Teorema 5.1. (Identidade de Bézout) Se a e b sdo dois inteiros, entdo existem inteiros
leOII e ”y()” ta]_s que mdc(ﬂ, b) = axy + byo.

Demonstragio. Seja P o conjunto de todos os inteiros da forma ax + by com x, y € Z, ou
seja,
P = {ax + by; com x,y € Z}.
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Tomando y = 0 e x = 0 podemos ver que P tem o zero. Afirmamos que o conjunto
P tem elementos positivos e negativos. De fato, basta tomar o ntimero inteiro a # 0
escrito das formasa =a-1+b-0e-a=a-(-1)+b-0. Como a e —a sdo opostos, um deles
é positivo e o outro é negativo e pertencem a P. Pelo Principio da Boa Ordenacao existe
um menor inteiro positivo em P que chamaremos de d. Pela formagdo do conjunto P,
existem inteiros x, e y, tais que d = ax, + by,. Basta mostrar que d = mdc(a,b). Pelo

algoritmo da divisdo,
a=du+rcom0<r<d=r=a—-du=a- (axo+ byo)u = a(l — uxp) + b(-uyp).

No caso, ¥ € uma combinagdo linear dea e b, ouseja, r € P. Como0O<r<ded>0¢
o menor elemento positivo de P, segue quer = 0 ea = du, ousejad | a. Do mesmo modo
se prova que d | b. Logo d é um divisor comum positivo de a e b, ou seja d < mdc(a, b).
Agora se c é um divisor inteiro positivo de a e b, entdo pelo item (b) das propriedades
do divisor
claec|b=c|(axo+by)) ©cld=c<d.

Se ¢ = mdc(a,b), entdo mdc(a,b) | d, ou seja, mdc(a,b) < d logo, pela desigualdade
d < mdc(a, b), segue que mdc(a, b) = d. Portanto d é o maior divisor comum positivo de
aeb,ouseja, mdc(a,b) = d = axy + by, com x,y € Z. O

A Identidade de Bézout garante a existéncia do mdc de dois ntimeros inteiros a e b
desde que esses ndo sejam simultaneamente nulos (a # 0 ou b # 0). O Principio da Boa
Ordenacao utilizado na demonstracdo da Identidade de Bézout, garante a unicidade do
mdc. Porém, apesar do mdc(a, b) ser tinico, a combinacao linear mdc(a, b) = ax + by ndo
é Unica, ou seja, existem vdrios valores de x e y que satisfazem a relacdo. Entretanto
a demosntragdo garante que o mdc(a,b) é o menor inteiro positivo dentre todas as
combinagdes lineares da forma {ax + by; com x,y € Z}. Nesse trabalho, usaremos a
identidade de Bézout para justificar propriedades importantes sobre mdc e congruéncias
modulo m, além das aplica¢des nesse trabalho que o professor também pode utilizar

na sala de aula.

Exemplo 5.2. Dado o conjuntoa-Z +b - Z = {an + bm; m,n € Z}, mostre que o menor

elemento positivo desse conjunto é o mdc(a, ).

Solucdo: De fato, se d = mdc(a, b), entdo por definicdo d | a e d | b. Pela propriedade
(b) dos divisores, temos que d divide qualquer elemento dea-Z + b - Z. Logo pela
propriedade (h) dos divisores, d é menor ou igual a qualquer inteiro positivo de a.Z +
b.Z. Pela identidade de Bézout, existem x,yo € Z tal que d = axy + byp, ou seja
d€a-Z+b-Z. Portanto d é o menor elemento positivo do conjuntoa-Z + b - Z.

Proposicao 5.1. Para a e b inteiros ndo ambos nulos e ¢ um inteiro positivo, vale a
igualdade mcd(ca, cb) = c - mdc(a, ).
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Demonstragio. Pela identidade de Bézout, segue que
mdc(ca, cb) = min{cax + cby > Olx, y € Z} = c - min{ax + by > Olx, y € Z} = c - mdc(a, b).
O

Coroldrio 5.1. Se ¢ é um inteiro positivo e a e b sdo inteiros divisiveis por ¢, entdo

mdc (E, é) = L mdc(a, D).
c'c] ¢

. a b _ . o
Demonstragido. Comoc |aec|b, segue que - e - sdo inteiros. Portanto, basta substituir
c ¢

- . a
na proposigdo anterior a por ce b por ~para obtermos

c-mdc (E, é) = mdc (c . E,c- ?) =>cC- mdc(g, é) = mdc(a, b) = mdc (E, E) = 1 - mdc(a, b).
¢ c ¢ c ¢ c ¢ c c

O

d

Demonstracdo. Basta tomar c no coroldrio anterior como sendo mdc(a, b) = d e o resultado

Coroldrio 5.2. Se mdc(a,b) = d, entdo mdc (E, g) =1.

segue. O

A principal propriedade do mdc(a, b) ndo é ser o maior divisor comum de a e b, mas
sim que todo divisor comum de a e b é divisor do mdc(a,b). A justificativa, ndo tdo

6bvia é dada pelo préximo resultado.

Proposigdo 5.2. O ntimero inteiro positivo d é o maximo divisor comum de a e b (ndo

conjuntamente nulos) se, e somente se, possuir as propriedades abaixo:
a) O numero d é um divisor comum de a e b;
b) Se um ntmero d’ é divisor comum dea e b, entdo d’ | d.

Demonstragio. Supondo que d = mdc(a,b), entdo d | aed | b. Logo, pela definicdo de
mdc, a primeira condigdo é valida. Por outro lado, pela Identidade de Bézout, existem
certos inteiros xy e y, tais que axo + by =d,esed’ |aesed’ | b, entdo pela propriedade
(b) dos divisores, d’ | (axo + by), ou seja, d’ | d e a segunda condicdo é vélida.
Reciprocamente, como a # 0 ou b # 0, pela segunda condicdo d # 0, e pela primeira
e segunda condicao, segue que d > 0. Ainda pela segunda condicao, se d’ é um divisor
comum de a e b, entdo d’ também ¢é divisor de d, isto é d’ | d. Logo, pela propriedade
(h) dos divisores, segue que d’ < |d| = d. Portanto d é o mdc(a, b). O

A proposicdo acima é conhecida como caracterizacdo do mdc e pode perfeitamente
ser utilizada como defini¢do para o mdc de dois ntiimeros inteiros como acontece em
muitos textos, caso semelhante ocorre em Hefez(6). Muitas vezes, a aplicacdo das
propriedades da caracterizacdo do mdc mostra-se mais vantajosa do que sua definigdo

original. Veremos isso em algumas situagdes-problema e em outras propriedades.
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5.1.1 Algoritmo de Euclides

O algoritmo de Euclides é um método simples e eficiente de encontrar o mdc de
dois ntiimeros inteiros e diferentes de zero. Pela sua simplicidade ele é ensinado a
criancas do Ensino Fundamental sem muitas dificuldades. Na obra “Os Elementos”
de Euclides ja tinha uma descri¢do do seu uso. Entretanto o lema de Euclides, que
justifica o funcionamento do algoritmo ndo é enunciado nesses livros. O Lema de
Euclides é uma das ferramentas mais importantes para resolucdo de muitos problemas

envolvendo a definicdo de mdc de dois ntimeros.

Lema 5.1. (Lema de Euclides) Se a e b sdo nimeros inteiros e b = ag + r onde, g e r sdo

inteiros, entdo mdc(a, b) = mdc(a, r).

Demonstragio. Pelo algoritimo da divisdo, se b = ag +r, entdo, pela propriedade (b) dos
divisores, todo divisor de a e r é um divisor de b. Escrevendo r = b — ag, e novamente
pela propriedade (b) dos divisores podemos ver que todo divisor de a e b é divisor de
r. Como os divisores comuns de a2 e b sdo 0os mesmos divisores comuns de a e 7, segue
que, mdc(a,b) = mdc(a, ). O

No Lema de Euclides ndo é condigdo necessdria utilizar o resto da divisdo de b por
a, podemos também utilizar uma combinacdo da forma b —na, n € IN no lugar do resto,

ou seja, se o mdc(a, b — an) existe entdo mdc(a, b) = mdc(a, b — an).

Teorema 5.2. (Algoritmo de Euclides) Sejam a e b niimeros inteiros ndo negativos com

a # 0. Ao se aplicar o algoritmo da divisdo para se obter a sequéncia
b=ag+rcom0<r <a

a=rip+rcom0<r<rn

r=rygz+rscom0<r;<r

Twp = Ty1fn + 1, com0 <7, <71,
-1 =Tpdn + 0,

ou seja, até o nimero r, dividir r,_1, segue que o mdc(a, b) é o tltimo resto ndo nulo da

sequéncia da de divisdes.

Demonstragio. Aplicando o lema de Euclides nas equacdes acima obtemos
1y = mdc(ry_1,t,) = mdc(ry_p,¥r1) = ... = mdc(r1, 12) = mdc(a, r{) = mdc(a, b).

Portanto o mdc dos nimeros a e b é o tltimo resto ndo nulo das divisdes acima. O
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A tabela a seguir mostra o procedimento para utilizar o Algoritimo de Euclides na
pratica:

Tabela 2 — Dispositivo pratico para o algoritmo de Euclides

qr | 92 | 43 | «-- | qu—1 n qn+1
bla|r|rn|...| 1| r._1| mdca,b)
r &) T3 Ta e Ty

Fonte: O Autor

O Algoritmo de Euclides deve ser revisto de maneira mais rigorosa no Ensino
Médio pela sua importancia tedrica e pratica em aplicagdes como o uso em criptogra-
tias, equagdes diofantinas e congruéncias. Além disso o Algoritmo de Euclides é uma
ferramenta poderosa usada em Olimpiadas de Matematica e em demonstragdo de teo-
remas importantes ndo s6 de Aritmética como também de outras dreas da Matematica.

O lema de Euclides merece especial atengdo dos alunos e professores pois 0 mesmo
pode ser muito ttil em cdlculos de mdc, principalmente quando ha expressoes algébricas
envolvidas.

Logo abaixo sera listado alguns exemplos da aplicacdo do algoritmo de Euclides e
do lema de Euclides que o professor pode utilizar em sala de aula.

Exemplo 5.3. Um pastor tinha 100 ovelhas das quais 64 eram fémeas. O pastor decidiu
vendé-las na maior quantidade possivel de grupos de tal forma que em um grupo tem
que ter o maior ntimero possivel de fémeas e machos. Quantos grupos sdo possiveis e

com quantas fémeas e machos cada um pode ter?

Solucdo: Calculamos o mdc(64,36) pois a quantidade de ovelhas machos e fémeas

deve ser o maior dos divisores comuns. Usando o Algoritmo de Euclides:

1] 11]2]2
64|36 |28 8|4
281 8 1410

Logo mdc(64,36) = 4. Assim sdo 4 grupos cada um com 64 + 4 = 16 fémeas e
36 + 4 = 9 machos.

Exemplo 5.4. Obtenha x e y inteiros de modo que 56x + 72y = mdc(56,72).

Solucdo: Pela Identidade de Bézout, temos que os valores de x e y que satisfazem
a igualdade acima existem. Vamos utilizar o algoritmo de Euclides para encontré-los:
Calculando (72,56) pelo algoritmo de Euclides:
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1] 3
72156 |16 | 8
16| 8 | O

Agora vamos escrever 8 como combinacgdo linear de 56 e 72. Usando o algoritmo da

divisdo de trds para frente obtemos 56 =3-16+8 = 8 =56-3-16 =56 -3 - (72 - 56) =

4 -56 — 3 -72. Portanto, uma solugdo para o problema sdo os valoresx =4e y = -3.
Os dois proximos exemplos sdo encontrados em Hefez(6).

Exemplo 5.5. (HEFEZ, 2006, p.58) Mostre que mdc(n + 1,n* + n+ 1) = 1 paran € IN.

Solugdo: O lema de Euclides é ideal para lidar com mdc envolvendo expressdes
algébricas. Utilizando o Lema de Euclides, obtemos mdc(n + 1,n> + n + 1) = mdc(n +
I,n-n+1)+1)=mde(n+1,1)=1.

Exemplo 5.6. (HEFEZ, 2006, p. 55) Determine os valores de a e n de tal forma que
a+1]|a*+1comneN.

Solugdo: Para resolver essa questdo usaremos o lema abaixo. Sua demonstra¢do
pode ser feita por indugdo (o professor pode encorajar seus alunos a tentar demonstrar
esse lema).

Lema 5.2. Sejam a,b,n € N, coma >b > 0entdoa + b | a®" — b*".
Demonstragdo. Usaremos a indugdo sobre n:
a) Sen=1,entdoa*! —b*! = 4> —b* = (a+b) - (a — D), ou seja, a + b divide a** — b*1;
b) Supondo que a + b | a?* — b* para um certo k inteiro positivo. De fato,
20D _ R0 g2 g2k gtk g g2k gk g2 gy gk - phy
comoa+b | a?—b? pois a®> —b* = (a+b).(a — b) e, por hipétese, a + b | a* — b*, logo,
a+b| (@ =) + @ = 1) = a + b | 26D - D),
Portanto, a + b | a®" — b*" paraa,b,n € N.

O

Voltando ao problema do exemplo, veja que a + 1 | a*" + 1 se, e somente se, mdc(a +
1,a*+1)=a+1.

Logo, comoa®* +1 = (@* —1)+2ea+1|a* — 1 (Veja 0 lema acima) e utilizando o
lema de Euclides obtemos mdc(a + 1,a*" + 1) = mdc(a + 1, (@*" — 1) + 2) = mdc(a + 1, 2).

Portanto a + 1 | a*" + 1 se e somente se a + 1 = mdc(a + 1,2) o que acontece se, a = 0
oua=1.
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5.1.2 Maximo Divisor Comum com Teorema Fundamental da Aritmética

Podemos utilizar a fatoragdo tnica dos inteiros para demonstrar um processo de
célculo do mdc de dois ou mais ntimeros. Nos proximos resultados usaremos a seguinte
~ ~ ~ . . a1 a2z a _ bl bz b,
notagdo para a fatoracdo dos ntimeros inteirosa = p' -p,’ ---ps" e b = p;' -p,* - - - p5°, onde
os expoentes dos fatores primos ndo comuns as duas fatora¢des é igual a zero. O

resultado a seguir é encontrado em Santos(5).

Proposigdo 5.3. [|Se dois inteiros positivos a e b tem como fatoragdes
a=piepsee gl b=pitepepl
onde p1,p2, ..., Ps 40 nliimeros primos, entdo o maximo divisor comum dea e b é:
mdc(a,b) = p{' -py---ps onde ¢; = min{a;, b;} paral <i<s.

Demonstragio. De fato, para que o produto de fatores primos comuns seja um divisor
comum, nenhum dos expoentes c¢; de p; poderd ser maior de que a; ou b;. Como

queremos o maior divisor positivo basta que c; seja 0 menor deles. m|
Exemplo 5.7. Calcule o mdc(120,75).

Solugao: Usando o Teorema Fundamental da Aritmética para decompor os dois
numeros, temos:
120=2%-3"-5'e75 =27.3! .5

Logo o mdc(120,75) = 3' - 5! = 15.

Exemplo 5.8. (XXII OBM-Segunda Fase, N.1) Qual é o maior inteiro positivo 7 tal que
os restos das divisdes de 154, 238 e 334 por n sdo iguais?

Soluc¢do: Dois nameros deixam o mesmo resto quando divididos por 7 se e s6 se
sua diferenca é multipla de n. Logo, as diferencas 238 — 154 = 84 e 334 — 238 = 96
sdo ambas multiplas de n. Como 1 é o maior possivel, concluimos que n deve ser o
mdc(84,96). Como 84 =22-3-7 €99 = 2°- 3, segue que o mdc(84,96) = 2% -3 = 12.

Defini¢ao 5.3. Se dois ntimeros inteiros positivos a e b ndo tem fatores primos em
comum, entdo o mdc(a,b) = 1. Esses ntimeros sdao chamados de primos entre si ou

coprimos.

A defini¢do de nliimeros primos entre si e o Teorema Fundamental da Aritmética

podem ser utilizados para demonstrar propriedades sobre divisdes.

Proposicao 5.4. Sejam p e g nimeros inteiros positivos coprimos:

1 SANTOS, 2000, p.10
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a) Se algum inteiro é divisivel por p e g, entdo é divisivel por pg.
b) Se o ntimero inteiro pk é divisivel por g, entdo k é divisivel por g.
Demonstragio. Provemos cada um dos itens acima separadamente:

a) Seja n um ntmero inteiro divisivel por p. Logo, podemos escrever n como n = pr
(r € Z). Como p e g sdo coprimos e g | n, isso acarreta que g | r. Assim, podemos
escrever r da forma r = gs com s € Z. Substituindo r = gs em n = pr obtemos

n = pgs provando a primeira parte.

b) Para provar a segunda parte se pk é divisivel por g, entdo podemos escrever pk

como pk = gr com r € Z, mas isso acarreta que k = —. Como k é um niimero

inteiro, entdo p | r (pois p e g sdo coprimos). Chamando % de s temos que k = sg

com s € Z provando a segunda parte.

5.2 Minimo Multiplo Comum

Por defini¢do, mdltiplo é um ntimero inteiro cuja divisdo por outro ntimero inteiro
ndo deixa resto, ou seja, podemos interpretar o multiplo de um nimero como o divi-
dendo de uma divisdo de inteiros com resto zero. Verifica-se facilmente que dois ou
mais nimeros inteiros tem infinitos multiplos comuns. Dentre esses infinitos multiplos
comuns, um deles merece destaque: o0 Minimo Multiplo Comum.

O aluno aprende a definicdo de Minimo Mudltiplo Comum, que a partir de agora
chamaremos de mmc, e o algoritmo para encontra-lo no Ensino Fundamental, mas
em muitos livros ndo ha mengdo sobre o Teorema Fundamental da Aritmética que
é o fundamento do algoritmo para encontrar o mmc e além disso, muitas perguntas
ficam nao respondidas tais como: O mmc de dois ou mais nliimeros existe? Se existe
mmc de dois ou mais ntiimeros ele é tinico? Existe alguma relacdo entre mdc e mmc?

Responderemos essas perguntas no decorrer desse trabalho.

Defini¢ao 5.4. Dados dois nimeros inteiros a e b, ndo nulos, o nimero inteiro m é um

mdultiplo comum deaebsea|meb | m.
Exemplo 5.9. Os multiplos comuns de 4 e 6 sdo 0, £12, +24, +36, +48, . ..

Definicdo 5.5. (Minimo Multiplo Comum) O minimo mdltiplo comum (mmc) de dois
inteiros “a” e “b” ndo nulos (a # 0 e b # 0), que denotaremos por mmc(a, b), é o menor
inteiro positivo que é mdltiplo de a e b.

Teorema 5.3. Seja a e b dois ntimeros inteiros positivos. O mmc(a, b) existe e é tnico.
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Demonstragio. Seja M C IN o conjunto de todos os multiplos comuns deaeb. O conjunto
M néo é vazio pois contém o produto ab. Assim, pelo principio da boa ordenagdo, M

tem “um” elemento minimo, ou seja, o mmc(a, b). O

Do modo semelhante ao mdc de dois ntimeros inteiros, o que caracteriza o mmc
de dois nimeros inteiros ndo é ser o menor multiplo comum desses ntiimeros. O que
caracteriza o mmc de dois nimeros a e b, é o fato que todo mdltiplo comum de a e
b também é mdultiplo do mmc(a,b). Essa afirmac¢do ndo tdo 6bvia é dada pela pelo

resultado abaixo.

Proposi¢do 5.5. O ntimero inteiro positivo m é o minimo multiplo comum de 2 e b (ndo

nulos) se, e somente se, possuir as propriedades abaixo:
a) O namero m é um multiplo comum de a e b;
b) Se um ndmero m’ é multiplo comum de a e b, entdo m | m’.

Demonstragido. Supondo que o m = mmc(a, b), entdo pela definicdo de mmca |meb | m.
Assim, a primeira condicdo é satisfeita. Por outro lado, seja m’ um multiplo comum de
a e b. Pelo algoritmo da divisdo podemos escrever m’ = mg +r,com 0 < r < m. Logo,

r=m’ —mg. Como m’ e mq sdo multiplos comuns de a e b segue que,
[ — [ ’ — ’ 7o
m =apemq=as ou m =bp'emq=as’ com p,sp’,s €”Z.

Logo, podemos escrever r como r = a(p—s) our = b(p’ —s’), ou seja, r é multiplo comum
de a e b. Mas isso acarreta que r = 0, pois caso contrario terfamos um multiplo comum
rdeaeb,tal que 0 < r < m contrariando a escolha de m. Portanto m | m’.
Reciprocamente, seja m um inteiro positivo que satisfaz as duas condi¢ées acima.
Pela segunda condicédo, se m’ é um multiplo comum de a e b também é mdltiplo de m,

isto é m | m’ ou seja m < m’. Portanto m = mmc(a, b). O

A proposicdo acima é conhecida como caracterizagdo do mmc e pode perfeitamente
ser utilizada como defini¢do para o mdc de dois ntimeros inteiros. Para determinar
o mmc(a,b) de dois nimeros basta recorrer ao Teorema Fundamental da Aritmética

decompondo a e b em fatores primos. O resultado abaixo é encontrado em Santos (5).

Proposigdo 5.6. | Se dois inteiros positivos a e b tem como fatoragdes

a=pipyoept b=piprepl

onde py, pa, ..., ps sd0 niimeros primos, entdo o minimo multiplo comum deaeb é

mdc(a,b) = p{'py ---ps onde ¢; = max{a;, b} paral <i<s.

2 SANTOS, 2000, p.13
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Demonstragio. De fato, para que o produto de fatores primos comuns seja um multiplo
comum, nenhum dos expoentes ¢; de p; poderd ser menor de que 4; ou b;. Como

queremos o menor multiplo positivo basta que c; seja 0 maior desses deles. O

Exemplo 5.10. (PUC-SP) Numa linha de produgéo, certo tipo de manutencao é feita na
mdaquina A a cada 3 dias, na mdquina B, a cada 4 dias, e na mdquina C, a cada 6 dias.
Se no dia 2 de dezembro foi feita a manutengdo nas trés maquinas, ap6s quantos dias

as maquinas receberdo manuten¢do no mesmo dia.

Solucgdo: Para a realizagdo da manutencdo das trés maquinas no mesmo dia pre-
cisamos dos multiplos comuns de 3,4 e 6. A préxima manutengdo se dard na menor

quantidade de dias que é multiplo comum de 3,4 e 6, ou seja, precisamos do mmc(3, 4, 6):
3=3,4=2e6=2"3

Logo mdc(3,4,6) = 22.3! = 12. A manutencio simultanea deve ser feita a cada 12 dias.
Logo, se a dltima manutencdo foi no dia 2 de dezembro a préxima deve ser no dia 14
de dezembro.

O mmc e mdc estdo relacionados por um resultado que torna certos problemas bem
mais faceis de serem manipulados. Representaremos por max{a, b} e min{a, b} o maior
e respectivamente o menor dos niimeros inteiros 4 e b. Sem perda de generalidade,
supondo que max{a, b} = a, logo min{a, b} = b, ou seja, max{a, b} + min{a, b} = a + b.

Proposicdo 5.7. Para todoa e b inteiros positivos vale a relacao: mdc(a, b)-mmc(a, b) = ab.

Demonstragio. Se a = pi'p2---p* e b = pl'py---pl* sdo as fatoragdes dos ntimeros

inteiros a e b entéo,

mdc(a b) mm la1, bl}pmm a2} | p;”m as,bs) e mmc(a b) m'lx{ﬂl b1}pgmx{az,hz} L. .p:nax{us,bs}_

Multiplicando as expressdes acima, obtemos

mdc(a, b) . mmc(a, b) — (pmm{al bl}p?m{az b2} mm {as,bs} )(pmux{al b1} max{az by} | max{aS bs })
— p{1ﬂ1+b1}p ﬂ2+l72} . p{a5+b\ }
bs
= (P1 pz )(P1 pz *Ps )
= ab.
Concluindo a demonstracéo. O

Segue abaixo alguns exemplos utilizando a relagdo entre mmc e mdc:

Exemplo 5.11. (HEFEZ, 2006. p.65) Seja n € IN*, calcule mmc(n® + 1,n + 1),
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Solu¢ao: Utilizando o lema de Euclides, obtemos
mdc(n®> +1,n+1) = mde(n* = 1) +2,n+1) = mde(n+ 1)(n = 1) +2,n + 1) = mdc(2, n + 1).

Como 2 é ntimero primo, segue que mdc(2,n+1) é o min{2,n+1}. Logo,n =0oun =1,
ouseja, o mdc(n*+1,n+1) = 1 oumdc(n*+1,n+1) = 2. Discutiremos as possibilidades:

a) Se mdc(n® +1,n + 1) = 1, entdo pela relagdo entre mmc e mdc segue que,

mmc(n*+1, n+1)-mdc(n®+1, n+1) = (*+1)(n+1) = mmc(n®*+1,n+1) = n+n*+n+1.
b) Se mdc(n* +1,n + 1) = 2, entdo pela relagdo entre mmc e mdc segue que,
1
mmc(n*+1, n+1)-mdc(n®+1, n+1) = (n*+1)(n+1) = mmec(n*+1,n+1) = E-(n3+n2+n+1).

Exemplo 5.12. Dados a e b inteiros positivos, mostre que mdc(a, b) = mmc(a, b) é equi-
valente aa = b.

Solucao:

Se mdc(a, b) = mmc(a, b), entdo pela relacdo entre mmc e mmc obtemos
mmc(a,b) - mdc(a,b) = ab = mmc(a, b)* = ab.
Seja m = mmc(a,b), ou seja, m = ca e m = db para c e d positivos. Logo
m? = (ca)® = ab = *a =boum? = (db)*> =ab = d*b = a.
Somando membro a membro as igualdades acima, segue que
ab=d*bPa = d* (Pa)=a= (cd)?=1=c=d=1.

Portanto a = b.
Reciprocamente, se a = b entdo mmc(a, b) = mmc(a,a) = a e mdc(a, b) = mdc(a,a) = a.
Portanto mdc(a, b) = mmc(a, b).

5.3 MDC E MMC Para Varios Inteiros

A defini¢do de mdc e mmc de dois inteiros se estende para mais de dois inteiros
assim como sua caracterizagdo e propriedades.

Um ntimero inteiro positivo d é o mdc de ay, ..., a, se possuir as propriedades:

a) d é divisor comum de ay,a,,...,a,;

a) Sed’ é divisor comum de ay,a,,...,a,, entdo d’ | d.
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Do mesmo modo, namero inteiro positivo m é o mmc de ay,...,a, se possuir as
propriedades:

a) m é multiplo comum de ay, 4y, ...,4a,;

a) Se m’ é maltiplo comum de ay,45,...,a,, entdom | m’.
Proposicdo 5.8. Se a4, . ..,a,, sdo nimeros inteiros positivos entao:

a) mdc(ay,...,a,_1,a,) = mdc(ay, ..., mdc(a,_1,a,));

b) mmc(ay,...,a,-1,a,) = mmc(ay, ..., mmc(a,_1,a,));

A demonstragdo dessa proposigdo foge aos objetivos desse texto, entretanto mos-

traremos um caso particular para trés inteiros positivos.
Proposicdo 5.9. Se a1, a,, a3 sdo inteiros positivos entdo,

a) mdc(ay,ar,a3) = mdc(ar, mdc(as, as));

b) mmc(ay,a,,a3) = mmc(a,, mmc(ay, az)).
Demonstragio. Demonstraremos cada item separadamente:

a) Sejamdc(ai,a,a3) = d e mdc(ay, mdc(ay, a3)) = d’. Tomando mdc(ay,a»,a3) = d temos
qued | ay,d | a, ed | as. Pela caracterizacdo do mdc segue que d | a; ed | mdc(az, as),
novamente pela caracterizacdo do mdc obtemos d | mdc(a,, mdc(ay, as)), ou seja,
d | d'. Por outro lado, tomando mdc(a;, mdc(ay,a3)) = d’, segue que d’ | a; e
d’ | mdc(ay, a3). Pela definicdo do mdc, segue que d’ | a1, d' | a, e d’ | a3, pela
caracterizagdo do mdc segue que d’ | mdc(aq,a,,a3), ousejad’ | d. Comod |d" ed’ | d

com d,d’ positivos, segue que d = d’, ou seja, mdc(a1, mdc(ay, as)) = mdc(as, az, as).

b) Seja mmc(ay,a,,a3) = m e mmc(a;, mmc(ay, as)) = m’. Tomando mmc(ay,a,a3) = m
temos que a; | m, a, | m e az | m. Pela caracterizagdo do mmc segue que a; | m e
mmc(ay, as) | m, novamente pela caracterizagdo do mmic obtemos mmc(ai, mmc(ay, as)) |
m, ou seja, m’ | m. Por outro lado, tomando mmc(ai, mmc(ay, az)) = m’, segue que
ay | m" e mmc(ay, az) | m’. Como a, | mmc(ay, az) e az | mmc(ay, az), segue que a; | m’,
ay | m’ eas | m’ e pela caracterizacdo do mmc segue que mmc(ay,a,,as) | m’, ou seja
m | m’. Comom |m' em’ | mcomm,m positivos, segue que m = m’, ou seja,

mmc(a,, mmc(ay, az)) = mmc(ay, az, as).

Exemplo 5.13. Determine o mdc e o mmc de 2145,120 e 75.

Solucao:
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a) Vamos calcular primeiro o mdc(2145,120):

17 | 1
2145 | 120 | 105 | 15
105 | 15 | O
Agora calculamos o mdc(75, 15):
5
75| 15

Portanto o mdc(2145,120,75) = 15.

b) Vamos calcular primeiro o mmc(2145,120): Pela decomposi¢do primdria temos
2145=3-5-11-13e 120 = 2°- 35, logo mmc(2145,120) = 2%-3-5-11-13 = 17160.

Agora calculamos o mdc(17160,75): Pela decomposicdo primadria temos 17160 =
23.3.5-11-13 €75 = 3 -5, logo mmc(17160,75) = 23 - 3-52 - 11 - 13 = 85800.

Observe que pela proposi¢do anterior obterifamos o mesma resposta fatorando si-

multaneamente os trés nimeros.

5.4 Interpretacdao Geométrica do MDC E MMC

Pode-se utilizar vdrias interpreta¢des para se consolidar um conhecimento ma-
temdtico em sala de aula. Apesar do mdc e mmc serem de cunho essencialmente
aritmético, eles podem ser interpretados geometricamente.

No 1° ano do Ensino Médio, os alunos estdo consolidando conhecimentos bédsicos de
geometria plana, nesse momento, o professor pode aproveitar para dar uma interpretagdo
geométrica para mdc e mmc. A demonstracdo do resultado a seguir é mérito do Pro-
fessor Marcelo Polezzi (12) em seu belo artigo publicado na Revista do Professor de
Matemética. O resultado foi escrito como proposi¢do como uma tentativa de facilitar o
entendimento dos alunos do Ensino Médio. A justificativa da proposi¢do é recomen-
dada aos alunos do 3° ano de Ensino Médio ja que utiliza conhecimentos oriundos
da geometria analitica plana ou a alunos do 1° ano, caso tenham sélido conhecimento

sobre fungdes afins.

Proposicao 5.10. Seja a e b nimeros interios positivos e S um retangulo cujas coorde-
nadas dos vértices no plano cartesiano sao (0,0), (4,0), (0,b), (a,b). Se d = mdc(a, ),
entdo a diagonal de S pode ser dividida em d partes iguais de coordenadas inteiras e

. b .
o mmc(a,b) é a drea de cada regido retangular de base a e altura - determinadas pelas

d

“d” divisoes de sua diagonal.
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Demonstragio. | Tomando um plano cartesiano e um par de coordenadas inteiras (x, )

como mostra a figura abaixo:

Figura 1 — Retangulo de coordenadas (0, 0), (a,0), (0, ), (a, b)

L

(0,0)

Fonte: O Autor

. . . A . _ b .
Seja m o coefiente angular da diagonal do retangulo, ou seja, m = 2, logo:

cmxmy=las it
y = y= b

AN

Portanto, qualquer par de inteiros (p, q) que satisfaz a relagdo g = 7 pertence a diagonal.
Seja d = mdc(a, b). Logo existem u e v primos entre si tal que a = du e b = dv. Isso
acarreta que:
= .
u v b v
Afirmamos que a diagonal do retangulo do grafico acima fica dividida em d partes

iguais. De fato, se (p, q) pertence a diagonal (com p e q inteiros e positivos), entdo

E:E:E:>pv:uq.

g b v

Mas como mdc(u,v) = 1, isso acarreta que g = rv e p = ru com 0 < r < 4. Portanto a
diagonal do retangulo fica dividida em d partes iguais e além disso ela possui d + 1
pares de inteiros ndo negativos (contando com o par (0, 0)).

Os d + 1 pontos de coordenadas inteiras da diagonal divide o retangulo S em d
retangulos cuja base mede 4. Chamando a drea de cada um desses retangulos de A,
obtemos

Ad = ab. 6.1)

3 POLEZZI, M. Como Obter o MDC e MMC sem Fazer Contas da RPM n° 51.
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Mas
mdc(a, b) - mmc(a, b) = ab. (5.2)
Comparando com segue que Ad = mdc(a, b) - mmc(a, b) = mmc(a,b) = A. O
Exemplo 5.14. Dé a interpretacdo geométrica do mdc(6,4) e mmc(6,4).

Solugao: Basta fazer um retdngulo de dimensdes 6 e 4, tragar sua diagonal e verificar
quais os pontos da diagonal que tem coordenadas inteiras:

Figura 2 — Retagulo de dimensdes 6x4

T | [ ]

Fonte:O Autor

Como se vé existe um ponto de coordenadas inteiras que divide a diagonal em duas
partes congruéntes logo o mdc(6,4) = 2. O mmc(6,4) é a drea de cada uma das partes
dividida pela diagonal, logo mmc(6,4) = 6 -2 = 12.



6 O ENSINO DA DIVISAO NA EDUCACAO BASICA

Para suprir as necessidade dos alunos em aprender habilidades de calculo, nas
escolas brasileiras, o ensino de Aritmética é predominante nas séries iniciais. No 1°
e 2° ciclo do Ensino Fundamental os alunos estudam as operagdes aditivas (adigdo e
subtracdo) e a multiplicagdo. No inicio do 3° ciclo do Ensino Fundamental o aluno
entra em contato com a divisao.

Entretanto, o ensino da divisdo ndo se consiste apenas em encontrar o quociente e
o resto da divisdo. Duas dessas situagdes-problemas ensinadas nas escolas, consistem
em repartir em quantidades iguais (quotizagdo) e na quantidade de grupos (particdo).
Cada uma dessas situagdes requer formas de raciocinio diferente e cabe aos professores
desenvolverem estratégias para ajudar o aluno a interpretar em qual ideia se enqua-
dra cada situacdo problema. Portanto, o ensino da divisdo deve ser desenvolvido
priorizando ndo a técnica de dividir e sim os significados para a mesma.

Para tornar as aulas sobre divisdo e suas propriedades mais atrativas para os alunos,
o professor pode utilizar jogos de competicdo entre seus alunos. O professor pode
separar os alunos de sua sala em equipes mesclando alunos de capacidades cognitivas
distintas e aplicando desafios as equipes: Quem efetua a divisdo mais rapido? Qual
equipe pode fatorar esse nimero mais rdpido? Qual o maior divisor primo desse
numero? Quantos sido os divisores naturais “m” ?

No entanto, o professor deve permitir que os alunos sempre procurem suas es-
tratégias para a resolucdo de problemas sobre divisdes. O professor deve lembrar aos
alunos que a divisao exata é apenas um caso particular em que o resto da divisdo é
nulo e problemas cuja solug¢do depende da manipulagdo do resto da divisdo sdo tdo
fundamentais quanto problemas envolvendo o quociente.

Dai em diante, o aluno deve entrar em contato com temas que consolidam o estudo

da divisdo:

a) Algoritmo da Divisdo: que fundamenta resultados importantes para o estudo
da divisdo como o lema dos restos, lema de Euclides e propriedades importantes

sobre mdc e mmc de niimeros inteiros;

b) Teorema Fundamental da Aritmética: fundamental para a demonstrar muitas
propriedades concernente ao niimeros inteiros tais como a obtencdo dos diviso-
res de qualquer ndmero inteiro, fundamenta a demonstracdo da infinitude dos
nuimeros primos, justifica o algoritmo para cdlculo do mdc e mmc de dois niimeros

inteiros, entre outras.

Entretanto apesar da importancia desses temas, eles sdo apresentados para os alunos

de forma bem resumida e sem justificativa ainda no 3° ciclo do Ensino Fundamental, e
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nos anos posteriores, esses temas sdo simplesmente esquecidos comprometendo nao s6
a consolidacdo da aprendizagem sobre niimeros inteiros como também a aprendizagem
dos outros conjuntos numéricos (racionais, reais e complexos). Isso evidencia que a
organizacado atual do ensino de Aritmética é inadequado ao nivel de preparo dos alunos
para a sua assimilacdo. Nesse contexto, se faz necessario rever o curriculo de Aritmética
na educagdo bésica. O ensino precoce de temas centrais no estudo da Aritmética como
o “Algoritmo da Divisdo” e “Teorema Fundamental da Aritmética” ndo se mostra
eficaz. E necessdrio desenvolver o ensino de Aritmética nas escolas durante toda a
educagdo bdsica, e assim, dar tempo para que o professor ajude o aluno a consolidar
esse conhecimento. A Aritmética é o primeiro ramo da Matemaética ensinado aos
alunos nas escolas, mas isso ndo quer dizer que deva ser o primeiro a ter o seu ensino

encerrado.

6.1 O Ensino da Divisao e as Olimpiadas de Matematica

Uma das politicas ptuiblicas voltadas para a educacdo (em especial a educagdo ma-
temadtica) é o incentivo a participa¢do dos alunos em olimpiadas escolares.

No Brasil temos em destaque a OBM (Olimpiada Brasileira de Matemadtica) e a
OBMEP (Olimpiada Brasileira de Matematica Para Escolas Ptblicas) nessa tltima par-
ticipam na 1° fase praticamente 100% dos alunos matriculados no 3° e 4° ciclos do Ensino
Fundamental e no Ensino Médio em escolas publicas brasileiras e os 5% melhores na
1° fase da olimpiada védo para a 2° fasefl]

O objetivo dessas olimpiadas é encontrar potenciais talentos em matematica. En-
tretanto sem uma preparacdo adequada fica invidvel a boa participagdo dos alunos em
tais olimpiadas.

Questdes sobre tépicos de Aritmética, dentre eles a divisdo, estdo sempre presente
em tais olimpiadas. Segue algumas recomendacdes tteis para resolugdo de questdes

de olimpiadas envolvendo os estudos sobre divisdo:

a) Muitos dos problemas sobre divisdo envolvem o Teorema Fundamental da Aritmética;

b) O lema dos restos facilita muito o célculo de restos de divisdes de poténcias,

multiplica¢des e somas por um ntimero natural;

¢) Em problemas envolvendo divisdes de expressdes algébricas por um nimero
natural n, é de boa praxe examinar todos os restos possiveis da divisdo pelo

numero 1, ou seja, fazer um estudo de caso;

d) O lema de Euclides é muito utilizado para resolver problemas envolvendo mdc

de expressodes algébricas;

! Fonte: http://www.obmep.org.br. Acesso em 20 de Abril de 2014.
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e) Muitos problemas envolvendo quadrados perfeitos podem ser resolvidos pelo
o resto da divisdo por 3 e 4. Quadrados perfeitos quando divididos por 3 ou 4

deixam resto 0 ou 1 (o leitor pode se sentir convidado a demonstrar esse resultado);

f) Apesar de sua simplicidade o algoritmo da divisdo é um instrumento poderoso

para resolver problemas e demonstrar resultados importantes.

Segue alguns exemplos de questdes da OBM (Olimpiada Brasileira de matematica)
abordando os tépicos estudados até aqui?}

Exemplo 6.1. (OBM - 2008) Quantos nimeros inteiros positivos menores que 500 tém
exatamente 15 divisores inteiros positivos?
A)0 B)1 C)2 D)3 E)4

Solugdo: Pelo principio fundamental da contdgem bem como pelo Corolério
para um inteiro positivo ter exatamente 15 divisores positivos, os nimero precisam ser
da seguinte forma: p' e p? - g*. Como p'* é maior que 500 para todo p > 2, logo os
ntimeros procurados sdo 22-3* = 324, 32.2* = 144, e 5*-2* = 400. Portanto h4 3 nimeros

que satizfazem as condi¢des do problema.

Exemplo 6.2. (OBM - 2008) O quociente e o resto na divisdo de 26097 por 25 sdo,
respectivamente:
A)1043e22 B)1044e3 C)143e22 D)1044e22 E)144e3

Solugdo: Como 26097 = 1043 - 25 + 22, o quociente procurado é 1043 e o respectivo
resto é 22.

Exemplo 6.3. (OBM -2011) Quantos sdo os pares ordenados (a,b), com a, b inteiros
positivos, tais que a + b + mdc(a, b) = 33?

Solucdo: Seja d = mdc(a, b). A expressdo acima fica da forma: % + g +1= %

Como o primeiro membro é uma soma de ntiimeros inteiros, sabemos que 4 | 33. Pelo

lema de Euclides

33 a a boa b a
de(g—l, E) de(H‘Fa, E) —de(E,E) =1
33 b a b b a
mdc (7 -1, E) mdc (E + E, E) mdc (E’ E) =1

Agora basta encontrar os pares de inteiros (x, y) tal que x+y = 2 -1 com mdc(3-1,x) = 1

para cada d obtendo como solugéo (a, b) = (dx, dy):

a) Sed =1, entdo x + y = 32 tem 16 solugdes (tomamos x impar);

2 Fonte: Provas e Gabaritos em (13) www.obm.org.br. Acesso em 20 de Abril de 2014.
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b) Sed = 3, entdo x + y = 10 tem 4 solugdes (x ndo pode ser par nem miultiplo de 5);

c) Sed =11, entdo x + y = 2 tem 1 solugdo;

d) Sed = 33, entdo x + y = 0 ndo tem solucdo (pois a e b devem ser positivos).
Portanto, existem 21 pares de solugdes.

Exemplo 6.4. (OBM —2006) O maximo divisor comum de todos os termos da seqiiéncia
a,=n>-n,n=1,2,3,..6é
A)2 B)3 C4 D)5 E)6

Solugdo: Fatorando a expressdo a, = n® — n, obtemos
a,=n’—n=m-nn+1).

Logo ovalordea, =n®—ncomn =1,2,3,... ¢ formado por trés ntimeros consecutivos,
ou seja, é divisivel por 2 e por 3 consequentemente por 6. Como 6 = 2° — 2 pela
caracterizagdo do mdc concluimos que 6 é o mdc da sequéncia pois nenhum a,, = n*> — n
com n > 2 divide 6.

Exemplo 6.5. (OBM - 2011)O maior inteiro positivo n tal que (2011!)! é divisivel por

(n))! é:
A3 B4 Q5 D)6 E)7

Solugdo: Pela propriedade (viii) do divisor, se a | b com a e b inteiros ndo negativos,
entdoa < b. Mas se a < b, entdo a! < bl. No caso se ((n!)!)! | (2011!)!, entdo ((n!)!)! <
(2011!)!. Por outro lado, como o fatorial é uma funcdo crescente em IN ocorre que
(nHH! < (20111)! © n! < 2011. Como 6! < 2011 < 7! concluimos que o valor maximo de
néeo.

Exemplo 6.6. (OBM —2011) Os inteiros positivos 30, 72 e N possuem a propriedade de
que o produto de quaisquer dois é divisivel pelo terceiro. Qual o menor valor possivel
de N?

Solucdo: Pela propriedade (v) do divisor, se 30 | 72N, entdo 5 | 12N. Como 5 1 12
temos que 5 | N. Do mesmo modo, se 72 | 30N, entdo 12 | 5N. Como 12 1 5 temos que
12 | N. Logo N deve ser m1tiplo de 60, ou seja, N > 60. Portanto o ntimero procurado
é 60.

Exemplo 6.7. (OBM - 2012) Os dois menores ntimeros primos da forma n? + 5 sdo
36 +5 =41e 144 + 5 = 149. Qual é o terceiro menor primo dessa forma?

Solugdo: Se 1 é impar entdo n? + 5 é par e maior do que 2, ou seja, ndo é primo.
Logo n é par. Pelo algoritmo da divisdo, tomando o inteiro k > 1, n pode ser escrito das
formas 3k, 3k + 1 e 3k + 2. Analisando as duas tltimas formas:
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a) n =3k + 1: Nesse caso, n* + 5 = 9k + 6k + 6 que é um multiplo de 3 maior do que
3, ou seja, ndo é primo;

b) n = 3k +2: Do mesmo modo n* + 5 = 9k* + 12k + 9 que também ¢é um multiplo de

3 e maior do que 3, ou seja, ndo é primo.

Logo n é multiplo de 3, e, portanto, é multiplo de 6. Assim, os préximos candidatos a
primo sao

182 +5 = 18-3>+14=(18-3)(18 +3) + 14 =15-21 + 14

24> +5 24232 + 14 = (24-3)(24 + 3) + 14 = 21 - 27 + 14.

Mas ambos sdo mdltiplos de 7. O ntimero 30? + 5 é multiplo de 5. O préximo ntimero
a ser testado é 36? + 5 = 1301 que é o numero primo procurado.

Exemplo 6.8. (OBM-2012) Quantos nimeros inteiros positivos tém o ntimero 9 como

seu maior divisor, diferente do préprio niimero?

Solucdo: Todo multiplo de 9 é multiplo de 3, ou seja, é da forma 3k com k € Z.
Dessa forma, k € um dos divisores desse nimero. Como k € menor do que 3k, e pelos
dados do problema, 9 é o maior divisor de 3k que é diferente de 3k, entdo k < 9, ou seja,
3k < 27. Os inteiros positivos que satisfazem essas condi¢des sdo 0 9, 18 e 27. Como o
numeros deve ser diferente de 9 entdo apenas o 18 e o 27 satisfazem as condi¢des do

problema, ou seja, sdo 2 ntiimeros.

Exemplo 6.9. (OBM -2009) Considere o niimero inteiro positivo 7 tal que o nimero de
divisores positivos do dobro de n é igual ao dobro do nimero de divisores positivos
de n. Podemos concluir que 7 é:

a)um numero primo

b)um ntimero par

c)um ndmero impar

d)um quadrado perfeito

e)um poténcia inteira de 2

Solugdo: Sendo n = 2%p{'py?---ps* a fatoragdo de n, entdo 2n = 2°*p'pi?-- - pet.
Pelo Corolério a quantidade de divisores positivos de n é

(a+1)(a; +1)(ap +1)---(as +1).
E a quantidade de divisores positivos de 2n é

(@+1+D(ag +D(az+1)--(as + 1).
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Essa quantidade é o dobro da anterior quando
(a+2)(a1+1)(ap+1) - - (as+1) = 2(a+1) (a1 +1)(ap+1) - - - (as+1) = a+2 = 2(a+1) = a = 0.

Logo, n ndo tem fatores 2. Portanto n é impar.



7 CONGRUENCIAS

Na educacdo bésica, o aluno pode se deparar com perguntas do tipo:

a) O 112° e 235° dias do ano caem no mesmo dia da semana?

4100

b) Qual o resto da divisdo de por 6?7

c) E possivel saber se o ntimeros 56382639246293269632532 ¢ divisivel por 4 sem
efetuar a divisdo?

A primeira pergunta pode ser respondida com duas divisdes simples, a segunda
pergunta pode ser respondida com o lema dos restos e a terceira pergunta pode ser
respondida com o critério de divisibilidade por 4. A nogdo de congruéncia, que foi
apresentada por C. F. Gauss, na sua obra “Disquisitiones Arithmeticae” no ano de 1801,
responde todas essas perguntas.

Como proposta para a continuagdo do estudo sobre divisdo e suas propriedades de-
dicaremos atengdo ao resto das divisdes de nimeros inteiros. O estudo de congruéncia
é relegado ao ensino superior, entretanto as demonstragdes e resultados apresentados
aqui utilizam ideias ou conceitos oriundos das operagdes elementares, ou seja, com al-
gumas restri¢des, é possivel desenvolver o estudo das congruéncias na educagao basica
dando maior significado ao ensino da divisao.

O estudo das congruéncias é voltado para o resto das divisdes e o ensino tradicional
sobre divisdo é focado em problemas cuja solugio é a obtengdo do quociente. Portanto,
podemos dizer que o estudo das congruéncias na educacdo bdsica complementa o
estudo da divisao.

Um dos objetivos desse trabalho é fornecer meios para o professor inserir o estudo
das congruéncias como continuidade, desdobramento ou extensdo do ensino da di-
visdo. Essa proposta tem com objetivo de amadurecer a defini¢do de divisdo entre
nuameros inteiros, além do fato de que a congruéncia é Gtil em uma grande quantidade
de aplicagdes praticas principalmente em olimpiadas de matematica.

Defini¢ado 7.1. (Congruéncia médulo m) Sejam a,b e m € Z com m > 1. Dizemos que

o ntmero a é congruente a b médulo m, se m divide a diferenca entre a e b, ou seja,
m | (a—D).

A notagdo a = b mod m representa que “a é congruente a b médulo m”, ou seja,
a=bmodm e m|(a—-b) & a—-b=mtparat e ”Z.

Nesse trabalho usaremos as notacgdo ja consagrada para representar congruéncias.

Caso um professor esteja interessado em trabalhar algumas propriedades das con-
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gruéncias na educacdo bdsica, ele pode utilizar ou inserir simbolos e terminologia

novos, mais simples e sugestivos aos alunos.

Figura 3 — Notagoes alternativas para as congruéncias

024.6,. ,

Fonte: Revista do Professor de Matemética N° 10

Exemplo 7.1. 24 = 6 mod 3, pois 3 | (24 - 6).

A notagdo a # b mod m, diz que a ndo é congruente (a é incongruente) a b médulo m,
ou seja,
aztbmodme mit (a—Db).

Exemplo 7.2. 25 # 8 mod 2, pois 2 1 (25 - 8).

7.1 Aplicacoes da Definicao de Congruéncias

Proposicao 7.1. (Caracterizagdo das congruéncias médulo m) Dois niimeros inteiros a
e b sdo congruentes modulo m se, e somente se, a e b deixam o mesmo resto quando

divididos por m.

Demonstragio.
(=) Supondo que a = b mod m, resulta, pela defini¢do de congruéncia, que

m|(a—"b), ousejaa—b=mtcom (t € Z). (7.1)
Pelo algoritmo da divisdo, se r é o resto da divisdo de a por m entdo
a=mq+rcom (0 <r<m). (7.2)
Substituindo em obtemos
(mg+r)—b=mt,ouainda, b=mg—-mt+r=m(g—1t)+r.

Portanto, a e b tem o mesmo resto quando divididos por m.
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(=) Reciprocamente, seja r o resto da divisdo de a e b por m. Logo,

a = mk+r,comkeZ (7.3)

b = mt+r,comkeZ. (7.4)

Subtraindo de (7.3) obtemos a—b = (k—t)m. Portanto, pela defini¢do de congruéncia
segue que a = b mod m. O

A proposigdo acima evidencia a relagdo entre congruéncia e o resto da divisdo.
Notemos que todo niimero inteiro é congruente médulo m ao resto de sua divisdo por
m. De fato

(D=dm+rcom0<r<m)e (D =rmodm).

Proposicdo 7.2. A congruéncia médulo m define uma relagdo de equivaléncia.

Demonstragido. Basta mostrar que a congruéncia médulo m é reflexiva, simétrica e tran-

sitiva:
a) (Reflexiva) Com efeito, 2 —a = 0 e como m | 0 concluimos que a = a mod m.

b) (Simétrica) Se a = b mod m entdoa — b = tm com (t € Z). Como b —a = —(tm) =
(—t)m segue que b = a mod m

¢) (Transitiva) Sea = b mod meb = ¢ mod mentdaoa—b = tmeb—c = km com (t,k € Z).
Portanto,a —c=(a—b) + (b —c) = tm + km = (k + t)m, ou seja, a = c mod m.

7.2 Propriedades Operatorias das Congruéncias

A proposicdo abaixo mostra que a soma, subtracdo e multiplicacdo dos inteiros

preservam a congruéncia médulo m.

Proposicao 7.3. Sejam a,b,c,d,m € Z, com m > 1. Sdo vélidas as seguintes proprieda-
des:

a) Sea=bmodmentdoa+c=Db=+cmodmeac = bcmodm;
b) Sea =bmod me sec=dmodm,entdoa +c=b=+dmodmeac = bdmodm.

Demonstragio.
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a) Pela definicdo de congruéncia, como a = b mod m temos que a — b = tm para t

inteiro. Comoa —b = (a+c) — (b +c), segue que (a £ c) = (b + c) mod m.

Para a multiplica¢do, como a = b mod m temos que a — b = tm para t inteiro. Logo

ac — bc = ctm o que implica em m | (ac — bc). Portanto ac = bc mod m.

b) Comoa = bmod m e c = d mod m segue quea —b = tme c—d = km. Somando e
subtraindo as expressdes membro a membro obtemos (a+c¢) - (b+d) = (t+k)me
(@a—c)—(b—d)=(t—k)m. Portantoa + c = b + d mod m.

Para a segunda parte, multiplicamos a expressdo a — b = tm por c e a expressao
c—d = km por b. Em seguida somamos membro a membro obtendo (a — b)c + (c -
d)b = ctm + bkm, o que implica em ac — bd = (ct + bk)m. Portanto ac = bd mod m.

O

Corolario 7.1. Dados a,b,m € Z (com m > 1),sea = bmod m com a,b € Z en € IN*,

entdo a" = b" mod m;

Demonstragio. Usaremos indugdo sobre n. Paran = 1 o resultado é 6bvio. Suponhamos
que o resultado seja vélido para k > 1, onde k é um inteiro, ou seja, a* = b* mod m.
Usando o item (b) da Proposicdo obtemos (a¥)a = (V)b mod m, ou seja, a**! =
b1 mod m. Portanto a* = b" mod m paraa,b,n,me Z. O

Proposicdo 7.4. Se ac = bc mod m e mdc(c,m) = d, entdo a = b mod .

Demonstragdo. Se ac = bc mod m, entdo ac — bc = (a — b)c = km, com k € Z.. Se mdc(c, m) =
d, entdo existe inteiros r e s tais que ¢ = dr e m = ds, onde r e s sdo primos entre si (veja o
Corlario[5.2). Logo, (a—b)dr = kds = (a—b)r = ks. Mas isso implica ques | (b—a)r. Como
o mdc(r,s) = 1 segue que s | (b —a) = a = bmod s coms = 4. Portantoa=bmod %. O

Corolario 7.2. Se ac = bc mod m e se mdc(c,m) = 1, entdo a = b mod m.
Demonstragdo. Basta fazer d = 1 na Proposigdo O

Essa propriedade garante o cancelamento de fatores em ambos os membros de uma

congruéncia se eles sdo primos com o médulo.
Proposicdo 7.5. Sejaa,b,n,m € Z, com m,n > 1, entdo:

a) Sea=bmodmen|m,entdoa = b mod n.

b) Se a = b mod m, entdo mdc(a, m) = mdc(b, m).
Demonstragio. Sem perda de generalidade, tomaremos b < a.

a) Pela definicdo de congruéncia, vale que m | (a — b). Como n | m, resulta que
n | (a — b). Portanto a = b mod n.
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b) Pela definicdo das congruéncias, sea = b mod m, entdoa—b = mk, ouseja,a = mk+b
parak € Z. Pelo lema de Euclides obtemos mdc(a, m) = mdc(mk+b, m) = mdc(b, m).

O

Segue abaixo alguns exemplos sobre congruéncia que o professor pode aplicar aos
seus alunos de Ensino Médio.

Exemplo 7.3. Mostre que 10*® — 1 ¢ divisivel por 11.

Solugdo: Usando a congruéncia médulo m obtemos
10 = =1 mod 11 = 10?® = (=1)** mod 11 = 10*° = 1% mod 11 = 10** — 1 = 0 mod 11.
Portanto 11 | (102 —1).

Exemplo 7.4. (FOMIN, D. 2012, p. 105) Encontre o resto da divisdo de 10" + 10'% +

101000 + .+ 1010000000000 por 7.

Solucdo: Provemos por indugdo em n € N que 10! = 4 mod 7.
a) Paran = 1: 10" = 31 = (32)° = 2° = 4 mod 7, ou seja, o resultado é verdadeiro;

b) Supondo que o resultado seja verdadeiro para algum k € N: 10" = 4 mod 7 =
101" = 410 = 16° = 25 = 4 mod 7. Portanto 10'”" = 4 mod 7 paran € N.

Voltando a questéo, pela Proposicao[7.3]e pelo reultado anterior, 10'°+10%° + 1010 +
oo 4 1010000000000 = 4 10 = 5 mod 7. Portanto o resto da divisdo de 10 + 10" + 10100 +

os + 1010000000000 131 7 6 5,

Exemplo 7.5. Calculando a soma dos algarismos de 2!, em seguida calculando a soma
dos algarismos do ntiimero resultante, e assim por diante, até sobrar um sé algarismo.

Qual o algarismo que sobrou?

Solugéo: Pelo critério de divisibilidade por 9 (que sera visto logo mais adiante), um
nuamero é divisivel por 9 se a soma dos algarismos desse niimero também o for. Logo
5mod 9 = 2" =5 mod 9 = 2'° = 7 mod 9 = 2%° = 72 mod 9 =

4 mod 9 = 2! = 45 mod 9 = 2'° = 7 mod 9.

25
220

Portanto o dltimo algarismo restante é 7.

Exemplo 7.6. (REVISTA EUREKA n° 4) Determine todos os valores do natural n, para
os quais 2" + 1 é multiplo de 3.

Solucdo: Observe que 2 = (—1) mod 3. Logo, pela Proposigdo |7.3| e pelo Corolério
segue que 2 = (=1) mod 3 = 2" = (=1)" mod 3 = 2" + 1 = (-1)" + 1 mod 3.
Portanto, 2" + 1 = 0 mod 3 se n é impar.
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7.3 Congruéncias Lineares

Na educacdo bésica, mais especificamente no 3° e 4° ciclo do Ensino Fundamental,
o professor inicia o estudo das equagdes do primeiro grau com duas varidveis da forma
ax +by = ccoma,b,c € Z. Essas equagdes sdo utilizadas para resolver problemas tais

como:
a) De quantos modos podemos organizar 30 bolinhas em grupos de 4 ou 5 bolinhas?

b) Uma garota recebeu R$ 50,00 para comprar dois tipos de lanches. Depois de
pesquisar, conseguiu o preco de R$ 4,00 por hambturguer e de R$ 6,00 por um
sorvete. De quantas maneiras ela pode comprar esses lanches?

c) Para levar 200 turistas para um passeio, dispomos de carros e vans. Cada carro
pode levar 4 turistas e cada van pode levar 18 turistas. De quantos modos
podemos distribuir os turistas nos carros e vans? Se o custo do da van é o triplo

do carro, qual a quantidade mas vantajosa financeiramente de levar os turista?

O ensino das equagdes de duas varidveis em Z na educagdo basica tradicional é feita
usando o método das tentativas. Esse modo é cansativo para os alunos e ndo mostra a

estrutura das solu¢des. Mas usando a notagdo de congruéncia obtemos

ax +by=c e ax—c=b(-y) © ax = cmod b. (7.5)

Logo os problemas acima podem ser estudados com as congruéncias. A equacdo
obitida em (7.5) é chamada de congruéncia linear.

Definic¢do 7.2. Chama-se congruéncia linear toda equacdo da forma ax = b mod m, onde
a,bmeZ comm > 1.

Se um inteiro x, satatisfaz a relacdo ax, = bmod m entdo x, é uma solucdo da

congruéncia linear ax = b mod m.

7.3.1 Relacao das Congruéncias Lineares e Equacées Diofantinas

Defini¢ao 7.3. Chama-se equagdo diofantina linear do primeiro grau com duas incégnitas,
as equacgdes da forma ax+by = ¢, onde g, b e c sdo ntimeros inteiros e x e y sdo incégnitas

a serem determinadas em Z.

Precisamos agora de uma ferramenta que nos permita definir se uma equagdo
diofantina linear tem ou ndo solucdo. Os préximos dois resultados logo abaixo sdo
dados em Filho (9).

Teorema 7.1. [[| A equagdo diofantina linear ax + by = ¢ tem solugo se e somente se, d
divide c, sendo mdc(a, b) = d.
1 FILHO, 1981 p. 138
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Demonstragido. Supondo que a equagdo ax + by = c tem uma solugdo, isto é existe um
par de inteiros (xo, yo) tal que axy + by = c. Por ser mdc(a, b) = d, existem inteiros p e g
tais que a = dp e b = dg, logo c = axy + byy = dpxo + dqyo = d(pxo + qyo). Como p, xo, q, Yo
sdo inteiros, segue que pxy + gy, € um inteiro, portanto 4 | c.

Reciprocamente, suponhamos que d divide c (d | ¢) isto é, c = dt, onde t é um inteiro.
Por ser mdc(a,b) = d, existem inteiros x, e y, tais que d = axy + by,. O que implica,
¢ = dt = (axo+byo)t = a(txe)+b(tyo). Isto &, o par de inteiros x = txy = Sxpe y = tyo = Yo,
é solucdo da equacgdo ax + by = c. O

Se c for o maior divisor comum de a e b, entdo esta equagdo associa-se a Identidade
de Bézout, o que a caracteriza como uma equacédo diofantina com solugdes.

A proposicdo a seguir nos fornece um meio para encontrar as solug¢des de equagdes

diofantinas lineares de duas varidveis e isso é dado pela proposicdo a seguir.

Proposicao 7.6. E|Se d divide c sendo mdc(a,b) = d e se o par de inteiros x; e 1y é uma
solucdo particular da equagdo diofantina ax + by = c, entdo todas as demais solugoes

dessa equacdo sdo da forma

X=X +Et = —Et mtezZ
= X0 P, e Y=1Y d,CO .

Demonstragdo. Suponhamos que o par de inteiros xy e 1y uma solugdo particular da

equacgdo ax + by = ¢, e seja x; e y; outra solugdo da equagdo. Logo,

axq + byo = ax; + byy = ¢ = a(x1 — xo) = b(yo — y1)- (7.6)
Como mdc(a, b) = d, existem inteiros p e g coprimos tais quea = dp e b = dg. Substituindo
esses valores em e cancelando d obtemos
px1 = x0) = q(yo = y1)-
Como p e q coprimos, temos que g | (x1 — xp) e p | (o — y1), ou seja, (x1 — x9) = gt e

(Yo — y1) = pt. Portanto,

b
q(yo—yl):xl—xozqt:xl=x0+3t;

a
q(yo—yl)zyo—yl=pt:>y1:yo—3t.

p(x1 — xo)

p(x1 — xo)

Esses valores de x; e y; satisfazem realmente a equagédo ax + by = ¢, para qualquer

inteiro ¢, pois temos

b a b a
111+by1 =a(x0+at)+b(yo—Et)zaxo+by0+aa—bg=c

2 FILHO, 1981 p. 140
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Coroldrio 7.3. Se o par de inteiros x e 1y ¢ uma solugdo particular da equacao diofantina
ax + by = ¢, com mdc(a,b) = 1, entdo todas as demais solugdes dessa equagdo sdao da
forma

x=xo+bt e y=yy—at, comte”Z.

Demonstragio. Basta substituir o mdc(a,b) = 1 em d no resultado da Proposicao
obtendo o resultado. O

Na prética, para se resolver uma equagdo diofantina linear da forma ax + by = ¢,
calculamos o mdc(a, b) = d. Se d 4 ¢ paramos o processo (a equacdo ndo tem solugdo). Se
d | ¢, ouseja c = kd para k inteiro, continuamos o procedimento. Em seguida utilizamos
o algoritmo de Euclides para encontrar uma solugédo particular de ax + by = d, que pela
identidade de Bézout, sempre tem solugdo. Para encerrar o procedimento, se x; e y;
€ uma solucdo particular de ax + by = d, entdo ax; + by; = d, logo basta multiplicar a
equacao anterior por k para obter xy = kx; e ¥y = ky; que é uma solugdo particular da
equacdo original. Finalmente usamos a Proposi¢do|7.6/ou o Corolério se for o caso.

Exemplo 7.7. Um aluno foi encarregado de remanejar todos os livros de uma estante
da biblioteca de sua escola. Se ele retirar os livros de dois em dois sobrard um livro na
estante e se ele retirar os livros de trés em trés sobrard dois livros na estante. Quantos
livros havia nessa estante se cada estante da biblioteca cabem no méaximo 50 livros e

por economia de espaco cada estante deve ter pelo menos 40 livros?
Solugédo: Sejan ontimero de livros dessa estante. Pelos dados do problema e usando
o algoritmo da divisdo segue que
n=2x+len=3y+2=2x+1=3y+2=2x-3y =1 (7.7)

Por inspegdo, uma solugdo particular da equagédo (7.7) é x, = 2 e y, = 1. Logo a solucdo
geraléx =2-3tey =1+2tparat € Z. Como cada estante tem pelo menos 40 livros e

no méaximo 50 isso acarreta que:
n=2x+1=22-3t)+1=5-6t=>40<5-6t<50= -7<t< -6
Portanto temos duas possibilidade para o valor de t:
a) Parat = —6: o nimero de livros é n =5 — 6t =5 — 6(—6) = 41;
b) Para t = —7: o ntmero de livros é n =5 — 6t =5 — 6(-7) = 47.

Exemplo 7.8. Mostre que nenhum nimero inteiro pode deixar resto 5 quando dividido

por 12 e resto 4 quando dividido por 15.
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Soluc¢do: Supondo que exista um nimero inteiro n que deixa resto 5 quando divi-
dido por 12 e resto 4 quando dividido por 15. Pelo algoritmo da divisdo segue que

n=15x+4en=12y+5=15x+4 =12y +5 = 15x — 12y = 1. (7.8)

Mas o mdc(15,12) = 3 e 3 t 1 e pelo Teorema [7.1] a equagdo diofantina nio tem
solucdo. Contradicéo.

Voltando ao estudo das congruéncias, o niimero x, € solu¢do da congruéncia linear
ax = b mod m se e somente se m | (axo—b), logo, existe um inteiro y, tal que axo—b = myj,
ou seja, axp — myy = b. Portanto, para encontrar todos os inteiros que satisfazem
a congruéncia linear ax = bmod m, basta obter as solu¢des da equagdo diofantina
ax —my = b.

7.3.2 Solucées das Congruéncias Lineares

Toda congruéncia linear tem solugdo? A pergunta, é respondida pelo seguinte
teorema dado em Filho(9):

Teorema 7.2. E|A congruéncia linear ax = b mod m tem solugdo, se e somente se, d divide
b (d|b), sendo d = mdc(a, m).

Demonstragio.
Supondo que a solu¢do da congruéncia linear ax = b mod m, tem como solugdo o inteiro
Xo, isto é, axg = b mod m. Entdo existe um inteiro vy, tal que ax, — b = my, o que implica
em axy — myp = b. Pelo Teorema o resultado segue.

Reciprocamente, suponhamos qued | b, isto é, b = dt com t € Z. Como o mdc(a, m) =
d, existem inteiros xy e y, tais que axy, + my, = d. Agora multiplicando ambos os

membros dessa tltima igualdade por ¢ temos
a(txo) + m(tyo) = dt = b = a(txy) — b = m(—tyo) = a(txp) = b mod m.
Isso mostra que a congruéncia ax = b mod m tem solugéo. O

As solugdes de uma congruéncia linear estdo associadas as solu¢des de uma equagao
diofantina linear. Se o mdc(a, m) divide b, entdo a equacdo diofantina ax — my = b tem
infinitas soluc¢des, o que implica que a congruéncia linear ax = b mod m tem infinitas

solugdes.

Exemplo 7.9. (HEFEZ, 2006, p. 144) Pode o dobro de um ntimero natural deixar resto
igual a 9 quando dividido por 26? E quando dividido por 25?

Solucao:

3 FILHO, 1981, p. 167
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a) Suponha que existe x € IN tal que 2x deixa resto igual a 9 quando dividido por 26.
Logo 2x = 9 mod 26. Pelo Teorema([7.2|deveria ocorrer que mdc(2,26) | 9. Mas isso
¢ uma contradi¢do. Portanto, o dobro de um ntdmero natural ndo pode deixar

resto igual a 9 quando dividido por 26.

b) Suponha que existe x € IN tal que 2x deixa resto igual a 9 quando dividido por 25.
Logo 2x = 9 mod 25. Pelo Teorema |7.2| deveria ocorrer que mdc(2,25) | 9, o que é
verdadeiro. Com efeito, 2x = 9 mod 25 & 2x — 25y = 9. Essa equacdo diofantina
tem como solugdo particular os valores xo = —=108 e yy = —9. Logo a solugdo geral
da congruéncia linear é x = —108 — 25t para t € Z. Como queremos solugdes
naturais, segue que —108 — 25t > 0 = t < -5. Portanto —108 — 25 - (=5) = 17 é

menor nimero natural cujo o dobro deixa resto igual a 9 quando dividido por 25.

Segue logo abaixo exemplos de aplicacdo das congruéncias lineares em questdes de

olimpiadas de matematica aplicadas no Ensino Médio.

Exemplo 7.10. (OBMEP 2012) Cinco cartas, inicialmente dispostas como na figura,

serdo embaralhadas.

A 2 IF & 4** s**
* ol 2ol
v . | . *'h 'i"i'g
Posic&o inicial
o | 5&& “ & 4**
S ([ K[ &
|| | e,

Posi¢do apos o primeiro
embaralhamento

Em cada embaralhamento, a primeira carta passa a ser a segunda, a segunda passa
a ser a quarta, a terceira passa a ser a primeira, a quarta passa a ser a quinta e a quinta

passa a ser a terceira. Qual serd a primeira carta ap6s 2012 embaralhamentos?

A 2* 3*
& &
A) 4 B) L®d o L*:
) Y
¥ Y*t
D) *% g |¥%

Soluc¢do:De acordo com as regras do embaralhamento obtemos as seguintes posi¢oes

das cartas:

a) A posigdo original das cartas: A2345;
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b) 1° embaralhamento: 3A524
¢) 2° embaralhamento: 534A2
d) 3° embaralhamento: 4523A
e) 4° embaralhamento: 24A53
f) 5° embaralhamento: A2345, no caso a posigdo original das cartas.

Como a cada 5 embaralhamentos a posi¢do das cartas se repete, a solugdo do problema
é dada pela menor ntimero natural que é solugdo da congruéncia linear 2012 = x mod 5,

ou seja:

10 = Omod5 =
2010 = Omodb5 =
2012 = 2mod5

Logo a posicdo das cartas apds 2012 embaralhamentos é igual a posi¢cdo apds o 2°
embaralhamento que é 534A2. Portanto a 1% carta é o 5.

Exemplo 7.11. (Banco de Questdes - OBMEP) As figuras A, %, ¢, 8,9 e O sdo repetidas
indefinidadente na sequéncia

A%, 0,6,00,A%0,6,0,0,..

a) Que figura aparecerd nd 1000* posi¢do da sequéncia?

b) Em que posi¢do aparece o milésimo ¢?

Solucao:
a) Devemos encontrar o menor niimero natural que é solu¢do da congruéncia linear
1000 = x mod 6. Partindo de 10 = 4 mod 6 segue que

10 = 4mod6=
10° = 4 mod6 e
1000 = 64 mod 6 =
1000 = 4mod 6

Portanto o simbolo procurado é o0 4°, ou seja , #.

b) Como o 1° ¢ estd na 3% posicdo, 0 2° ¢ estd na 1-6 + 3 =9? posigdo,0 3° estd na
2 -6+ 3 =15% posicdo e assim por diante, o nimero procurado estd na 999 -6 + 3 =
posicdo . Portanto o milésimo ¢ ocupa a 59977 posicao.
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7.4 Critérios de Divisibilidade

Os critérios de divisibilidade sdo ensinados no inicio do 3° ciclo do Ensino Funda-
mental para servir como ferramenta para o estudo posterior sobre divisdes. No entanto
o ensino dos critérios de divisibilidade sdo justificados apenas com exemplos de casos
particulares . A justificativa para o uso de tal metodologia consiste no fato de que sem
a teoria das congruéncias fica invidvel efetuar as demonstra¢des de grande parte dos
critérios de divisibilidade, contudo, durante toda educacdo bésica tal assunto nao é
abordado e as regras de divisibilidade sdo apenas decoradas pelos alunos, privando-os
de desenvolver sua criatividade e raciocinio l6gico-matemaético.

O estudo das congruéncias médulo m, permite que o aluno tenha ferramentas para
demonstrar os critérios de divisibilidade contido nos livros bem como tentar estabelecer
seus proprios critérios. O professor pode iniciar com as demonstragdes dos primeiros
critérios de divisibilidade no inicio do Ensino Médio quando os alunos ja tem dominio
sobre as propriedades e ideias oriundas da divisao.

Alguns dos critérios de divisibilidade abaixo podem ser demonstrados apenas com
as propriedades de divisdo porém, as congruéncias facilitam o trabalho.

Para discutir e demonstrar os critérios de divisibilidade é necessario que os alunos

compreendam o sistema de numeracdo decimal posicional representado pela identi-
dade

n = N, 1Moy = 1,107 + 1,110 + ... + 1110 + 110" (7.9)

O namero escrito a direita é o ndmero natural n escrito com algarismos na ordem
estabelecida.

Basicamente, para demonstrar critérios de divisibilidade por um ndmero natural
m, devemos em cada parcela da soma do dltimo membro de aplicar a congruéncia
modulo m e somar todas as congruéncias. Lembrando que um critério de divisibilidade
é eficaz apenas se ele for mais fécil de utilizar do que a prépria divisdo. Nao é de nosso
interesse exibir varios critérios de divisibilidade, pois essa tarefa é intermindvel, mas
sim, mostrar uma ideia comum para a obtengdo de todos os critérios e assim obter um

método eficiente de construcao.

7.4.1 Critério de divisibilidade por 2,5 e 10

Tomando o ntmero n na base 10, n = n,10" + 1,410 + --- + 17.10 + n,, basta
observar que 10 = 0 mod 2, 10 = 0 mod 5, 10 = 0 mod 10. Pela Proposigéobem como
pelo Corolario[7.1]da congruéncias, segue que

n10° = 0mod 2
n10° = 0mod5
n10° = 0 mod 10.
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Onde i € N. Logo, 7,10 + 1,.410"" + - - + 1,10 + ny = ng mod 2, mod 5, mod 10.
Portanto, 1y (no caso o tltimo algarismo de 1) deve ser divisivel por 2, 5 ou 10.
7.4.2 Criterio de divisibilidade por 3,9

Tomando o ntimero n nabase 10, n = 1,10" +1,.,10"" +- - - +17.10 + ny, basta observar
que 10 = 1mod 3 e 10 = 1mod 9. Pela Proposigdo [7.3|bem como pelo Corolario
segue que

n10° = n;mod 3

n10° = n; mod9.

Onde i € N. Agora observe que

ng = ngmod3,mod9

m10' = ny mod 3, mod 9
n,.1 107" = n,_y mod 3, mod 9

n,10" = n, mod 3, mod 9.

Somando membro a membro as congruéncias acima segue que
n=n,+n,_1+ -+ ny +nymod3,mod 9.

Portanto, n é divisivel por 3 ou 9 se n, + n,_; + ... + n; + ny (a soma dos algarismos

de n) é divisivel por 3 ou por 9.

7.4.3 Criterio de divisibilidade por 7

Pelo Corolario[7.1|tem-se que 1000 = 10° = —1 mod 7. Tomando o nimero n na base
10, n = n,10" + n,.9410" ' + - - + 1,10 + ng e i € N tem-se

i ; 10% = 1mod 7, se i f
(10°) = (-1 mod 7 = { =T SEOT P
10% = =1 mod 7, se i for impar

Separando as classes (unidades simples, milhar, milhdo,...) de n e aplicando as con-

gruéncias obtemos

n = ( C+ NghyMg (103)2 + N5Nahs (103)1 + NNy hg (103)0) mod 7

= 1 = (... + ngnyng — Nsngnz + o) mod 7

Portanto, n é divisivel por 7 se a soma das classe impares menos a soma das classes

pares de n for divisivel por 7.
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7.4.4 Criterio de divisibilidade por 8

Tomando o namero 7 na base 10, n = n,10" + n,.,10"' + - - - + 1110 + 1y e aplicando

a congruéncia modulo 8 as poténcias de 10 obtemos

10° = 1mod8

10" = 2mod8ou10' = —6mod 8
10> = 4mod8oul0®=—4mod 8
10> = 0mod 8 ou 10° = 0 mod 8
10* = 0mod 8 ou 10* = 0 mod 8

Mas pela Proposi¢do|7.3] isso implica que

no10° = 1nymod 8
m10' = 2n; mod 8 ou n10 = —6n; mod 8
n,10° = 4n, mod 8 ou n,10*> = —4n, mod 8

n310° = 0 mod 8 ou n310° = 0 mod 8
ns10* = 0 mod 8 ou ns10* = 0 mod 8

n=mnyl0° + ny - 10" + m,10> + n310° + ... = 1ng + 2ny + 4n, mod 8
ou

n=np10° + 1;10" + 1,10 + n310° +... = 1ny — 6my — 4ny mod 8
Portanto, n é divisivel por 8 se

a) Oalgarismo da unidade somado com duas vezes o algarismo da dezena e a quatro

vezes o algarismo da centena for divisivel por §;

b) O algarismo da unidade menos seis vezes o algarismo da dezena menos quatro

vezes o algarismo da centena for divisivel por 8.

7.4.5 Criterio de divisibilidade por 11

Basta observar que 11 = 10+1 = 0 mod 11 e pelo Corolério|7.1, com i € IN temos que
10% = 1 mod 11(I). Usando a relacdo 10! +1%*1 = (10+1)- (10 —1-10%' +...— 127110+
1%) e que 11 | (10 + 1), acarreta que 11 | (10%*! + 12*1). Portanto 10**! + 1 = 0 mod 11(1I).
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Tomando o ntiimero n nabase 10, n = 1,10"+1,_410" ' +- - -4+ 17-10+n, e os resultados
de (I) e (II), bem como pela Proposi¢ad?.3} obtemos,

ng = mngmod1l

n1(10+1) =10n; +ny = 0mod 11
10%n, = ny, mod 11

n3(10° +1) = 10°13 +n3 = 0mod 11

Somando membro a membro as congruéncias segue que

n+ny+nz3+---=ng+n,+--- mod11.

Como n é divisivel por 11 se e somente se, n = 0 mod 11, pela expressdo acima segue

que

m+ny+---=ng+n,+--- mod11.

Portanto, o nimero n é divisivel por 11, se a soma dos seus algarismos de ordem

par menos a soma de seus algarismos de ordem impar é divisivel por 11.

7.4.6 Criterio de divisibilidade por 13

Tomando o nimero n na base 10, n = n,10" + n,.9410" ' + - - + n..10 + ng e aplicando

a congruéncia moédulo 13 as poténcias de 10 obtemos

10°
10"
10?
10°
10*
10°
10°
107
10®
10°
1010

1 mod 13

10 mod 13 ou 10! = =3 mod 13
9 mod 13 ou 10*> = —4 mod 13
12 mod 13 ou 10° = —1 mod 13
3 mod 13 ou 10* = —10 mod 13
4 mod 13 ou 10° = =9 mod 13
1 mod 13 ou 10° = =12 mod 13
10 mod 13 ou 107 = -3 mod 13
9 mod 13 ou 108 = —4 mod 13
2 mod 13 ou 10° = =1 mod 13
3 mod 13 ou 10'° = —10 mod 13
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Mas pela Proposicao|[7.3} isso implica que

1910° = 1y mod 13

n100 = 10m; mod 13 ou 110" = —3n; mod 13
1,10° = 9ny mod 13 ou n,10% = —4n, mod 13
n310° = 12n3 mod 13 ou n310° = —1nz mod 13
n,10* = 3ny mod 13 ou n410* = —10n4 mod 13
ns10° = 4ns mod 13 ou 1510° = —9ns mod 13
n610° = 1ng mod 13 ou ng10° = —12n4 mod 13
n;10° = 10n; mod 13 ou n;10” = —3n; mod 13
ng10® = 9ng mod 13 ou ng10® = —4ng mod 13
n910° = 2n9 mod 13 ou n910° = —1ny mod 13

11010 = 3ny0 mod 13 ou 11910" = —10m¢ mod 13

Agrupando os segundos membros de cada uma das congruéncias acima podemos

concluir que o ntiimero 7 é divisivel por 13 se o nimero abaixo for divisivel por 13.
(7’10 + 3ny + 4ns + ng + 21’19) — (37’11 —4n, — 1nz — 3n; — 47’18) + ...

7.4.7 Critério de divisibilidade por 16

Tomando o namero 7 na base 10, n = n,10" + n,.;10"! + - - - + 1710 + 1y e aplicando

a congruéncia médulo 16 as poténcias de 10, obtemos

10° = 1mod 16

10 = 10 mod 8 ou 10" = —6 mod 8
10> = 4mod 16 ou 10> = =12 mod 8
10° = 8mod 16 ou 10° = —8 mod 16

10* 0 mod 16 ou 10° = 0 mod 8
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Mas pela Proposicao|[7.3} isso implica que

no10° = 1ny mod 16

m 100 = 10n; mod 16 ou n,10' = —6n, mod 16
110> = 4n, mod 16 ou ny10> = —12n, mod 8
n310° = 8nz mod 16 ou 1310° = —8n3 mod 16

ns10* = 0mod 16 ou n410* = 0 mod 16

n =npl0° + 1710" + 1,10% + n3t10° + -+ = no + 10ny + 4n, + 81z mod 16
ou

n =npl0° + 1,10 + 1,10% + 13103 +--- = ny — 617 — 121, — 813 mod 16
Portanto n é divisivel por 16 se

a) O algarismo da unidade mais dez vezes o algarismo da dezena mais quatro vezes

o algarismo da centena mais oito vezes o algarismo da milhar é divisivel por 16;

b) O algarismo da unidade menos seis vezes o algarismo da dezena menos doze
vezes o algarismo da centena menos oito vezes o algarismo da milhar é divisivel

por 16;

As demonstragdes dos critérios divisibilidade representam uma maneira para o
aluno associar as propriedades da congruéncia ao estudo da divisao. Os critérios, antes
apresentados de forma obscura no 3° ciclo do Ensino Fundamental, justificados apenas
com casos particulares, agora pedem ser compreendidas mediante o conhecimento
das propriedades das congruéncias. O professor pode apresentar esses critérios ja
na educagdo bdésica e incentivar seus alunos a tentar encontrar outros critérios nao
apresentados nesse trabalho como por exemplo os critérios de divisibilidade por 17,
19, 23 entre outros.



8 O ENSINO DAS CONGRUENCIAS NA EDUCAGAO BASICA

No ensino de Aritmética convencional, o resto da divisdo é apenas tratado como
a “sobra” da divisdo. Mas o resto da divisdo tem significado em situagdes praticas
bem como em contetidos curriculares de matemadtica que tem como caracteristicas,
fendmenos periédicos ou ciclicos. Uma sequéncia de valores ou propriedades é
periédica quando, no seu desenvolvimento, a partir de um determinado instante
(periodo) a sequéncia volta a apresentar os mesmos valores ou propriedades a cada
periodo. Fendmenos peridédicos sdo comuns na natureza tais como as estagdes do ano e
as fases da lua. Na matemadtica, contetidos como a trigonometria, nimeros complexos,
progressdes aritméticas, alguns subconjuntos dos ntimeros inteiros (por exemplo pares

e impares) dentre outros, apresentam caracteristicas periddicas.

8.1 O Ensino das Congruéncias em Trigonometria e Numeros Complexos

O estudo das congruéncias médulo m pode ajudar na compreensdo dos arcos
congruos em um ciclo trigonométrico. Dado um arco AB de medida «, ao dar voltas
completas no ciclo trigonométrico sdo gerados outros arcos com a mesma extremidade
do arco AB. Esses arcos sdo chamados de arcos congruos. A determinagdo de arcos
congruos é uma aplicacdo do Algoritmo da Divisdo a trigonometria, consequentemente

um problema sobre divisdo.

Figura 4 — Representacdo de angulos congruos no ciclo trigonométrico

(N
NNV

Fonte: O Autor

o]

7 1)

No caso todo os arcos de medida a + 360° - k com k € Z sdo arcos congruos que tem
a mesma representacdo no ciclo trigonométrico.
A notacdo da congruéncia pode ser utilizada para melhor representar as medidas

de arcos congruos.

Exemplo 8.1. A notagdo a + 360°% com k € Z ficaria x = a mod 360°
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As congruéncia lineares podem ser utilizadas para resolver problemas envolvendo
arcos cOngruos.
Exemplo 8.2. Determine a menor determinacdo positiva de —810°.

Solugdo: Devemos encontrar o menor valor para x tal que x = 810° mod 360° com

0° < x < 360°. Utilizando as propriedades das congruéncias
—-810° = -720° - 90° = —90° = -90° + 360° = 270° mod 360°.

Portanto a menor determinacdo positiva de -810° é 270°.
Em relacdo aos ntiimeros complexos, as poténcias da unidade imagindria i com

expoente natural n tem caracteristicas periddicas. Basta observar a sequéncia

P =1

o= i

? = -1

Po= Pi=—i

it = 2if=1

Po= Peit=i

o= (i =1
P = (=
E I L U R |
=y P =

Analisando a propriedade periddica das poténcias de i, assim como os arcos congruos
da trigonometria, podemos ver facilmente que é um problema envolvendo restos de

divisdes; podendo ser estudado utilizando as congruéncias. E possivel mostrar que

1,se n = 0mod 4
i,sen =1mod4
—1,5e n =2 mod 4

—i,se n = 3 mod 4

entretanto ndo demonstraremos a propriedade pois foge dos objetivos desse trabalho.

8.2 O Ensino das congruéncias e as Olimpiadas de Matematica

As afirmagdes e propriedades envolvendo o resto das divisdes sdo mais simples e

faceis de se manipular quando escritas usando a linguagem das congruéncias, tornando
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esse assunto uma poderosa ferramenta para resolugdo de problemas de olimpiadas de
matemadtica envolvendo niimeros inteiros.
Algumas recomendacdes tteis para resolucdo de questdes de olimpiadas envol-

vendo congruéncias:

a) Problemas envolvendo o resto de divisdes com dividendos elevados sado fortes
candidatos a serem resolvidos com congruéncias;

b) Podemos tentar utilizar as congruéncias na resolucdo de problemas cujos dados

tem caracteristicas ciclicas (fases da lua, calenddrios, rel6gios), etc;

c) Problemas envolvendo critérios de divisibilidade, em geral, podem ser resolvidos
usando as congrueéncias.

Segue abaixo alguns problemas da OBM (Olimpiada Brasileira de matematica)
resolvidos cujo o foco é o resto da divisdo de ntmeros inteiros, consequentemente

utilizando as congruéncias médulo

Exemplo 8.3. (OBM -2009) Seja N = 88"'8, em que aparecem 2009 nameros 8. Agilulfo
ticou de castigo: ele deve escrever a soma dos digitos de N, obtendo um ntmero M;
em seguida, deve calcular a soma dos digitos de M; e deve repetir o procedimento até

obter um niimero de um tinico digito. Vamos ajudar Agilulfo: esse digito é:
A)1l B2 (€3 D)7 E)8

Solucdo: Pelo pelo critério de divisibilidade por 9, um ntimero é divisivel por 9
se a soma de seus algarismos tambem o for, logo, pelos dados do problema podemos
escrever a seguinte congruéncia

8= (=1)mod9 = 8" = (=1)* mod9 = 8 =1mod.

Ou seja, a soma dos digitos de todos os nimeros que Agilulfo deve escrever é congru-
ente a 1 médulo 9. Portanto, o tltimo digito desse ntimero sera 1.

Exemplo 8.4. (OBM - 2010) O professor Piraldo tem dois rel6gios, ambos digitais de
24 horas. Nenhum dos dois funciona: um muda de horédrio com o dobro da velocidade
normal e o outro vai de trds para frente, na velocidade normal. Ambos mostram corre-
tamente 13 : 00. Qual é a hora certa na préxima vez em que os dois rel6gios mostrarem

0 mesmo horario?

A)0500 B)09:00 C)13:00 D)17:00  E)21:00

Fonte: Provas e Gabaritos em (13) www.obm.org.br. Acesso em 20 de Abril de 2014.

1
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Solucdo: Seja x o tempo que o segundo relégio voltou no tempo. Entdo queremos
resolver a congruéncia 2x = —x mod 24. Pelas Proposi¢des 7.3 e [7.4 obtemos

2x = —xmod 24 = 3x =0mod 24 = x = 0mod 24 = x = 0 mod 8.

Logo o menor inteiro positivo que satisfaz essa congruéncia é 8. Portanto a hora
certa sera 13:00 + 8:00 = 21:00.

Exemplo 8.5. (OBM - 2010) Seja N o menor ntimero inteiro positivo que multiplicado
por 33 resulta em um ntimero cujos algarismos sdo todos iguais a 7. Determine a soma

dos algarismos de N.

Solugédo: Pelo critério de divisibilidade por 11, se o niimero 33N possui todos os
seus algarismos iguais e é divisivel por 11, entdo ele deve possuir um ntimero par
da algarismos. Por outro lado, o critério de divisibilidade por 3 garante que a soma
dos algarismos deve ser multiplo de 3, ou seja, a quantidade de algarismos 7 deve
ser divisivel por 3. Logo o menor ntimero que satisfaz as condi¢oes é 777777, ou seja,

N = ZZZ7 = 23569. Portanto A soma dos algarismos de N é2+3+5+6+9 = 25.

Exemplo 8.6. (OBM-2012) ) Qual é a maior poténcia de 2 que divide 2011%12-1?
A)2 B4 (8 D16 E)32

Solugdo: A expressdo 2011%"2-1 pode ser fatorada da na forma
201129121 = (2011%%-1)(2011'%% + 1) = (2011°% + 1)(2011°%-1)(2011%% + 1).

Utilizando as congruéncias médulo m obtemos

2011 = —1mod4 = 2011°% -1 = (=1)® — 1 mod 4 = 2011°° — 1 = 2 mod 4
2011 = —1mod4 = 2011'%% + 1 = (=1)1% + 1 mod 4 = 2011'%% + 1 = 2 mod 4
2011 = 3mod8 = 2011"% +1 = 3% + 1 mod 8 = 2011°%¢ + 1 = 4 mod 8.

Logo, as maiores poténcias de 2 que dividem (2011°%-1), (2011'%% + 1) e (2011°% + 1)
sdo 2, 2 e 4 respectivamente. Portanto, a maior poténcia de 2 que divide 2011%'?-1 =
(20111996_1)(201119% 4 1) = (20115 + 1)(20115%-1)(2011%%6 + 1) 622 - 4 = 16.



9 APLICACAO DA ATIVIDADE EM SALA DE AULA E AVALIACAO DE RESULTA-
DOS

Descreveremos agora uma experiéncia de aplicacdo em sala de aula de alguns
Toépicos de Aritmética apresentados nesse trabalho. O objetivo desse minicurso de
cunho extracurricular é averiguar a viabilidade da proposta desse trabalho em inserir
topicos de teoria dos nimeros no curriculo do Ensino Médio relacionados com o estudo
da divisao.

Para isso, é necessario observar o processo de ensino e aprendizagem dos alunos
sobre Aritmética Bésica a partir do aprofundamento do contetido visto no Ensino
Fundamental bem como o ensino de novos conceitos de aritmética, reaproveitando,
sempre que possivel, o conhecimento prévio dos alunos. A justificativa da escolha
do minicurso ao invés das aulas convencionais se deve ao fato de que o curriculo
de Matematica da escola onde serd aplicado o minicurso ndo contempla estudos de

Aritmética no Ensino Médio.

9.1 Metodologia de Aplicacao

Para a aplicagdo do referido minicurso, foi pedido autorizacdo (Apéndice A) a
Direcdo da Escola de Ensino Médio Governador Adauto Bezerra. A referida escola, de
esfera estadual, situa-se no municipio de Juazeiro do Norte CE e tem aproximadamente
2100 alunos matriculados. Segundo dados da direcéo, a instituigdo de ensino funciona
nos trés turnos atendendo alunos de baixa renda, tanto da zona urbana quanto rural.
Vale salientar que a clientela do turno noturno, em sua maioria é composta pela classe
trabalhadora.

Ap6s a autorizagdo dada pela diregdo, foi feito um convite formal aos alunos das
turmas do 3° anos A,B,C e D do turno vespertino, cujo professor de Matematica regente
é o proprio mestrando, a participar do minicurso de “Aritmética Basica”. Para garantir
a concentracdo nos trabalhos de classe bem como aten¢do adequada do regente a todos
os alunos, foram oferecidas apenas dez vagas que foram rapidamente preenchidas.
A escolha dos alunos se deve apenas ao desejo dos préprios em participar do curso,
ndo sendo utilizado como critério de selecdo as notas nem a participagdo dos mesmos
em sala de aula. Entretanto, como motivagdo para a persisténcia dos alunos no curso,
foi dado uma nota extra em Matemdtica para cada aluno que compareceu a todos os
encontros.

Ap6s a selecdo dos alunos, foi enviado um pedido de autorizagdo por escrito
(Apéndice B) aos pais ou responsaveis dos mesmos para participagdo do minicurso.
Posteriormente, foi aplicado o questiondrio socioecondmico e o teste de sondagem aos

alunos cursistas, cujo objetivo foi averiguar o conhecimento prévio dos alunos a res-
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peito dos contetidos ministrados no minicurso, bem como verificar condi¢des externas
que favorecam ou ndo a aprendizagem dos discentes.

As atividades foram aplicadas em um minicurso de Aritmética Bésica de 16 ho-
ras/aula dividido em quatro encontros presenciais de 4 horas/aula cada. Os dois primei-
ros encontros foram utilizados para aprofundar conceitos que os alunos aprenderam no
Ensino Fundamental (divisdo, nimeros primos, mdc e mmc) e os dois tltimos encontros
trataram de atividades complementares, que tradicionalmente ndo sdo ensinados na
educagdo bésica (Equagdes Diofantinas e Introducgado as Congruéncias Médulo m). O
método escolhido para aplicacdo do minicurso foi a aula expositiva dialogada.

Como critério de avaliagdo quantitativa, ao final de cada encontro foi aplicado um
pequeno exercicio de classe sobre o contetido visto no encontro. Esse exercicio foi
recolhido ao final de cada encontro e utilizado para a andlise de resultados, descrita
adiante, e em seguida arquivado.

A bibliografia principal utilizada para a aplicagdo do minicurso foram os tépicos
contidos nos capitulos 3 a 6 desse trabalho e, pela falta de livros didaticos para o en-
sino de Aritmética no Ensino Médio, foram usados como material de apoio os livros
“Iniciacdo a Aritmética”(14), “Circulos Matematicos - A Experiéncia Russa”(15) e “Te-
oria Elementar dos Nimeros”(9); que apesar de serem utilizados em cursos de nivel
superior e para preparacdo de alunos para olimpiadas de Matematica, esses livros tem

uma linguagem acessivel aos alunos dessa faixa etaria.

9.2 Aplicacao do Minicurso

9.2.1 Avaliacao Preliminar

O objetivo da avaliagdo prévia é conhecer o perfil socioecondmico bem como os
conhecimentos de Aritmética dos alunos, para entdo avaliar quais as dificuldades e
limita¢des que os mesmos enfrentardo durante o curso e preparar um plano de aulas
adequado para a turma.

O teste de sondagem versa sobre operagdes aritméticas elementares, nogdo de
numeros primos, equagdes diofantinas lineares e manipulacdo do resto de divisdes.
Nesse teste foi evitado de propésito as situagdes-problema contextualizadas para ve-
rificar somente as habilidades de calculo; pois elas é que sdo o foco do estudo da
Aritmética no Ensino Fundamental, ou seja, o conhecimento prévio do aluno foi nosso
ponto de partida para decidir quais os contetidos e praticas de ensino foram adotadas

no decorrer do curso.

“Também a importancia de levar em conta o conhecimento prévio dos
alunos na construgdo de significados geralmente é desconsiderada. Na
maioria das vezes, subestimam-se os conceitos desenvolvidos no de-
correr das vivéncias praticas dos alunos, de suas intera¢ées sociais ime-
diatas, e parte-se para um tratamento escolar, de forma esquematica,
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privando os alunos da riqueza de contetidos proveniente da experiéncia
pessoal.”(BRASIL, 1998,p.23)

O grafico abaixo mostra as questdes aplicadas e a quantidade de acertos e erros. Por
questdo de comodidade para o leitor, as questdes sem resposta nesse grafico e nos
graficos subsequentes, serdo consideradas erradas.

Figura 5 — Resultado do teste de sondagem

CURSO DE ARITMETICA — TESTE DE SONDAGEM
1 — Efetue as operacdes:

2)24637+38978 b)53237-36798 ¢)37645x54| Resultado do Teste de Sondagem
2 - Determine o quociente e o resto da divis3o de a=59 par b=-14.
3 - Quantos e quais s&o os divisores de 907

4 — Qual o resto da divisdo de 1881°+242%° por 37 Justifique.

5— 0 que € um ndmero primo?

6 — Defina Maximo Divisor Comum de dois nimeros inteiros. : . .‘ : 2 |

7 — Defina Minimo Multiplo Comum de dois nimeros inteiros. ; I. ;I ;I 0 ' 'ﬁ ;i .' ;I 0 I 0 i
8- O ndmero 1301 é um ndmero primo? Justifique. 1 2 E 4 5 & 7 g s 10
9 - Determine o mdg(14,30) e 0 mme(15,12). oSt g frios

10 — A equagio 2x+3y=1 tem solugo no conjunto dos nimeros inteiros? Se sim, quantas
solucbes vocé consegue encontrar?

Fonte: O Autor

O teste de sondagem revela que apenas metade dos alunos tem dominio das
operacOes elementares; a maioria absoluta dos alunos ndo conhecem defini¢des basicas
de aritmética tais como mdc e mmc de ntimeros inteiros e nimeros primos; nenhum dos
alunos conhecem métodos para manipular restos de divisdes nem conhecimento sobre
propriedades dos divisores; e o que é mais intrigante é que nenhum dos alunos, apesar
de estarem cursando 3° ano do Ensino Médio, conhecem os métodos de calculo do mdc
e mmc de dois ntimeros inteiros.

O questiondrio s6cioecondmico evidencia que a maioria dos alunos que participa-
ram do curso tem idade entre 16 e 18 anos, ndo sdo repetentes, tem local apropriado
para estudos, moram na mesma cidade onde estudam, tem bom aproveitamento na
disciplina de Matemadtica, ndo tem limitagdes fisicas que comprometam a capacidade
de estudo. Portanto ndo hé fatores aparentes que interfiram na rotina de estudos dos
alunos que participaram do curso. Esses dados refor¢am que um dos motivos para o
baixo rendimento dos alunos no teste de sondagem se deve a interrupgdo precoce dos
estudos de Aritmética no Ensino Fundamental.

9.2.2 Primeiro Encontro

OBJETIVOS
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Que os alunos estejam aptos a aplicar a defini¢do de divisor em demonstragdes
elementares; reconhecer se um nimero natural é primo ou composto como também
aplicar o Teorema Fundamental da Aritmética para encontrar os divisores de um certo
nuimero natural; aplicar o algoritmo da divisdo e o lema dos restos em aplicagdes en-
volvendo o estudo de caso.

RELATO DA AULA

A aula foi iniciada com o mestrando expondo a defini¢do de Aritméticeﬂ e, em
seguida, a divulgacdo aos alunos dos contetidos que seriam abordados durante a aula:
Definicdo de Divisor e propriedades; Ntiimeros Primos; Algoritmo da Divisdo e Lema
dos Restos.

O mestrando mostrou a Defini¢do de divisor 3.1| aos alunos que a receberam com
naturalidade, apesar do embarago dos mesmos quando viram a aplicacdo da defini¢do
na demonstracdo das propriedades (ii), (iii) e (iv) dos divisores, pois na educagdo
convencional de Matematica, as demonstragdes dos resultados quase ndo sdo utilizadas.
Entretanto, os alunos se adaptaram rapidamente com a notacdo (a | b) conseguindo

aplica-la em alguns exercicios bdsicos de demonstra¢des com argtcia.

Figura 6 — Resolugdo do exercicio do aluno sobre propriedades do divisor - 1° encontro

Fonte: O Autor

Em seguida houve um debate rapido sobre a defini¢do de ntimeros primos entre os
alunos e o mestrando com o propoésito de aperfeicoar a defini¢do que os alunos obti-
veram no Ensino Fundamental. Ao perguntar aos alunos a definigdo sobre ntimeros
primos um deles afirmou que “niimeros primos sdo todos os ntimeros que terminam
com o algarismo 1”, outro aluno afirmou que “ntimeros primos sdo todos os niimeros

impares”, entretanto a maioria dos alunos afirmaram que ntimeros primos sdo os

1" Palavra de origem grega, que significa nimero. E o ramo da Matematica que lida com os

nimeros e com as operagdes possiveis entre eles. A palavra aritmética é também usada para
se referir a Teoria dos Numeros que estuda as propriedades dos ndmeros em geral. Fonte:
http://pt.wikipedia.org/wiki/Aritmética.
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ndmeros inteiros com dois divisores. Nessa etapa da aula o mestrando interferiu na
discussdo afirmando que a quantidade de divisores de um niimero primo é relativa
ao conjunto numérico adotado, ou seja, sdo dois divisores positivos distintos. Apos a
defini¢do e alguns exemplos de ntimeros que sdo primos, foi enunciado o Teorema Fun-
damental da Aritmética A demonstragdo desse Teorema foi aplicada parcialmente,
no caso apenas a parte da “Existéncia” da fatoragdo (que ndo precisa necessariamente
ser mostrada por indugdo), ndo sendo demonstrada a parte da “Unicidade” pois o
“Principio da Indugdo”, que é um resultado essencial para a demonstra¢do, ndo foi
apresentado aos alunos.

Continuando a aula, o mestrando perguntou aos alunos como reconhecer se certo
ndmero é primo ou composto. Ndo houve resposta a essa pergunta. Entretanto, um
dos alunos indagou se era possivel conhecer todos os niimeros primos.

Para responder aos alunos sobre a infinitude dos ntimeros primos o mestrando
aproveitou a oportunidade de trabalhar com alunos do 3° ano do Ensino Médio, que
ja conhecem a definicdo de fatorial, para aplicar a demonstracdo de “Hermite”sobre a
infinitude dos nlimeros primos.

Foi dada a incumbéncia para os alunos pesquisarem e apresentarem a demonstragao
de Euclides sobre a infinitude dos ntimeros primos no préximo encontro. Em seguida
foi apresentado o Teorema 4.2/ como teste de primalidade e base para a construcado do
Crivo de Erat6stenes.

Figura 7 — Aluno resolvendo o exercicio - 1° encontro

Fonte: O Autor

Ap6s a verificagdo do entendimento do Teorema 4.2/ como teste de primalidade,
foi apresentado e demonstrado para os alunos, os Corolérios e que mostram
como encontrar os divisores de um ntmero inteiro a partir do Teorema Fundamen-
tal da Aritmética. Para terminar a parte teérica, o mestrando apresentou aos alu-
nos o Algoritmo da Divisdo [3.3| e o Lema dos Restos sem no entanto efetuar a
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demonstracdo formal em virtude do ndo conhecimento dos alunos sobre o “Principio

da Boa Ordenacdo”, bem como o tempo de aula que estava adiantado.

Figura 8 — Resolucao de parte do exercicio de dois alunos - 1° encontro. Fonte: O Autor

6 - Mostre que a divisao de n’+1 por 3 nao é exata para nenhum ntimero n natural. 3 - Verifigue se o numero 171 ¢ ou néo um namero primo.
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Fonte: O Autor

Para finalizar as atividades foi iniciado o estudo dirigido onde o mestrando colocou
os alunos em duplas para realizarem a lista de exercicios propostas para esse dia. A
realizacdo dos exercicios foi feita sem o auxilio do mestrando, onde os alunos contavam

apenas com a conceituacao e seu colega de dupla.

9.2.3 Segundo Encontro
OBJETIVOS

Que os alunos estejam aptos a calcular o mdc e mmc de dois niimeros inteiros pelo
processo da decomposicdo em fatores primos bem como a sua aplicagdo em situagdes-
problema; utilizar o Algoritmo de Euclides para escrever o mdc de dois nimeros inteiros
como combinacdo linear desses ntiimeros; conhecer e utilizar a Identidade de Bézout

para verificar se alguns tipos de equacdes lineares de duas varidveis tem solugéo.
RELATO DA AULA

A aula foi iniciada com o semindrio proposto pelo mestrando no udltimo encontro.
O semindrio foi ministrado por um dos alunos onde o mesmo expds sua pesquisa sobre
a infinitude dos ntiimeros primos, em seguida, a aluna apresentou aos colegas e ao
mestrando a demonstragdo de Euclides para a infinitude dos nimeros primos. Nesse
semindrio, o papel do mestrando foi voltado a corrigir erros de notacdo e expressao oral
da aluna. A aluna foi muito sagaz na explicagdo da demonstracdo de Euclides. Na sua
explicacdo ela supde que o conjunto dos ntimeros primos tem apenas dois elementos,
os nimeros 2 e 3, em seguida , expressa o nimeros p = 2-3+1 que ndo tem fatores 2 e 3;
em seguida ela supde que o conjunto dos ntimeros primos tem apenas trés elementos,
os numeros 2,3 e 5 e expressa o nimero p = 2-3 -5+ 1 que ndo tem fatores 2, 3 e 5;
ela segue com esse raciocinio até expressar o nimero P = p1p,p3 - - - p, + 1 terminando a

demonstracao.
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Em seguida, o mestrando fez a divulga¢do aos alunos dos contetidos que seriam
abordados durante a aula: Maximo Divisor Comum e Minimo Miltiplo Comum de
numeros inteiros; Lema de Euclides e Algoritmo de Euclides; Identidade de Bézout.

A aula prosseguiu com a apresentacdo das defini¢cdes e caracteriza¢des do mdc e
mmc de dois ntiimeros inteiros e a descricdo do método de calculo do mdc e mmc pela
decomposicdo em fatores primos. As demonstrac¢oes das caracterizagdes do mdc e mmc
foram omitidas. Para terminar a primeira parte da aula o mestrando mostrou aos

alunos como interpretar geometricamente o mdc e mmc de dois ntimeros naturais.

Figura 9 — Semindrio sobre e infinitude os ntimeros primos e da demonstracdo do Lema

de Euclides - 2° encontro

Fonte: O Autor

Com o objetivo de justificar o funcionamento do Algoritmo de Euclides, foi apresen-
tado o Lema de Euclides como um método de que permite a substitui¢cdo do mdc(a, b)
pelo mdc de a e b menos um mdltiplo de 4. Em seguida, o Lema de Euclides foi
demonstrado. O objetivo da apresentacdo do algoritmo de Euclides aos alunos foi
dar meios para a resolucdo das equagdes diofantinas, assunto ministrado no terceiro
encontro entre o mestrado e seus alunos. Foi evidenciado o fato de que o Algoritmo de
Euclides é eficiente para encontrar o mdc de dois valores elevados sem a necessidade de
efetuar fatoragdes. A identidade de Bézout foi apresentada aos alunos pelo mestrando
sem demonstrac¢do. O objetivo da identidade de Bézout nesse minicurso foi introduzir
o conceito de combinacdo linear e associd-la a uma equacao linear de duas varidveis

com solugdes.
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Figura 10 — Resposta do exercicio de um aluno sobre aplicagdes do MDC e MMC - 2°
encontro

3 R = = e
iclides, achar os inteiros

Fonte: O Autor

Para finalizar a aula, foi entregue a lista de exercicios sobre os tépicos ensinados.
Cada aluno foi orientado a fazer sua atividade sem ajuda dos colegas. Durante as ati-
vidades coube ao mestrando dar orientagdo individual se fosse solicitado pelos alunos
sem no entanto interferir no desenvolvimento das estratégias e célculos efetuados pelo
aluno em cada item do exercicio. Nessa tarefa os alunos apresentaram dificuldades em
resolver questdes envolvendo o Algoritmo de Euclides e o Lema de Euclides, entre-
tanto as questdes envolvendo as defini¢des e método de aquisi¢do do mdc e mmc foram

resolvidas sem maiores dificuldades.

9.2.4 Terceiro Encontro

OBJETIVOS

Que os alunos estejam aptos a verificar se as equagdes diofantinas lineares tem ou
nao solugdo; encontrar a solugdo geral das equagdes diofantinas, desde que tenham
solucdo; aplicar as equagdes diofantinas lineares na resolugdo de problemas contextu-

alizados.
RELATO DA AULA

A aula foi iniciada com a revisdo de combinacéo linear iniciado no encontro anterior
tomando como exemplo o Algoritmo de Euclides que escreve o resto das divisdes como
combinacdo linear do dividendo e divisor. Em seguida o mestrando fez uma rapida

revisdo sobre a Identidade de Bézout. Tanto o Algoritmo da Divisdo quanto a Identi-
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dade de Bézout sdo ferramentas importantes para o estudo das equagdes diofantinas
lineares.

Em seguida foi dada a definicdo das Equagdes Diofantinas Lineares, bem como a
etimologia da palavra Diofantinzﬂ

Em seguida foi apresentado e demonstrado aos alunos o Teorema [7.1| que mostra
a condicdo necessdria e suficiente para as equagdes diofantinas admitirem ou ndo
solugdes inteiras, bem como a Proposigdo que mostra a solugdo geral de uma
equagdo diofantina linear da forma ax + by = ¢ com mdc(a,b) = 1 a partir de uma

solucdo particular.

Figura 11 — Demonstracdo da Proposigaoe desenvolvimento de trabalhos em equipe

- 3° encontro

Fonte: O Autor

Para terminar a parte teérica, o mestrando apresentou aos alunos alguns exemplos
de aplicagOes da teoria sobre as equagdes diofantinas lineares.

Exemplo 9.1. Represente geometricamente no plano cartesiano a equacdo 2x + 3y = 1.

Solugdo: Para deixar claro aos alunos que as solugdes inteiras de uma equagdo
diofantina linear sdo colineares, o mestrando associou as defini¢des de equagdes dio-
fantinas lineares e fun¢do afim. Em seguida foi utilizado o programa Geogebra para

dar a representacdo geométrica da equagéo.

2 No caso desse curso, sio equacdes de duas incégnitas com solucdes inteiras. A palavra diofantina, de

origem grega, mais especificamente de Diofanto de Alexandria, que é considerado o maior algebrista
grego.
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Figura 12 — Representacdo geométrica da equagdo 2x+3y = 1 no Geogebra - 3° encontro
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Fonte: O Autor

Exemplo 9.2. Determinar o menor inteiro positivo que dividido por 8 e por 15 deixa os

restos 6 e 13, respectivamente.

Solugao: Chamando de “D” o ntimero procurado, usando as condi¢ées do problema

no algoritmo da divisdo obtemos

D=8x+6eD=15y+13=8x+6 =15y +13 = 8x - 15y = 7. 9.1)

Ou seja, o ntimero procurado é solugao da equagio diofantina dada em (9.1). Uma
solucgdo particular da equagdo diofantina é xy = 14 e 1y = 7, logo a solugdo geral da
equagdo é dadaporx =14 -15tey =7 —8t,com t € Z.

Como D é menor inteiro que satisfaz as condi¢des do problema, entdo deve ocorrer
que,

D>0=8-(14-15)+6>0=>118-120t >0 =t = 0.

Portanto o ndmero procurado é D = 8x + 6 = 8- (14 — 15t) + 6 = 118.

Exemplo 9.3. Uma estudante foi a uma papelaria comprar esferograficas e lapiseiras
para sua colegdo. Cada esferogréfica custa R$ 5,00 e cada lapiseira custa R$ 4,00. Se
ela pretende gastar R$ 50,00 nas compras de quantos modos a estudante pode comprar

esse material de modo que nao sobre troco?

vy

Solugao: Chamando de “x” o nimero de esferogréficas e “y” o nimeros de lapi-
seiras, usando as condi¢des do problema no algoritmo da divisdo obtemos a equacdo
5x + 4y = 50. Uma solugdo particular da equagdo diofantina é xo = 14 e yp = 7, logo a
solucdo geral da equacgdo é dada por x = 50 + 4t e y = =50 — 5t, com t € Z. Como o

numero de esferograficas e lapiseiras é um ntimero inteiro ndo negativo, segue que,
50+4t>0e -50-5t>0= -12<t < -10.

Portanto temos trés possibilidades:
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a) Parat = —12: A estudante pode comprar 2 esferograficas e 10 lapiseiras;
b) Parat = —11: A estudante pode comprar 6 esferograficas e 5 lapiseiras;
c) Parat = —10: A estudante pode comprar 10 esferograficas e 0 lapiseiras.

Para encerrar as atividades foi distribuido a lista de exercicios para serem realizadas
pelos alunos em classe. Com o objetivo de motivar os alunos, foi proposto uma
competicdo entre duas equipes com uma premiagdo simbélica. O mestrando, com
o objetivo de proporcionar equilibrio as equipes, colocou os dois alunos com maior
rendimento nos encontros anteriores em equipes distintas, o restante dos componentes
de cada equipe foram escolhidos pelos dois alunos apontados pelo mestrando. Em
seguida foram definidas as regras da competigdo:

a) As equipes terdo cem minutos para resolver as questdes;

b) Cada item da 1% questdo valerd um ponto; cada item da 2% questdo valerd dois

pontos; a 3* e 4* questdes valerdo trés pontos e a 5% questdo valerd dois pontos;

c) Serdo consideradas questdes com acerto total, acerto parcial (metade da pontuagao)
e erradas;

d) Em caso de empate ganhard a equipe que entregar primeiro o exercicio.

Figura 13 — Interpretacdo geométrica da equagdo 3x + 6y = 15 feita pelas duas equipes
concorrentes - 4° encontro
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Fonte: O Autor

Encerrado o tempo para a resolugdo dos exercicios, o mestrando corrigiu a lista de
cada equipe com a fiscalizacdo dos chefes de equipe. Apods a corregdo foi dado um
prémio simbdlico (uma caixa de bombons) aos alunos da equipe campea.
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9.2.5 Quarto Encontro

OBJETIVOS

Que o alunos estejam aptos a aplicar a defini¢do e as propriedades operatérias das
congruéncias na resolugdo de problemas envolvendo o resto de divisdes com dividendo

elevado, e aplicar as congruéncias lineares na resolugdo de problemas contextualizados.

RELATO DA AULA

Antes de iniciar as atividades, o mestrando incentivou o uso de calculadoras nas
atividades para que todo o tempo da aula fosse reservado a compreensao dos conceitos
e propriedades das congruéncias médulo m.

A aula foi iniciada com uma revisdo sobre as propriedades do divisor, que foram
fundamentais para o prosseguimento dos trabalhos em sala de aula. Em seguida o
mestrando expds a Defini¢do de Congruéncia[/.I|seguido de uma rapida arguigao sobre
eventos ciclicos conhecidos pelos alunos (horas do dia, meses do ano, esta¢gdes do ano,
entre outro), objetos de aplicacdo das congruéncias. Concomitante as explicagdes dadas,
foi solicitado aos alunos que aplicassem a definigdo de congruéncia na verificacdo dos

itens do exemplo abaixo.

Exemplo 9.4. Determine se é verdadeiro ou falso cada item abaixo:
a)2 =4mod?2 b) 5 = 8 mod 3 c)3 % 1mod?2 d)17 = 6 mod 9

Ap6s a verificagdo do entendimento da defini¢do de congruéncia pelos alunos, o
mestrando apresentou a demonstracdo da Proposigdo Em seguida o mestrando
utilizou a Proposicdo [7.1|e o algoritmo da divisdo para relacionar congruéncia com o

resto da divisao.

Figura 14 — Demonstracdo das propriedades das congruéncias - 4° encontro

Fonte: O Autor



90

Em seguida foi apresentado aos alunos as propriedades operatérias das congruéncias
contidas na Proposi¢do[/.3/e no Corolério Entretanto o mestrando apresentou aos
alunos apenas a demonstracdo da Proposi¢do|7.3|em virtude da falta de conhecimento
dos alunos sobre o principio da inducéo.

Ap0s a exposicdo das propriedades operatérias das congruéncias o mestrando as

aplicou na resolucdo dos exemplos abaixo.
Exemplo 9.5. Ache o resto da divisdo de 2°° por 7.

Solugido: 2° =4 mod 7 = 2'° = 42 mod 7 = 2°° = 2° mod 7 = 2°° = 4 mod 7. Portanto

o resto da divisdo é 4.

11001

Exemplo 9.6. Calcule o resto da divisdo de 100 por 5.

Solucio: 1001'%" = 119! 504 5 = 1001'%" = 1 mod 5 Portanto o resto da divisdo é
1. Foi explicado aos alunos que a justificativa das implicagdes abaixo sdo oriundas do

lema dos restos [3.1|e pela caracterizagdo das congruéncias

Exemplo 9.7. Sabendo que o dia 01/01/2014 foi um dia de quarta-feira, em que dia da
semana sera o dia 06/07/2014?

Solugao: O mestrando argumentou com os alunos que problemas envolvendo horas
do dia, dias da semana e estagdes do ano tem caracteristicas ciclicas, portanto podem
ser interpretados usando as congruéncias. Ha 187 dias entre as datas 01/01/2014 e
06/07/2014, ou seja, o problema pode ser representado pela congruéncia 187 = 5 mod 7.
Logo o 187° dia do ano coincide com o 5° dia do ano na semana, portanto o dia

procurado é segunda-feira.
Exemplo 9.8. Verifique se 40* + 81%! é divisivel por 41.

Solugdo: Do mesmo modo que o 2° exemplo dado na aula, foi explicado aos alunos

que as implica¢des dadas adiante sdo decorrentes da caracterizagdo das congruéncias
moédulo m[7.1]e do lema dos restos[3.1] Logo segue que,

40%° 4+ 818! = (=1) 4+ (=1)® mod 41 = 40+ 818! = 1—1 mod 41 = 40*°+ 813! = 0 mod 41.

Portanto 40* + 818! é divisivel por 41.
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Figura 15 — Resolugdo do exercicos de sala - 4° encontro

Fonte: O Autor

Entretanto, os alunos tiveram dificuldades na aplica¢do da caracterizagdo das con-
gruéncias na resolucdo dos exemplos citados, especialmente o segundo exemplo, que
utiliza propriedades das potenciacdes. Nesse momento houve a necessidade do mes-
trando redirecionar a aula para uma revisdo sobre propriedades da potenciagdo e
maiores esclarecimentos sobre as propriedades das congruéncias. Esse contratempo
comprometeu grande parte do tempo da aula.

Para encerrar as atividades em sala de aula, o mestrando distribuiu as listas de
exercicios aos alunos. Os exercicios que contemplavam estudos sobre congruéncias
lineares foram retirados pois ndo houve tempo para trabalhar o assunto. Os alunos
foram deixados a vontade para resolver os exercicios de forma individual ou em duplas.
O mestrando participou das resolug¢des dos exercicios ajudando os alunos com a notagdo
das congruéncias e com uma pequena revisao sobre as propriedades das potenciagdes,

necessaria para resolucdo de alguns problemas.

9.3 Analise dos Resultados

Para a andlise de resultados serdo considerados e examinados a execugdo do plano
de curso em sala de aula, bem como as avalia¢des quantitativas dos exercicios dos
alunos. Serd levado em consideragdo as opinides dos alunos no decorrer das aulas
contidas nas grava¢des das mesmas e entrevistas com os alunos apés o curso, para
maiores esclarecimentos sobre as dificuldades encontradas no decorrer das aulas. Essa
andlise servird para reformular o roteiro de estudos e assim indicar uma sequéncia
didética mais adequada sobre o Tépicos de Aritmética a ser aplicada no Ensino Médio.

Ao analisar o comportamento dos alunos no decorrer da aula do primeiro encontro,
podemos constatar que nenhum dos alunos conheciam a defini¢do de divisor, entretanto
conseguiram interagir e aplicar de modo satisfatério a definicdo na demonstracgdo de
algumas propriedades basicas. Alguns alunos ndo conheciam a defini¢do de nimeros
primos nem sua infinitude, entretanto no semindrio realizado no inicio do segundo
encontro conseguiram, apesar de alguns erros de notagdo, demonstrar a infinitude dos

ndmeros primos utilizando a demonstracdo de Euclides. Quase todos os objetivos do
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encontro foram cumpridos, entretanto, ainda havia alunos que ndo conseguiam aplicar
o algoritmo da divisdo em problemas com dividendo e divisor negativos. Esse fato é
evidenciado observando a maior quantidade de acertos da questdo seis do exercicio
de classe do primeiro encontro que tem um grau de dificuldade maior em relacdo a
questdo cinco. Existem muitas dificuldades de ordem epistemolégica que justificam a
dificuldade dos alunos em lidar com ntimeros negativos, entretanto esse assunto foge

aos objetivos desse trabalho.

Figura 16 — Resultado exercico de classe - 1° Encontro

EXERCICIOS DE FIXACAQ — CURSO DE ARITMETICA {12 ENCONTRO) Resultade do Exercico de Classe - 12

1 - Maostre que se d|a e d|b, entdo d|(a-b). Encontro
2- Mostre quesealbeb|centioalc. 10 9

3 n
3 — Verifigue se o ndmero 171 é ou ndo um numero primo. - X ;. . 4
5 5
4 - Quantos e quais sio os divisores de 1007 e i i
5 — Determine o quociente e o resto da divisdo de a=-50 por b=14. I € I 2 I ‘ 2
2 |
6 — Mostre que a divisdo de n#+1 por 3 ndo € exata para nenhum nimero n natural. l | I
a P P . AN NN HN (1N
7 — Determine o resto da divisdo de 143%+1232+1341 por 3. 1 2 3 4 E & 7

mAcetos mErros

Fonte: O Autor

No segundo encontro, podemos observar que todos os alunos conseguiram aplicar
as defini¢des e o método de célculo do mmc e mdc de ntimeros inteiros pelo método da
decomposicdo simultdnea em situa¢des-problema contextualizados. Entretanto, apesar
dos objetivos do encontro terem sido alcangados, uma parte dos alunos apresentaram
dificuldades em exprimir o mdc de dois ntimeros inteiros como combinagdo linear
desses nimeros. Isso se deve em parte a dificuldade que os alunos apresentaram
em entender que o algoritmo da Divisdo permite a escrita do resto como combinagdo
linear do dividendo e divisor e na interpretacdo do lema de Euclides como método que
permite a substituicdo, quantas vezes for necessdrio, do mdc de dois nimeros inteiros

por um mdc de nimeros menores, mais simples de serem manipulados.
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Figura 17 — Resolugdo do exercicio de classe - 2° Encontro

EXERCICIOS DE FIXACAQ — CURSO DE ARITMETICA {22 ENCONTRO)

1-) Determine o mmc de 90 ¢ 48:

2 ) Usando o Algoritmo de Euclides determine o mdc de 315 e 248 .
g & Resultado do Exercico de Classe - 22

3 -) Usando o algoritmo de Euvclides, achar os inteiros x e y que verifica a igualdade: mdc (36, 72) = 56x + Encontro
12y.

4 -) Usando o algoritmo de Euclides, achar os inteiros x e v que verifica a igualdade: mde (24, 138) = 24x
+138y.

6 -) (PUC-5P) Numa linha de produgio, certo tipo de manutengio ¢ feita na maquina A a cada 3 dias, na
maquina B, a cada 4 dias, e na maquina C, a cada 6 dias. Se no dia 2 de dezembro foi feita a manutengio

8
6
3 -) Um pastor tinha 100 ovelhas das quais 64 eram fémeas. O pastor decidiu vendé-las na maior 5 i
5 Pl o -, N = B 5 1
nas trés maquinas, apos quantos dias as maquinas receberdo manutengio no mesmo dia?

8 B
6 | | i
5
quantidade possivel de grupos de tal forma que em um grupo tem que ter o maior mimero possivel de I e I I B I 3
2 2 I |
2 3 3 5 6 7 8

fémeas e machos. Quantos grupos sdo possiveis & com quantas fémeas e machos cada um pode ter?
mAcertos m Erros

7 -) Sendo n um inteire qualquer, calcular o mdc (n; #+ 1).|

8 -) Interprete geometricamente omdce o mmcde 6 e 8,

Fonte: O Autor

No terceiro encontro, os objetivos foram atingidos parcialmente. As duas equipes
demoraram bastante tempo para desenvolver os exercicios desse encontro. Avali-
ando as resolugdes das questdes das duas equipes fica claro que os alunos conseguem
verificar se as equagdes diofantinas tem solugdo e conseguem encontrar a solucgdo ge-
ral, conseguiram representar geometricamente as equagdes no plano cartesiano com
desenvoltura, entretanto, tiveram muitas dificuldades em aplicar a teoria em situagdes-
problema contextualizadas(questdes 3 e 4 do exercicio). Essa deficiéncia na aprendiza-
gem se deve ao fato dos alunos terem dificuldades em trabalhar com inequagdes do 1°

grau com uma varidvel.

Figura 18 — Resultado exercico de classe - 3° Encontro

EXERCICIOS DE FIXACAQ — CURSO DE ARTTMETICA (3° ENCONTRO)|

1 -) Verifique sc as equagSes diofantinas lincares tem ou nio solugdo inteiras: Resultado do Exercicio de Classe - 32 Encontro

(a) 56x + T2y =40 25
(b) 24x + 138y =18
(c) 22x + 33y =117 2
(d) 30x - 25y =156

2 =) Determinar todas as solugdes inteiras das seguintes equacdes diofantinas lineares: 15

(a) 56x + 72y =40 3§ £

(b) 24x + 138y =18 ]
(c) 5x-11y=29 b

3 -) Mostre que nenhum mimero inteiro pode deixar resto 5 quando dividido por 12 e resto 4

quando drvidido por 15. 0

4 -) De quantas maneiras podemos comprar selos de cinco e de sete reais. de modo a gastar cem

- Acertos AcertosParcias @ Erros
reais? = n

5 —) Represente geometricamente no plano cartesiano a equagio 3x+6y=15.

Fonte: O Autor

No quarto encontro podemos verificar que ndo houve dificuldade para os alunos
se adaptarem a notac¢do usual das congruéncias médulo m, entretanto houve dificul-
dades para os alunos aplicarem as propriedades das congruéncias na resolucdo de

problemas. Outro problema detectado para a compreensdo dos problemas propostos,
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foi a falta de conhecimento das propriedades das potencia¢des. Esses contratempos
comprometeram a exposi¢do de parte do contetido programado.

Figura 19 — Resultado exercico de classe - 4° Encontro

EXERCICIOS DE FIXACAO — CURSO DE ARITMETICA (4° ENCONTRO)

1 -) Verdadeiro ou falso: .
) e Resultado do Execico de Classe - 42 Encontro
a)91=0mod 7

)17 =9 mod 2

-
b) —2=2mod8

5 3 5 5 5
1 1 1
d)11° = 1 mod 3
2 -) Ache o resto da divisio de 6! por 7
3 2 2
3 -) Mostrar que 100 divide 1119-1. :
1 1 d v, £ H
4 -) Sabendo que 01/03/2014 foi um sabado, sem consultar calendario, diga em que dia da semana caira o 1 .
dia 25/05/147 I l I I I
5 -) Caleule o resto da diviso de 2341241 por 6. 0
1 2 3 4 5 5 . 8

6 -) Sabendo que agora sio 2 horas da tarde, que horas serdo daqui a 140 horas?

W Acartos BErras
7 -) Verifique se 30%+611%0 & divisivel por 31.

8 -) Determine o resto da divis3o de 719%+131%+101% por 6.

Fonte: O Autor

Os objetivos do quarto encontro ndo foram atingidos de forma satisfatéria pois
o tempo se mostrou insuficiente para iniciar o estudo das congruéncias lineares em
virtude da revisdo sobre as propriedades das potencia¢des. Entretanto, por mais bem

fundamentado que esteja o planejamento de qualquer curso, imprevistos acontecem.

9.4 Avaliacao Geral e Conclusoes

Confrontando quantitativamente o aproveitamento das questdes aplicadas aos alu-
nos no teste de sondagem com os exercicios de sala de aula no decorrer dos quatro
encontros, podemos avaliar o saldo das atividades como positivo.

Figura 20 — Confronto do aproveitamento quantitativo entre o teste de sondagem e as
tarefas de sala

Analise dos Resultados
100%
90%
8% 72%
T0%
60%
50%
40%
28%
30%

20% 14%
= —
0%

Acertos Erros Acertos Erros

Bb%

TestedeSondagem Exercicos de Sala

Fonte: O Autor
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O ensino de Aritmética ministrado nesse minicurso se mostrou eficaz ndo apenas

no caréter quantitativo, mas também em outros quesitos tais como:
a) Consolidou o contetido visto no Ensino Fundamental;

b) Proporcionou ao aluno o conhecimento de diversos tipos de demosntra¢des ma-

temaéticas, tais como a direta (dedugdo), absurdo (contradi¢do) e contra-positiva;
¢) Melhorou a capacidade de cdlculo, raciocinio e argumentacdo dos alunos;

Entretanto, alguns problemas impediram que o curso fosse dado de modo mais
satisfatorio. Algumas demonstra¢des importantes como a do Teorema Fundamental
da Aritmética e do Algoritmo da Divisdo foram aplicadas parcialmente ou omitidas em
virtude da falta de conhecimento dos alunos sobre o Principio da Indugéo e o Principio
da Boa Ordenacao. Portanto, hd necessidade de inserir esses dois topicos em um curso
de Aritmética Basica. Ha livros do Ensino Médio que contemplam esses assuntos que
o professor pode utilizar para trabalhar o tema, como por exemplo o texto de lezzi(16)
e de Hefez (10).

Apesar do bom rendimento dos alunos nas tarefas de classe, o conhecimento prévio
dos alunos sobre as operagdes elementares foi insatisfatério para uma transposigdo
didatica adequada dos tépicos do curso. Alguns alunos ndo conheciam os termos da
divisdo e tinham dificuldades para efetuar divisdes onde o dividendo era menor do
que o divisor. Propriedades das potenciagdes, necessdrias na resolucdo de problemas,
também eram desconhecidas. Esses conhecimentos ndo foram avaliados no teste de
sondagem e, como consequéncia, houve a necessidade de efetuar desvios de rota no
contetido ministrado em sala. Portanto, o teste de sondagem ndo se mostrou eficaz
para conhecer a o nivel real de conhecimentos sobre Aritmética dos alunos.

Para sanar as dificuldades apontadas, sugerimos ao leitor interessado em aplicar
o minicurso em outras turmas, a inclusdo de pelo menos dois novos encontros de
4 horas/aula contemplando uma revisdo sobre as Operag¢des Elementares (Divisdo,
Potenciacdo e Radiciagdo), Principio da Indugéo Finita e o Principio da Boa Ordenacado
para uma transposic¢do didatica eficiente, totalizando uma carga horaria minima de 24
horas/aula dividida em seis encontros.

As entrevistas audiografadas| com os alunos que frequentaram todos os encon-
tros do minicurso mostraram que os alunos aceitaram bem a proposta de estudar
Aritmética no Ensino Médio, a maioria compreendeu o contetido estudado e tem inte-
resse na aprendizagem extracurricular de matematica. Ainda, de acordo com a opinido

dos discentes, constatamos como principal ponto positivo a oportunidade de rever

3 As gravacdes das aulas, fotografias, exercicios resolvidos dos alunos em sala de aula, autorizag¢oes

dos pais e da dire¢do da escola para a aplicagdo do minicurso de Aritmética Bésica e a entrevista com
os alunos que concluiram o curso, estdo a disposi¢do para maiores esclarecimentos.
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e aprofundar conhecimentos importantes ensinados no Ensino Fundamental e como
ponto negativo a falta de tempo para consolidar os assuntos vistos nos encontros.

A seguir, serd apresentada uma sequéncia didética revista a partir das anélises
das atividades aplicadas nesse minicurso para que o leitor interessado possa aplica-la
em sala de aula. Os tépicos ministrados na proposta original foram reformulados de

acordo com as observacdes contidas na andlise de resultados.

SEQUENCIA DIDATICA:

Operacao de Divisdo (Ideias sobre quotizagao e parti¢do)

1° Encontro ) . . .
Potenciagdo e Radiciacdo (Definigdo e Propriedades)

Principio da Indugédo

2° Encontro ] .
Principio da Boa Ordenagao

Defini¢do de Divisor e Propriedades

o Numeros Primos
3° Encontro

Teorema Fundamental da Aritmética

Algoritmo da Divisdo e Lema dos Restos

Definicao e Caracterizacao do MDC e MMC
4° Encontro ¢ Lema de Euclide e Algoritmo de Euclides

Combinacdo Linear e Identidade de Bezout

5° Encontro{ Equacoes Diofantinas Lineares

Defini¢do de Congruéncia Médulo m

o Caracterizagdo das Congruéncias
6° Encontro

Propriedades Operatérias das Congruéncias

Congruéncias Lineares



10 CONSIDERACOES FINAIS

Nesse trabalho foi apresentada uma proposta para o ensino de Tépicos de Aritmética,
em especial o ensino da divisao, no Ensino Médio. E inegével que as escolas trabalham
a Aritmética a partir da educacgao infantil, pois desde cedo as criangas adquirem certas
competéncias aritméticas intuitivas no seu préprio meio. Mas é papel da escola de en-
sino basico desenvolver essa competéncia durante toda a vida escolar do aluno, tanto
no Ensino Fundamental quanto no Ensino Médio, pois a Aritmética faz parte de uma
educagdo de base, ajuda na formacdo de novos conceitos e desenvolve o pensamento
analitico dos alunos.

Foi visto que o estudo da divisdo, ensinado no inicio do 3° ciclo do Ensino Funda-
mental a partir de situagdes-problema que trabalham as ideias de quotizagdo e particdo
e que priorizam a obtencdo do quociente da divisdo, podem ser aprofundadas no Ensino
Médio com a demonstracdo formal do algoritmo de divisdo e complementadas com o
estudo das congruéncia e o lema dos restos que focam situa¢des-problema envolvendo
o resto da divisdo.

O estudo dos nimeros primos, maximo divisor comum e minimo multiplo comum
que sdo trabalhados no 3° ciclo do Ensino Fundamental pode ganhar novo significado
no Ensino Médio, quando o aluno pode conhecer e aplicar na resolugdo de situagdes-
problema alguns teoremas elementares, mas de importancia significativa como o lema
de Euclides e a identidade de Bézout; a aplicacdo do importantissimo Teorema Funda-
mental da Aritmética em muitos resultados, tais como a obtencdo dos divisores bem
como o numero de divisores de um ntiimero natural, demonstra¢des da infinitude dos
nuimeros primos, na caracteriza¢do do mdc e no estudo das congruéncias lineares.

A Aritmética pode ser coadjuvante em outros assuntos da matemdtica como por
exemplo a contribui¢do dos niimeros primos ao estudo da andlise combinatéria (fatoracdo
do fatorial); o estudo das congruéncias na compreensdo do ciclo trigonométrico bem
como na demonstragdo de resultados envolvendo niimeros complexos; e as equagdes
diofantinas como instrumento de transicio entre a Aritmética e a Algebra.

Por fim, propomos uma abordagem mais abrangente do ensino da Aritmética do que
as propostas tradicionalmente apresentadas nos livros didaticos da educagdo basica,
uma proposta para o ensino de Aritmética que contribua para que os educadores
formem uma escola que cumpra os objetivos oriundos das leis da LDB e diretrizes dos
PCNs: “possibilitar ao aluno conhecimentos que o permita continuar sua aprendizagem
ap06s o Ensino Médio, que ele reconheca a Matemdtica como uma ferramenta importante
para a compreensdo do mundo a sua volta e tenha capacidade de contrubuir para a

construgdo do conhecimento.”
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A APENDICES

A1

Autorizacao da Escola

TERMO DE AUTORIZAGAO

Eu, Francisco Ailton Alcantara, professor de matematica do EEM
Governador Adauto Bezerra situada na cidade de Juazeiro do Norte, solicito
autorizacdo para realizar pesquisa sobre “o ensino da aritmética na
educag8o basica” com alunos das turmas do 3° ano A, B, C, D do turno
vespertino da referida escola. Essa pesquisa faz parte do Trabalho de
Conclusdo de Curso que esta sob orientagdo do professor Flavio Franga
Cruz, professor do Curso de Matematica da Universidade Regional do Cariri
(URCA).

Para desenvolvimento desse trabalho serdo ministrados quatro
encontros no turno matutino, no contra turno das aulas convencionais nos
dias 09,12,16 e 23 de abril de 2014 de 07:00 as 11:00 horas.

O curso, fotografado e audiografado, tem como objetivo académico
analisar o processo de ensino e aprendizagem da aritmética basica tendo
como base o aprofundamento do contedo visto no ensino fundamental
que é amparando pelo Artigo 35, Inciso | da Lei de Diretrizes e Bases da
Educacdo Nacional.

Vale ressaltar que os alunos participante foram autorizados por
escrito pelos seus respectivos responsaveis legais a participar do curso e
que nareferida pesquisa, por for¢a da lei, ndo constara nenhum meio para
identificacdo dos alunos participantes.

Professor Francisco Ailton Alcantara

Direcdo da EEM Governador Adauto Bezerra
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A.2 Autorizacao dos Pais

AUTORIZACAO

Eu portador do documento de
identidade n° , e inscricdo no CPF sob n°

residente e domiciliado no(a)

declaro para os devidos fins que AUTORIZO meu(minha) filho(a)

a participar do curso de “Iniciacdo a
Aritmética”, na data de 09,12,16 e 23 de abril de 2014, na EEM Governador Adauto

Bezerra de 07:00 as 11:00 horas sob a tutela do Professor de Matematica da referida

escola Francisco Ailton Alcantara portador do documento de identidade n°
96029467467 e inscrigdo no CPF sob n° 790.004.793-04.

Por ser a expressao da verdade, firmo o presente.

, de de 2014

(Nome do pai, ou mae ou responsavel legal)
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