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RESUMO

@b PAULA, Francisco Eduardo Faustino. Combinatdria — abordagem precisa. 2014. 47
f. Dissertagao (Mestrado em Matemadtica) — Instituto de Matemaética e Estatistica,
Universidade do Estado do Rio de Janeiro, Rio de Janeiro, 2014.

O objetivo central deste projeto é precisar matematicamente certos objetos com-
binatorios que servem como ponto de partida nas apresentagoes usuais da Analise Com-
binatéria e sao comumente apresentados de maneira informal e intuitiva. Estabelecido
este referencial tedrico preciso, pretendemos, a partir dele, reapresentar os conceitos de
Anélise Combinatéria de modo mais rigoroso privilegiando sempre a apresentacao mais
natural possivel. Mais precisamente, estaremos interessados em reapresentar os resul-
tados referentes ao capitulo dois do livro do professor Augusto C. Morgado a partir de
uma versao matematicamente mais precisa dos Principios Aditivo e Multiplicativo. Além
disso, pretendemos que os argumentos usados em nossas dedugoes usem predominante-
mente inducao ou construcao de bijecoes, o que é um dos grandes objetos de estudo da
combinatéria moderna.

Palavras-chave: Analise Combinatoéria. Andalise. Contagem.
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ABSTRACT

DE PAULA, Fra@co Eduardo Faustino. Combinatorial analysis — a precise approach.
2014. 47 f. Dissertacao (Mestrado em Matematica) — Instituto de Matematica e
Estatistica, Universidade do Estado do Rio de Janeiro, Rio de Janeiro, 2014.

The principal objective of this project is to precise mathematically some combina-
torial elements which are starting points in usual Combinatorial Analysis presentations
and are commonly presented in an informal and intuitive way. Since this precise theore-
tical framework is stablished, we intend, from it, to restate the Combinatorial Analysis
concepts in a rigourous way, always favouring the most natural presentation as possible.
More precisely we will be interested in restating the results referring to chapter two of
Professor Augusto C. Morgado’s book from a mathematically more precise version of Ad-
dition and Multiplication Principles. Moreover, we want that the arguments showed in
our deductions use predominantly induction or bijection constructiosn, which is one great
object of study of modern combinatorial.

Keywords: Combinatorics. Analysis. Counting.
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nimero binomial
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colecao de todas as [-particoes de X

conjunto das p-permutagoes sem repeticao de X

conjunto de todos os elementos da p-permutacao x

nimero de [-particoes do conjunto X

nimero de elementos de £/(X)

(Tiys - iy, ), Testricdo de (z1, 29, ...,2p) a J = {iy <idg < -+ < iy} C [p]
conjunto {{z,y}:x € X,y e Y}

conjunto {(z,y) :x € X,y € Y}

conjunto X x X x -+ x X (k vezes)

quantidade de elementos do conjunto X
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INTRODUCAO

Desde o ensino médio, estudar Andlise Combinatoria foi um dos grandes obstaculos
que encontrei. Por ter dificuldade em alguns problemas, dediquei mais do meu tempo ao
estudo dos mesmos. Muitos dos problemas que encontrei, nunca entendi o porqué de
tal solucao, mas por ser mecanico e de certo modo funcionar, via o funcionamento em
exemplos pequenos, dai seguia aplicando e pronto! Ao entrar na graduacao, comecei a me
incomodar com problemas do tipo, é assim e pronto! Problemas que muitas vezes sabemos
fazer mas nao sabemos por que o fizemos de uma ou outra maneira. Foi com esse desejo,
de aprofundar meus conhecimentos na area, que procurei escrever este trabalho, com o
intuito de tentar esclarecer, nao s6 para mim, mas também para qualquer outro que como
eu esteja afrontado com o fato de saber fazer mas nao saber o porqué, as técnicas de
resolucao de problemas de Analise Combinatoria. Neste caminho, me foi apresentado o
trabalho do professor Santos (2006), que percebi ser capaz de se aproximar em esclarecer
0 mecanismo matematico para a resolucao de problemas. As ferramentas que iremos
estudar neste trabalho, sao precisas suficientemente para nos aproximarmos do método
de resolucao de problemas mais matematicos, pois utilizam os conceitos de func¢oes que
estudamos, nos apropriando do uso de bijecoes para demonstrarmos técnicas de resolucao
de problemas, agora sabendo o que estamos contando.

A dinamica que iremos imprimir no trabalho é baseada no classico livro de Analise
Combinatéria do professor Morgado (1991). Na medida que as técnicas de Andlise Com-
binatéria forem apresentadas pelo professor Morgado (1991), iremos apresentar suas de-
monstragoes utilizando técnicas desenvolvidas pelo professor Santos (2006), tornando as-
sim as mesmas mais proximas da Matematica, no que diz respeito as demonstracoes dos
conceitos. Procuramos apresentar para cada problema resolvido pelo professor Morgado
(1991) uma resolugao sob o olhar do professor Santos (2006).

Neste trabalho, apresentamos os conceitos e resultados apresentados no texto do
professor Santos (2006) que correspondem ao conteido tratado no Capitulo 2 de Morgado
(1991) nas Segoes 2.1 a 2.5. O texto do professor Santos (2006) foi revisado, as demons-
tragoes detalhadas e algumas delas que haviam sido apenas indicadas foram feitas. Para
ilustrar e contrastar as técnicas apresentadas por Morgado (1991) e Santos (2006), todos
os exemplos apresentados por Morgado (1991) no Capitulo 2 de seu livro foram resol-
vidos utilizando-se os conceitos e técnicas propostos por Santos (2006). Para facilitar a

identificagao, sempre indicaremos essas resolugoes com o marcador Solu¢do (Santos).
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1 MOTIVACAO

Neste primeiro momento, queremos ilustrar uma das motivacoes que nos levou ao
estudo apresentado. Trata-se de um dos problemas mais comuns da andlise combinatoria:
contar a quantidade de subconjuntos de um dado conjunto com n elementos.

Dado um conjunto com n objetos, sabemos que a quantidade de subconjuntos for-
mados a partir do conjunto dado é 2". Se temos n objetos, para formar um subconjunto
devemos analisar se um objeto fard parte ou nao desse subconjunto, ou seja, duas possi-
bilidades para cada um dos n objetos, ele faz ou nao parte. Assim, como sao n, teremos
2 X2 X ...x2(n vezes) = 2"

[lustraremos agora o mesmo resultado a partir do ponto de vista que julgamos
mais abstrato e que pode permitir a obtencao do resultado acima como também de outros
resultados usuais de Analise Combinatoria. Vamos seguir aqui a abordagem de Cameron
(1994).

Seja X = {z1,29,...,2,} um conjunto com n elementos. Vamos construir uma
bijegao entre o conjunto X das partes de X e o conjunto B das n-uplas cujas componentes
sao zero ou um. Note que cada elemento (b, bs, ..., b,) de B pode ser “identificado” com

um numero bindrio
(b1bg -+ byp)y = by 2 b, 240, - 20

Para cada elemento C' de X, isto é para cada subconjunto de X, associamos um elemento
(b1,bs,...,b,) de B de modo que b; =1 se x; € C e b; = 0, caso contréario. Equivalente-
mente, estamos associando a C' o nimero binario (bib - - - b,)2. Vamos ver um exemplo:
o elemento {z1, z,} corresponde ao nimero bindrio (1000 - - - 01), com n — 2 zeros. Desta
forma fica facil perceber que a quantidade de ntimeros binarios que podem ser gerado a
partir dos elementos de B coincidirda com a quantidade de subconjuntos de X. O me-
nor numero binario formado é o (000---0)2 que corresponde ao subconjunto vazio e o
maior formado é o (111---1)y que é o préprio conjunto. Além disso, todos os nimeros
intermediarios estao presentes e correspondem a um tnico subconjunto de X. Temos

(000---0); =0¢e
(111--- 1)y =2" .. + 2% 4+ 22 £ 2+ 1 = a soma de uma PG de razio 2 = 2" — 1.

Para sabermos quantos nimeros ha, basta subtrairmos o ultimo do primeiro e depois

somar 1. Assim deduzimos que X possui 2" elementos.
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2 NOTACAO E RESULTADOS PRELIMINARES

2.1 Algumas nogoes e conjuntos basicos

Inicialmente, vamos apresentar todas as defini¢oes que serao utilizadas neste tra-
balho. Ao longo do trabalho também precisaremos ter claro o principio de Inducao e o
que sao classes de equivaléncia.

O terceiro axioma de Peano também é conhecido como o axioma da inducao.

Axioma 1 (Axioma da Indugao). Seja p(n) uma propriedade relativa ao nimero natural

n. Suponhamos que
(i) p(1) € verdadeira, e que
(i1) Vn € N, a validade de p(n) implica em p(n + 1) verdadeira.
Entao p(n) € vdlida qualquer que seja o nimero natural n.
Segue o enunciado do Principio de Indugao Matematica generalizado:

Teorema 1 (Principio de Indugdo Matematica). Seja a um nimero natural e seja p(n)

uma senten¢a aberta em n. Suponha que
(i) p(a) € verdadeira, e que
(i) ¥Yn > a,p(n) = p(n + 1) € verdade.
Entao, p(n) € verdade ¥n > a.

Demonstragao. Seja X = {n € N;p(n)}; ou seja, X é o subconjunto dos elementos de N
para os quais p(n) é verdade.

Considere o conjunto
S={meN;a+meX}

que verifica trivialmente a + .S C X. Pela condigao (i), p(a) é verdadeira. Consequente-
mente, por (ii) temos que a + 1 € X, segue que 1 € S. Por outro lado, se m € S, entao
a+m € X e, por (ii), temos que a+m+1 € X; logo m+ 1 € S. Assim, pelo Axioma de

Indugao, temos que S = N, logo
{meN;m>a}=a+NCAX,

0 que prova o resultado. O
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Defini¢ao 1 (Relagao de Equivaléncia). Uma relacao bindria que € reflexiva, simétrica e
transitiva € chamada uma relacao de equivaléncia.

Segue o enunciado de classe de equivaléncia

Defini¢ao 2 (Classe de Equivaléncia). Dado um conjunto X, com uma relagio de equi-
valéncia ~, a classe de equivaléncia de um elemento a € X € o subconjunto de todos os

elementos de X que sao equivalentes a a. Simbolicamente
la] = {zx € X|z ~a}
Propriedades:

o Sexny=[a] = ]

e Classes de equivaléncia diferentes ndo tem elementos em comum: Se [x] # [y] entao
[z Nyl =2 ;
e Estas duas propriedades acima podem ser resumidas na seguinte: Vz,y € X ([z] =

Yl v [z]n [yl = 2);

e A uniao de todas as classes de equivaléncia de um conjunto é igual ao proprio

conjunto: X = Uygex[z].

Defini¢ao 3 (Produto de conjuntos). Sejam X e Y conjuntos nao vazios, finitos e dis-
guntos. O produto de X porY, denotado por X .Y € o conjunto de todos os subconjuntos
{z,y} de X UY tais que x € X ey €Y. Simbolicamente,

X.Y={{z,y}:ze X,y Y}

Observe que o produto de conjuntos é “comutativo”, isto é, X .Y =Y . X.

Definigao 4 (Produto Cartesiano). Sejam X e Y conjuntos. O produto cartesiano de
X por'Y, denotado por X x Y, € o conjunto de todos os pares ordenados (x,y) tais que

xe X eyeY. Simbolicamente,
XxY={(z,y):xeX,yeY}

Um par (x1,y1) € igual a um par (x2,ys) Se, e somente se, r1 = Ty € Y1 = Ya.

A definigdo acima, evidentemente, pode ser estendida a um nimero finito de con-
juntos X1, Xo,..., Xk No caso em que X; = Xy = --- = X, = X, escrevemos simples-

mente X* no lugar de X; x Xy x --- x Xj.
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Definig¢ao 5 (p-permutagao). Uma p-permutacdo dos elementos de X é qualquer elemento
do conjunto das p-uplas ordenadas de elementos de X. Simbolicamente, x é uma p-

permutacao de X se x € XP, onde
XP={(x1,29,...,2p) rx; € X, i=1,2,....p}.

Definigao 6 (p-diagonal do conjunto X). Se p > 2 definimos a p-diagonal do conjunto X
como sendo o conjunto das p-uplas ordenadas de X nas quais pelo menos duas coordenadas

coincidem, isto €,
AP(X) = {(x1,29,...,2p) € XP:3i,j € {1,2,...,p}, i #j, ; = z;}

Definigao 7 (p-subconjunto). Seja X um conjunto com n elementos. Um subconjunto
S de X com p elementos é chamado de p-subconjunto de X. Denotamos por I'y(X) o

conjunto de todos os p-subconjuntos de X e por I'(X) a coleg¢do de todos os subconjuntos

de X, ou seja, I'(X) = U I,(X).
p=0

Os seguintes conjuntos ocorrerao com frequéncia ao longo do texto:

e P={1,2,3,...}, o conjunto dos niimeros inteiros positivos.

e N=1{0,1,2,3,...}, o conjunto dos niimeros naturais.

2.1.1 Conjuntos Finitos

O simbolo [n] indicard o conjunto {1,2,3,...,n} dos nimeros inteiros positivos

desde 1 até n. Mais precisamente, dado n € P, temos
n]={peP:1<p<n}

Definicao 8. Um conjunto X chama-se finito quando é vazio ou quando existe, para

algum n € P, uma bijecao
¢ :[n] — X.

No primeiro caso, diremos que X tem zero elementos. No sequndo diremos que n € P €

o numero de elementos de X.

E facil ver que se existe uma bijecao entre dois conjuntos finitos X e Y entao ambos
tem o mesmo numero de elementos. O simbolo | X| denotard o nimero de elementos do

conjunto X.
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3 COMBINACOES E PERMUTACOES

3.1 Principios Fundamentais

3.1.1 Principio Aditivo

Teorema 2 (O Principio Aditivo). Sejam X e Y conjuntos finitos disjuntos, com m e n

elementos respectivamente. Entao X UY € finito e possui m + n elementos.

Demonstracao. Se X e Y forem vazios, nao hd o que demonstrar. Se apenas um deles,
digamos X, for vazio, sabemos que existe uma bijegao v : [n] — Y, basta considerar
€:[n] — XUY, {(x) = ¢(x). Para os demais casos, como X e Y sdo conjuntos finitos
com m e n elementos respectivamente, existem bije¢oes ¢ : [m] — X e ¢ : [n] — Y.

Considere a fungao & : [m 4+ n] — X UY tal que

o(x), sel<z<m

(x —m), selﬁx—mgn‘

Inicialmente, observe que £ estd bem definida. De fato, seja € [m+n]. Temos 1 <z <m
oum+1 <z < m+n. No primeiro caso, temos £(x) = p(x) e no segundo, temos
1 <z—m < neé(r)=y@—m). Vamos mostrar que £ é sobrejetiva. Seja w um
elemento de X UY. Assim sabemos que w € X ou w € Y. Logo, w € ¢([n]) (ou
w € ¥([m]). No primeiro caso, temos w = (x) para algum = € [m]. Logo, w = £(x). No
segundo caso, w = (y) para y € [n]. Logo, w = &£(x) com x = y + m. (Observe que nao
utilizamos a hipétese X NY = (.)

Para provar a injetividade, vamos considerar wy,ws € [m + n] tais que &(w;) =
&(wsy). Sabemos que &(w;) = &(wy) € X UY. Como X NY =0, temos &(w1),E(ws) € X
(ou &(wy),&(wy) € Y). Sem perda de generalidade, vamos supor que &(w;),&(ws) € Y.

Nesse caso

Y(wr —m) =E(wr) = {(w2) = (w2 —m)
Pela injetividade de 1), podemos concluir que w; = ws. O

Em seu trabalho o professor Morgado apresenta o principio aditivo de forma bem
simples e apenas considerando conjuntos disjuntos. Segue a apresentacao do professor
Morgado:

Se A e B sao dois conjuntos disjuntos, com p e g elementos, respectiva-
mente, entdo A U B possui p + ¢ elementos. (MORGADO, 1991, p. 18)
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Podemos observar que tal principio é abordado pelos dois autores da mesma forma.
Ambos tratam de conjuntos disjuntos e estabelecem que a quantidade de elementos da
uniao de dois conjuntos como sendo a soma da quantidade de elementos de cada um dos
dois conjuntos.

E claro que o resultado apresentado no Teorema 2 pode ser estendido a um niimero

finito de conjuntos finitos X7, X5, ..., X}, dois a dois disjuntos.

Teorema 3 (O Principio Aditivo Generalizado). Sejam X1, X, ..., Xy conjuntos finitos,

dois a dois disjuntos, com my,ma, ..., my elementos respectivamente. Entao o conjunto

k
U X, possui my + mo + - -+ + my, elementos.
i=1
Demonstracao. A prova serd feita por inducao. Inicialmente, considere os seguintes con-
juntos: X; com my elementos e Xy, com my elementos.

Por hipétese, os conjuntos X; e X5 nao tém elementos em comum. Pelo Principio
Aditivo (Teorema 2), o conjunto X; U X, tem m; + my elementos.

Suponha que o principio seja verdadeiro para a uniao de k conjuntos dois a dois
disjuntos. Isto é, se Xi, Xs,..., X, sao conjuntos finitos, dois a dois disjuntos, com

mi, Mo, ..., My elementos respectivamente, entao
XTuUuXoU-- U X

ossul my + - - - + my, elementos.
k
Vamos mostrar agora que se X7, Xs, ..., Xp11 sao conjuntos finitos, dois a dois

disjuntos, com my, ms, ..., mg11 elementos respectivamente, entao
XjUXoU- - UXpUXpiq

tem my + - - - + my + M1 elementos. Inicialmente, observe que podemos reescrever essa

uniao como resultado da uniao dos conjuntos X; U Xy U--- U X; e Xiiq. Isto é
XjUXoU-- UXpUXpp = (XqUXoU- U X)) U Xy,

Como todos os X;, onde i = 1,2, ...k, sao disjuntos, pela hipotese de inducao, podemos
afirmar que X;UXoU- - -UXy tem my+- - -+my elementos. Observe ainda que os conjuntos
X;iUXoU-+-UXg e Xpyq sao disjuntos. Logo, pelo Principio Aditivo (Teorema 2), o
conjunto X7 U Xo U -+ U X U Xgyq tem my + -+ - + my + my11 elementos. ]
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3.1.2  Principio Multiplicativo

Teorema 4 (O Principio Multiplicativo). Sejam X e Y conjuntos ndao vazios, finitos e
disjuntos com m e n elementos respectivamente. Entao o numero de elementos de X .Y

é exatamente mn.

Demonstracao. Definimos para cada x € X o conjunto

Zy ={{z,y}:yeY}
e observamos que

e O numero de elementos de Z, coincide com o de Y. De fato, a prépria estrutura de

Z, permite construir uma bijecao entre Y e Z,. Por exemplo, ¢ : Y — Z, dada por

o(y) = {z,y}

e Para x # 2/, quaisquer conjuntos {z,y} e {2',y'} (Vy,y € Y) sdo diferentes. Con-

sequentemente, Z, e Z, sao disjuntos.

e Como Z, e Z,» ndao possuem elementos em comum (para =’ # z”), a unidao em x

de Z, corresponde a todos os conjuntos {z,y} onde z € X ey € Y.

Em resumo:
o |Z,[=1Y]
o 7, Zy =0sex#a

o {{x,y}:xeXeyEY}:UZm-

zeX

Entao, das observagoes acima e do Principio Aditivo Generalizado (Teorema 3), temos

UZ|=> 121=) Y| =IX]]Y|=mn.

zeX zeX zeX

H{xay}:xGXeer}’:

J& o professor Morgado apresenta o principio multiplicativo da seguinte forma.

O Principio Multiplicativo Se uma decisao d; pode ser tomada de
T maneiras e se, uma vez tomada a decisao dy, a decisdo dy puder ser
tomada de y maneiras entao o nimero de maneiras de se tomarem as
decisoes d; e dy é xy. (MORGADO, 1991, p. 18)

Nesse momento, vale a observagao de que o professor Santos (2006) utiliza o

Principio Aditivo (Teorema 2) para provar o seu Principio Multiplicativo (Teorema 4).
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Em seguida, em seu livro, Morgado apresenta alguns exemplos de aplicacao do
Principio Multiplicativo. Cada um deles sera discutido com os conceitos e resultados

apresentados nesse trabalho.

Exemplo 1. Para fazer uma viagem Rio-S. Paulo-Rio, posso usar como transporte o trem, o
onibus ou o avigo. De quantos modos posso escolher os transportes se nao desejo usar na volta o
mesmo meio de transporte usado na ida? (MORGADO, 1991, Exemplo 2.1, p. 19)

Solugdo (Morgado). H4 3 modos de escolher o transporte de ida e depois disso, hd duas alternativas
para a volta. A resposta é 3 x 2 = 6. O

Solugao (Santos). Seja X; = {T;, 0;, A;} que representa as opgoes de meios de transporte
escolhidos para a ida. Logo |X;| = 3 e seja X, = {T,,0,, A,} que representa as opgoes
de meios de transporte escolhidos para a volta, onde |X,| = 3. Como na volta nao
podemos utilizar o mesmo meio de transporte que na ida, construimos os conjuntos abaixo,
diferenciando cada meio de transporte da ida e da volta.

Considere

ZTi - {{Tz; Tv}= {Tu Ov}? {Tz; Az}}v
ZOi - {{OivTv}a {O’H OU}’ {OivAv}}a
ZAi = {{Aza Tv}v {Aw Ov}7 {Ala Av}}

Como por hipétese nao podemos voltar no mesmo transporte que fomos, excluiremos de
Z1,UZp,JZ4, os elementos {T;, T, }, {O;, 0, }, {Ai, A, }. Assim como |Z1,UZp,UZ4,| =9

ficaremos com o total 9 — 3 =6 OJ

Exemplo 2. Uma bandeira € formada por quatro listras, que devem ser coloridas usando-se apenas
as cores amarelo, branco e cinza, nao devendo listras adjacentes ter a mesma cor. De quantos
modos pode ser colorida a bandeira? (MORGADO, 1991, Exemplo 2.2, p. 19)

Solugao (Morgado). A primeira listra pode ser colorida de 3 modos, a segunda de 2 modos (néo
podemos usar a cor empregada na primeira listra), a terceira de 2 modos (ndo podemos usar a
cor empregada na segunda listra) e a quarta de 2 modos (ndo podemos usar a cor empregada na
terceira listra). A resposta é 3 x 2 x 2 x 2 = 24. O

Solugao (Santos). Este problema pode ser generalizado para k listras e n cores e ficaria

com o seguinte enunciado:

De quantos modos uma bandeira com k listras pode ser pintada com n cores

distintas de modo que listras adjacentes tenham cores diferentes?

Uma bandeira listrada pode ser representada por uma k-lista ordenada (x1, o, ..., xx).

Seja o conjunto

X(k,n) ={(x1,22,...,7%) 1 01 # Ta, ..., Tp_1 # T}
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o conjunto de todas as bandeira listradas que satisfazem as condicoes do problema. O

conjunto

X(k+1,n) ={(v1,72,...,Tps1) : T1 # T2, ..., Tk # Tpy1}

tem claro seu significado no contexto.
Observe que toda bandeira com k + 1 listras pode ser obtida a partir de uma
bandeira com k listras com a condicao que a k-ésima e a k+1-ésima listras sejam diferentes.

Isto é,

X(k+1n) = J {(@®zr0): 2 # 2p}

xzeX(k,n)

em que € = (z1,T9,...,2;). Observe que esta reuniao é disjunta e que cada membro
da reunido possui exatamente n — 1 elementos (lembre que fixado @, como zx,; deve ser
diferente de xy, ele pode assumir n — 1 valores).

Denotando por S(k,n) = |X(k,n)|, temos

Sk+1n)= > H@aw) o # o}l = Y, (n=1)=(n-1)S(kn).

xzeX (k,n) xeX(k,n)

Isto é, obtem-se uma relacao de recorréncia para o problema. Obviamente S(1,n) = n.
Daf S(2,n) = n(n —1),5(3,n) = n(n — 1)%,...,8(k,n) = n(n — 1)*¥1. Em particular
S(4,3)=3-2=24 O

Exemplo 3. Quantos nimeros naturais de trés algarismos distintos (na base 10) existem? (MOR-
GADO, 1991, Exemplo 2.3, p. 19)

Solugao (Morgado). O primeiro algarismo pode ser escolhido de 9 modos (ndo podemos usar o
zero!), o segundo algarismo de 9 modos (nao podemos usar o algarismo utilizado anteriormente) e
o terceiro de 8 modos (ndo podemos usar os dois algarismos j& empregados anteriormente)Assim
a resposta é 9 X 9 x 8 = 648. O

Solugao (Santos). Este problema pode ser apresentado genericamente com o seguinte

enunciado:

Quantos numeros naturais de k£ < 10 algarismos distintos (na base 10) existem

(k <10)?
Seja A = {0,1,2,...,9}. Um nimero natural com k algarismos pode ser repre-
sentado como uma k-upla (zq,x2,...,2x) tal que ; € A, 1 < i < kex; #0. Sejao
conjunto

X(kaA) = {(‘rlvx%'”axk) PTG €A7xz7éx]7]- Slaj S k)l#‘]}
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Uma breve reflexao mostra que

X(k+1,4) = U {(@1, 22, 2 T1) 2 T € A—{a1, 20, it}

zeX (k,A)
em que = (x1,T9,..., 7). Observe que esta reuniao é disjunta e que cada membro da
reuniao possui exatamente |A — {zy, x9, ...,z }| = 10 — k elementos.

Denotando por S(k, A) = | X (k, A)|, temos
S(k+1,A)=S(k,A)(10 — k).

Isto é, obtem-se uma relagdo de recorréncia para o problema. Obviamente S(1, A) = 10.
Dai S(2, A) = 10(10 — 1), S(3, A) = 10-9 - 8.

Para contar nimeros naturais de k algarismos distintos (na base 10 e k > 1), basta
excluir do total S(k, A) a quantidade de k-uplas de X (k, A) cujo primeiro elemento é nulo.
Note que essa quantidade coincide com S(k — 1, A") onde A’ = A — {0}.

Temos S(2,A") = (9 —1)S(1,A") = 9- 8. Portanto, existem

S(3,A) — 5(2,A)=10-9-8—9-8=9-9-8 = 648

nimeros naturais de trés algarismos distintos (na base 10) [

E claro que podemos estender o Principio Multiplicativo a um nimero finito de

conjuntos finitos X7, X, ..., X}, dois a dois disjuntos.

Teorema 5 (O Principio Multiplicativo Generalizado). Sejam X1, X, ..., X conjuntos
finitos nao-vazios, dois a dois disjuntos, com my,ma, ..., my elementos respectivamente.

Entao o numero de elementos de X1.Xo. ... . X, € my.mao..... mp.

Demonstracao. Para a demonstracao, iremos usar inducao finita sobre o nimero k£ de
conjuntos. Sejam o conjunto X; com m; elementos e o conjunto X, com msy elementos.
Pelo Teorema 4, sabemos que X; - Xo = my - mg. Por hipétese de indugao, admita que se
X1, Xs, ..., Xy s@o conjuntos finitos nao-vazios, dois a dois disjuntos, com my, ma, ..., myg

elementos respectivamente, entao o nimero de elementos de X;.X5. ... . X} é dado por
|X1.X2.X3. Xk| :m1~m2.m3.....mk'

Queremos mostrar que X; . Xo. ... . Xpiq tem my-mo----- my1 elementos. Se X, tem
my + 1 elementos vamos usar o principio aditivo. Vamos representar X, da seguinte
maneira: {1,%2,...,Zm,,, }. Podemos obter o produto X;.....X} com Xj,; como a

uniao dos conjuntos

Xl.....Xk.{l‘l}, Xle{ZEQ}, ey Xl.....Xk.{Jka+1}
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que corresponde a um total de
(ml.mQ.m3 . ..mk)+<m1.m2.m3 . ..mk)_|_<m1.m2.m3 .. ..mk)+. . .+(m1.m2.m3 .. mk)

conjuntos. Note que temos my - mg - mg--- - my somado My vezes o que resulta em

My o vee e my - M1 como queriamos demonstrar. O

3.1.3 Produtos Cartesianos e Principio Multiplicativo Ordenado

Com a técnica anteriormente usada para provar o Principio Multiplicativo, mostra-

se que | X x Y| =|X]||Y]. Isto prova o teorema a seguir:

Proposicao 1 (Nimero de elementos de um produto cartesiano). Sejam X, Xo, ..., Xk
conjuntos finitos nao-vazios, nao necessariamente disjuntos, com mqy, Mo, ..., My elemen-
tos respectivamente. FEntao, o niumero de elementos do produto cartesiano X; X Xg X

- X Xp € mq-mg-----my. Consequentemente, se X1 = Xo = -+ = X, = X e

my=my=---=my =n, entdo X* tem n* elementos.

Demonstracao. Queremos mostrar que o cartesiano X; x Xs X ... X X1 tem my - mo -
-+ -my41 elementos, para tanto iremos usar indugao. Vamos representar o conjunto Xy,
da seguinte maneira: {z1,zs,...,2x11}. O produto cartesiano X; X ... X} com Xjiq

corresponde a uniao disjunta dos conjuntos
X1X...XkX{ZL‘1}, X1X...Xk><{$2}7 R X1X...XkX{J]k+1}.

Pelo Principio Aditivo (Teorema 3), hd um total de

elementos. O termo my -- - --my, foi somado k+ 1 vezes o que resulta em my-----my - Mmygyq.
Imediatamente ao resultado, se cada m;, com 1 <1 < k + 1, for igual a m e cada X; =

Xy =...= X} = X entao X! tem n**! elementos. como querfamos demonstrar. [

Exemplo 4. Quantos nimeros naturais de 4 algarismos (na base 10), que sejam menores que 5.000
e divisiveis por 5, podem ser formados usando-se apenas os algarismos 2,3,4 e 5. (MORGADO,
1991, Exemplo 2.4, p. 21)

Solugao (Morgado). Temos:

ultimo algarismo — 1 modo (tem que ser o 5)
primeiro algarismos — 3 modos ( nao pode ser o 5)
segundo algarismos — 4 modos

terceiro algarismo — 4 modos

Com isso chegamos a conlcusao que a resposta é 1 x 3 x 4 x 4 =48 O



21

Solucao (Santos). Para ser menor que 5.000 tem que comecar com 2,3 ou 4. Vamos mon-
tar as quadruplas ordenadas (z, vy, z, p) onde teremos que x € {2,3,4},y € {2,3,4,5},2 €
{2,3,4,5} e p € {5}. Devemos observar que cada quadrupla (z,y, z,p) é o resultado do

cartesiano {z -y -z - p}. Pela Proposigao 1 sabemos que o total de quadruplas (z,y, z,p) é
3-4-4-1=148.

]

Exemplo 5. As placas dos automdveis sao formadas por duas letras (K, Y e W inclusive) sequidas
por quatro algarismos. Quantas placas podem ser formadas? (MORGADO, 1991, Exemplo 2.5,

p. 21)

Solugdo (Morgado). Cada letra pode ser escolhida de 26 modos e cada algarismo de 10 modos
distintos. A resposta é

26 x 26 x 10 x 10 x 10 x 10 = 6.760.000 O

Solugdo (Santos). Para calcularmos todas as placas iremos contar todas as sextuplas or-

denadas (z,v, 2z, p, q,r) onde

vyye L={AB,....Z}, |L|=26
z,p,q,m € A={0,1,2,...,9}, |A| =10

Pela Proposicao 1, sabemos que o total de sextuplas (x,y, z,p,q, ) é
26-26-10-10-10-10 = 6.760.000.

Esse quantitativo corresponde ao total de elementos do cartesiano {L-L-L-A-A-A-A-}
O

Também ¢é 6bvio o teorema que segue.

Teorema 6 (O Principio Multiplicativo Ordenado). Sejam X e Y conjuntos nao vazios,
finitos, disjuntos com m e n elementos respectivamente. Entao o niumero de elementos
do conjunto [(X xY)U (Y x X)] € 2mn.

Demonstragao. Sejam X = {x1,29,...,xn} e Y ={y1,vs,...,yn}. Com isso, temos pela

Definigao 8, temos | X| =m e |Y| = n. Pela Proposic¢ao 1, sabemos que
X xY|=|X|-|Y|=m-n e Y x X|=|Y||X|=n- -m.

Como X e Y sao disjuntos, os pares (x1,y1) € (Yo, T2) com 41,92 € Y e x1,29 € X sdo

todos distintos, pelo Principio Aditivo (Teorema 2)

(X xY)U(Y x X)| = |X x Y|+ |Y x X| = mn+nm = 2mn.
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]

Neste ponto, seria natural tentar estender o Principio Multiplicativo Ordenado,

entretanto o faremos mais adiante, por nao ser imediato.

3.2 Permutacoes

Sejam X um conjunto finito com n elementos e p um nimero natural tal que
1<p.

Defini¢ao 9 (p-permutagao). Uma p-permutacdo dos elementos de X é qualquer elemento
do conjunto das p-uplas ordenadas de elementos de X. Simbolicamente, x ¢ uma p-

permutacao de X se
xe X ={(r1,20,...,2p) rx; € X, i =1,2,....p}.

Para uma p-permutacao @ o simbolo @; representa a restricao de © a J C [p],
isto 6, se J = {iy < iy < --- <y} entdo ®y = (Tiy, ..., @ ,). Sexy = =z, =t,
escreveremos simplesmente x; = t. Neste caso dizemos que x; é constante ou que x ¢é

constante sobre J.

Definigao 10 (p-diagonal do conjunto X). Se p > 2, definimos a p-diagonal do con-
jgunto X como sendo o conjunto das p-uplas ordenadas de X nas quais pelo menos duas

coordenadas coincidem, 1isto €,
AP(X) ={(x1,29,...,2p) € XP: 31,5 €{1,2,...,p}, 1 # j, x; =z}

Todo elemento de AP(X) conta com pelo menos uma coordenada repetida, desse

modo se € X? ~ AP(X), ndo hd repeticao em suas coordenadas.

Definigao 11 (p-permutacao sem repeticao). Chamaremos x de p-permutagio sem re-
peticao dos elementos de X. FEm outras palavras, uma p-permutacao € dita ser sem
repeticao se nenhuma de suas coordenadas coincidirem. Representaremos o conjunto
XP ~ AP(X) simplesmente por IIP(X). Note que, para p > n, 1IP(X) = 0.

Calcularemos o ntiimero de elementos do conjunto I1?(X). Para fixar alguma idéia,
comecamos supondo p = 2. Para p = 2, a 2-diagonal de X ¢é exatamente o conjunto
A%(X) = {(z1,72) € X? : 11 = 2} e, consequentemente, tem-se [1*(X) = {(x1,15) €
X2y # 19}

Para cada x € X, definimos

Y, =X ~ {2} e Zy={(z,y) e X’ :yeY,}
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e agora observemos que:
e |Z,| coincide com |Y;| = |X| —1
e Caso x # 2/, entdo as duplas de Z, e Z. sao diferentes

e O conjunto de todas as duplas formadas por elementos distintos de X ¢é a uniao de

Z, para x € X
Em resumo:
o |Z,]=n-1
o 7/,NZ,, =0 se x+#1

o IX(X) =] 2

zeX

Segue destes trés fatos e do Principio Aditivo (Teorema 3) que

U Z|=>1Z1=) (n—1) =nn-1).

zeX zeX zeX

[I(X)| =

Afirmamos que II?(X) tem n(n — 1) --- (n — p+ 1) elementos. Usaremos indugao sobre p
para provar a afirmagao.
Hipotese de Indugao: Se m < n, 2 <[l <meY é um conjunto com m elementos entao
YY) tem m(m — 1) -+ (m — [ + 1) elementos.

E claro que a aplicacao @ : XP — XP7! x X definida por

o(x1, 29, ... xp) = ((T1, 22, ..., Tp_1), Tp)

é uma bijecao. Este simples fato é a chave da demonstragao apresentada.

Para cada x € X, definimos
o YV, =X~ {x} e
o Z,={(z,z):xz eIl 1(Y,)}.
Observamos que,
o |V, =n—-1
o /,NZy=0sex#a2e

e (X) = | ¢ (%)

zeX
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e em vista da hipdtese de indugao, que garante que |Z,| = [[IP"}(Y,)| = (n — 1)(n —

2)---(n—p+1) e do Principio Aditivo (Teorema 3), segue que

X)) = |J e '(Z)| =D 1Z]=nn=1)(n—-2)---(n—p+1),

zeX reX

o que prova a afirmacao feita. Com isto provamos o Teorema 7.

Teorema 7 (Numero de permutagoes sem repeticao). Se X € um conjunto com n ele-

mentos e p um numero natural tal que 1 < p, entao o numero de p-permutacoes sem

repeticao de elementos de X é€ dado por ————.
(n—p)!

Outra demonstrag¢do: Denote por P(n,p) o nimero de p-permutagoes sem repeti¢io de

elementos de X. Na demonstragao anterior, observe que |Z,| = P(n — 1,p — 1) e que

[IIP(X)| =nP(n—1,p—1). Dai tem-se

P(n,p)=nPn—1,p—1)=n(n—-1)Pn—-2,p—2)
=n(n—1)(n—2)P(n—3,p—23)
== (=) (= (p—1)) Pln— (p—2), 1)

sempre que p > 2 e consequentemente P(n,p) =n(n—1)(n—2)---(n —p+1). O

Exemplo 6. Quantos sdo o0s nimeros naturais pares que se escrevem (na base 10) com trés
algarismos distintos? (MORGADO, 1991, Exemplo 2.6, p. 21)

Solugdo (Morgado). O ultimo algarismo do ntimero pode ser escolhido de 5 modos (0,2,4,6, 8).
O primeiro algarismo pode ser escolhido ... depende! Se o zero foi usado como tltimo algarismo,
o primeiro algarismo pode ser escolhido de 9 modos (ndo podemos usar o algarismo ja empregado
na ultima casa). Se o zero nao foi usado como ultimo algarismo, o primeiro algarismo sé pode ser
escolhido de 8 modos (ndo podemos usar nem o zero nem o algarismo empregado na iltima casa).

Para vencer este impasse, temos duas alternativas:

a) "abrir” o problema em casos (que é a alternativa mais natural). Contamos separadamente os
nimeros que tém zero como ultimo algarismo e aqueles cujo ultimo algarismo é diferente de zero.
Terminando em zero temos 1 modo de escolher o dltimo algarismo, 9 modos de escolher o primeiro
e 8 modos de escolher o do meio, num total de 1-9-8 = 72 nimeros. Terminando em um algarismo
diferente de zero temos 4 modos de escolher o tltimo algarismo (2,4, 6,8),8 modos de escolher o
primeiro algarismo ( nem podemos usar nem o zero nem o algarismo ji usado na dltima casa) e 8
modos de escolher o algarismo do meio (ndo podemos usar os dois algarismos ji empregados nas
casas extremas). Logo, temos 4 - 8 - 8 = 256 nuimeros terminados em um algarismo diferente de
zero. A resposta é, portanto 72 + 256 = 328.

b) Ignorando uma das restri¢coes (que é uma alternativa mais sofisticada). Ignorando o fato de
zero nao poder ser primeiro algarismo, teriamos 5 modos de escolher o dltimo algarismo, 9 modos
de escolher o primeiro algarismo e 8 modos de escolher o do meio, num total de 5-8 -9 = 360
nimero. Esses 360 nimeros incluem nimeros comecados em zero, que devem ser descontados.
Comegando em zero temos 1 modo de escolher o primeiro algarismo (0), 4 modos de escolher o
ultimo algarismo (2,4, 6,8) e 8 modos de escolher o do meio (ndo podemos usar os dois algarismos
j& empregados nas casas extremas), num total de 1 -4 -8 = 32 ntimeros. A resposta é, portanto,
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360 — 32 = 328 E claro também que poderiamos ter resolvido o problema determinando todos os
numeros de 3 algarismos distintos (9-9 -8 = 648 e abatendo os nimeros impares de 3 algarismos
distintos (5 na dltima casa, 8 na primeira e 8 na segunda, num total de 5 - 8 - 8 = 320 ndmeros).
A resposta seria 648 — 320 = 328. O

Solugao (Santos). Considere os conjuntos P = {0,2,4,6,8}, P’ = {2,4,6,8} e N =
PU{1,3,5,7,9}. Paracadap € P, seja N, = N ~ {p}. A cardinalidade da uniao disjunta
Upep IT?(N,) coincide com o total de triplas pertencentes a N* com componentes todas
distintas e tais que sua terceira componente sempre é um elemento de P. Se eliminarmos
desse total o correspondente aquelas cuja primeira componente é nula, temos a quantidade
de nimeros pares de trés algarismos distintos. Para cada p € P', seja N, = N ~ {0, p}.
Portanto, a quantidade de niimeros naturais pares que se escrevem (na base 10) com trés

algarismos distintos é dada por

9!
Umw,)| - @, x {p}) =y [P =8 [P|=9-8-5-8-4=8-41 =32

peEP peP’
]

Para o estudo das permutagoes sem repeticao de elementos (simples), o professor

Morgado considera.

Permutacao simples Dados n objetos distintos ai,as,...,a,. De
quantos modos é possivel ordend-los? Neste caso temos n modos de
escolher o objeto para o primeiro lugar, n — 1 modos de escolher o ob-
jeto para o segundo lugar . ..e 1 modo de escolher o objeto que ocupara o
dltimo lugar. Assim temos que o nimero de modos de ordenar n objetos
distintos é n(n —1)...1 =n! (MORGADO, 1991, p. 27)

Exemplo 7. Quantos sdo os anagramas da palavra PRATICO. (MORGADO, 1991, Ezemplo 2.7,
p. 27)

Solugdo (Morgado). Cada anagrama de PRATICO nada mais é do que uma ordenagao das letras
P, R, A, T, 1, C, O. Assim o nimero de anagramas de PRATICO é P; = 7! = 5.040. O

Solugao (Santos). Seja X = {P,R, A, T,I,C,0} onde n = 7. Queremos calcular a 7-
permutagao sem repetigao dos elementos de X. Para isso vamos usar o Teorema 7. Assim
sabemos que o total sera

n! 7!

I"(X)| = e 7! = 5.040.

Exemplo 8. Quantos sdo os anagramas da palavra PRATICO que comecam e terminam com
consoante? (MORGADO, 1991, Exemplo 2.8, p. 27)
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Solug¢do (Morgado). A consoante inicial pode ser escolhida de 4 maneiras. A consoante final
pode ser escolhida de 3 maneiras, uma vez que nao pode haver repeticdo das letras. As 5 letras
restantes podem ser arrumadas entre essas duas consoantes de P; = 5! = 120. Assim a resposta é
4 x 3 x5! =1.440 O

Solugao (Santos). Queremos calcular os anagramas da palavra PRATICO que comecam
e terminam com consoante. Sejam X = {P,R,A,T,1,C,0}, C = {P,R,T,C} e ¢ =
(c1,¢2) € II2(C). Para cada ¢ € II2(C), seja S, = X — {c1,¢2}. E possivel obter uma
bijecao entre o conjunto / dos anagramas da palavra PRATICO que comegam e terminam
com consoante e o conjunto Ueerz(cy{(c1, c2)} x II°(S.) e pelo Teorema 7, que calcula o

nimero de permutagoes sem repeticoes,

U {(ene} x2S = D (e e} x IP°(S,)|

cell?(C) cell2(C)
= 2 WE)=5t >
cell2(0) cell2(C)

=5I|II%(C)| = 4 x 3 x 5.

Isto é, ha 4 x 3 x 5! = 1.440 anagramas. m

Teorema 8 (Numero de permutagoes com repetigao). Se X é um conjunto com n ele-

mentos e p um numero natural tal que 1 < p < n, entdo o numero de p-permutagoes com
n!

repeticao de elementos de X € dado por nP — —

(n—p)!

Demonstragao. Como X? tem nP elementos e é a reuniao disjuntas das partes I1?(X) e

AP(X), tem-se imediatamente do Principio Aditivo a conclusao do teorema. O

Ja o professor Morgado apresenta as permutacoes de n elementos quando hé ele-
mentos repetidos. Ele especifica (através das letras gregas «, 3, ..., K, \) quantas vezes
cada elemento se repete.

Numero de permutagoes com repeticao No caso geral temos para

a+B+---+r+\=n, o total de permutagdes sersq P:5 = a,ﬁ, 3
(MORGADO, 1991, p. 50)

Exemplo 9. De quantos modos 5 rapazes e 5 mogas podem se sentar em 5 bancos de dois lugares
cada, de modo que em cada banco figuem um rapaz e uma moga. (MORGADO, 1991, Exemplo 2.9,

p. 29)

Solugdo (Morgado). O primeiro rapaz pode escolher seu lugar de 10 modos, o segundo rapaz de 8
modos, o terceiro de 6 modos, o quarto de 4 modos e o quinto de 2 modos. Colocados os rapazes,
temos que colocar as 5 mogas nos 5 lugares que sobraram, o que pode ser feito de 5! modos.

A resposta é 10 x 8 x 6 x 4 x 2 x (5!) = 460.800 O

Para apresentar a solugdo com os argumentos e técnicas de Santos (2006), preci-

saremos introduzir dois conceitos.
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Definigao 12 (Cruzamentos). Sejam X e Y conjuntos disjuntos tais que | X| = Y| =
n. Um cruzamento entre X e Y, denotado por X &Y € uma familia de conjuntos

{A1, Ay, ... AL} tais que
2. AinA; =0 parai#j.

Observe que cada elemento da familia de cruzamentos entre X e Y define na-
turalmente uma bijegdo de X @ Y sobre II"(Y') (e reciprocamente). Por exemplo, seja
X = {x1,29,...,2,}, sabemos que cada elemento da familia de cruzamentos de x e y
¢ da forma {A;, As,..., A,}. Sem perda de generalidade, vamos assumir que z; € A;.
Considere a bijecao ¢ : X &Y — Y definida por

90({1417 A27 s 7An}) = (yj17yj27 s 7yjn)7 Yj; € Az

Desta forma, pelo Teorema 7, | X & Y| = nl.
Agora temos tudo para tratar a generalizagao do Principio Multiplicativo Orde-

nado.

Teorema 9 (O Principio Multiplicativo Ordenado Generalizado). Sejam Xi, Xa, ..., Xk
conjuntos nao vazios, finitos, dois a dois disjuntos, com my,ms, ..., my elementos respec-

tivamente. Seja X o conjunto definido por

X= |J X@), ondeX(x)=X, xX,, % xX,,

ze [+ (K)
x = (x1,29,...,2,) e K ={1,2,...,k}. Entdo, o nimero de elementos de X € dado por
k'my-mg----- my. O conjunto X serd denotado por @LXZ-

Demonstragao. Como X (x) N X(x') =0,se ¢ #x' e
[ X(2)| = [X ()] =my-my- - my,

para quaisquer x, ' € II1*(K), entdo, pelo Principio Aditivo (Teorema 3),
XI= > X(@)|=(m -my--- my) - [TF(K)],
z€ellk(K)

donde segue o desejado. O]
Solucao (Santos). O problema anterior pode ser generalizado da seguinte forma:

De quantas formas n homens e n mulheres podem ser dispostos em n bancos
de 2 lugares cada um, enfileirados de modo que em cada banco figure um

casal?
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Vamos representar respectivamente o conjunto dos homens e das mulheres por H e M. Te-
mos: H e M conjuntos disjuntos e |H| = |M| =n > 1. Denote por F' = {A;, As,..., A,}
um cruzamento entre H e M. A formulacao abstrata do problema acima, isto é, o conjunto

relacionado ao problema é:
X = UfEH@M{g?:ll—I?(Ai”]: = {A1, Ag, ..., An}}

em que a reuniao € disjunta. De acordo com o Teorema 9, cada conjunto da reuniao acima

possui n!2", pois |IT1%(4;)| = 2, de modo que, pelo principio aditivo,
|X| = (nl2") - |H ® M| = (n!)*.2™.
Como no nosso problema temos n = 5 teremos como resposta que

|X| = (5!)%-2° = 120* - 32 = 460.800.

3.3 Permutacoes Circulares

Seja X um conjunto finito com n elementos. Uma aplicacao T : X" — X" é
chamada de shift em X se

T(x1, T2, Ty 1,Tn) = (To, T3, ..., Ty, X1)

para qualquer x = (x1,22,...,2,) € X™ Se j > 2 é um numero inteiro positivo, o
simbolo T denota o operador definido por 7@ = T o TV~ . Com isto definido, observe
que T (x) = x, isto é, T™ ¢ a identidade de X™. A permutacdo circular ou érbita de

um elemento x € I1"(X) é o conjunto
O(z) = {2, T(x), 7% (2),..., 7"V (x)}

Diremos que duas n-permutacoes sem repeticio x e x' sao O-relacionadas se existe
j€{1,2,...,n} tal que TW(x) = 2/, isto é, se uma delas pertence & 6rbita da outra.

Neste caso escrevemos, € ~ x’. E facil ver que esta é uma relacao de equivaléncia, isto é,

e T~ (simétrica)
o z~a'=a ~x (reflexiva)

o z~z' e &' ~x"=x~2a" (transitiva)

Como se vé, a permutagao circular O(x) de uma n-permutacao sem repeticao x é a
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sua classe de equivaléncia  segundo a relacdo acima, e o niimero de elementos de T é
portanto e igual a n. Vale lembrar que se e &' ndo sdo equivalentes, isto é, x ~ x’
entao £ Nx’ = () e que as classes de equivaléncia determinadas pela relacao formam uma

partigao do conjunto I1"(X).

Seja agora £(X) o conjunto de todas as classes de equivaléncias de I1"(X) e deter-

minemos seu numero de elementos. Bem, mas isto é simples, pois

== U - Y [@l-n kX))
ze e(X) ze e(X)

donde segue que £(X) tem (n — 1)! elementos.

Com isso, podemos observar o Teorema a seguir que permite calcular o nimero de

permutacoes circulares para um dado conjunto X com n elementos.

Teorema 10 (Numero de permutacoes circulares sem repeticao). Seja X wum conjunto

s

com n elementos. Entdo o nimero de permutagoes circulares dos elementos de II"(X) é
dado por (n —1)!

Ja o professor Morgado apresenta as permutagoes circulares da seguinte forma:

De quantos modos podemos colocar n objetos distintos em n lugares
equiespagados em torno de um circulo, se consideramos equivalentes dis-
posigoes que possam coincidir por rotagao?

A resposta desse problema serd representada por (PC'),, o nimero de
permutacoes circulares de n objetos distintos. E facil ver que (PC), é
em geral diferente de P,. Por exemplo, no caso n = 3 temos P; = 3! =6
modos de colocar 3 objetos distintos em 3 lugares. No entanto as trés

A
QOO

Fig. 2.6

primeiras disposi¢goes podem coincidir entre si por rotagao e o mesmo
ocorre com as trés dltimas, de modo que (PC)s = 2. Repare que nas
permutacoes simples importam os lugares que os objetos ocupam ao
passo que nas permutagoes cirulares o que importa é apenas a posicao
relativa dos objetos entre si. Nas trés primeiras figuras, olhando os
circulos em sentido anti-horario, 1 precede 2, que procede 3, que procede
1; portanto, a posicao relativa dos objetos é a mesma. Nas trés tltimas
figuras, 1 precede 3, que precede 2, que precede 1; portanto, a posicao

relativa dos objetos é a mesma. Podemos verificar que (PC),, = (n—1)!
de dois modos:
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a) Se nao considerdssemos equivalentes as diposigdes que possam coin-
cidir por rotagao, terfamos n! disposi¢oes. Considerando a equivaléncia,
cada permutacao circular é gerada por n disposigoes. Logo,

(PC)y =" = (n—1)

b) Como o que importa é a posigdo relativa dos objetos, hd 1 modo de
colocar o 1° objeto no circulo (onde quer gue o coloquemos, ele serd o
unico objeto no circulo); hd 1 modo de colocar o 2° objeto (ele serd o ob-
jeto imediatamente apds o primeiro); hd 2 modos de colocar o 3° objeto
(imediatamente apds o 1° ou imediatamente apés o 2°); ;ha 3 modos de
colocar o 4° objeto (imediatamente apés o 1° ou imediatamente apds o
2° ou imediatamente apés 0 3°) ... ; hd n—1 modos de colocar o n-ésimo
e ultimo objeto. Logo

(PC), =1123...(n—1) = (n—1)! (MORGADO, 1991, p. 42)

Vejamos agora um exemplo simples, elaborado pelo autor, para aplicarmos a

formula de permutagao circular.

Exemplo 10. De quantos modos podemos colocar 4 pessoas em redor de uma mesa cir-

cular?

Solugao (Morgado). Como temos 4 pessoas, precisamos fixar uma delas e permutar as

outras, logo devemos permutar 3 pessoas. Assim P; = 3! = 6. L]

Solucao (Santos). Seja X = {P, P, P3, P,}. da definicdo acima temos que calcular
M(X)=(4-1)!=3'=6 O

Exemplo 11. Quantas rodas de ciranda podem ser formadas com n criang¢as? (MORGADO, 1991,
Ezemplo 2.16, p. 42)

Solug¢do (Morgado). Como a roda gira, o que importa nao é o lugar de cada crianga e sim a posigao

relativa das criangas entre si. A resposta é (PC),, = (n — 1)\ O
Solugao (Santos). Seja C' = {cy,c,...,c,} 0 conjunto das criangas. Temos que calcular
e(I*(C))] = (n = 1)! O

Exemplo 12. De quantos modos podemos formar uma roda de ciranda com 7 crian¢as, de modo
que duas determinadas dessas criangas nao fiquem juntas? (MORGADO, 1991, Ezemplo 2.17,

p- 43)

Solug¢do (Morgado). Podemos formar (PC)s = 4! rodas com as cinco outras criangas.

~
L

Fig. 2.7
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H4 cinco modos de colocar a crianga A na roda.

1

Fig. 2.8

Ha agora 4 modos de colocar a crianca B na roda sem colocé-la junto de A. A resposta é 4!x5x4 =
480. O

Solugao (Santos). Sejam A e B as criangas que nao devem ficar juntas. Considere o
conjunto C' = {cy, ..., c5} das demais criangas. O problema pode ser resolvido se do total
de cirandas formadas com CU{A, B} descontarmos o total das cirandas formadas a partir
do conjunto X = C U {AB} onde AB representa as criangas A e B juntas na ciranda.
Como faz diferenca A estar a esquerda ou direita de B, o ntimero de cirandas pedido é

dado por

(IT7(C U {A, BY))| — 2|=(I8(X))| = 6! — 2 - 5! = 51(6 — 2) = 4! x 5 x 4 = 480.

3.4 Combinacgoes

Sejam X um conjunto finito com n elementos e p um nimero natural tal que
1 < p. Seja * uma p-permutacgao de elementos de X. Denotaremos o conjunto de todos
os elementos da p-permutacao x por Sy, isto é, se ¢ = (x1, 22, ..., x,) entdo S, é o menor
subconjunto de X tal que x; € S, parai=1,2,...,p.

E patente que toda p-permutacao sem repeticao de elementos de X induz natural-

mente um p-subconjunto de X:
x = (T1,%2,...,T,), p-permutacao — Sz = {1,22,...,x,}, p-subconjunto

Diremos que duas p-permutacoes sem repeticao x e x' sao S-relacionadas se
elas induzem o mesmo p-subconjunto de X, isto é, se S, = S,. Neste caso escrevemos,
x ~ a'. B facil ver que esta ¢ uma relacio de equivaléncia em IIP(X).

Seja x a classe de equivaléncia da p-permutacao x segundo a relacdo acima. E
claro que cada p-subconjunto S de X esta associado a p! p-permutagoes sem repeticao de
elementos de S. Em consequéncia disto, a classe de equivaléncia Z tem precisamente p!

elementos (permutagoes), mais precisamente, T = I1P(S,).
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Representaremos por £(X) o conjunto de todas as classes de equivaléncia de II7(X).

Agora, definimos uma aplicacao
p:e(X) — Tp(X)

por () = {z1,22,...,%p}, se x = (T1,Ta,...,2,). Notamos que ¢ estd bem definida e
que ¢ é uma bijecao, como ¢ facil ver. Segue imediatamente deste fato que o niimero de
elementos de I',(X) é o mesmo que do conjunto £(X).

Finalmente, como

rx- |J =
zece(X)

temos

nn—1)---(n—p+1)
p!

e daf segue que o nimero de elementos de I',(X) é dado por

Exemplo 13. Quantas saladas contendo exatamente 4 frutas podemos formar se dispomos de 10
frutas diferentes? (MORGADO, 1991, Exemplo 2.12, p. 32)

Solugdo (Morgado). Para formar uma salada basta escolher das 10 frutas 4, o que pode ser feito
de C(10,4) = 19987 = 210 modos. O

Solucao (Santos). Seja X = {f1, f2,..., fio} o conjunto de todas as frutas disponiveis,
logo |X| = 10. Queremos montar os 4-subconjuntos de X. Pelo que segue do estudo,

temos que calcular o nimero de elementos de I'y(X).

1010 —1)---(10—4+1) 10-9-8-7
41 N 4!

Ty (X)| = = 210.

Exemplo 14. Marcam-se 5 pontos sobre uma reta R e 8 pontos sobre uma reta R’ paralela a R.
Quantos tridngulos existem com vértices em 3 desses 13 pontos? (MORGADO, 1991, Exemplo 2.13,

p. 32)

Solug¢do (Morgado). Para formar um tridngulo ou tomamos um vértice em R e dois em R’ ou
tomamos um vértice em R’ e dois em R. O nimero de tridngulos do primeiro tipo é 5.C(8,2) e o
do segundo tipo é 8.C'(5,2). A resposta é

87 54
5.0(8,2) +8.0(5,2) = 5.5 +8.5 = 140 + 80 = 220
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Poderiamos também pensar assim: Para formar um triangulo devemos escolher trés pontos, nao
situados na mesma reta, entre os treze pontos dados. O nimero de modos de escolher 3 dos 13
pontos é C(13,3). Desse total devemos retirar as C(5,3) escolhas de 3 pontos em R e as C(8,3)
escolhas possiveis de 3 pontos em R’. A resposta é

C(13,3) — C(5,3) — C(8,3) = 286 — 10 — 56 = 220

O

Solugao (Santos). Sejam P = {pi,pa,...,ps} € P’ = {p}|,ph,...,ps} os conjuntos dos
pontos selecionados nas retas R e R'. Os vértices dos triangulos podem ser vistos como
elementos de I's(PU P’). No entanto, é preciso eliminar os 3-subconjuntos que correspon-
dem a 3 pontos colineares. Isto é, vamos eliminar os conjuntos I's(P) e I's(P’). Portanto,
ha

S 13-12---11 5-4---3  8-7---6

IDs(PUP)| —|Ts3(P)| — [Ds(P)] = 30 T3~ 220

triangulos. O

3.4.1 Numero Bimomial

n(n=1)-(n—p+1) _ _ n!
p! pl(n—p
conhecido por numero binomial, por motivos a serem justificados logo adiante. Conven-

O nimero 77 serd denotado por C(n,p). Este ntmero é

cionaremos que C'(n,0) = 1 e com isto o resultado a seguir serd vélido para todo nimero

natural menor ou igual a n.

Teorema 11 (Numero de p-subconjuntos de um conjunto). Se X € um conjunto com n
elementos e p um numero natural tal 0 < p < n, entao o numero de p-subconjuntos de X

¢ dado por C(n,p).

Exemplo 15. De quantos modos podemos escolher 6 pessoas, incluindo pelo menos duas mulheres,
em um grupo de 7 homens e 4 mulheres? (MORGADO, 1991, Exemplo 2.14, p. 33)

Solugao (Morgado). As alternativas sao:
4 homens, 2 mulheres
3 homens, 3 mulheres

2 homens, 4 mulheres

A resposta é

C(7,4)-C(4,2) + C(7,3) - C(4,3) + C(7,2) - C(4,4) =35-6 +35-4+21 - 1 = 371

Poderfamos também contar todas as escolhas de de 6 pessoas (C(11,6)) e abater as escolhas sem
mulheres (C(7,6)) e com apenas uma mulher (4 - C(7,5)). A resposta é
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C(11,6) — C(7,6) —4- C(7,5) = 462 — 7 — 84 = 371

Um erro muito comum é o seguinte: Como o grupo de 6 pessoas deve conter pelo menos duas mulhe-
res, primeiramente escolhem-se duas mulheres (C(4,2)), e depois escolhem-se 4 pessoas quaisquer
entre as 9 que sobraram (C(9,4)). Assim, obtemos a resposta (errada) C'(4,2)-C(9,4) =6-126 =
756. A explicagdo é simples. Considere, por exemplo, uma selecdo com 3 mulheres e 3 homens,
My, Ms, M3, Hy, Hy, Hs. Essa selecao foi contada 3 vezes. Uma quando M; e M, foram as mulhe-
res escolhidas inicialmente, outra quando M; e M3 foram as mulheres escolhidas inicialmente etc
...Ja uma selecao com as 4 mulheres, por exemplo, My, Mo, M3, M4, Hy, Hy foi contado 6 vezes e
obtem-se uma resposta errada muito maior que a resposta correta.

O

Solugao (Santos). Sejam M = {mq, ma, mg,my} e H = {hq, ha,...,hs} 0s conjuntos de

mulheres e homens. O conjunto pedido pode escrito como a uniao disjunta:
[o(M).Ty(H)UT3(M).T3(H)UTy(M).Ty(H).

Portanto, ha

C(4,2)-C(7,4)+C(4,3) - C(7,3) + C(4,4) - C(7,2) = 371

grupos. [

Aproveitamos o momento para dar uma férmula de recorréncia para calcular C'(n, p).
Para isto, seja © € X e definamos em I',(X) duas classes disjuntas: a primeira delas, B,
definida de modo que um p-subconjunto B estd em B se x € B e a segunda, B’, por
I,(X) ~B. E claro que |B| = C(n—1,p—1) e que |B'| = C(n — 1,p). Podemos

portanto enunciar o seguinte resultado:

Proposicao 2 (Férmula de recorréncia para o nimero binomial). Sejam n e p nimeros

inteiros positivos tais que p < n. Entao

C(n,p)=C(n—1,p)+C(n—1,p—1).
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3.4.1.1 Algumas propriedades do ntimero binomial

O quadro abaixo é formado com os diversos valores de C(n,p) é chamado de

triangulo aritmético de Tartaglia-Pascal

1

11

1 2 1
13 3 1
14 6 4 1
1 5 10 10 5 1

Por indugao, pode-se facilmente provar as seguintes propriedades:

e Teorema das Colunas: A soma dos elementos de qualquer coluna, do 1° elemento
até um qualquer, é igual ao elemento situado na coluna a direita da considerada e

na linha imediatamente abaixo.

C(p,p)+C(p,p+1)+---+C(p,p+n) =C(p+1,p+n+1) (teorema das colunas)

e Teorema das Diagonais: A soma dos elementos situados na mesma diagonal desde
o elemento da 1* coluna até o de uma qualquer ¢é igual ao elemento imediatamente

abaixo deste.

C(n,0)+Cn+1,1)+---+C(n+p,p) =C(n+p+1,p) (teorema das diagonais)

Proposicao 3 (Numero de subconjuntos de um conjunto). Se X € um conjunto com n

elementos entdo o conjunto I'(X) tem 2".

Demonstracao. Denote por &, o nimero de subconjuntos de X; o indice n se deve ao
fato de X ter n elementos. Escolha x € X e definamos em X duas classes disjuntas
de subconjuntos de X; B = {B € X : z € B}, e B = I'(X) ~ B. E claro que
B =TI'X ~z)eB ={{z}uC :C e (X ~ x)} Segue diretamente disto que
IB| = |B'| = &,-1 e, consequentemente, &, = 2&, 1. Dali, concluimos facilmente que

&, = 2", usando-se a condicao inicial § = 1. O]

Como subproduto deste resultado tem-se a bela igualdade ZC’ (n,p) = 2". De
p=0
fato, temos
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Portanto,

n n

2" = LX) =Y IL(X)| =) Cle,p).

p=0 p=0

Tal resultado também é conhecido como Teorema da Linhas do triangulo aritmético de

Tartaglia-Pascal.

3.5 Anagramas

Definigao 13 (Parti¢oes de um conjunto). Seja X um conjunto com n elementos. Dize-

mos que qualquer familia J = {Jy, Ja, ..., J;} de subconjuntos nao-vazios de X, dois a dois
!

disjuntos, tal que X = U Ji, € uma particao de X. Cada subconjunto J; € chamado de
i=1
bloco. Uma particao de X com | membros é chamada de l-particao de X; nesta defini¢ao

tem-se necessariamente | < n. A colecao de todas as l-particoes de X serd denotada por
P(X).
Teorema 12 (Numero de [-partigdes de um conjunto). Seja X um conjunto com n ele-

mentos e denote o numero de l-parti¢oes do conjunto X pelo simbolo S(n,l). Evidente-

mente tem-se S(n,1) =1 e S(n,n) =1. Se 1 <l < n entdo vale a formula recursiva
S(n,l)=Sn—-11—-1)+1S(n—1,10).

Demonstragdo. Seja x € X. Decomporemos B(X), o conjunto de todas I-particoes
de X, em duas classes disjuntas. A primeira, B, serd definida de modo que uma I-
particdo § de X pertence a B se o bloco J = {x} compoe F; a segunda classe, B’
definida de modo que uma particao § pertence a B’ se bloco J = {z} nao compoe F.
Calculemos primeiramente o nuimero de elementos de 2. Se § é um membro de B,
entdo § = {{z}, Jo,..., i}, onde {Js,...,J;} constitui uma partigdo de X ~ {z}. Em
vista disto, tem-se claramente que 8 tem S(n — 1,1 — 1) elementos. Determinemos agora
o numero de elementos de B’. Seja & = {Ji, Jo,...,J;} uma partigdo de X ~ {z}.
Observamos que para cada ¢ = 1,2,...,[, agregando-se x ao conjunto J; e pondo-se
J! = J; U{z}, obtemos uma particio § = {Ji, Ja, ..., J/,..., J;} de X. E claro que toda
particao de X nesta classe pode ser obtida por este processo, e que existem exatamente
1S(n—1,1) elementos neste caso. Como as classes B e B’ formam uma partigao de P! (X),

segue que S(n,l) =S(n—1,1—1)+1S5(n —1,1), como querfamos provar. ]

Definigao 14 (Parti¢oes ordenadas). Diremos que um membro J = (Jy,Jo, ..., J;) de
[D(X)]' é uma l-particdo ordenada de X se o conjunto J5 = {J1,Jo,...,J;} for uma
[-particao de X.
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Defini¢ao 15 (Composi¢ao). Se n é um namero inteiro positivo qualquer, diremos que
uma l-upla k = (ky1, ka, ..., k) de nimeros inteiros positivos tais que k1 +ko+---+k =n
¢ uma [-composi¢cao de n. E claro que tem-se 2 < | < n. O conjunto de todas as

[-composi¢oes de n serd denotado por €(n,l).

Definigao 16 (Partigoes ordenadas e subordinadas). Sejam X um conjunto com n ele-
mentos e k = (ki, ka, ..., k) uma composi¢ao de n. Diremos que uma l-parti¢do ordenada
J=(N,Js,...,J;) de X € subordinada a composi¢io k se para cada i =1,2,...,1 o con-
gunto J; tem exatamente k; elementos. Denotaremos o conjunto de todas as l-parti¢oes

ordenadas de X subordinadas a k por £,(X). Simbolicamente,

I
Sk(X):{(Jl,JQ,...,JZ)E[F(X)]Z:UJZ«:X e |J;| = ki para i:1,2,...,l}.

i=1

No que segue, calcularemos o nimero de elementos de £ (X).
Comecamos com o mais simples dos casos, ou seja, [ = 2. Uma rapida reflexao
mostra que
(X)) ={(J1,J2) : L €T (X) e Jo=X ~ Ji}
e que £,(X) tem exatamente C(n, k) = /{;17'1—/1:2" correspondendo ao nimero de subcon-
juntos de X com k1 elementos.

Afirmamos que o conjunto £,(X) tem exatamente

n!
C(n,ky)-C(n— ki ky) - Cln—ky—-—k_1,k) T ol

elementos.

Provaremos a afirmacao usando inducao sobre [, ou seja, o tamanho de k.

Hipotese de Inducao: Sem < n, 2 <1 <m,Y éum conjunto com m elementos e k é uma

composigao de m, entdao o nimero de elementos do conjunto £4(Y) é exatamente
m!
kylko! ool kgl

Seja k' = (ki, ks, ..., k1) uma composicao de n e denote por k a composi¢ao
(k’l, k’g, ceey ]{Jl) de n — k’l+1.
Para cada J € ', (X) definimos

® YJ =X~ J, e
L] ZJ:{(J,J>J€£k(YJ)}
Observamos que,

o I;NZyp=0seJ#J, e
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— kpq)!
o |Z;|=|L(Y))| = <n—l+1) (em virtude da hipdtese de indugao)
kilka! oo Ky

Agora, notando-se que a aplicagao

(i, J2s ooy 1) € Lig(X) — ((J1, o, i), ) € U Zy

Je Ty, (X)
é uma bijecao, segue que

(n — ki) ! n!
(X = 7y = TR o gy
LX) = > 12l = O k) Filka! oo k!

como haviamos afirmado. Provamos entao o seguinte teorema:

Teorema 13 (Numero de parti¢oes ordenadas e subordinadas). Sejam X wum conjunto

com n elementos e k = (k1,ka, ..., k) uma composicio de n. Entao o conjunto Li(X)

n!
tem exatamente —— elementos.

kylko! ool Kyt

Exemplo 16. De quantos modos podemos dividir 8 pessoas em dois grupos de 4 pessoas cada?
(MORGADO, 1991, Exemplo 2.11, p. 29; Exemplo 2.15, p. 84)

Solug¢do (Morgado). O primeiro grupo pode ser escolhido de C(8,4) modos. Escolhido o primeiro
grupo, sobram 4 pessoas e s6 hd 1 modo de formar o segundo grupo. A resposta parece ser
C(8,4) - 1. Entretanto, contamos cada divisdo duas vezes. Por exemplo, {a,b,c,d} e {e, f,g,h} é
identica a {e, f,g,h} e {a,b,c,d} e foi contada como se fosse diferente. A resposta é

C(8,4) -1

> =35

O

Solugao (Santos). Seja P = {p1,pa,...,ps} o conjunto de pessoas. Cada maneira de
dividir P em dois grupos de 4 pessoas cada, pode ser associada a duas particoes ordenadas
de P subordinadas a k = (4,4). De fato, se P foi dividida em dois grupos Gy e Go,

podemos associar essa divisao as duas partigoes de P: (G1,Gs) e (Go, G1). Portanto, ha

8!
— =35

1 1
. P)l=Z=. —
9 [L&(P)] 2 414

maneiras de dividir 8 pessoas em dois grupos de 4 pessoas cada.

Se £/(X) é o conjunto de todas [-particoes ordenadas de X, isto &,

(X)) = [ J{&(X) -k € €.},
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entdo o nimero de elementos de £!(X), denotado por o(n, ), é dado por

n!
UL DR - 1)
ke €(n,l)

Considere a relagao bindria definida em £/(X) na qual J e J' estdo relacionados
se J e J' induzem a mesma particao, isto é, Jy = Jy. E claro que esta relacao ¢é de
equivaléncia e que a classe de equivaléncia JdeJ = (J1,J2,...,J;) é o conjunto das
permutacoes I1'(J;), que tem exatamente [! elementos como ja sabemos. Denote por
e(X) a cole¢do das classes de equivaléncia de £/(X) segundo a relagio definida acima e
considere a aplicagao

o 2(X) — P(X)

, que corrsponde a S(n,[) definida por gp(j) = J3. E evidente que se trata de uma bijecao.

Levando-se em conta que

¢ uma reuniao disjunta, segue que o(n,l) = Z |5(X)||j| = [!|e(X)]| e, portanto,
Je g(X)
o(n,l)

tem-se S(n,l) = |e(X)| = T

3.5.1 Numero de anagramas de uma permutacao

Seja X um conjunto com n elementos e p um nimero natural tal que p > 2. Uma
aplicagao T : XP — XP é dita ser um operador de posicao em XP se existem exatamente

dots indices i e j taisque 1 <t <j<p e
T(x1, %o,y Ty ooy Ty ey Tp) = (T1, Ty oo Ty e Ty ey Tp)

para todo & = (21, Ty, ...,7,) € XP. Um tal operador serd, as vezes, denotado por T'(7)
para indicar a troca de posicao feita. Observe que um operador de posicao preserva o
indice de repetigao I(x) do elemento z de uma dada p-permutacao x, isto é, se z € Sy,
entdo [(x) = |J|, onde J C [p] é o maior subconjunto com a propriedade de que x; é
constante.

Se x é uma p-permutacao, diremos que y esta relacionado a x se existe uma

sequéncia finita 11,715, ..., T}, de operadores de posicao em X? tal que

y=(TyoTyo---oT)(x)
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Neste caso, diremos que y é um anagrama de x; é claro que esta é uma relacao de
equivaléncia. A classe de equivaléncia da permutacao x serd denotada por A(x), ou seja,
A(x) é o conjunto de todos os anagramas de x.

Observamos que se & é uma p-permuta¢ao sem repetigao, entao A(x) tem exata-
mente p! elementos, pois neste caso tem-se A(x) = IIP(S;). O caso mais interessante, é

claro, acontece quando x tem repeticoes.

Seja x a p-permutagao definida por x,; = ¢; para ¢ = 1,2,...,[, onde J =
(J1,J2,...,J;) é uma [-partigdo ordenada de [p]. Uma p-permutacdo y é um anagrama
de x se, e somente se, existe uma [-partigao ordenada de [p], digamos J' = (J;, J}, ..., J])

tal que |J;| = |J]| ey = t; parai=1,2,...,1.
Antes de demonstrar essa afirmacao, vamos ilustra-la através de um exemplo. Con-
sidere x = (M, A, T,E,M,A,T,1,C,A). Temos

J = (Jla Joy ooy JG) = ({17 5}7 {27 6, 10}7 {37 7}7 {4}7 {8}7 {9})

et=(M,A T, E I, C). Observe que quaisquer que sejam as trocas efetuadas nas posigoes
dos elementos de @, nao haverd alteracao na quantidade de M’s, A’s, T’s, E’s, I’'s ou C’s.
Percebemos assim que o indice de repeticao é invariante por operacoes de troca. Se
z=(M,MA A AT T E I C), considere

I = (1 o0 ) = ({1,243, 4,51, {6, 73, {8}, {9}, {10}),

temos J' = (J7, Js,..., Jg) tal que |.J;| = |Jj| e z;y = t; parai=1,2,...,6. Esse exemplo
ilustra o fato de que para y seja um anagrama de x, é necessario que exista uma I[-
partigio ordenada de [10], digamos J' = (J{, Jy, ..., J]) tal que |J;| = |J{| e y, =t; para
1=1,2,...,1.

Para ilustrar que tal condigao também é suficiente, vamos agora mostrar como
efetuar trocas sobre & a fim de obter z, mostrando assim que & é um anagrama de z.

Para isto sejam (3 : J; — J{ uma bijegao dada por (1) =1e 51(5) =2 e
T, = T80 o PEA6) = p(1) o 76:2)

Seja

' =Ty(x)=(M,M,T,E, A AT,I,C,A).

Considere a particao

IO =V g, IY) = (1,23, {5.6,10}, {3, 7}, {4}, {8}, {9)),
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temos a:;@) = t;. Observe que :1:51 =z
Sejam agora [ : J2(1) — J) uma bijecao’ dada por Bo(5) = 5,5:(6) = 3 e
62(10) =4e

Ty, = TGAR) o 76.806)) o (10.5010)) — 7(5:5) o 7(6:3) o (104),

x? =Ty(xy) = (M, M, A, A, A, T,T,1,C, E).

Considere a particao
IO = (P, I I = (11,2}, {3,4,5}, {6, 7}, {10}, {9}, {8}),

2 _ 1 _ Y, 1 _
temos sz@) = t;. Observe que T g = ZIUTy Como também ja temos, T, = Zj;, Vamos

tomar fs : J§2) — J} como a identidade, &3 = T3(xo) = (M, M, A, A, A, T,T,1,C,E) e
J® = J® Sejam By : JI¥ —s J; dada por By(10) = 8 e Ty = T(10800) = 7(08)  Temos

xt =Ty(x*) = (M, M,A, A A, T,T,E,C,I)

Considere a particao

IO = (1 1Y) = (1,2}, 43,4, 5}, {6, 73, {8}, {10}, {9}).

Finalmente, sejam S5 : Ji* — J. dada por 85(10) = 9 e Ty = T10:8(10) — 7(109)  Temos
x’ =Ts(x*) = (M, M, A, A,A,T,T,E,I,C) = z.

De fato, genericamente, como o indice de repeticao é invariante por operacoes
de troca, tem-se que a condicao necessaria. Reciprocamente, considere a [-composicao

k = (ki,ks, ..., k), onde k; = |J;| parai=1,2,...,1 e seja z a permutacao definida por

1 Observe que nem toda bijecdo obtida pelacomposicdo de trocas de elementos dois a dois pode ser
considerada. Por exemplo, se toméssemos a bijecao S : JQ(U — Jb dada por B2(5) = 3,52(6) =4 e
ﬁg(lO) =5e

Ty = TGFR) o T6:6(6)) o 7(10,5010)) — 7(5:3) o T(6:4) o (10,5)
terfamos

Ty(z1) = (TOD o TODY M, M, T, E, A, A, T,I,C,A) = T3 (M, M, T, A, A, E,T,I,C,A)
= (M7M7A7A7T7E7T5I5O?A)'

A fim de evitar esse problema, basta considerar bijegoes que matenham fixos elementos que ja estiverem
na posicao “correta”’. Nesse caso, o0 A da quinta posigao.
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zjp = ti, onde J, = (Jp, Jp,, ..., Jp) ¢ a particdo

-1
({17,k'l},{kl—i-l,,k1+k2},,{1+2kj,,p}>
j=1

e mostremos que x e y sdo anagramas de z.

Inicialmente iremos mostrar para @. Para isto seja, 5 : J; — {1,...,k;} uma
bijecao qualquer? e defina T} como a composicao dos k; operadores de posiciao T*), onde
o par (r,s) é tal que r € J; e s = B1(r). Ponha &' = Ti(z). Entdo, como o indice
de repeticao é preservado por T, existe uma particio J) = (Jl(l), J2(1), ceey Jl(l)), com

Jl(l) ={1,...,k1} e certos Jz(l), ey Jl(l), tais que w?}f” = t;. Observe que zc(ljpl = Zjp, -

Agora seja s : J2(1) — {k1+1,..., k1 + ko } uma bijecao qualquer e como antes defina T
como a composicio dos ky operadores de posicio T, onde o par (r, s) é tal que r € Jél)
e s = fa(r). Ponha x* = Ty(x'). Claramente, 3, 1, = 275 uip,- E claro que esse
processo é finito e depois de, no méximo, [ passos ele termina gerando x' que é préprio
z. O mesmo argumento mostra que y é anagrama de z e portanto de . Isto prova a

afirmacao.

Teorema 14 (Numero de anagramas de uma permutagao). Sejam X um conjunto com n

elementos, p um nidmero inteiro positivo tal que p > 2 e (G1,Ga, ..., G;) uma l-parti¢ao
ordenada de [p]. Se x € a p-permuta¢io de X dada por xg, = t; e |G;| = k; para
!
1=1,2,...,1, entao o numero de anagramas de x é dado por S A
kilka!l oo Ky

Demonstragao. Seja k = (ki, ko, ..., k), onde k; = |G;| para i = 1,2,...,1 e construa a
aplicacao ¢ : £x([p]) — A(x), tal que ¢(J1,Js,...,J;) =y, onde y é dado por y,, = t;

para ¢ = 1,2,...,l. Esta aplicacao é claramente uma bijecao e por conseguinte temos

A@)] = 12 (p)) P

— m, conforme afirmado. [
1 Ko L R

Exemplo 17. Quantos sdo os anagramas da palavra MATEMATICA? (MORGADO, 1991, Exem-
plo 2.18, p. 46)

Solugdo (Morgado). Como temos 3 letras A, 2 letras M, 2 letras T, 1 letra C, 1 letra I e 1 letra
E, a resposta é

10!
3,2,2,1,1,1 —
Pig Cog1212111111) 151.200.

2 Vimos no exemplo que caso m € Ji(k_l) N J!, considerar f(m) = m garante que todos os elementos

seja rearranjados em no maximo, [ passos.
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Solucao (Santos). Sejam X = {M, AT, E,I,C} e p = 10. Observe que
x=(MAT E M AT,I C, A)éuma l0-permutagao de X e queremos contar o niimero
de anagramas de . Como & é uma permutagao com repeticao, precisamos identificar uma
partigdo ordenada G de [10] que descreva a repeticao dos elementos de S, C X em .

Temos
G = {Gh G27 G37 G4; G5> G6} = {{17 5}7 {27 67 10}7 {37 7}7 {4}7 {8}7 {9}}

que associada ao vetor t = (t1,ts,...,ts) = (M, A, T, E,I,C) nos diz que a restrigao de
x a cada bloco G; da particao coincide com ¢;. Por exemplo, quando fazemos x,, consi-
deramos a segunda, sexta e décima componentes de x. Isto é, g, = A. Genericamente,
temos g, =t; para ¢ =1,...,6. Qualquer anagrama de x envolvera um reordenamento
de seus elementos que preserve o indice de repeticao de cada um de seus elementos. Isto é,
terd que ser uma 10-permutagao em que o M aparega 2 = |G| vezes, o A apareca 3 = |G|
vezes, o T apareca 2 = |Gj3| vezes, o E aparega 1 = |Gy4| vez, o I apareca 1 = |G5| vez
e o C apareca 1 = |Gg| vez. Consequentemente, basta contarmos as 10-permutagoes or-
denadas de [10] subordinadas a composicao k = (|G4|, |G2|,...,|Gs|) = (2,3,2,1,1,1).
Por exemplo, considere m = ({1,2},{3,4,5},{6,7}, {8}, {9}, {10}). Note que m é uma

particdo odernada de [10] subordinada a k. Ela induz um anagrama y de x:
y = <M7 M7 A? A’ A7 E7 T7 T7 I? C)

Portanto, o nimero de anagramas de @ coincide com o total de £¢([10]). Isto é, coincide

com

10!
[L((10))] = s k200

Exemplo 18. Quantos sao os anagramas de URUGUAI que come¢am por vogal? (MORGADO,
1991, Exzemplo 2.19, p. 46)

- 2,1,1,1,1 A,1,1 1,1,1
Solugdo (Morgado). Temos Py~ """ comecados em U, Pg" 7" comecados emAePg” 7" comecgados
em I. A resposta é:

p2bbL 4 opB bt = 360 42 x 120 = 600 O

Solucao (Santos). Para resolver este problema, vamos usar a seguinte estratégia: como
necessario é que o anagrama comece com vogal e temos repeticoes de U além de A e
I, vamos calcular o total de anagramas da palavra URUGUAI e depois calcular o total
de anagramas que comegam com consoante, uma vez que por nao haver repeticao de

consoante, o calculo serd mais facil. Assim, como temos s6 duas opcoes para comecgar
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com consoante, vamos excluir uma das letras e calcular o total de anagramas sem a letra
excluida. Depois basta multiplicar por dois.

Sejam X = {U,R,G,A, I} e p="T. Observe que x = (U,R,U,G,U, A, I) é uma
T-permutacao de X e queremos contar o nimero de anagramas de . Como @ é uma
permutacdo com repetigao, precisamos identificar uma particdo ordenada G de [7] que

descreva a repeticao dos elementos de S, C X em . Temos

G = {G1,G,G3,G4, G5} = {{1,3,5}, {2}, {4},{6},{7}}

que associada ao vetor t = (t1,ta,...,t5) = (U, R,G, A, I) nos diz que a restricao de x a
cada bloco G; da particao coincide com t;.

Genericamente, temos g, = t; para ¢ = 1,...,5. Qualquer anagrama de x en-
volvera um reordenamento de seus elementos que preserve o indice de repeticao de cada
um de seus elementos. Isto é, tera que ser uma 7-permutacao em que o U apareca
3 = |G4] vezes, o restante das letras |Gy| = |Gs| = |G4| = |G5] = 1 vez. Consequente-
mente, basta contarmos as 7-permutagoes ordenadas de [7] subordinadas a composigao
k= (G |Gaf, ... |G5]) = (3,1,1,1,1).

Portanto, o nimero de anagramas de x coincide com o total de L£x([7]). Isto é,

coincide com

7!

BRI

€ ([7])]

Assim, temos o total de anagramas da palavra URUGUAL

Agora, vamos fazer o mesmo processo s6 que excluindo uma das consoantes para
colocé-la no comeco. Digamos R. Seguindo o mesmo raciocinio para o calculo do total de
anagramas teremos, sem o R no total de letras, a seguinte questao:

Sejam X = {U,G,A, 1} e p = 6. Observe que x = (U,U,G,U, A,I) é uma 6-
permutacao de X e queremos contar o nimero de anagramas de . Como x é uma
permuta¢ao com repetigao, precisamos identificar uma particdo ordenada G de [6] que

descreva a repeticao dos elementos de S, C X em . Temos

G = {Gh G27 G37 G4} = {{17274}7 {3}7 {5}7 {6}}

que associada ao vetor t = (t1,ts,t3,t4) = (U, G, A, I) nos diz que a restrigao de « a cada
bloco GG; da particao coincide com t;.

Genericamente, temos g, = t; para ¢ = 1,...,4. Qualquer anagrama de x en-
volvera um reordenamento de seus elementos que preserve o indice de repeticao de cada
um de seus elementos. Isto é, tera que ser uma 6-permutacao em que o U apareca
3 = |Gy| vezes, o restante das letras |Gs| = |G3| = |G4| = 1 vez. Consequente-

mente, basta contarmos as 6-permutagoes ordenadas de [6] subordinadas a composigao
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k= (|G, |Gal, |Gs|, |Gal) = (3,1, 1,1).
Consequentemente, o nimero de anagramas de @ coincide com o total de £4([6]).

Isto é, coincide com

6!

BT

| €4 ([6])]

Mas como precisamos que comece com vogal e temos 2 possibilidades para o comecgar com
consoante, sao elas o R e o G, basta multiplicarmos o resultado acima por 120 x 2 = 240.

Logo o total de angramas da palvra URUGUAI que comecam por vogal serd

840 — 240 = 600.



46

4 CONSIDERACOES FINAIS

Com o estudo apresentado, fica claro que nem sempre o mais correto, no ponto
de vista matematico, é o mais 6bvio ou légico, muito menos pratico. No entanto, como
matematicos, nao podemos nos furtar do estudo, muito menos nao ter clareza do que
estamos fazendo ou calculando. Esperamos com o estudo realizado, tornar os principais
instrumentos da Andlise Combinatéria, mais formal, a partir do momento que sabemos o

que estamos contando, de um ponto de vista mais rigoroso.
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