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Resumo

As plantas aquaticas exercem papel importante nas represas, pois auxiliam na fil-
tracao da agua retirando alguns metais pesados, servindo de alimentos para peixes e de
abrigo para alguns insetos. Entretanto, algumas espécies vém se alastrando e causando
grandes transtornos a populagao ribeirinha, usinas hidrelétricas e outros individuos que
dependem dos lagos para sobreviverem. O proposito deste trabalho foi fazer um estudo
inicial do controle biologico da macroéfita aquatica Eichhornia azurea por meio da in-
sercao do inseto predador Thrypticus sp., utilizando modelagem matemética e Cadeias
de Markov de ordem 1. Para tanto, um breve historico sobre a planta aquatica e o
inseto é apresentado, assim como conceitos relacionados as Cadeias de Markov e suas
aplicagoes na biomatematica sao abordados, fornecendo subsidios para a realizacao da
modelagem do problema. Dados reais obtidos de uma pesquisa desenvolvida pelo autor
entre 2002 e 2003, no municipio de Coxim-MS, foram incorporados no processo de mo-
delagem. Simulagoes de diferentes cenérios foram realizadas, supondo infestacao pela
planta em represas interligadas e os resultados mostraram a quantidade de insetos ne-
cessarios para controle em cada ciclo. O uso da modelagem matemaética e das Cadeias
de Markov permite a implementacao de varios testes. Contudo, para se alcancar resul-
tados mais precisos em relagao ao controle biol6gico pretende-se, em trabalhos futuros,
usar um modelo presa-predador e analisar com mais detalhes o problema, acrescentar
mais hipoteses, além de discutir os aspectos referentes a populacao do predador no
ambiente em questao. O trabalho é um fruto do Mestrado Profissional e foi escrito
com a intencao de que docentes e estudantes do ensino médio possam compreender as

resolucoes dos exemplos apresentados.

Palavras-chave Modelagem Matemdtica, Cadeias de Markov, Matemdtica Bdsica,

Planta Aqudtica, Controle Bioldgico.



Abstract

The aquatic plants play an important role in the dams, because help in the water
filtration by removing some heavy metals, serving of fish food and shelter for some
insects. However, some species are spreading and causing great inconvenience to the
local population, hydroelectrics and other individuals who depend on the lakes for sur-
vival. The purpose of this work was to make an initial study of the biological control
of the aquatic macrophyte Eichhornia azurea by inserting the insect predator Thryp-
ticus sp., using mathematical modeling and Markov chains of order 1. For that, a
brief historical of the aquatic plant and of the insect is presented, as well as concepts
related to Markov chains and their applications in biomathematics are discussed, sup-
porting the realization of the modeling of the problem. Actual data obtained from a
survey conducted by the author between 2002 and 2003, in the city of Coxim-MS, were
incorporated in the modeling process. Simulations were performed for different scena-
rios, assuming infestation by plant in interconnected dams and the results showed the
amount of insects needed to control in each cycle. The use of mathematical modeling
and Markov chains allows the implementation of several tests. Nevertheless, to achieve
more accurate results in relation to biological control we intend, in future work, to use
a predator-prey model and analyze in more detail the problem, add more hypotheses,
and to discuss aspects related to the predator population in environment in question.
The work is a result of the Professional Masters and was written with the intention
that teachers and high school students are being able understand the resolutions of the

examples presented.

Keywords Mathematical Modeling, Markov Chains, Basic Math, Aquatic Plant, Bio-

logical Control.
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1 Introducao

Este trabalho faz parte das exigéncias para a obtencao do grau de mestre em mate-
maética, pelo Programa de Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional
desenvolvido pela SBM - Sociedade Basileira de Matemética em associagao com a Uni-
versidade Federal de Goias. O programa é destinado a professores de matemaética, cuja
finalidade é aperfeicoar o ensino da matematica nos ensinos Fundamental e Médio.

A ideia foi apresentar um problema contextualizado, que abrange dados reais sobre
uma espécie de planta aquatica e um inseto predador e trabalhar com modelagem
matematica e com Cadeias de Markov, que envolvem contetido de matemaética do ensino
médio (multiplicagao de matrizes), para resolvé-lo.

Todo o processo desenvolvido para modelar o problema, assim como os cenarios
simulados e os contetdos utilizados nos céalculos, podem ser reproduzidos e adaptados
por professores do ensino médio, durante sua pratica em aulas de matematica.

Nesta se¢ao inicial abordaremos aspectos referentes a situacao problema proposta,
apresentando relevantes opinioes de autores sobre as macroéfitas aquéticas, o inseto
predador e a interagdo inseto/planta, que justificam a importancia do tema.

O estudo das interagoes inseto/planta tem despertado o interesse de pesquisadores
nos ultimos anos, pois a interagao entre eles esta relacionada a sua aplicacao economica
através do controle de pragas e ecologica. A pesquisa sobre controle de pragas ocorre
devido a crescente preocupacao com o impacto ambiental causado por residuos de
pesticidas e agrotoxicos empregados nas plantacoes e rios infestados por plantas e
insetos.

Muitos fazendeiros usam pesticidas para combater as infestacoes de insetos em
suas plantacoes, assim como em plantas que infestam lagos e lavouras ou pastos. Estas
infestacoes trazem grande prejuizo para o produtor e para o meio ambiente.

Um dos problemas causados por pragas que podemos citar é a infestacao de plantas
aquaticas em lagoas ou represas. As lagoas por vezes sao usadas como depositos de
lixos por moradores da regiao e por empresas que despejam os degetos produzidos por
ela sem que haja um tratamento prévio, considerando o alto custo para isso.

Existem diferentes métodos para se obter um controle da proliferacao de pragas.
Um deles é o controle biologico, onde se usam insetos predadores para eliminar parte
da praga. O controle biologico, como conservacao de inimigos naturais ou liberacao de
inimigo natural, pode suprimir temporariamente pragas das culturas, seja nativo ou

invasivo. Estes métodos fazem sentido quando o controle de pragas é necesséirio apenas
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em um local e em um momento especifico. Portanto, o produtor interessado cobre o
custo de implementacao de tais praticas, a fim de reduzir as perdas financeiras devido
aos danos causados pelas pragas.

O método adotado para o combate de infestacoes deve ser util e eficiente no que diz
respeito aos custos com o controle. Logo ele deve reduzir as perdas e ser mais conveni-
ente e econéomico do que outros métodos de controle disponiveis. Consequentemente,
deve-se simular varias situacoes para que o custo nao seja tao elevado.

Como existe uma interacao entre os insetos e as plantas, pode-se aplicar o controle
biolégico como método a ser utilizado para tal necessidade, tendo em vista que os
herbivoros ocupam o segundo nivel trofico' da cadeia alimentar [3], ou seja, eles se
alimentam das plantas. Partindo deste principio serao simuladas situacoes em que a
liberacao de insetos predadores da planta serd usada para controlar a infestacao nos
lagos. Para isso, sera considerado um tipo especifico de planta aquéatica e seu predador
na fase larval.

As plantas que durante seu processo de evolugdo passaram para o meio aquatico
sao chamadas de macrofitas aquaticas, porém sao mais conhecidas como plantas aquéa-
ticas. Em relacao as macrofitas aquaticas, foram descritas 500 espécies de herbivoros
pertencentes a 75 familias e 4 classes [22].

Alguns autores acreditam que essas plantas sao raramente consumidas quando vivas,
sendo funcionalmente insignificantes para a cadeia alimentar aquéatica [29].

No entanto, Newman (1991) [34] considerou possivel que o consumo de macrofi-
tas aquaticas vivas pelos herbivoros seja subestimado. Esta hipotese é reforcada por
autores como Jacobsen e Sand-Jensen (1992) [27], e Neiff e Poi de Neiff (1984) [33].

O Thrypticus sp. foi reconhecido como um agente de controle biologico desde
levantamentos iniciais durante a década de 1960 realizados por [5], onde foi mencionado
Thrypticus atacando jacinto de 4gua no norte da América do Sul e Trinidad. Esses
autores descreveram e ilustraram os danos e a estimada densidade de insetos, mas eles
nao deram informacoes especificas.

Cruttwell (1973) [14] relatou investigacOes preliminares sobre a histéria de vida
de uma espécie nao identificada de Thrypticus associada com aguapé. Exploragoes
de campo realizadas por uma equipe da Ameérica do Sul do Laboratério de Controle
Biologico (SABCL) na Argentina entre 1997e 1999, mostraram que Thrypticus sp.

atacou todas as espécies comuns de Pontederiaceae [13|, onde as larvas atacam na

IExistem trés tipos de nivel tréfico: os produtores, consumidores e decompositores.
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parte basal dos longos peciolos de aguapé.

Partindo de estudos ja comprovados e com base em pesquisas realizadas anterior-
mente pelo autor desta dissertagao, nos anos de 2002 e 2003, sobre a abundancia de
larvas Thrypticus sp. (Diptera: Dolichopodidae) em peciolos da macrofita aquatica Ei-
chhornia azurea Sw (Kunth)(Pontederiaceae), ocorrentes no municipio de Coxim/MS,
observou-se que muitos insetos predadores vivem em plantas aquaticas, seja para se
alimentarem dela ou para utiliza-la como abrigo.

Portanto, pode-se considerar que as macrofitas aquaticas sao importantes compo-
nentes de ecossistemas aquaticos, possuindo papel fundamental na ciclagem de nutri-
entes e na formacao de detritos. Frequentemente, constituem-se em substrato para
alguns insetos, oferecendo protegao contra predadores, servindo de fonte direta (tecido
vegetal) e indireta (substrato para crescimento de comunidade perifitica) de alimento,
assim como servindo de locais de emersao de varios insetos aquaticos e semi-aquéticos.

Entretanto, em muitas lagoas estas plantas tém se tornado verdadeiros problemas,
devido a um crescimento desordenado, alastrando-se demasiadamente. Na Figura 1
observa-se um reservatorio na cidade de Aimorés-MG que esté infestado de uma planta
aquatica. As populacoes de macroéfitas aquéticas formam extensas e densas coloniza-
coes. Nestas condicoes, seus efeitos benéficos podem ser suplantados por interferéncias
negativas ao proprio ambiente e as atividades do homem. Em virtude disso, elas causam
grandes prejuizos aos diversos tipos de corpos hidricos.

A alta concentracao destas macrofitas pode alterar os padroes de qualidade da
agua, como a concentracao de oxigénio dissolvido, metilacao do merciurio, formagao
de gases toxicos e outras [30], [10], [37], [23], promover condi¢oes adequadas para
instalacao e desenvolvimento de populagoes de organismos indesejaveis como insetos,
moluscos e outros vetores de doengas humanas e animais [21]; aumentar as perdas
d’agua por evapotranspiracao no caso de macroéfitas emergentes como a Eichhornia
azurea, flutuante ou marginais, afetar a geracao de energia elétrica, reduzir a capacidade
de transporte de canais de irrigacao e drenagem.

Pode-se citar ainda os prejuizos a producao e qualidade dos peixes, dificuldades na
navegacao, reducao na capacidade de armazenamento de represas rurais e interferem
na captacao de dgua para irrigagao e uso publico, proporcionam prejuizos ao transporte
fluvial e & edifica¢oes no corpo hidrico, especialmente pontes [46].

Por outro lado, a presenca das macrofitas aquaticas em pequenas quantidades é ttil
aos ambientes aquaticos, tendo em vista que filtram a dgua e servem de alimento para

alguns peixes. Portanto, o objetivo nao é o exterminio da planta e sim um controle do
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Figura 1: Reservatorio de Aimorés.
Fonte: Merenda [31].

seu crescimento, para evitar os problemas ja comentados.

Existem vérias maneiras de se controlar o crescimento das macrofitas aquaticas.
Entre elas pode-se citar a correcao do ambiente, inimigos naturais, controle quimico e
mecanico, além de métodos de inundagao [39]. No entanto, a aplicacao dessas técnicas
muitas vezes esbarra nas limitagoes ecologicas, sociais e economicas (Vellini 2000) Vellini
recaindo em gastos elevados.

Mesmo que o controle biolégico da planta aquética apresente alguns aspectos nega-
tivos, como a demora na obtencao dos resultados e o alto custo inicial, sua aplicacao
apresentou resultados satisfatorios em intiimeras situacoes, como no controle de Salvinia
spp. na Australia, Alternanthera philozeroides em Porto Rico e Fichhornia crassipes

no Sudao. Estes resultados mostram uma boa aceitacao quanto ao emprego de tal
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pratica.

Assim, usar o controle biologico da planta torna-se uma maneira economicamente
viavel a longo prazo, uma vez que a planta ¢ consumida por alguns insetos que ja
foram identificados [45]. A ideia seria encontrar uma forma de reproduzir os insetos e
libera-los na lagoa para que consumam parcialmente as plantas.

O inseto identificado como um dos predadores da planta aquatica ¢ conhecido como
Thrypticus sp., pertence a familia Dolichopodidae e a ordem Diptera. Como ja foi
mencionado anteriormente, ele é conhecido como um predador da planta aquatica desde
a década de 1960 e portanto constitui-se em um grande candidato a agente no controle
biolégico destas plantas.

Para tratar do estudo do controle biolégico de uma planta aquéatica, pretende-se
trabalhar com modelagem matemaética e utilizar as Cadeias de Markov para simular
uma situacao em que trés lagoas estao interligadas por coérregos, onde ha um fluxo de
agua entre elas e uma represa desigua na outra, como serd mostrado adiante.

As Cadeias de Markov de ordem 1 envolvem probabilidades do estado atual para se
obter resultados do estado posterior. No processo sao necessarias multiplicacoes entre
matrizes e vetores.

Diante do exposto, foram tracados os seguintes objetivos:

Apresentar as principais caracteristicas da macrofita aquatica Fichhornia azurea

e do inseto herbivoro Thrypticus sp.;

e Expor aspectos importantes sobre a modelagem matemética, inclusive como es-

tratégia de ensino e aprendizagem:;
e Explicitar conceitos relacionados as Cadeias de Markov e suas aplicacoes;

e Utilizar a modelagem matematica e as Cadeias de Markov para simular, em
diferentes cenarios, o nimero de insetos predadores necessarios para que haja um

controle biologico da planta;

e Obter matrizes, vetores e equacoes que possam representar de maneira simplifi-

cada a situacao descrita.

A Secao 2 trata da macrofita aquatica Fichhornia azurea, o que leva a proliferacao

indesejada, alguns meios de combate, a opiniao de alguns autores e dados reais obtidos
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em uma pesquisa realizada pelo autor desta dissertacao. Com relacao ao inseto Thryp-
ticus sp., descreveremos as vantagens e desvantagens de utiliza-lo como predador em
um controle biologico.

A Secao 3 inicia-se com a abordagem de conceitos importantes relacionados a Mo-
delagem Matematica, onde apresentamos alguns exemplos de aplicacoes. A secao traz
ainda uma pequena biografia de Andrei A. Markov e seu trabalho conhecido como as
Cadeias de Markov, assim como defini¢oes e teoremas referentes ao assunto.

A Secao 4 destina-se & modelagem do problema proposto e a realizacao de simula-
coes de cenarios envolvendo a planta aquatica Eichhornia azurea e o inseto predador
Thrypticus sp.. Por fim, sao apresentadas as consideracoes finais com algumas conclu-

soes do autor deste trabalho e sugestoes de prosseguimento das pesquisas.
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2 Macroéfita Aquatica Eichhornia azurea e Thryp-

ticus sp.

As macrofitas aquaticas sao importantes componentes de ecossistemas aquéaticos, pos-
suindo papel fundamental na produgao de nutrientes e na formacao de detritos, ofere-
cendo protecao contra predadores de outros insetos, servindo de fonte de alimento para
alguns peixes.

Alguns estudos demonstram que a riqueza de espécies de insetos associados variam
tipicamente com as espécies de macrofitas aquaticas [25].

A FEichhornia azurea é uma macroéfita aquatica flutuante, que apresenta longos
caules providos de folhas a semelhanca de um cordao que chega a atingir 2m de com-
primento. Amplamente encontrada nas regioes quentes do pais, tanto em mananciais
de dguas paradas e brejos como em 4guas correntes, apresenta um crescimento rapido,

chegando a formar grandes estandes.

Figura 2: Eichhornia azurea.
Fonte: Foto tirada pelo autor em Coxim-MS no ano de 2002.

Muitas alteragoes no meio ambiente favorecem o crescimento de plantas aquéaticas,
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por exemplo a eutrofizacao do corpo hidrico, a introducao de organismos exéticos, a
reducao da diversidade e da densidade dos predadores destas plantas e alteragao do
regime de fluxo e da profundidade de corpos hidricos.

Assim, em lagos que estao sobre influéncia direta do homem sao favorecidas em
detrimento das demais e formam extensas e densas colonizacoes. Nestas condigoes,
seus efeitos benéficos podem ser suplantados por interferéncias negativas ao proprio
ambiente e as atividades do homem.

Devido as grandes proporcoes que estas plantas tomam nas lagoas e rios, elas pas-
saram a ser consideradas pragas nos locais onde ocorrem. Com isso, as macrofitas
aquaticas do género Fichhornia (popular aguapé) e seus herbivoros associados vém
despertando o interesse de muitos pesquisadores ao longo dos anos.

Nos tltimos anos, a proliferacao indesejada de macroéfitas aquéticas tem se tornado
frequente em ambientes antropizados®. Isso porque as alteracoes ambientais como
desmatamento e uso inadequado da terra levam ao carregamento de nutrientes para o
leito dos rios e reservatorios, tornando a disponibilidade de nutrientes ainda maior, o
que estimula a proliferacao das plantas [46].

As infestacoes elevadas de macrofitas aquaticas nos reservatorios de usinas hidrelé-
tricas e outros corpos hidricos geram situacoes em que a necessidade de executar uma

medida de controle torna-se indispensavel.

No reservatorio de Barra Bonita, SP, encontram-se dezessete
espécies de macrdfitas aqudticas que ocupavam uma drea de
1,87 hectares, sendo as mais importantes, Brachiaria mutica,
B. subquadripara e E. crassipes as macrdfitas [11].

Cavenaghi [12] também identificou a B. subquadripara , B. mutica, E. crassipes e T.
domingensis como as principais macrofitas aquaticas dos cinco principais reservatorios
da bacia do Rio Tieteé.

Com o intuito de controlar o crescimento populacional de macrofitas aquaticas,
surgiram varias técnicas diferentes como, correcao do ambiente, inimigos naturais, con-
trole quimico e mecanico, aléem de métodos de inundagao [39]. No entanto, a aplicagao
dessas técnicas muitas vezes esbarra nas limitagoes ecologicas, sociais e econOmicas.

A aplicagao de agentes bioldgicos no controle e manejo de macrofitas aparece como
uma alternativa aos métodos convencionais. Algumas técnicas de controle bioldgico,

utilizando peixes como agente predador destas macrofitas que apresentaram resultados

2Local onde o homem ocupa para exercer atividades sociais e econdmicas no ambiente.
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satisfatorios, sao citadas por [18], o uso de insetos é citado por [1] e fungos por [39).
Embora esse método de controle seja considerado de baixo impacto ambiental, apre-
senta problemas relacionados a imprevisibilidade de sucesso da introducao de inimigos
naturais e mesmo da técnica inundativa.

O controle quimico de macrofitas aquaticas, embora empregado no exterior com
resultados satisfatorios, nao é utilizado no Brasil, pois nao existem herbicidas regula-
mentados para o uso em ambiente aquatico no pais [39].

No Brasil as tinicas modalidades de controle empregadas sao: o controle preventivo
com o monitoramento frequente e educacao ambiental, e o controle mecéanico, especi-

almente pela remocao das plantas do corpo hidrico.

Embora o controle mecdnico apresente algumas vantagens,
como ag¢ao de modo pontual nas dreas infestadas e nao con-
taminacao do ambiente com compostos quimicos e toxicos
existe a preocupacao em relacao ao material coletado a ser
descartado, haja vista a grande quantidade de biomassa en-
volvida nesse processo [6].

Esta modalidade de controle apresenta alguns problemas relacionados ao destino da
biomassa vegetal coletada. Normalmente, os volumes sao muito grandes e as plantas
sao provenientes de dguas eutrofizadas® com diferentes niveis de nutrientes e metais
pesados, lixo, organismos patogénicos ou vetores de doenca e, em sua decomposicao,
podem liberar grandes quantidades de substancias quimicas e contaminar solos e dguas
superficiais localizados em quotas mais baixas.

Esse é o problema do simples descarte de biomassa, que depende de licenca ambi-
ental junto as instituicoes estaduais de defesa do meio ambiente, seguindo os mesmos
procedimentos requeridos para o depdsito de lixo urbano, embora se conheca que as ma-
crofitas constituem um material muito mais nobre e longe de ser incluido na categoria
de residuo urbano.

E importante avaliar os destinos para esta biomassa, uma vez que niao ha perspec-
tivas de que o crescimento das macrofitas seja reduzido pela melhoria na qualidade da
agua ou pela introducao de outro processo de controle destas populagoes.

O controle biolégico com a utilizagao de peixes, fungos ou outros insetos tem dados
grandes resultados. Porém, o controle biol6gico apresenta alguns negatividades, por
exemplo o tempo na obtenc¢ao dos resultados e o alto custo inicial. Este meio apresentou

resultados satisfatorios na Australia no controle de Salvinia spp. e no Sudao no controle

3 Aguas com grande quantidade de nutrientes.

22



da FEichhornia crassipes e isso garante uma boa aceitacao quanto ao emprego desta
pratica no combate as plantas aquéaticas.

Para se aplicar o controle biologio é necessario que primeiramente se levante os
predadores desta planta. Assim, em pesquisas realizadas anteriormente pelo autor
desta dissertacao no ano de 2002 e 2003, estabeleceu-se os niveis de abundancia de
larvas de Thrypticus sp. encontrados nos peciolos de Fichhornia azurea ocorrentes no
municipio de Coxim-MS. Durante o levantamento da abundéancia aplicou-se a seguinte
metodologia para obtencao do insetos predadores da planta aquatica. Ao final de
cada meés, foram amostradas manchas de Fichhornia azurea ocorrentes numa lagoa
permanente localizada no municipio de Coxim-MS. Nessas manchas eram retiradas
cinco parcelas de 50 X 50 cm de macrofita ao longo de um transecto estabelecido na
area de maior densidade da mancha. Entre as parcelas foi mantida a distancia de 2
metros. Todo material enquadrado nas parcelas foi recolhido em sacos plasticos, para
triagem no laboratoério.

No laboratorio os peciolos foram retirados, pesados para estimativa da biomassa a
fresco e entao colocados em frascos plasticos levemente umedecidos por um periodo de
30 dias, para obtencao dos insetos adultos cujas larvas se desenvolveram no interior
destes peciolos. Todos os insetos obtidos foram fixados em alcool 70% e identificados
os taxons do grupo familia.

A biomassa total de peciolos obtida nas coletas foi igual a 5212g. Quanto aos insetos
coletados, foram obtidos 120 individuos pertencentes a 08 familias. Das familias obtidas
mereceram destaque a familia Phloeothripidae (Thysanoptera) com 51 individuos e a

familia Dolichopodidae (Diptera) com 42 individuos, de acordo com a Tabela 1.

Tabela 1: Entomofauna encontrada nos peciolos de Fichhornia azurea Sw. (Kunth)
ocorrentes no municipio de Coxim/MS 2002 e 2003.

ORDEM | FAMILIA |NUMERO DE INDIVIDUOS |

Diptera Dolichopodidae 42
Diptera Cecidomyiidae 05
Diptera Rhagionidae 05
Diptera Simuliidae 02
Coleoptera Curculionidae 03
Orthoptera Spl 03
Thysanoptera | Phloethripidae o1
Hymenoptera Mymaridae 09
TOTAL 08 120

23



Nas plantas foram encontrados varios tipos de insetos, porém serd dado enfoque ao
Thrypticus sp. (Diptera: Dolichopodidae) pois esta mosca se alimenta do peciolo da
planta durante sua fase larval.

As Dolichopodidae sao moscas de pernas longas, formam uma grande familia de
moscas verdadeiras* com mais de 7.000 espécies descritas em cerca de 230 géneros,
distribuidos em todo o mundo. O género Dolichopus possui o maior niimero de espécies,
com cerca de 600 exemplares. Elas geralmente sao pequenas moscas com olhos grandes
e proeminentes e um elenco metéalico a sua aparéncia, embora consideravel variacao
é observada. A maioria tem pernas longas, embora alguns nao o fazem. A Figura 3

mostra a imagem de uma mosca Dolichopodidade, a espécie Dolichopus ungulatus.

Figura 3: Dolichopus ungulatus.
Fonte: Hans Ulrich e Riidiger Schmels [24].

Os machos tém frequentemente alargadas genitais, que pode ser 1til para o reco-
nhecimento da espécie. Os adultos sao predadores de outros pequenos insetos. Estas
espécies, Thrypticus truncatus e T. sagitattus, ambos tém larvas fitofagos que vivem
nos tecidos dos peciolos. Eles cavam sua mina através dos peciolos e alimentam-se da

seiva dos feixes vasculares.

“Moscas com duas asas.
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De um modo geral, o ciclo das moscas passa por quatro fases [9]:

e Ovo: precisa de um periodo de 8 a 12 horas para eclodir, dependendo da tempe-
ratura. Em temperaturas de congelamento pode aumentar esse periodo para até
50 horas.

e Larva: sofre trés mudas de pele antes de formar o casulo, em 3 a 6 dias (em
climas frios pode levar quase um més. Pode sobreviver a zero graus por vérios
dias. Alimenta-se vorazmente de residuos organicos. Respira através de aberturas
existentes nas laterais e na extremidade posterior do corpo. Necessita de umidade

mas nao sobrevive no substrato coberto com agua.

e Pupa: Formada pela desidratagio (ressecamento) da pele da larva de 3° estagio,
tem forma oval regular e coloracao castanha. Em 3 a 6 dias daré origem ao adulto

(21 dias em climas frios).

e Adulto: Vive por 25 a 35 dias. A fémea inicia a postura em 3 a 4 dias de vida e
apos o acasalamento e poe de 100 a 150 ovos de cada vez, podendo fazer até seis

posturas durante a vida.

Nove novas espécies de Thrypticus (Diptera, Dolichopodidae) sao descritas na Amé-
rica do Sul: 7. truncatus, T. sagitattus , T. Yanayacu, T. circularis, T. chanophallus,
T. romus, T. azuricola, T. formosensis, e T. Taragui . Todas as nove espécies foram
criadas a partir dos peciolos e caules de plantas aquaticas e semi-aquaticas Pontederi-
aceae, cinco deles de aguapé, Fichhornia |7].

Estas espécies de Thrypticus postam ovos em locais dificeis e tém potencial como
agentes de controle biologico de Eichhornia. Varios trabalhos sao apresentados na
historia de vida dessas duas espécies, com base em observacoes de campo e camara de
criagao.

O Thrypticus sp. é um predador da planta aquética em sua fase larval. O com-
primento das larvas dependem da idade e da nutrigao recebida. Em geral, as larvas
das espécies sao 2-3 mm de comprimento. As espécies de Thrypticus se desenvolvem
dentro do aerénquimas das suas plantas hospedeiras.

A estrutura deste aerénquimas é semelhante entre espécies, que consiste, a partir
do interior da epiderme, de uma camada fina e compacta de células parenquimatosas
com pequenos feixes direto sob a epiderme, por baixo, o peciolo é composta por ar pre-

enchida com células ao redor dos feixes vasculares distribuidos regularmente dentro do
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peciolo. Esses feixes sao maiores do que aqueles encontrados sob a epiderme. Variacoes
particulares desta morfologia de base podem ser encontrados entre as espécies.

As minas sao feitas por uma série de células de ar adjacentes ligados por orificios
feitos no septos pelas larvas. O tamanho dos orificios é sempre igual ao diametro do
corpo das larvas. As larvas de todas as espécies tém habitos alimentares semelhantes,
obtendo o seu alimento a partir da seiva dos orificios de alimentacao raspados nos feixes
vasculares.

Assim, com todas as caracteristicas descritas, o Thrypticus sp. poderia ser usado
como predador da planta aquatica Fichhornia azurea para obter seu controle biologico
e a modelagem matematica proposta neste trabalho estabelece esta hipotese.

Partindo dos dados do levantamento sobre o niimero de insetos predadores da ma-
crofita aquatica E. azurea, encontrados nos peciolos ocorrentes no municipio de Co-
xim/MS, um dos objetivos passa a ser a discussdo da modelagem da situa¢ao pro-
blema, usando as Cadeias de Markov para otimizar o nimero de insetos necessérios
para predar a planta. O cendrio principal considerado é uma regiao com trés represas
interligadas por corregos e a intencao é obter resultados que hipoteticamente levem ao
controle, com o menor grau de impacto ambiental.

Outro objetivo é mostrar como professores podem trabalhar com problemas deste
tipo, de modo que os alunos percebam a importancia da matematica aplicada em

situacoes reais.
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3 Topicos de Modelagem Matematica e Cadeias de

Markov

Nesta secao sao abordados tépicos sobre a modelagem matemética, onde sao citados
exemplos de problemas que foram modelados por Bassanezi (2011) [2]. Em seguida,
serd exposta uma breve biografia de Markov e o tema desenvolvido por ele, conhecido

como Cadeias de Markov.

3.1 Modelagem Matematica

A modelagem matematica estuda a simulacao de sistemas reais a fim de prever o
comportamento dos mesmos, sendo empregada em diversos campos, tais como fisica,
quimica, biologia, economia e engenharias. Ou seja, modelagem matematica consiste
em descrever matematicamente um fendémeno.

Os modelos matematicos apresentam uma série de aspectos tteis do ponto de vista
cientifico. Além de apresentar naturalmente uma linguagem concisa, que pode vir
a facilitar sua manipulacao, um modelo matemaético traz também aspectos como a
possibilidade de confirmar ou rejeitar determinadas hipoteses relacionadas a complexos
sistemas, revelar contradigoes em dados obtidos e/ou hipoteses formuladas, prever o
comportamento de um sistema sob condicoes nao testadas ou ainda nao “testaveis”,
dentre outros.

Por outro lado, quanto maior é a proximidade do modelo com a realidade, mais
complexo serd o modelo. Isto significa um maior nimero de parametros e consequen-
temente uma maior dificuldade tanto na obtencao de dados a partir do modelo quanto
na interpretacao desses dados gerados pelo modelo em questao.

Segundo Howard Emmons (De Vries, 2001) [47], “o desafio em modelagem mate-
mética nao é produzir os modelos descritivos mais compreensiveis, mas sim produzir
modelos suficientemente simples que incorporam as principais caracteristicas do feno-
meno em questao”. Portanto, a modelagem matemaética ajuda a evitar ou reduzir a
necessidade de gastos excessivos em experimentos, ou até mesmo simular experimentos
impossiveis de serem realizados na pratica.

Para Bassanezi 2011 [2], “A modelagem matematica consiste na arte de transformar
problemas da realidade em problemas matematicos e resolvé-los interpretando suas

solucoes na linguagem do mundo real”.
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A modelagem alia teoria e pratica, motiva o usuério a buscar o entendimento da
realidade que o cerca e buscar meios para agir sobre ela e transforméa-la.

A modelagem matematica de fenémenos biologicos ganhou credibilidade com os
modelos de interacao entre espécies devidos a Lotka-Volterra e Kostitizin e com os
modelos de epidemiologia de Kermack-McKendrick nos meados do século XX. A Bio-
matematica, que associa a biologia e a matemaética, é uma area em ascencao, onde os
pesquisadores se dedicam ao estudo de aplicacoes da matematica em problemas biol6-
gicos. Nos ultimos anos a Biomatemética tem se desenvolvido gragas a novas teorias
tais como, Teoria Fuzzy, Espacos de Aspectos, Teoria do Caos, etc.

Muitos problemas envolvendo a modelagem em biomateméatica sao descritos no
livros de Leah 1998 [28], a saber: divisdo celular, populagdo de insetos, propagagao
anual das plantas, entre outros.

Um modelo matematico depende dos objetivos e recursos disponiveis do que se
propoe modelar. Assim, um modelo pode ser muito bom para o modelador e nao
ter utilidade para quem precise usa-lo, tendo em vista que os problemas modelados
sao mais simples que os modelos relamente uteis, principalmente quando se trata de
dinamica do fendémeno estudado.

De acordo com Bassanezi o modelo se torna tutil quando satisfaz uma necessidade

humana.

No que se refere a utilidade, reconhecemos que uma coisa é
considerada til quando tem a capacidade de satisfazer de
algum modo, uma necessidade humana - desta forma a utili-
dade depende essencialmente do usudrio [2].

Se um modelo é insuficiente para um certo problema, é preciso tentar novos ca-
minhos que o melhore ou comparéa-lo com outro ja existente. Um modelo nunca é
definitivo, pois, é sempre um aproximacao da realidade.

O uso da modelagem também no ensino béasico ou superior pode ser uma motiva-
¢ao para os alunos, ja que eles poderao partir de um problema real ou nao e buscar os
conhecimentos necessarios para soluciona-lo, e com isso levantar hipoteses, fazer sim-
plificagoes e testar as solucoes. Partir das teorias e trabalhar outros fatos e fendmenos
propostos pela realidade, elaborando modelos do mundo real.

No ensino médio, os professores de matematica podem usar a modelagem como
metodologia de ensino, onde o aluno tem a oportunidade de buscar o proprio conheci-
mento. A modelagem possui multidisciplinariedade e permite o envolvimento de vérios

campos como a Fisica, a Quimica, a Biologia.
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A modelagem fomenta essas possibilidades num processo de
ensino-aprendizagem em que a Matemdtica pode ser encarada
como um jogo maior em que 0s perdedores sao aqueles que
nao consequem se divertir jogando. [2].

Para que um professor de matematica ensine bem seus alunos é preciso buscar estra-
tégias alternativas de ensino-aprendizagem que facilitem sua compreensao e utilizacao
dos conhecimentos obtidos e a modelagem matematica em seus varios aspectos é um
processo que alia teoria e pratica, motiva os alunos na busca por entendimento da
realidade que o cerca e meios para agir sobre ela e transformé-la.

Vejamos um problema solucionado via modelagem matematica, obtido do livro de
Bassanezi 2011, 98p.

Dinamica populacional da “Tilapia do Nilo”

As tilapias sao peixes de agua doce, da familia Cichlidae que apresentam, essenci-
almente, 3 estagios em seu ciclo de vida: ovos, jovens e adultos. Adultos quando tém
a capacidade de se reproduzir, o que ocorre proximadamente aos 4 meses de idade.
Em condicoes naturais, quando a temperatura da adgua permanece acima de 20°C, a
tilapia pode desovar a cada 2 meses. As fémeas poem seus ovos nos ninhos que sao
fecundados pelos machos. Apos a fecundagao, as fémeas recolhem os ovos na boca para
a incubacao, eclosao e protecao das larvas. A eclosao da-se, aproximadamente, em 72
horas e as larvas continuam na boca por um periodo de 7 a 10 dias. O numero de
larvas produzidas depende do tamanho da fémea, variando de 100 a 600 por desova
com uma, taxa de mortalidade igual a 50%. Num processo continuo de criagao destes
peixes é recomendavel que exista um macho para cada duas fémeas.

Para a formulacao do modelo matematico da dinamica populacional da tilapia,

consideramos:
e F: quantidade inicial de peixes adultos no tanque de reproducao, sendo % fémeas;

e (: quantidade de ovos de uma desova por cada fémea, sendo que somente a

metade tem sucesso de eclodir e sobreviver.

Sejam P, F; e A;, respectivamente, quantidade de peixes adultos, fémeas adultas e
alevinos em cada geracao.
Vamos supor que metade dos alevinos sejam fémeas. Entao o nimero de alevinos

gerados em cada estagio é dado por:
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At:th§ para t >1

Usando estas informacdes num processo interativo obtemos a Tabela 2:

Tabela 2: Peixes adultos, fémeas adultas e alevinos em cada geracao.

’ t = tempo(2 meses) H P, =adultos \ F, =fémeas \ A; =alevinos
0 P P 0
1 Py Py °Fy
2 Py R 'R+ 2
3 P+ A P +1A | (A —A)+ LR
t P4+ Ao | B+ 340 | (A — A o)+ 2F,
Como p o
Ay = (A1 — Aya) + §Ft = §(Ft + F )
e
1
Fy=F_1+ §At—2
entao

16 2
Fr=F_+ §§<Ft_2 + F,3) com Fy=F =F = gPO-

Logo temos um modelo que permite calcular o niimero de fémeas adultas conhecendo
o nimero de fémeas em trés estdgios imediatamente inferiores. Em diversos modelos
matematicos de fendmenos fisicos, o tempo, que costuma ser a variavel independente,
varia continuamente. Assim, a variacao é uma grandeza infinitesimal e as mudancas
na variavel dependente podem ser descritas por derivadas.

Nesses casos, usamos as equagoes diferenciais para construir modelos mateméticos
que descrevam melhor, em termos numéricos, um determinado fenémeno. Este é um
exemplo envolvendo equacoes de diferencas, mais adiante seré visto outro exemplo de

modelagem matemética envolvendo as Cadeias de Markov.
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3.2 Cadeias de Markov

As Cadeias de Markov sao um tipo especial de processo no qual utilizamos matrizes para
otimizar resultados. O mateméatico Andrey Markov em 1906 conseguiu os primeiros
resultados para estes processos.

Atualmente, as Cadeias de Markov tém sido estudadas e utilizadas em diversas
areas do conhecimento como, por exemplo, ciéncias biolégicas, sociais e administrativas,

probabilidades ligadas a jogos e evolugao de populacgoes.

3.2.1 Histéria de Andrei Andreyevich Markov

Figura 4: Andrei Andreyevich Markov (1856 - 1922).
Fonte: Silva |44].

Andrei Andreyevich Markov, Figura 4, nasceu em Ryazan na Riussia no dia 14 de
junho de 1856. Ele fez o ensino secundério em Sao Petersburgo, onde mostrou talento
excepcional para a matematica. Seu primeiro trabalho ainda realizado no ginasio sobre
equagoes diferenciais lineares nao era novo, porém levantou expectativas nos principais
professores da universidade, Korkin e Zolotarev.

Em 1874, ele entrou na Fisica e Mateméatica da Universidade de Sao Petersburgo,
onde participou de seminarios dirigidos por Korkin e Zolotarev e assistiu a palestras
de Chebyshev, o chefe do departamento de matemaética.

Markov graduou-se na Universidade de Sao Petersburgo (1878) e ganhou medalha de

ouro pelo trabalho na integragao de equagoes diferenciais por meio de fracoes continuas.
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Ele se tornou mestre em 1880 com sua tese sobre “as formas quadraticas binérias com
determinante positivo”.

Com o término do mestrado Markov passou a atuar como professor na mesma
Universidade enquanto estudava em seu doutorado que concluiu em 1884 com sua
tese “Em certas aplicacoes de fragoes continuas”. A partir de 1900 estudou processos
estocasticos.

Como palestrante, Markov exigiu muito de seus alunos [48].

Suas palestras foram distinguidas por um rigor irrepreensi-
vel. Ele incluiu em seus cursos muitos resultados recentes de
wvestigagoes, embora muitas vezes omitindo questoes tradi-
cionais. As palestras foram dificeis, e somente os estudantes
sérios poderia compreendé-lo. Durante suas palestras ele nao
se preocupava com a ordem das equagoes no quadro, nem So-
bre a sua aparéncia pessoal.

Markov tornou-se um professor extraordinario na Universidade de Sao Petersburgo
em 1886 e um professor ordindrio em 1893. Chebyshev indicou Markov como adjunto
da Academia Russa de Ciéncias, em 1886. Ele foi eleito como membro extraordinario
em 1890 e um académico comum em 1896.

Os primeiros trabalhos de Markov foram em teoria dos ntimeros e analise, principal-
mente em fracoes continuas, limites de integrais, teoria da aproximagao e convergéncia
de séries. O método das fracoes continuas foi inicialmente desenvolvido por seu pro-
fessor Pafnuty Chebyshev (1821-1894), mas Markov descobriu que poderia aplicar o
conhecimento destas fragdes a teoria de probabilidade [15].

As Cadeias de Markov apareceram em um trabalho onde em um certo texto ele
estudava a probabilidade de uma consoante ocorrer em uma determinada posicao de
uma palavra qualquer. Como hipotese, ele supos que a probabilidade deveria depender
apenas se a letra precedente a consoante fosse uma vogal ou outra consoante. Deste
estudo nasceram as Cadeias de Markov.

No desenvolvimento da teoria de processos estocasticos onde as Cadeias de Markov
sao um tipo especial desses processos, foi o que tornou Markov um famoso cientista.
Sua teoria é aplicada em diversas dreas como fisica atomica, teoria quantica, biologia,
genética, comportamento social, economia e financas.

Em 20 julho de 1922 Andrei A. Markov faleceu na entao cidade de Petrogrado, hoje
Sao Petersburgo, na Rissia.

Em 1923 Norbert Winter se tornou o primeiro autor a tratar rigorosamente um
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processo continuo de Markov. A teoria geral dos processos de Markov foi estabelecida

em 1930 por Andrei Kolmogorov.

3.2.2 As Cadeias de Markov

Os calculos em probabilidade levantam um questionamento quanto a existéncia ou
nao da dependéncia em ocorréncias de fendmenos simultaneos ou sucessivos. Partindo
destes questionamentos sobre a teoria de probabilidades é que muitos mateméticos
como, Thomas Bayes, Kolmogorov, Fisher, Pearson, foram em busca de respostas a
perguntas similares, e com isso contribuiram no desvendar desse fascinante universo
das incertezas [19]

Em particular, pode-se citar Andrei A. Markov, precursor no estudo da proprie-
dade da perda de memoria, propriedade que levou ao desenvolvimento da teoria sobre
Cadeias de Markov, ferramenta de grande aplicabilidade nos mais diversos ramos da
ciéncia.

Cadeias de Markov sao os mais simples modelos matemd-
ticos para os fenomenos aleatorios que evoluem no tempo.
Sua estrutura simples torna possivel dizer muito sobre o seu

comportamento. Ao mesmo tempo, a classe das Cadeias de
Markov € rico suficiente para servir em diversas aplicacoes

[56].

Muitos fenémenos que ocorrem na natureza e na sociedade podem ser estudados,
pelo menos em uma primeira aproximacao, como se os fendomenos passassem a partir de
um estado inicial, por uma sequéncia de estados, onde a transicao de um estado para o
seguinte, ocorre segundo uma certa probabilidade. No caso em que esta probabilidade
de transicao depende apenas do estado em que o fendmeno se encontra e do estado a
seguir, o processo ¢ denominado de Processo de Markov e uma sequéncia de estados
envolvida nesse processo é denominada de Cadeias de Markov][8|.

As Cadeias de Markov envolvem uma matriz, denominada matriz de transigao, cujos
elementos sao as probabilidades de transicao de um estado para outro. Para resolver
um problema usando as Cadeias de Markov o diagrama de transicao (ver Figura 5)
tem o objetivo de facilitar na obtencao da matriz de transicao.

O diagrama de transicao ¢ uma representagao grafica das Cadeias de Markov. Neste
diagrama sao visualizados os estados, representados por circulos, e as probabilidades
de transicao entre os estados. A Figura 5 mostra um diagrama de transicao com 3

estados.
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Figura 5: Diagrama de Transicao com 3 estados.
Fonte: Figura elaborada pelo Autor.

As Cadeias de Markov sao métodos matematicos em que podemos simular o passo
seguinte de um processo conhecendo apenas o estagio anterior. Em geral, o seu uso
recai em um problema que envolve matrizes e sistemas lineares.

A gama de aplicagoes dos modelos que envolvem as Cadeias de Markov é verdadeira-
mente grande. Elas incluem praticamente qualquer sistema dinamico cuja evolucao ao
longo do tempo envolve incerteza, desde que o estado do sistema seja adequadamente
definido.

Primeiramente consideremos as Cadeias de Markov em que as mudancgas de estado
em determinados instantes de tempo n seja denotado por X, e que pertenca a um
conjunto S de estados possiveis, chamado espaco de estado.

Vamos supor que S = {1,..., M}, para algum inteiro positivo m. As Cadeias de
Markov sao descritas em termos das probabilidades de transi¢ao p;;.

Matematicamente,

pij=P(Xnp1=J | Xp=1), i,j€S8.

O pressuposto fundamental dos processos de Markov é que as probabilidades de
transicao p;; sao aplicadas sempre que voltar ao estado inicial, nao importa o que
aconteceu no passado. Portanto a probabilidade de ocorrer X,,; depende somente de
X,.

De acordo com [16] um modelo de Cadeias de Markov é especificado por meio da

identificacao:
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(a) conjunto de estados S = {1,..., M}.
(b) conjunto de transi¢oes possiveis, ou seja, os pares (i, j), para que p;; > 0.
(c) os valores numéricos desses p;; s30 positivos.

As Cadeias de Markov especificadas sao uma sequéncia de variaveis aleatorias

Xo, X1, Xo, ..., que tomam valores em S e que satisfaz
P(Xn+1 - .7|Xn - i7Xn—1 - in—l; cee 7XO = 7/0) = Pij

para todo n, todos os estados 7,7 € S e todas as possiveis sequéncias ig, ..., i, 1 de
estados de anteriores.

Todos os elementos de um modelo de Cadeias de Markov podem ser escritos como
uma matriz de probabilidade, que é simplesmente uma matriz bidimensional cujo ele-

mento na i-ésima linha e j-ésima coluna é p;;.

Assim,
P11 P12 --- Pim
P21 P22 .. DPom
Pm1i Pm2 -+ DPmm

Com a finalidade de agilizar o entendimento dos processos é de grande valia utilizar
grafos para expor o modelo da probabilidade de transicao. A Figura 6 apresenta um
exemplo de grafo, cujos nos {1,2, 3,4} sdo os estados e os arcos (setas) sao as possiveis

transicoes.

Figura 6: Grafo de transicao de probabilidade.
Fonte: Figura elaborada pelo Autor.
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Muitos problemas que envolvem as Cadeias de Markov exigem o calculo de proba-
bilidade em algum momento futuro condicionado ao estado atual. Esta probabilidade

de transicao de n-passos é definida por
rij(n) = P(Xy = j | Xo =)

ou seja, r;;(n) é a probabilidade de que apds n periodos de tempo o estado seja j, dado
que o estado atual é 1.
Isto pode ser calculado usando a recursao, conhecida como a equacao Chapman-

Kolmogorov.

Teorema 3.1. As probabilidades de transi¢ao de n-passos podem ser obtidos pela for-

mula recursiva

rij(n) = an(n — L)pw;
k=1

paran > 1, e todo i, comecado com

rij(1) = pij.
Demonstracao:
Seja
P(Xp=j|Xo=1i)=Y P(Xp1=k|Xo=14).P(X,, =j| Xp_1 =k, Xo=1),

k=1
entao .
P(Xp=j|Xo=1) =Y ruln—1py,
k=1

como

’I“Z‘j<n) = P(Xn :j | X() = ’L),
conclui-se que

m
rij(n) = th(n — 1)pg;-
k=1
Em particular, alguns estados apods serem visitados uma vez estao determinados a
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serem revisitados mais uma vez, enquanto que para alguns outros estados este pode nao
ser o caso. O mecanismo pelo qual isto ocorre pode ser classificado quanto a frequéncia
nas visitas a longo prazo.

Dizemos que ¢ é estado recorrente se para todo j que é acessivel a partir de ¢ ter 7
acessivel a partir de j. Assim, o estado recorrente pode ser visitado um nimero infinito
de vezes.

Um estado é chamado de transitério se nao é recorrente, assim ele é visitado um

ndmero finito de vezes.
Para Dimitri [16],

e As Cadeias de Markov podem ser decomposta em uma ou mais classes recorrentes

e possivelmente alguns estados transitorios.

e Um estado recorrente é acessivel a partir de todos os estados em sua classe, mas

nao é acessivel a partir de estados recorrentes.
e Um estado transitorio nao é acessivel a partir de qualquer estado recorrente.

e Pelo menos um possivel estado recorrente é acessivel a partir de um determinado

estado transitorio.

A Figura 7 apresenta um exemplo de decomposicao das Cadeias de Markov. A
decomposicao fornece uma ferramenta conceitual potencial para raciocinar sobre as
Cadeias de Markov e visualizar a evolugao do seu estado. Observa-se que uma vez
que o estado comeca em recorrente, ele permanece recorrente e uma vez que todos

os estados sao acessiveis a partir de outro, eles serao visitados um numero infinito de

RECORRENTE TRANSITORIO RECORRENTE RECORRENTE

vezes.

Y

Figura 7: Grafo de decomposicao das Cadeias de Markov.
Fonte: Figura elaborada pelo Autor.
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Uma classe recorrente é de especial interesse e se relaciona com a presenca ou
auséncia de um determinado padrao periddico. Em particular, uma classe de repeticao é
dito ser periddica se seus estados podem ser agrupadas em subconjuntos disjuntos, para
que todas as transicoes de um subconjunto possam ser levados ao proximo subconjunto.

Assim, em uma classe de repeticao periodica nés nos movemos com a sequéncia de
subconjuntos em ordem, em seguida acabamos no mesmo subconjunto. Veja na Figura

8, a classe recorrente 4 e 5 é periodica, assim como a classe 1. As classes 2 e 3 sao

— ——
—_— o
APERIODICA

PERIODICA PERIODICA

aperioddicas.

Figura 8: Grafo de classe de periodicidade das Cadeias de Markov.
Fonte: Figura elaborada pelo Autor.

Nos estudos que envolvem as Cadeias de Markov o interesse é o estado de ocupacgao
a longo prazo, ou seja, nas probabilidades de transigao r;;(n) quando n é muito grande.
Assim, 7;;(n) pode convergir para valores de estado estacionario que sao independentes
do estado inicial. Porém depende-se do ntimero de estados de repeticao.

No entanto, o nimero de estados de repeti¢ao nao restringe o processo das Cadeias
de Markov, e com isso pode-se limitar a atencao para as cadeias que envolvem uma
tnica classe recorrente e algumas transitorias, pois uma vez que o estado entra em uma
classe recorrente, ele vai ficar dentro dessa classe.

Portanto, para cada estado j, as probabilidades de transicao r;;(n) se aproxima de

um valor limite, que é independente de 7. Este valor limite, é denotado por 7;, onde

quando n é grande, e chama-se probabilidade de estado estacionario de j.
Desde que as probabilidades de estado estacionario 7; tenha soma igual a 1, eles for-
mam uma probabilidade de distribuicao no espaco de estado, a chamada distribuicao

estacionaria da cadeia.
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Assim, se

entao . .
P(Xl :j) = ZP(XO - k)pk] - Zﬂ_kpkj =T
k=1 k=1
Logo, as equagoes
T _Zﬂ'kpkp J :1727 , M,
k=1

sao chamadas equagoes de equilibrio, que sao consequénias do teorema de Chapman-
Kolmogorov.

Uma vez que a convergéncia de r;;(n) para algum 7;; é dada como certa, podemos
considerar a equagao

Ti(n — 1)pi;.
1

m
Tij =
k=

Tomando o limite em ambos os lados com n — oo, obtemos as equacoes de equilibrio

lim r;;(n) =m;, para i,j=1,2,...
n—oo

Porém, algo peculiar também pode acontecer aqui, que nao é possivel se o niimero
de estados é finito. Os limites m; podem nao ter soma igual a 1, de modo que (7,7, .. .)
nao podem ser uma distribuicao de probabilidades.

Todavia, pode-se enunciar o seguinte teorema.

Teorema 3.2. Teorema de Convergéncia de Estado Estaciondrio

Considere que
e cada estado € acessivel a partir de todos os outros Estados

e 0 conjunto de todos os estados € aperiodico, no sentido de que nao existe d > 1,
de tal que os estados podem ser agrupados em d > 1 subconjuntos disjuntos
S1,...,S4 de modo que todas as transicoes de um subconjunto levam ao proxrimo

subconjunto.

De acordo com as premissas, de acessibilidade e aperiodicidade anteriores so hd

duas possibilidades:
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e O r;(n) converge para uma distribui¢ao de probabilidade do estado estaciondrio
(71,72, . ..). Neste caso, os m; resolve as equagoes de equilibrio tunica, juntamente
com a equagao de normalizagcao m + 7o + ... = 1. Além disso, 7; tem uma

interpretacao de frequéncia esperada:

onde v;;(n) é o numero esperado de visitas ao estado j dentro das n primeiras

transicoes, a partir do estado i.

e Toda a r;;(n) converge para 0 quando n — oo e as equagdes de equilibrio nao tém

solugao, que nao seja m; = 0 para todo j.

A demonstracio deste Teorema pode ser encontrada no livro Algebra Linear Apli-
cada de Ben Noble [35].

Um modelo matematico em que se usa as Cadeias de Markov serd descrito como
exemplo. Este modelo foi desenvolvido pela Universidade Estadual de Campinas (UNI-

CAMP) e apresentado em forma de video®.
Que a forcga esteja com vocé

Dois Trainees tém a missao de mostrar ao chefe que a rebertura de uma usina
hidrelétrica é sustentavel. Para isso, eles criam um modelo mateméatico que envolve
operacoes entre matrizes e vetores. O processo conhecido como Cadeias de Markov
foi utilizado, para otimizar os resultados e simular situacoes que envolvem trés usinas
hidrelétricas.

O problema apresenta o termo sustentabilidade ¢, termo adotado na Agenda 21 que
foi criada na conferéncia Eco 92 no Rio de Janeiro em 1992, que tratou da importancia
do comprometimento de todos os paises com o estudo de solugoes para problemas
socio-ambientais.

Segundo o Relatorio Brundtland 1987, “NOSSO FUTURO COMUM?”, Sustentabili-
dade é suprir as necessidades da geragao presente sem afetar a habilidade das geragoes
futuras de suprir a sua. Esta relacionada com a continuidade dos aspectos econémicos,

sociais, culturais, e ambientais da sociedade humana.

SEste video esta disponivel em: www.m3.ime.unicamp.br.
6Conceito relacionado com aspectos econémicos, sociais, culturais e ambientais.
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Portanto, para que haja sustentabilidade é necessario que seja ecologicamente cor-
reto, economicamente viavel, socialmente justo e culturalmente aceito por toda a co-
munidade, fornecendo o melhor para as pessoas e para o meio ambiente, tanto agora
como para o futuro.

O problema apresenta trés usinas hidrelétricas em funcionamento e uma quarta
usina que esta desativada com a possibilidade de ser reativada. Todas as usinas possuem
a mesma capacidade de producao. Pretende-se descobrir se a reativacao da quarta usina
é uma decisao sustentavel.

Os Trainees concluem que a reativagao é sustentével, uma vez que nao haveréi
impacto ambiental jA que a usina estd construida, logo ¢ economicamente viavel e
ecologicamente correto, serd culturalmente aceita e socialmente justa, pois havera oferta
de emprego para a populacao.

A usina 4 nao pode ser reativada de uma tunica vez, ela deve ser reativada aos
poucos e diminuir a producao nas outras trés usinas na mesma proporc¢ao para ¢ue nao
haja choque no sistema.

Para isso os Trainees usam as Cadeias de Markov para realizarem simulagoes a fim
de encontrar a melhor maneira de realizar a transferéncia da producao das trés usinas
para a quarta usina.

Uma primeira situacao propoe que sejam transferidos 15% da energia da usina 1
para a usina 4, 5% da usina 1 para a usina 2 e 5% da usina 1 para a usina 3. Em
seguida transferir 15% da energia da usina 2 para a usina 4, 5% da usina 2 para a usina
3 e por fim transferir 15% da energia da usina 3 para a usina 4. O procedimento sera
realizado por dois meses consecutivos.

Com a situagao descrita, obtém-se a Tabela 3. Esta tabela mostra a quantidade de

energia transferida das usinas.

Tabela 3: Quantidade de energia transferida entre as usinas.
’ H Usina 1 \ Usina 2 \ Usina 3 \ Usina 4 ‘

Usina 1 0% 0% 0%
Usina 2 5% 0% 0%
Usina 3 5% 5% 0%
Usina 4 15% 15% 15%

A diagonal mostra a quantidade de energia que permaneceu na propria usina.
Para viabilizar o entendimento, a Tabela 4 foi escrita na forma de matrizes e os

valores passados para ntmeros decimais
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Tabela 4: Quantidade de energia transferida entre as usinas e a quantidade que per-

maneceu.

|

| Usina 1 | Usina 2 | Usina 3 | Usina 4 |

Usina 1 5% 0% 0% 0%
Usina 2 5% 80% 0% 0%
Usina 3 5% 5% 85% 0%
Usina 4 15% 15% 15% 100%

0,75 0 0 0

0,05 0,8 0 0

0,05 0,05 0,8 0

0,15 0,15 0,15 1

A matriz (2) é o vetor cujos valores sdo as quantidades de energia gerada inicial-

mente por cada usina. Como as usinas 1,2 e 3 estavam com 100% da capacidade e a 4

nao estava em funcionamento, tem-se:

SO = =

Portanto, para saber a situagao futura, aplica-se o produto da matriz (1) pela matriz

vetor (2) que representa a situagdo inicial, ou seja

0,75
0,05
0,05
0,15

0 0
0,8 0
0,05 0,85
0,15 0,15
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A matriz (3) é o resultado obtido para 1 més. Como pretende-se obter o resultado

para 2 meses seguidos, faz-se o produto da matriz (3) pela matriz (1)

0,7 0 0 0 0,75 0,5625
0,05 0,8 0 0| | 085 | | 07175 n
0,05 0,05 0,85 0 0,95 0,8875
0,15 0,15 0,15 1 0,45 0,8325

Este tltimo resultado, matriz (4), corresponde exatamente a produgao de cada usina
apOs 2 meses, ou seja, a usina 1 estaria com 56,25% da producao, a usina 2 estaria com
71,75% da producao, a usina 3 estaria com 88,75% da producao e a a usina 4 estaria
com 83,25% da producao.

Este resultado foi encontrado na simulacao exibida pelos Trainees. Partindo das
matrizes obtidas, pode-se realizar varias simulacoes a fim de se alcancar o melhor
resultado possivel. Esta é uma das finalidade das Cadeias de Markov.

Portanto, pretende-se mostrar como esse método pode auxiliar no estudo do pro-
cesso de controle biologico da planta aquatica, indicando de forma sistematica como é
possivel realizar tal feito.

Apos a abordagem dos conceitos mateméaticos sobre a modelagem matematica, as
Cadeias de Markov e os aspectos biologicos importantes da sobre a macrofita aquatica
Eichhornia azurea e o inseto Thrypticus sp., na proxima secao serao apresentadas as
simulagoes de cendrios envolvendo lagoas infestadas pela planta, onde serao mostra-
dos passo a passo os procedimentos adotados para modelar o problema que simule

hipoteticamente, o controle biologico da planta.
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4 Modelagem e Simulacgoes de Cenarios

Tendo em vista que o estudo do controle biologico das plantas aquaticas é essencial para
a qualidade de vida e preservagao do meio ambiente e de posse dos dados levantados,
pretende-se elaborar modelos matematicos para otimizar, hipoteticamente, o ntmero
de insetos predadores a ser inserido em cada represa.

As Cadeias de Markov de ordem 1 serdao utilizadas em simulagoes de situacgoes
envolvendo as plantas e os insetos, onde serd considerado apenas um ciclo de vida de

tais insetos.

O ciclo completo dos insetos pode levar semanas, meses ou
mesmo anos. Contudo, € habitual usar uma unica geracao,
como a unidade bdsica de tempo ao tentar gravar um modelo
para o crescimento da populacao de insetos. Varios estagios
do ciclo de vida podem ser representado escrevendo vdrias
equagoes de diferencas [28].

4.1 Modelagem 1

Segundo o bitlogo e professor da Universidade Estadual de Mato Grosso do Sul, Dr.
Gustavo H. C. Vieira, a infestacao de lagos por macroéfitas aquaticas depende de vérios
fatores, como o nivel de claridade, nutrientes na dgua, abundancia de predadores, etc.,
porém muitas vezes se considera tal infestacao quando a area ocupada pelas macrofitas
atinge 70% da area do lago.

Portanto, vamos supor que os lagos estao com 100% de sua area ocupada por
macrofitas aquaticas e modelaremos situagoes que estude o controle de 30% dessas
plantas, obtendo uma taxa menor ou igual a 70%.

Partindo da situacao problema, para escrevé-la em equacoes mateméticas o primeiro
passo é determinar quais sao as grandezas conhecidas e desconhecidas envolvidas, para
que possamos relaciona-las de alguma forma.

Considere o cenario em que trés represas estao interligadas por cérregos, com taxas
de fluxos de 4gua entre elas. Denotemos as represas por Ry, R e R3 e a partir das taxas
obtemos a matriz que as representa. Em seguida, escrevemos o vetor que representa
o namero de insetos existentes inicialmente em cada lagoa e usamos o produto de
matrizes para obter as equacoes necessarias.

Os céalculos sao efetuados para analisar o que acontece com o niimero de insetos em

cada represa, apos varios ciclos de transferéncia de insetos.
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Para cada represa, serd considerado o nimero de insetos predadores ja existente e
o numero de insetos que desloca de um lago para outro através do fluxo da agua.

Suponha que as represas estao interligadas por corregos, a represa R; desdgua nas
represas 7o e R3 a uma taxa de x e y, respectivamente, a represa 75 desagua na represa

R3 a uma taxa de z e a represa R3 desdgua para o meio exterior EXT a uma taxa de

° - °

y% 2%

w%

w, conforme a Figura 9.

Figura 9: Representacao das lagoas e fluxo de agua 1.
Fonte: Figura elaborada pelo Autor.

De acordo com isso, construimos a Tabela 5 apresentando as taxas de insetos que
cada represa transfere para a outra juntamente com a planta que se desloca nas cor-

rentezas da dgua.

Tabela 5: Taxa de insetos transferido entre as represas.

| B [ R | By [EXT]

Ry 100-y-x 0 0 0

R, y 100-z 0 0

Rs X z 100-w 0
EXT 0 0 w 100

A partir dos dados contidos na Tabela 5 pode-se aplicar o principio das Cadeias
de Markov e obter o niimero de insetos em cada represa apos um ciclo. Cada ciclo
corresponde ao tempo necessario para que a taxa de transferéncia de insetos se efetue
completamente, ou seja, as taxas de z, y, z e w passem de uma lagoa para a outra.

Para isso considere o niimero inicial do insetos nas represas R;, Ry e R3 como sendo
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a, b e c respectivamente e o do meio exterior como sendo d, logo obtemos as seguintes

matrizes

100—y—z
T 0 0 0
100—z
% 100 0 0 (5)
x z 100—w 0
100 100 100
0 0 21
a
b
(6)
C
d

Aplicando o produto das matrizes (5) e (6), segue que

1765(100 — y — )
22y + 12-(100 — z)
5w+ 1Lz + 15:(100 — w)

l—gow—l—d

Assim, é possivel calcular o nimero de insetos em cada represa apos qualquer quan-
tidade de ciclo, bastando aplicar novamente o produto da matriz (7) lograda no processo
anterior pela matriz (5) inicial.

Outra maneira de obter este resultado é a aplicacao da equagoes de diferencas.

Usando os mesmos dados anteriores, e considerando Ny, Ny, N3 os nimeros de

insetos em cada represa apos um ciclo e tq, ty e t3 os niimeros de insetos inicialmete,

temos:

N1 :tl—ytl —Itl
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N2 = tz —i—yt1 - Ztg
N3 = t3 —f-l‘tl +Zt2 — wt3
EXT = wts.

Portanto, é possivel usar estas equacgoes para encontrar o ntimero de insetos em
cada represa ap0s o primeiro ciclo de transferéncia. Para mais de 1 ciclo tais equacgoes

tornam-se inviaveis, ja que passam a depender de resultados anteriores.

4.2 Modelagem 2

De acordo com a pesquisa realizada [45], foi encontrado em uma area de 6,25m? o
numero de 42 Thrypticus sp., ou seja, o inseto predador da planta na fase larval.
Consideremos as represas R, Ry e R3 dispostas de acordo coma a Figura 10 e com
Areas iguais a 625m?2, 312,5m? e 200m?, respectivamente. Entdo, nas trés represas
tem-se uma quantidade de aproximadamente, 4200, 2100 e 1344, insetos ja inseridos

no meio em questao e zero insetos no meio exterior. Portanto, obtemos as matrizes (8)

e (9).
O

y% 2%

w%

Figura 10: Representacao das lagoas e fluxo de dgua 2.
Fonte: Figura elaborada pelo Autor.
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100—y—=
o0 0 0 0
& 0
100 (®)
z 2 —w
100 100 100
0 &1
4200
2100
(9)
1344
0
Aplicando o produto das matrizes (8) e (9), resulta:
20(100 —y — x)
200y + 299(100 — ) (10
0T + Zge + g (100 — w)
Blw+0

Logo, podemos obter o nimero de insetos em cada represa apds qualquer quanti-

dade de ciclos, bastando aplicar novamente o produto desta matriz obtida no processo

anterior pela matriz inicial.

Outra maneira de encontrarmos este resultado é a aplicagdo da modelagem por

equacoes de diferencas.

Utilizando os mesmos dados anteriores, e considerando Ni, Ny, N3 os niimeros de

insetos em cada represa ap6s o primeiro ciclo e 4200, 2100, 1344 e 0 os nimeros de

insetos inicialmente presentes em cada represa, tendo em vista que foram encontrados

em 6,25m? uma quantidade de 42 Thrypticus sp. e estamos supondo as represas Ry,

R, e R3 com areas iguais a 625m?, 312, 5m? e 200m?, respectivamente, temos:

Ny = 4200 — 4200y — 4200z
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Ny = 2100 + 4200y — 2100z
N3 = 1344 + 4200z + 2100z — 1344w
EXT = 1344w.

Analogamente ao processo anterior, pode-se usar estas equacoes para prever o nu-
mero de insetos em cada represa apds o primeiro ciclo de transferéncia. Como as
equagoes ainda dependem de resultados anteriores para prosseguir em mais ciclos, elas

continuam invidveis devido a complexidade que passam a ter.

4.3 Simulacao 1

Consideremos agora que os fluxos entre as represas sejam de R; para R, igual e 5%,
de R; para Rs igual a 10%, de R, para Rs igual a 15% e de R3 para o meio externo

igual a 10% como apresenta a Figura 11. Entao, aplicando novamente o procedimento,

10% 15%

10%

temos:

Figura 11: Representacao das lagoas e fluxo de dgua 3.
Fonte: Figura elaborada pelo Autor.

100—5—10 85

100 0 0 0 100 0 0 0

5 100—15 5 85

100 100 0 0 o 100 100 0 0 (11)
10 15 100-10 10 15 90

100 100 100 100 100 100

10 100 10 100
0 0 100 100 0 0 100 100
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4200

2100
(12)
1344
0
Aplicando o produto das matrizes (11) e (12), resulta:
o0 (85)
20 (5) + 2(85) (13
1209(10) + 2199 (15) + 1344(90)
e (10)
que corresponde aos seguinte resultados
3570 3570
210 4+ 1785 1995
= (14)
420 + 315 + 1210 1945
134 134

Ou seja, temos a represa R; com 3570 insetos, Ry com 1995 insetos, Rz com 1945

insetos e para o meio exterior seriam liberadom 134 insetos.

Assim, partindo da matriz (14) podemos estimar o niimero de insetos presentes em

cada represa apos qualquer quantidade de ciclos, bastando para isso aplicar novamente

o produto da matriz (14) obtida no processo anterior pela matriz (11) inicial.

Outra maneira de obter este resultado é a aplicacao da modelagem de equagoes de

diferencas.

Novamente utilizando os dados anteriores, e considerando Ny, N, N3 os ntimeros

de insetos em cada represa apos o primeiro ciclo e 4200, 2100, 1344 e 0 os niimeros de

insetos inicialmente em cada represa, temos:
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Ny = 4200 — (5%.4200) — (10%.4200) = 3570
Ny = 2100 + (5%.4200) — (15%.2100) = 1995
Nj = 1344 + (10%.4200) + (15%.2100) — (10%.1344) = 1945
EXT =134

Aplicando os dados nas equacoes, encontra-se o nimero de insetos em cada represa
ap6s o primeiro ciclo de transferéncia, ou seja, temos a represa R com 3570 insetos,
Ry com 1995 insetos, R3 com 1945 insetos e para o meio exterior seriam liberadom 134
insetos.

Os resultados sao iguais aos encontados quando utilizamos as matrizes, porém para
atingir os dados para mais ciclo, elas continuam inviaveis devido a demora na realizagao
dos célculos. Portanto, usar as matrizes e consequentemente o processo das Cadeias
de Markov tornam os célculos mais rapidos e com maior facilidade.

Como o que queremos é conseguir uma maneira de estimar o ntimero de insetos
em cada represa para que haja um controle biologico da planta aquatica, vamos fazer
mais uma suposi¢ao. Baseado na pesquisa do autor em 2002 e 2003, sabe-se que em
5212g de peciolos da macréfita aquatica foram emcontrados 42 individuos do inseto
Thrypticus sp., portanto temos uma taxa de 0, 8% insetos para cada grama de peciolo.

O ntumero de insetos encontrados nos peciolos, cuja taxa é de 0,8% insetos para
cada grama de peciolo nao mantém controlada a quantidade de plantas nas lagoas, pois
se tal fato ocorresse nao teriamos o problema de infestacao. Durante as pesquisas nao
encontramos autores que relatem sobre a quantidade de massa da planta ingerida pelo
inseto durante sua fase larval e portanto vamos supor que este valor seja 2g.

Aplicaremos o processo das Cadeias de Markov para estimar o nimero de insetos
que precisam ser inseridos na represa 1 de modo que esses insetos cheguem as represas
2 e 3 através do fluxo de agua.

De acordo com os dados das modelagens 1 e 2, as represas possuem uma quantidade
inicial de insetos predadores ja conhecida. A area de cada represa e a massa de peciolos
da macrofica foram quantificadas no modelo.

Logo, verifica-se que a represa 3 possui area de 200m? e que em 6, 25m? obtivemos
5212g de peciolos da macroéfita aquatica, entao a represa 3 possui uma massa aproxi-

mada de 167kg de peciolos da planta aquética. Como foi mencionado anteriormente, o
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controle biologico deve ocorrer quando a area ocupada pela planta é maior que 70% da
area da represa, entao consideramos apenas uma massa de 50,1Kg que corresponde a
30% da area da represa. De modo analogo a represa 2 tem 4rea de 312, 5m? e portanto
261kg de peciolos, onde serao considerados para o controle apenas 78,3kg e a represa
1 tem &rea de 625m? e contudo 522kg de peciolos, onde serdo considerados 156,6kg.

Supondo um consumo de 2g de peciolo pelo inseto durante a fase larval, entao para
que haja um controle deve se ter um niimero de insetos que remova 30% das macrofitas,
ou seja, deve-se obter na represa 3 uma quantidade de 25.000 insetos, na represa 2 um
total de 39.000 e na represa 1 uma soma de 78.000 insetos.

Para estimar a quantidade de insetos que devem ser inseridos na represa 1, para
que transcorridos varios ciclos, chegue a quantidade necessiria na represa 3, outras

simulacoes serao feitas usando as matrizes encontradas anteriormente.

4.4 Simulacao 2

Considere os dados da simulacao 1 e que inserimos 74.000 insetos na lagoa 1. Logo,

teremos apds o primeiro ciclo o nimero de insetos de acordo com a matriz (15)

78200 (875 66.470
78200 (5) 4 2100(gs5) _ 5.695 (15)
78.200(10) 4- 2100(15) 4 L34 q) 9.345
L1344 1)) 134

Veja que ap6s o primeiro ciclo ainda nao atingimos a quantidade necessaria para
que haja o controle biol6gico da planta nas represas 2 e 3, ou seja, terfamos que atingir
na represa 3 uma quantidade de 25.000 insetos, na represa 2 um total de 39.000. Assim

passemos para o segundo ciclo

66470 (315 56.500

66470 (5) 4 5:695 (g5 _ 8.164 . (16)
66.470,1()) 4 269 (15 4 9345 q) 15.911
9345 (1) 1.069
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A quantidade esperada ainda nao foi atingida. Podemos repetir o procedimento

varias vezes. No ciclo 5, matriz (17), o nimero de insetos na represa 3 atingiu o

esperado, 25.000 insetos.

40.821
10.701
25.343
4.779

(17)

A Figura 12 mostra um grafico com a quantidade de insetos em cada lagoa apds 50

ciclos. Logo pode-se verificar, nesta situagao hipotética, que nao haveré superpopulagao

de Thrypticus sp. nas lagoas, tendo em vista que eles serao eliminados para o meio

externo, e consequentemente, morrerao por escassez de alimento.
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Figura 12: Quantidades de
Fonte: Grafico c

insetos por lagoa apos 50 ciclos.
onstruido pelo Autor.
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No entanto, adicionar 74.000 insetos na represa 1 nao serd suficiente para que haja o
controle biol6gico na represa 2, mas sera na represa 3. Portanto, é necessario aumentar
o nimero de insetos na represa 1 ou inserir na represa 2.

Contudo, implementando outras simulacoes, percebe-se que uma op¢ao seria inserir
74.000 insetos na represa 1 e no ciclo 6 inserir 28.000 na represa 2, assim obtém-se o
controle nas 3 lagoas.

Pode-se fazer varias simulacoes alterando o fluxo entre as lagoas, a quantidade de
insetos, o tamanho das lagoas e suas respectivas posicoes de desaguas, entre outras
situacoes.

Utilizar as equacoes de diferencas obtidas nas simulacoes anteriores nao é viavel
neste caso, devido a quantidade de ciclos necessarios e a extensao das equagoes.

Na proxima secao apresentaremos outra simulacao envolvendo os insetos e as plan-

tas, alterando as areas das lagoas, taxas de fluxo de aguas entre elas, entre outros.

4.5 Simulacao 3

As hipoteses consideradas no processo de modelagem basearam-se em dados reais,
coletados no municipio de Coxim-MS. Partindo destes dados e juntamente com outras

hipoteses que estao listadas a seguir, temos:

1. As represas Ry, Ry e Rs tém areas de 150m?2, 250m? e 80m?, respectivamente;

2. As taxas de fluxo de desidgua sao de 6% de R; para Ry, 4% de R, para Rs, 3%
de Ry para R3 e 5% de R3 para o meio EXT;

3. Em cada 6,25m? obtemos 42 insetos predadores e 5212g de peciolos de planta

aquatica;
4. Cada larva é capaz de se alimentar com 2g de peciolo da planta aquatica;
5. A taxa em que se considera a infestacao é maior que 70% da area da represa;

6. As represas R;, Ry e Rj3 estao infestadas de planta aqudatica com taxas de
85%,90% e 100%, respectivamente.

Logo, organizando os dados das represas R;, Ry e R3 tem-se a Tabela 6, onde I
¢ a quantidade de insetos contidos inicialmente, M, é a massa de peciolo na lagoa, @
corresponde a taxa a ser combatida, M. é a massa a ser combatida e [,, é a quantidade

de insetos necessarios.
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Tabela 6: Dados para simulacao.

Represas | Ip | M, (kg) [ i (%) | M. (kg) | In
Ry 1008 125 15 18,75 9.375
Ry 1680 208,5 20 41,7 20.850
R3 238 66,7 30 20 10.000

A Figura 13 representa o diagrama de transi¢ao desta situacao hipotética.

(B {8
3%

5%

4%

Figura 13: Representacao das lagoas e taxa de fluxo de 4gua na simulacao 3.
Fonte: Figura elaborada pelo Autor.

A Tabela 7 apresenta as taxas de insetos transferidos entre as represas Ry, Ry e R3

na simulacao 3.

Tabela 7: Taxa de insetos transferido entre as represas na simulagao 3.

| B | R [ Ry [EXT]
R, |10063] 0 | 0 | 0
R, | 6 |1004] 0 | 0
Rs | 3 1 (1005 0
EXT | 0 0 | 5 | 100

A matriz (18) é composta pelas taxas de transferéncia de insetos entre as represas
na simulagao 3 e a matriz (19) representa o nimero de insetos contidos inicialmente

nas represas

%)



20 0 0

100
o w00 (18)
w 00 1o O
0 0 3 Mo
1008
1680 (19)
538
0

Adicionando 8367 insetos na represa R; e aplicando o produto das matrizes (19) e
(18), obtemos:

25.(91) 8531

25 (6) 4 £229(96) | s (20)
S0(3) + 1280(4) + 238(95) 860
1005 27

Isto é, apos 1 ciclo, temos a represa R; com 8531 insetos, Ry com 2175 insetos, R3
com 860 insetos e para o meio exterior seriam liberados 27 insetos.

Nestas condigoes a represa 2 atinge o niimero méaximo de insetos no ciclo 3 com a
quantidade de 2297. Esta quantidade nao é suficiente para que tenhamos um controle
biolégico na represa 2, deve-se inserir insetos nesta represa para completar a quantidade
necessaria. Portanto, pode-se inserir 18.500 insetos no ciclo 3 para a obtencao do
controle nesta represa.

Com isso, passaremos a ter a quantidade necessaria para o controle na represa 2 e
prosseguindo com os ciclos, obtém-se a quantidade necessaria na represa 3 no ciclo 6.

A Figura 14 mostra a situagao, referente ao niimero de insetos em cada represa apos

varios ciclos.
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Observando os dados no gréfico verificamos que os célculos apontam uma tendéncia
de eliminacao total do inseto nestas lagoas, evitando assim uma infestacao com o inseto.

Entretanto, fazem-se necessarios outros estudos mais detalhados para comprovar este

fato.

Figura 14: Quantidades de insetos por lagoa apos varios ciclos.
Fonte: Grafico construido pelo Autor
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5 Consideracoes Finais

O proposito principal deste trabalho foi mostrar como a modelagem matemética, que
¢ um método usado por muitos pesquisadores entre as areas de matematica e ecologia
aplicada na resolucao de problemas, pode ser inserida no processo de ensino e apren-
dizagem, por exemplo no ensino médio, permitindo que contetidos matematicos sejam
aplicados na busca de solugoes para situacgoes reais. Para exemplificar, tratamos do
estudo do controle biologico da planta aquética Eichhornia azurea.

Véarios autores consideram as macrofitas aquéticas como de pouca importancia en-
quanto vivas, para a cadeia alimentar aquatica [29], |26], o que estaria relacionado a
baixa qualidade nutricional dessas plantas, que geralmente apresentam uma alta con-
centracao de celulose o que leva sua digestibilidade a ser muito baixa. Entretanto,
verificamos que outros autores acreditam que o consumo de macroéfitas aquaticas pelos
insetos herbivoros seja subestimado |34].

Nos levantamentos realizados em macrofitas aquaticas Eichhornia azurea confirmou-
se que alguns insetos predam a planta durante a fase larval, e um deles é conhecido
como Thrypticus sp.. Existem outros insetos que vivem na planta, porém a utilizam
apenas como abrigo e local de caca.

Quando ha crescimento desordenado da planta aquatica, uma das alternativas é o
controle biologico, que deve ser realizado de modo que nao prejudique o meio ambiente
e os moradores que usam os lagos como fonte de vida, seja para a pesca ou para o uso
da planta na fabricacao de artesanatos.

A modelagem matematica é um método cada vez mais adotado, que encontra-se em
grande expansao na mateméatica. Muitos problemas podem ser modelados e escritos
na forma matematica, facilitando o entendimento e a anélise de seus dados. Com a
modelagem, numa situacao real, é possivel efetuar estudos a fim de minimizar custos
operacionais, através da implementagao de varios testes antes que se inicie os gastos.

As Cadeias de Markov foram o procedimento escolhido, para juntamente com a
modelagem, apontar solucoes para o problema proposto. Tal conceito é uma grande
ferramenta nos estudos que envolvem probabilidades, sendo muito 1til em diferen-
tes areas de estudo. A aplicacao das Cadeias de Markov nas simulacoes produzidas
permitiu-nos obter resultados coerentes e verificar que existem varias possibilidades de
insercao de insetos, para combater o excesso da planta aquéatica. Na pratica, a execugao
de varios testes demandaria muito tempo e dinheiro para serem analisados.

A uniao de problemas ambientais com a matemética constitui-se em uma maneira
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de avaliar parametros e predizer resultados, e isso pode ser abordado por professores
nas escolas, inclusive como forma de chamar a atengao dos alunos para as questoes
ambientais e despertar atitudes.

Vale ressaltar que, para se obter resultados que possam efetivamente auxiliar os es-
pecialistas, com maior garantia de controle biol6gico da macrofita aquatica Eichhornia
azurea, utilizando ou nao o inseto predador Thrypticus sp., deve-se pesquisar o tema
com maior rigor e realizar outras simulagoes. Sugerimos alterar as areas das lagoas,
area ocupada pelas plantas aquéticas, avaliar a taxa de escoamento da agua entre as
lagoas, além de considerar a dinamica vital do inseto, incorporando informacoes sobre
nascimento, mortalidade e fatores externos que influenciam sua populagao.

Em trabalhos futuros, pretende-se analisar o problema usando modelo presa-predador,

que é descrito por equacoes diferenciais.
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