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RESUMO

Este trabalho tem como objetivo principal inserir, no Ensino Medio, a ideia intuitiva da Integral
Definida, o calculo de &reas abaixo do grafico de funcbes positivas, limitadas pelo eixo das abscissas
e por retas verticais, ou até mesmo entre funcgdes positivas em um intervalo determinado pelo dominio
das mesmas, por exemplo. Para facilitar o entendimento dessas ideias, aliado ao estudo de funcdes,
pode-se fazer o uso de um recurso computacional como o Geogebra, software utilizado como
ferramenta de apoio a aprendizagem nas atividades sugeridas nesse trabalho. As atividades aqui
propostas destinam-se a alunos do ensino médio. Destaca-se a importancia da introducdo dessas ideias
por estimular a constru¢do de conhecimentos mais solidos sobre o comportamento de funcoes.
Acredita-se que, assim, a longo prazo, os alunos que ingressarem no Ensino Superior nas disciplinas
de Calculo terdo condicGes melhores de compreender os conceitos necessarios e, assim, 0s indices de
reprovacdo nessas disciplinas serdo reduzidos. O trabalho a seguir apresenta uma proposta de
atividades sobre o ensino desses topicos com auxilio do software GeoGebra. Verificou-se que é
possivel abrir os horizontes no ambito do ensino e aprendizagem de Matematica no Ensino Médio,
com as ideias intuitivas de Calculo, fazendo o uso de ferramentas diversas, como a utilizacdo de
tecnologias apropriadas e que € possivel, inclusive, proporcionar aos estudantes novas técnicas de

ensino que favorecam a aprendizagem desses e demais conceitos matematicos.

Palavras-chave: Integral Definida. Ensino Médio. Figuras Planas. Software Geogebra.



ABSTRACT

This work aims to incorporate in high school, the intuitive idea of the Definite Integral, calculation
of areas below the positive functions, bounded by the x-axis and vertical lines, or even between
positive graph functions in a certain range the area of the same, for example. To facilitate the
understanding of these ideas, combined with the study of functions, you can make use of a
computational resource such as Geogebra, software used to support learning activities suggested in
this work tool. The activities proposed here are intended for high school students. Highlights the
importance of introducing these ideas to stimulate the construction of more accurate information on
the behavior of functions. It is believed that thus the term, students who enter higher education in the
disciplines of calculation will be better able to understand the necessary and thus the failure rates in
these disciplines will be reduced concepts. The following work presents a proposal of activities for
teaching these topics with the help of GeoGebra software. It was found that you can open the horizons
within the teaching and learning of Mathematics in Secondary Education, with intuitive ideas of
Calculus, making the use of various tools such as the use of appropriate technologies and that is even
possible to provide students new teaching techniques that encourage learning these and other

mathematical concepts.

Keywords: Definite Integral. High School. Figures Planas. Software Geogebra.
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1 INTRODUCAO

O ensino de Matemaética no Ensino Médio tem sido foco de diversos estudos. Os
alunos frequentemente demonstram dificuldades na compreensao dos conceitos. Muitos deles
ndo encontram sentido ou aplicagdo dos contetdos abordados em sala de aula. Tais dificuldades
ndo se limitam apenas aos conceitos basicos, uma vez que os contetdos dessa disciplina se
encadeiam e é necessaria a compreensdo de uns para o aprendizado dos assuntos seguintes.
Segundo Avila (1993, p. 3), aluno algum pode se interessar por algo que ndo lhe aguce a
curiosidade e é nesse sentido que propomos o ensino de Matematica por meio do Software
GeoGebra que possibilita integrar recursos de algebra, geometria e calculo para o ensino e a
aprendizagem de Matematica.

N&o apenas isso, objetivamos também a revisdo de conteudos essenciais ao nivel
de ensino supracitado, a saber: a &rea das principais figuras planas, como o retangulo, o
triangulo e o trapézio; apresentar a nocdo de integral definida, usando o método das
aproximacdes de areas de regides curvas, pois assim, o aluno exercitaria o calculo de areas;
manusear o software GeoGebra, pois 0 aluno usara 0 mesmo para resolver 0s exercicios no
laborat6rio; mostrar como o software GeoGebra é Util para o ensino da integral definida por
aproximacdes de areas de regibes curvas através de exemplos; propor atividades que variam
por niveis de dificuldade a serem exercitadas em sala, no laboratério e em casa.

A proposta desse trabalho é apresentar ao estudante, de uma maneira diferenciada,
conhecimentos que lhe permitam continuar aprendendo e interagir com novas tecnologias.
Dessa forma, espera-se que a Matematica no Ensino Médio possa ser entendida como uma
ferramenta a ser aplicada nas mais diferentes situacOes, seja na sua vida profissional ou em seus
estudos futuros. A partir disso, a antiga concepg¢do de que na Matematica é necessaria apenas a
memorizagdo de formulas e a aplicagdo de mecanismos para efetuar calculos, muitas vezes
desconectados de qualquer problema de utilidade real, podera ser abandonada. O estudo de
fungdes no Curriculo do Ensino Médio € inclusive citado nos Pardmetros Curriculares
Nacionais para o Ensino Médio (PCNEM), Brasil (2000, p.43) como um tema de caréater
integrador. As Orientagdes Educacionais Complementares aos Parametros Curriculares
Nacionais do Ensino Médio (PCN+), Brasil (2002, p.121) também indicam que o estudo de
fungdes deve estar aliado a exploracdo de exemplos de aplicacdo, uma vez que a riqueza de
situacOes envolvendo funcdes permite que 0 ensino se estruture permeado de exemplos do
cotidiano, das formas graficas que a midia e outras areas do conhecimento utilizam para

descrever fenbmenos de dependéncia entre grandezas.
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2 FUNDAMENTAGCAO TEORICA

2.1 Revisando area de algumas figuras planas e funcéo afim.

Para o sucesso deste trabalho, faz-se necesséaria uma pequena revisdo do célculo da
area de algumas figuras planas regulares, tais como: o retdngulo, o triangulo e o trapézio
(FIGURA 1). O estudante do Ensino Médio tem seu primeiro contato com o referido assunto
no Ensino Fundamental, sendo esta iniciativa uma boa oportunidade de relembrar e fixar tais
conceitos. Ndo menos importante e necessaria, com base na experiéncia de ensino, as operacdes
que envolvem o calculo de &areas resgatam e aprimoram a velha e conhecida tabuada. Na secao
4 desta obra ha exercicios propostos para aplicacdo em sala de aula (EP-SALA 1) e para casa
(EP-CASA 1).

Figura 1 — Area do retangulo, do triangulo e do trapézio.

RETANGULO TRIANGULO TRAPEZIO
base
menor
T ! T 7
altlura : altlura altura
base <—— base —— base maior
Area = base . altura Area — base .zaltura Area— (base maior + bazse menor) . altura

Fonte: Elaborado pelo autor.

De um modo bem simples, a FIGURA 1 mostra a area das figuras planas que serdo
utilizadas neste trabalho. No entanto, propde-se uma ampliacdo da aplicabilidade destas
formulas com o uso do plano cartesiano, a fim de calcular, inicialmente, a area de regides
limitadas pelo gréafico de uma funcéo polinomial de 1° grau, o0 eixo-x e as retasx =aex =b do
intervalo [a,b] no dominio dessa funcédo. O intervalo [a,b] que aqui mencionamos, para efeitos
didaticos, é um intervalo fechado, ndo degenerado, isto é, a # b, eainda,a = 0e b > 0.

Faz-se necessario, da parte dos alunos, um conhecimento prévio de que uma funcéo
f:R — R chama-se afim, ou polinomial de 1° grau, quando existem constantes reais m e c tais
que f(x) = mx + c para todo x real. Quando m = 0, temos um caso particular conhecido por
funcdo constante, cuja lei € f(x) = c.

Os estudantes devem notar que o grafico de uma funcéo polinomial de 1° grau é

uma reta, e assim, identificar um retangulo pela regido limitada por uma fungéo constante ndo
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nula, o eixo-x e as retas x = a e x = b do intervalo [a,b], conforme FIGURA 2. Neste caso, a

area da referida regido corresponde a c(b — a) .

Figura 2 — Retangulo limitado pelo gréafico da funcéo, o eixo-x e as retasx =ae x = b no
intervalo [a,b].

eixo-y
A

fix)=c

» eixo-x

Fonte: Elaborado pelo autor.

Caso a funcdo constante fosse nula, ou seja, quando ¢ = 0, o gréfico da funcéo f
coincidi com o eixo-x.

Considerando-se m positivo, ¢ ndo positivo e o intervalo [a,b] com a representando
a raiz de f (valor que zera a fungéo), a regido limitada pela funcéo f, 0 eixo-x e a reta x = b no
intervalo [a,b] corresponde a um tridngulo retangulo, conforme FIGURA 3. Caso m negativo e

¢ ndo negativo, obtém-se a mesma figura plana refletida em torno do eixo-x. Portanto, a area

da referida regido corresponde a 'f(b)"# .

Figura 3 — Triangulo limitado pelo grafico da funcéo, eixo-x e a reta x = b no intervalo [a,b].

eixo-y

f(x)
f(b)

» eixo-Xx

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Se no intervalo [a,b], o valor de a fosse maior do que o valor da raiz da funcéo f ou
¢ assumisse um valor positivo (FIGURA 4), a regido limitada pela funcdo f, o eixo-x e 0

intervalo [a,b] seria um trapézio. Assim, a area da referida regido seria [f(a)+f(:)]'(b_a) . Como

na FIGURA 4, o valor de a coincide com a origem dos eixos coordenados, ou seja, a = 0, temos

que a area da referida regido seria M

Figura 4 — Trapézio limitado pelo grafico da funcéo, os eixos coordenados e a reta x = b no
intervalo [a,b].

flx)

» eixo-X

Fonte: Elaborado pelo autor.

Note ainda, FIGURA 4, que o trapézio é a unido entre o retdngulo Sz e o triangulo
S, logo, a area do trapézio também pode ser calculada pela soma das areas destas duas figuras

planas, conforme se segue:

Si+S;=0b—a).f(a)+

(b-a).[f(b) —fla)] _[f(a)+f(b)].(b—a)
2 2

E interessante notar que as fun¢des mencionadas sejam construidas pelos alunos no
GeoGebra, software geomeétrico que também utiliza recursos de algebra e do célculo e objetiva
0 ensino e a aprendizagem de Matematica, cujo detalhamento sera feito na secdo 3 deste
trabalho. Vale ressaltar, ainda, que na sec¢do 4 ha exercicios propostos para aplicacdo em sala
de aula (EP-SALA 2) e no laboratério de informatica da escola (EP-LAB 1).
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2.2 Integral Definida: ideia intuitiva por aproximacao de areas

O desafio agora € o seguinte: como calcular a area de uma regido onde um ou mais
de seus lados é representado pelo grafico de uma funcdo? Em outras palavras: como calcular a
area de uma regido que ndo pode ser comparada diretamente a uma figura plana conhecida?

Para responder a esta pergunta, os estudantes devem ser estimulados a refletir por
meio de um exemplo, cuja resposta deve ser estimada baseando-se em seus conhecimentos
sobre o calculo de areas de regides limitadas por uma funcdo polinomial de 1° grau, 0 eixo-x e
o intervalo [a,b] construidos até aqui.

Em todos os exemplos, utilizaremos apenas fungdes continuas no intervalo fechado
[a,b], que é uma condicdo suficiente para que tais funcbes sejam integraveis no referido
intervalo. Por funcdo continua entende-se, de uma maneira bem simploria, a funcéo cujo gréafico

nao possui “buracos” ao longo de seu tragado.
2
Considere a funcdo continua e positiva f(x) = % e a reta x = 4, de acordo com a

FIGURA 5. Como fornecer um valor aproximado para a area de uma regido limitada pelo

grafico de f, a reta x = 4 e 0 eixo-x no intervalo [0,4]?

x2

Figura 5 — Regido limitada pelo gréfico de f(x) = ' eixo-x e reta x=4 no intervalo [0,4].

1 3 3 4| wize-x

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Inicialmente, divide-se a regido, por exemplo, em quatro retdngulos conforme
FIGURA 6a. Note que a unido dos quatro retangulos, cuja base mede 1 unidade e altura
determinada pela ordenada do ponto de intersecdo do retangulo com grafico da funcdo, nos da
uma aproximacao por excesso, uma vez que parte dos retangulos estdo acima do grafico. Ja na
FIGURA 6b, vé-se apenas trés retangulos porque o primeiro, da esquerda para a direita, no
intervalo [0,1] possui “altura zero”. Neste caso, a unido dos trés retangulos esverdeados nos da

uma aproximacéo por falta, pois os mesmos estdo sob o grafico da funcéo f.

Figura 6 — Aproximacéo da area da regido descrita na figura 5.

(a) (b)

Fonte: Elaborado pelo autor.

Como a base dos retangulos € de 1 unidade, a area da regido aproximada por
excesso, doravante chamaremos Soma Superior, resume-se a soma das ordenadas dos pontos

de interse¢do dos retangulos com o gréafico da funcdo, logo:

Soma Superior = f(1).1+ f(2).1+ f(3).1+ f(4).1
12 22 32 42
2 2 Tty

05+2+45+8
15
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Sendo assim, a area da regido limitada pelo gréfico de f, o eixo-x e aretax =4 ¢
menor do que 15. Por outro lado, a &rea da regido aproximada por falta consiste na soma:

2 92 92
Soma Inferior = f(1) + f(2) + f(3) = 7+7+7

=054+2+45=7
Logo, a area da regido limitada pelo grafico de f, 0 eixo-x e a reta x = 4 € maior do

que 7, assegurando-nos que a area da regido procurada A pode ser expressa a seguinte forma:
7<A<15

Note, por exemplo, que na FIGURA 6a, se excluissemos a regido sobre o grafico
da funcdo f, encontrariamos o valor da area da regido procurada A, no entanto, o excesso embora
aparente ser quatro triangulos, ndo o sdo. Assim, considerando-se que 0S MesmMOSs sejam
triangulos (FIGURA 7), certamente encontrariamos uma aproximacdo melhor para a area da

regido procurada A.

Figura 7 — Excluséo dos excessos na regido do grafico da funcéo f(x) = xz_z

N
!

]

0 1 2 3 4

Fonte: Elaborado pelo autor.

E facil observar, principalmente no intervalo [0,2], que 0s excessos nio sio

triangulos, porém, vamos considera-los como tais e exclui-los da Soma Superior.
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Os excessos, considerando apenas os triangulos, serdo calculados da seguinte

forma, uma vez que a base é de 1 unidade:

4_2
fO fAO-fO fBO-f2 fBHO-fB _f&H_ 7 _16
2 2 * 2 - 2 =2 "2 7~

Assim, a Soma Superior menos 4, nos dad uma nova aproximagao por excesso que
é de 11 e a area da regido procurada A pode ser expressa por 7 < A < 11.
Se considerarmos o triangulo do intervalo [0,1] e os trapézios do intervalo [1,4],

chegariamos diretamente ao resultado anterior, conforme comprovamos a seguir:

f(l)+f(1)+f(2)+f(2)+f(3)+f(3)+f(4)=Q

2 2 2 2 ;=1

Podemos concluir, entdo, que a area da regido procurada A esta compreendida entre

a Soma Inferior e a Soma Superior, isto &,

Soma Inferior < A < Soma Superior

Esta soma é denominada Soma de Riemann, assim chamada em homenagem ao
matematico alemdo Georg Friedrich Riemann (1826 — 1866). Podemos, assim, aumentar o
numero de retangulos para encontrar valores cada vez mais proximos da area da regido limitada
pelo gréafico da funcéo f, o eixo-x e a reta x =4 no intervalo [0,4]. Conforme se vé na TABELA
1, e acorrespondente ilustracdo na FIGURA 8, quanto mais se aumenta o numero de retangulos,

as aproximacoes obtidas ficam cada vez melhores e convergem para 10,67.

Tabela 1 — Soma Inferior e Superior.

Numero de Soma Soma

retangulos Inferior Superior
4 7 15

8 8,75 12,75

16 9,69 11,69

50 10,35 10,99

100 10,51 10,83

1000 10,65 10,68

10000 10,67 10,67

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Seria interessante que 0s estudantes construissem esses retangulos no papel,
calculassem a area de cada um e, por fim, somassem tais valores. A quantidade de retangulos
fica a critério do professor, bem como a figura a ser utilizada — para efeito de fixacdo do
conteddo. Na secdo 4 deste trabalho, exercicios sdo propostos para aplicacdo em sala de aula
(EP-SALA 3) e para casa (EP-CASA 2).

2
Figura 8 — Aproximacao da area de f(x) = x? com o aumento do numero n de retangulos.

[
|

,,,,, : /] \\|HM
,,,,,, ' — 1 MH““
E;ZEZ

3 4 ° 1 2 4

n=4 n=8 n=16 n=50 n=100 n=1000

—_

Fonte: Elaborado pelo autor.

O que se deseja até 0 momento é que os estudantes sejam orientados a calcular, de
forma intuitiva, algumas integrais definidas. Os resultados encontrados por aproximacdo de
area sdo 0s mesmos que seriam obtidos se fosse utilizado o calculo de integrais na disciplina de

Célculo no Ensino Superior, conforme se vé logo abaixo:

f‘*xzd _1f42d B M O St L
o2 T2 T T2 BT T T

De acordo com Leithold (1994, p. 332), é possivel, com base neste mesmo
argumento, apresentarmos a férmula para calculo da area de um retangulo usando Integral

Definida da seguinte forma:

b
f cdx = c.(b—a)
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Veja que, se ¢ > 0, a Integral Definida f:c dx dard o valor da medida da area da

regido tracejada na FIGURA 2, que é um retangulo cujas dimens@es sdo ¢ unidades e (b-a)
unidades.

De um modo bem resumido, para maiores detalhes consultar APENDICE A, a
Integral Definida é o limite da Soma de Riemann, ou seja, a rea de uma regido limitada pelo
eixo-x, pelas retas x = a e X = b e pelo gréafico da funcéo f, onde f € uma funcéo continua no

intervalo fechado [a,b], e dada por

n

Area = lim f(c;)Ax
Nn—+00 4 4
i=

Vamos considerar apenas f(x) > 0 para todo x no intervalo [a,b]. Seja Ax = b;—a,
onde n é o nimero de subintervalos onde [a,b] foi dividido. Como f é continua no intervalo
fechado [a,b], ela também é continua em cada um dos subintervalos. Existem muitas formas de
se chegar a esse resultado, no entanto, seguindo a mesma linha de raciocinio de Leithold (1994,
p. 318), podemos simplificar tal procedimento dizendo que no i-ésimo subintervalo, ci € o
namero para o qual a funcao f possui um minimo absoluto, onde f(ci) é este valor no subintervalo
[xi-1, xi]. Considerando os n retangulos, cada um com comprimento 4x e altura f(c;), a soma das

areas desses n retangulos sera de

Su = Flebx + f(e)bx+ -+ fledx = ) fle)bx

Note que a area da regido é sempre maior ou igual a Sy, no entanto, quando n cresce, os valores

de S aumentam e assim, crescendo n indefinidamente, os valores de S, tendem a um limite.
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2.3 Célculo exato da area de f(x) = x2 no intervalo [0,1]

Com o intuito de expressar a area de uma regido limitada pelo grafico de uma
funcdo de modo mais preciso, vamos descrever nesta secdo, com riqueza de detalhes, um
exemplo ilustrativo adaptado de Leithold (1994, p. 320),

Vamos encontrar a area da regido limitada pelo grafico da funcao f(x) = x2, o eixo-

X e areta x = 1, tomando retangulos inscritos.

Figura 9 — Area de f(x) = x2 no intervalo [0,1].

y

T (1,1)

b
7 X

X/K: X.

Fonte: Adaptado de Leithold (1994, p.320).

A FIGURA 9 mostra a regido do i-ésimo retangulo inscrito. Dividindo o intervalo
fechado [1,1] em n subintervalos, cada um com comprimento 4x, temos que Ax = I/n.

Como a funcéo é crescente no intervalo considerado, o0 minimo absoluto de f no i-
ésimo subintervalo [xi.1, xi] € f(xi-1). Logo,

n
Area = lim Z f(ci)Ax
i=1

n—+oo
n
Area = lim Zf(xi_l)Ax
n—+oo L
=1
Como Xxi-1 = (i—1)4x e f(x) = x2, temos que f(xi-1) = [xi-1]?2 = [(i—1)4x]2 Logo,
n

Zf(xi_l)Ax - Z[(i _ 1)Ax]? Ax = Z(i — 1)2(Ax)%Ax = Z(i —1)2(Ax)?

i=1
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Porém, Ax = 1/n, sendo assim,
n n 3 n n

. 2 (1 . 2 1 1 0
D fGiax= Y (=172() = ) (= Dig = 5D (=D
i=1 i=1 i=1 i=1
Desenvolvendo a parte interna do ultimo somatdrio, temos:

an:f(xi_l)sz %[Zi2—22i+211

Como n é um namero inteiro positivo, podemos usar as férmulas abaixo, sem a

necessidade de demonstracao por fugir do escopo do trabalho.

Zi _ n(n2+ 1) . Z 2 n(n + 1)6(2n +1)

i=1 i=1

Obtemos, assim,

- 1 [n(n+1)@2n+1) n+1) ]
nmn n nn
Zf(xi_l)Ax =3 c - 2. > +n
=1 -
1 [@*+nm)@2n+1) én(n+1)  6n]
~nd 6 6 6 |

1[2n3+3n°+n 6n2+6n+6n
ne | 6 6 6

1[2n®+3n°+n—6n°>—6n+6N
_n3_ 6

1 [2n3 —3n% + nl

T n3| 6
1 2n® —3n+1
6 n?

Portanto,

n
Area = lim Zf(xi_l)Ax
n-+oo
i=1

_ (1 2n2—3n+1>
= lim (- ———

n—-+o \ 6 n2
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] 1 2n2 —-3n+1
Area = = - lim
6 n—>+00< n2 )
1 3 1
=5 dm (2-74 )
1
=z (2-0+0)
1
= 2
. 1
Area=§

Assim, a area da regido limitada pelo grafico da funcéo f(x) = x2, o eixo-x e a reta
x=1, tomando retangulos inscritos, é de 1/3 unidades quadradas.

Fica evidente, portanto, que a proposta de trabalhar, no Ensino Médio, a ideia
intuitiva de integral definida ¢ uma boa oportunidade de ndo apenas revisar conceitos sobre o
calculo de areas de figuras planas e gréafico de fungdes, como também introduz conceitos de
Calculo Integral.

A ideia a seguir € oferecer ao aluno uma outra maneira de encontrar a area descrita
anteriormente através do uso de um software muito utilizado — ou pelo menos deveria ser — por

professores de Matematica do Ensino Médio, o0 GeoGebra, assunto da proxima segao.
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3 SOFTWARE GEOGEBRA

Primeiramente, deter-nos-emos apenas aquilo que for necessario ao entendimento
do assunto hora proposto. Nao pretendemos com esta se¢do elaborar um tutorial para leigos no
assunto. Queremos sim, apresentar de forma objetiva e, quando necessério, detalhada as
ferramentas essenciais do GeoGebra, a fim de propiciar aos alunos uma maneira interessante
de calcular area de regides sob o grafico de funcoes.

Ao final desta secdo, alunos e professores serdo capazes de reconhecer o software
GeoGebra e sua sintaxe, utilizar algumas de suas func@es, construir gréficos de funcoes
polinomiais de 1° e de 2° graus e, por fim, calcular a area das regides descritas na se¢do anterior.

3.1 Conceitos essenciais

GeoGebra é um software de distribuicdo livre, desenvolvido por Markus
Hohenwarter em 2001, que possibilita integrar recursos de algebra, geometria e calculo para o
ensino e a aprendizagem de Matematica. Muitos sdo os softwares matematicos de geometria
dindmica encontrados no mercado atualmente, como: Cabri Géomeétri Il, Cinderela, The
Geometer’s Sketchpad, Geoplan, Geometria Dindmica e 0 GeoGebra. A escolha deste Gltimo
estd na sua gratuidade, disponibilidade em lingua portuguesa, facilidade de entendimento e
realizacdo de construcdes tanto com pontos, retas, conicas como com funcdes que podem se
modificar de forma dindmica, ou seja, expressdes em algebra correspondem a objetos concretos
em geometria e vice-versa. Os outros softwares citados foram preteridos ou por serem pagos
ou por estarem disponiveis apenas em lingua inglesa ou por serem de dificil manipulacéo.

A versdo do programa utilizada neste trabalho é a 4.4.12.0, que requer um aplicativo
Java instalado no computador para um correto funcionamento. Sua estrutura basica esta
dividida, conforme FIGURA 9, em:

1. Barra de Ferramentas: elipsada pela cor amarela, no topo, onde sdo encontradas todas
as ferramentas de geometria dinamica;

2. Janela de Algebra: elipsada pela cor verde, & esquerda, onde sdo encontradas as
informacdes algébricas das construgdes;

3. Janela de Visualizagdo: elipsada pela cor azul, a direita, onde sdo encontradas as
construcdes geométricas;

4. Campo de Entrada: elipsada pala cor vermelha, na base, onde sdo inseridos os comandos

algébricos.



Figura 10 — Janela inicial do GeoGebra.
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(4] GeoGebra = =
Arquivo Editar Exibir Opgles Ferramentas Janela Ajuda Entrar...
I | . . B
L A, bl P Zadl @7 @ liFY:Te L 232 ‘%’7 Barra de Ferramentas 5
= v % 7 v ’ ) i
| v Janela de Algebra ‘ v Janela de Visualizagio =
2
5]
2]
N
: 0 : . q
-2 1 a 1 2 3 4 ] -] T B8 a 10 11
]
B

Fonte: Elaborado pelo autor.

3.2 Calculando a area de figuras planas

Vamos introduzir, primeiramente, uma ferramenta chamada Controle Deslizante

que pode ser encontrada na Barra de Ferramentas, icone ~=. Sua funcdo é tornar a geometria

mais dindmica através de animacdes. Na janela que se abrir, daremos o nome de m, no intervalo

min = -50, max = 50 e incremento = 1, arbitrariamente. A ferramenta aparecera na Janela de

Visualizagdo e seu correspondente algébrico na Janela de Algebra, conforme FIGURA 10.

Figura 11 — Controle Deslizante.

o GeoGebra = =
Arquivo Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda Enfrar.
A [liEN Ol L] \-
\ e G a asc ||| a=2
%7'7/7/‘7'/7 o 2y o[ L N 7‘%’7 ) &
» Janela de Algebra x| | » Janela de Visualizagio
= Numero
: &
—om=40
2
Controle Deslizante H
o
(®) Nimero Mome
s m
. O Angulo
e [] Aleatério (F9}
2
Intervalo | Controle Deslizante | Animagao
4
3 min: =50 max 50 Incremento: |1
ER Aplicar Cancelar m=0
1,
o
1 o 1 3 3 i B ] 7 ] G b b 2 e T4 5 s 7 18 Ta %0 21
Entrada: 1]

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Repetindo-se 0 mesmo procedimento, criaremos um novo Controle Deslizante
chamado c. No Campo de Entrada, digitaremos f(x) = m * x + c para inserir uma reta que
aparecera na Janela de Visualizacdo e seu correspondente algébrico na Janela de Algebra. Na
FIGURA 2, mostramos um retangulo limitado por uma funcao constante ndo nula, o eixo-x e
as retas x = a e X = b no intervalo [a,b]. Fagamos, agora, m=0,c=4,a=1¢e b = 4. Para
acrescentar as retas a = 1 e b = 4, basta inseri-las no Campo de Entrada. O resultado pode ser
visto na FIGURA 11.

Figura 12 — Area do retangulo sob o gréfico de f(x) = 4, no intervalo [1,4], usando GeoGebra.
jo fungdo constante.ggb = =

Arquivo Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda Entrar.

Al DO O L) N lec]=]

» Janela de Algebra = [x|| » Janela de Visualizagio

g >

= Funcio

Lo f(x) = 0xt4
= Nimero

@ c=4

“e@ m=0

i@ Area=12

= Reta

i ax=1 = =
5--jb:x:4 a=1 b=4
s
Jlz) =4
4
? m=0
——
2 Area =12
c=4
S ——

-1

Entrada:| Integral[ <Funcdo>, <Valor de x Inicial=, <Valor de x Final=] A

Fonte: Elaborado pelo autor.

Vé-se claramente que a area da figura formada € igual a 12 unidades de area, visto
que sua base mede 3, que € a diferenca entre os extremos do intervalo fechado [1,4], e sua altura
mede 4. Perceba que o grafico da fungdo constante € sempre paralelo ao eixo-x. A area do
retdngulo é obtida pela inser¢do, no Campo de Entrada, do comando: Integral[ <Funcéo> ,
<Valor de x Inicial> , <Valor de x Final> ], conforme se vé na FIGURA 11. Substituindo
<Funcgdo> por f, <Valor de x Inicial> por 1 e <Valor de x Final> por 4, obtemos o resultado
desejado.

Modificando os valores de m e ¢ para 1 e —1, respectivamente, obteremos a funcao
f(x) = x — 1 e, assim, a regido limitado por f, 0 eixo-x e intervalo [1,4], assemelhasse a da
FIGURA 3, conforme se verifica na FIGURA 12.
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Figura 13 — Area do triangulo sob o gréfico de f(x) = x - 1, no intervalo [1,4], usando GeoGebra.

Arquivo Editar Exibir Opcles Ferramentas Janela Ajuda Entrar.
Bl
A 3 ©)| L) N nsc) e

[6] o AP OO & N e ) ) 00
» Janela de Algebra » Janela de Visualizaca
= Fungao o]
Lo f(x) = 1x—1 a=1 b=4
= Nimero
@ e=A —
' z)=x-1
B i f@)
F-@ Area=45
= Reta
O arx=1
L@ brx=4 +

3]

m=1
2 ———————— <N
c=-1
1 . ——
Area = 4.5
o
1 o 2 H L 5 H 7 & H 10 11 iz 1 1a 15

Emrana" =‘ @

Fonte: Elaborado pelo autor.

E, por fim, para obtermos uma area semelhante a FIGURA 4, basta modificarmos
os valores de m e c para 1 e alterarmos a reta a = 1 para a = 0, obtendo a fungéo f(x) = x + 1,
no intervalor [0,4], de acordo com a FIGURA 13.

Figura 14 — Area do trapézio sob o grafico de f(x) = x + 1, no intervalo [0,4], usando GeoGebra.
e e -cEE

x

Arquivo Editar Exibir OpcBes Feramentas Janela Ajuda Entrar
Eollad
D% B IS [o) ) P N I
[&] AL > Ol O €l N e L] ] 0%
» Janela de Algebra » Janela de Vi 1
= Fungio &4
Lo flx) =1x+1 a=0 b=4
= Nimero
i@ et fleg)=2z+1
@ m=1 5
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@ bx=4 &
3]
m=1
2 —— K |
a c=1
P Area =12 ——
/
/1 o 1 2 K & 8 7 e g 10 11 12 13 14 15
Entrada: Il @

Fonte: Elaborado pelo autor.

A area das figuras é calculada dinamicamente com a simples variacdo dos Controles
Deslizantes através do mouse ou pelas setas do teclado de um computador qualquer. Na se¢éo
4 deste trabalho ha exercicios propostos para aplicagdo no laboratério de informatica da escola
(EP-LAB 2).
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3.3 Aplicacéo do GeoGebra a Integral Definida

Considere a funcdo continua e positiva f, da secdo 2.2. Nossa intencédo era fornecer
um valor aproximado para o valor da &rea da regido limitada pelo graficode f,aretax=4eo0
eixo-x no intervalo [0,4]. Agora, utilizaremos o GeoGebra para aumentar o ndmero de

retangulos, afim de encontrar valores cada vez mais proximos da area da regido limitada pelo
2
grafico da funcdo f(x) = x? 0 eixo-x e a reta x = 4 no intervalo [0,4]. As etapas sdo

basicamente as mesmas utilizadas até aqui com o acréscimo da funcdo Soma Inferior e Soma
Superior proporcionada pela software:
1) Insira um Controle Deslizante chamado n, com intervalo de 0 a 1000 e incremento de
1, na Janela de Visualizacéo;
2) Insira o comando f(x) = x2/ 2 no Campo de Entrada. O gréfico da funcdo f aparecera na
Janela de Visualizacdo e o seu correspondente algébrico na Janela de Algebra;
3) Insira o comando x = 4 no Campo de Entrada, para obter a reta que limita a funcéo f a
direita;
4) Insira o comando SomaDeRiemannlinferior[f, 0, 4, n] no Campo de Entrada, onde f é a
funcdo considerada, 0 e 4 é o intervalo e n é o Controle Deslizante que foi criado;
5) Repita o item anterior substituindo a palavra Inferior por Superior;
6) Insira o comando Integral[f, 0, 4] no Campo de Entrada, para que o GeoGebra calcule

automaticamente o valor de integral de f. O objetivo aqui é fazemos uma comparacao.

Figura 15 — Variagdo das Somas Superior e Inferior para o célculo de areas.

n=4 n=8& n=50 n=100 n=1000
Soma Sup.: 13 Soma Sup.:12.73 Soma Sup.: 10,99 Soma Sup.: 10,83 Soma Sup.: 10,68
Integral: 10.67 Integral: 10,67 Integral: 10,67 Integral: 10,67 Integral: 10,67
Soma Inf.:7 Soma Inf.: 8,75 Soma Inf.: 10,33 Soma Inf .- 10,51 Soma Inf . 10,63

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Perceba que o resultado aparece imediatamente na Janela de Visualizacdo e a
medida que deslocamos o Controle Deslizante n para a direita, 0 nmero de retdngulos aumenta,
o0 valor numérico da Soma Inferior aumenta e o valor numérico da Soma Superior diminui,
ambas, convergindo para 10,67 que € o valor numérico aproximado da integral, conforme
FIGURA 14.

Vamos agora enunciar um exemplo um pouco mais elaborado. Calculemos a érea
da regido limitada por duas funcdes em um intervalo [a,b], onde a e b sdo as abscissas dos

pontos de intersecdo dos respectivos graficos. A regido a qual nos referiremos é a limitada pelos

Figura 16 — Area da regido limitada pelos gréaficos de f e de g.

g(x)

gréaficos de f(x) = — x + 6 e de g(x) = x2, no intervalo [-3,2], conforme FIGURA 15.
g(x)

|‘|

A =A1-A2

Hl |“ .nllmmm“
IR I ra

(¢)

A:
)

| (an) :
Fonte: Elaborado pelo autor.

O intervalo escolhido [-3,2] se justifica pelo fato de que para x = -3 e x = 2 tem-
se que f(x) = g(x). O procedimento adotado para a aproximacao do valor da area da regido A é
0 mesmo trabalhado nos exemplos anteriores, calculando separadamente a aproximacao de cada
funcéo e, em seguida, fazendo a diferenca entre elas.

Observe, inicialmente, que A (&rea da regido limitada pelo grafico de f, o eixo-x e
as retas x = -3 e x = 2) pode ser calculada usando a formula da area de um trapézio, conforme
FIGURA 1, onde a base maior é dada por f(—3)=g(-3)=9, a base menor é dada por f(2)=g(2)=4

e a altura é dada pela diferenca entre as abscissas do intervalo [-3,2] que é 2 — (-3) = 5.

L _O+D5 135 65 .
Y2 2 2 Y

No entanto, queremos calcular A1 usando aproximacao de areas no GeoGebra, cujo
resultado pode ser visto na FIGURA 16.
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Figura 17 — Aproximacao de area de f(xX) = — x + 6 com 0 aumento do nimero n de retangulos.

B -

n=_§ n=30 n=100 n=1000

V

saf Ll ]

I
a o

Soma Superior: 34,06 Soma Superior: 32,92 Soma Superior: 32,62 Soma Superior: 32,51
Integral: 32,50 Integral: 32,50 Integral: 32,50 Integral: 32,50
Soma Inferior: 30,94 Soma Inferior: 32,08 Soma Inferior: 32,38 Soma Inferior: 32,49

Fonte: Elaborado pelo autor.

Perceba que o aumento do nimero de retdngulos permite encontrar valores cada
vez mais proximos da area da regido limitada pelo grafico de f, 0 eixo-x e as retasx = -3 e x =
2 no intervalo [-3,2]. Conforme se vé na FIGURA 16, quanto mais se aumenta o nimero de
retdngulos, as aproximacoes obtidas ficam cada vez melhores e convergem para 32,50.

De modo similar encontramos A, no entanto, esta ndo é apenas a regido do lado
esquerdo do eixo-y, conforme se vé na FIGURA 15, mas toda a regido limitada pelo grafico de

g, 0 eixo-x e as retas x = -3 e x = 2 no intervalo [-3,2], conforme FIGURA 17.

Figura 18 — Aproximacao de area de g(x) = x2 com 0 aumento do nimero n de retangulos.

n=§8 n=230 n=100 n=1000
Soma Superior: 16,04 Soma Superior: 12,77 Soma Superior:11,99 Soma Superior:11,70
Integral: 11,67 Integral:11,67 Integral:11,67 Integral: 11,67
Soma Inferior:7,93 Soma Inferior:10,61 Soma Inferior:11,34 Soma Inferior:11,63

Fonte: Elaborado pelo autor.

De modo analogo ao processo anterior, quanto mais se aumenta o ndmero de
retdngulos, as aproximag0Oes obtidas ficam cada vez melhores e convergem para 11,67 que
representa a aproximacao da area da regido A.. Portanto, a area procurada corresponde a

A= A, —A, =32,50-11,67 = 20,83
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4 UMA PROPOSTA DIDATICA PARA A APRENDIZAGEM

Esta secdo foi pensada com base em nossa experiéncia didatica em sala de aula. Tal
experiéncia varia de professor para professor, assim como a aprendizagem varia de aluno para
aluno. Acreditamos que a repeticdo ainda é uma boa aliada na aprendizagem significativa de
determinados alunos quando bem planejada pelo professor.

Ao final desta secdo, os estudantes estardo aptos a calcular a area do retangulo, do
triangulo e do trapézio da maneira tradicional, usando o plano cartesiano e utilizando o Software
GeoGebra, reconhecer o software GeoGebra e sua sintaxe, utilizar algumas de suas funcoes,
construir gréficos de fungdes polinomiais de 1° e de 2° graus e calcular a area das regides

propostas como exercicio.

4.1 Exercicios propostos em sala de aula

Os exercicios em sala sdo de fundamental importancia porque o conteudo esta
“fresco” na mente dos alunos. Vamos entdo fazer algumas consideracGes iniciais acerca do
célculo da érea do retangulo da maneira tradicional. Considere o exemplo abaixo.

Figura 19 — Exemplo concreto da area do retangulo.

1
:ﬂtlurﬂ altura =2
bhase base =3
Area = base . aliura Area =hase . altura
Area=3.2
Area=46

Fonte: Elaborado pelo autor.

Supondo que tenha sido exatamente isso que o professor tenha exposto no quadro,
seria interessante que 0 mesmo, ao passar uma atividade a ser praticada em sala, repita 0 mesmo
processo quando estiver passando o exercicio em sala, pois o aluno, por sua vez, também o fara
no caderno e essa repeticdo o ajudard no processo de memorizacdo. Perceba que ao lado da
definicdo da area do retdngulo hd um exemplo bem detalhado. Essa riqueza de detalhes é
importante principalmente para os alunos do turno da noite, por ndo terem cursado 0 ensino
fundamental com o aproveitamento esperado. E recomendavel que o professor ndo faca tantas
exigéncias no inicio como a unidade de medida de &rea, o posicionamento do célculo ser de

lado ou para baixo, que inicie com nimeros pequenos, pois a tabuada de 2 e de 3 é do
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conhecimento da maioria. Esses pequenos e riquissimos detalhes ndo subestimam a inteligéncia

do estudante, pelo contrario, isso 0s motiva a resolver os proximos exercicios e é exatamente

isso que falta ao aluno: motivacdo. E quando eles comecam do facil, ou seja, quando de fato

sobem o primeiro degrau, os demais serdo consequéncia.

EP-SALA1

1. Complete os espagos vazios abaixo, para encontrar a area do retangulo.

RETANGULO
altura altura =2
base base=3
Area = base . altura %rea =base . altura
Area=3.2
Area=6

altura =2

base= 4

Area = base . altura
Area=
Area=__

2. Complete os espagos vazios abaixo, para encontrar a area do retangulo, utilizando a unidade

de medida indicada.

altura=6 cm

base=4 cm

Area = base . altura
Area=4.6
Area=24 cm?

base=3cm

Area =base . altura

alura=6ecm 4., =

;—‘Lrea =

3. Complete os espacos vazios abaixo, para encontrar a area do triangulo, utilizando a unidade

de medida indicada.

TRIANGULO

/\ altﬁlra Nura =3 cm /\
: ! 4 cm

&—— base ——

base . altura

Area= 3

«—base=2 cm —

base . altura
2

{ __ 2 .3 _
Area= 5 =

Area=

ra e

Area= 3 cm?

e— 3Icm ——

base . altura

Area= >

Area=

Area=
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Perceba que o aumento do nivel de complexidade das questdes foi feita de maneira

gradual, facil

itando, assim, a aprendizagem. De modo analogo, o procedimento acima pode ser

executado para encontrar a area do trapézio.

EP-SALA2
1. Complete os espagos vazios abaixo, para encontrar a area do retangulo, seguindo o modelo
proposto.
eixo-y
1 Area = (variacido do x).(variacio do ¥)
Area=(5-2).(4-0)
7 ! f(x)=4 ;—‘:1rea=3.4
E // | Area=12
; % | o
0 2 5 = 20K
eixo-y
1 Area = (variacio do x).(variacio do ¥)
Area=(__ - )(__-_ )
. ; f(x) =3 Area= __ . __
[T J //"'_r i .
:// S Area= ___
[ //,//: i
1P
:/-///"x/x/:
NV SAeIa
s ://f:
LA
L- ! B 2ixox
0| 1 6

2. Complete 0s espacos vazios abaixo, para encontrar a area do trapézio, seguindo o modelo da

Proposta 1.
e PROPOSTA 1
| Fix) Area=81+82
w7 R Area=[b. f(a)] + {b. [f(b) - f(a)]} / 2
\\\\sx\%' Area=[8.3]+{8.[7-3]}/2
f@=3 ;L'R:\SS\'\;.\"‘:\‘\“'*: Area=24+(8.4)/2
////f’% Area=24+32/2
0 =8 ¥ EXOX  frea=24+16

Area =40
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PROPOSTA 1

fix) :'?.rea =81+82
Area={ . )+ ] A - )72
Area= + [ i 1/2
Area= ____ + /2
+

..'—il!‘EE -

= 2ix0-%

;—';rea =

3. Complete 0s espacos vazios abaixo, para encontrar a area do trapézio, seguindo o modelo da

Proposta 2.
eixo-y
A PROPOSTA 2
Area={[f(b) + f(a)] . b} /2
f(b)=7 ,
Area=1{[7+3].8}/2
f[a}=}/ : Area={10.8}/2
i Area=80/2
0 b _ 8 > eXOX  Area=40
eixo-y
N PROPOSTA 2
Area={[f(b) + f(a)] . b} /2
f(b) =8------------- o I ,
C— Area=1l + ]. 112
| A = . /2
f(a) =3 : Area=1{__.__}
E Area=__ /2
0 b I:ﬁ > eXOX  Area=
EP-SALA3

1. Considere a fungdo f(x) = x2/2, representada pelo seu grafico na figura abaixo. Utilizando
seus conhecimentos para o célculo da area de retangulos, preencha a tabela observando:

a) os retangulos acima do grafico de f. Em seguida, determine a Soma Superior.
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/
o " Base Altura )
Area=Db.h
b h = f(x)
Retangulo 1 f(1) =122 =
o 1-0=1 1. %=%
R1 Y
" Retangulo 2
o R2
_ Retangulo 3
R3
Retangulo 4
. R4
JR177R2 |R3 | R4

Soma Superior =% + + + =

b) os retangulos abaixo do grafico de f. Em seguida, determine a Soma Inferior.

."II
# Base Altura

b h = (x)

Area=b.h

Reténgulo 1
R1

Retangulo 2
R2
Reténgulo 3
R3

Soma Inferior = + + =

,: R1|R2 | R3

o 1 F 3 o

2. Em vez de 4 retangulos, utilize 8 para determinar a aproximagao da Soma Superior e 6 para

a aproximacao da Soma Inferior.

3. Sabendo que Soma Inferior < Area Procurada < Soma Superior, qual é o valor a area
aproximada para a regido limitada pela funcdo f, a reta x=4 e o0 eixo-x no intervalo [0,4]?
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4.2 Exercicios propostos para casa

Acreditamos gue 0s exercicios propostos para casa devem, necessariamente, seguir
0s mesmos principios daqueles propostos em sala: obedecer os niveis de complexidade, bem
como o foco na repeti¢do. No entanto, como o aluno dispde de mais tempo — assim se imagina
—, pode-se propor a ele uma pesquisa. Esta deve, primordialmente, ser feita em seu livro didatico

e, a critério de cada professor, na internet.

EP-CASAL

1. Resolva os exercicios do seu livro didatico que mais se assemelham aqueles vistos em sala
de aula.

2. De acordo com o exercicio 2 resolvido em sala de aula, qual seria a area do retangulo caso
seus lados fossem 7cm e 8cm? Nao esqueca a unidade de medida de area.

3. Determine V para afirmativas verdadeiras e F para afirmativas falsas.

() A érea de um quadrado é calculada pela soma de seus lados.

() A érea de um triangulo é calculada pela metade do produto entre a base e a altura.

4. Pesquise na internet ouras formas de se calcular a &rea de um tridngulo.

EP-CASA2
1. Reveja o EP-SALAS3. Resolva as trés questdes propostas, utilizando a fungéo:
(@) f(x) =x2
(b) f(x) =x2—4
(c) f(x) =3x2+1
2. A medida que o nimero de retangulos aumenta cada vez mais, o valor da area da regido se
aproxima cada vez mais de que valor
(@ No item a?
(b) No item b?
(c) No item c?
3. Quanto maior o numero de retdngulos, maior seré a aproximacgéo para a area?

4. Resolva o exercicio 1 do EP-SALAS, para o intervalo [0,2].
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4.3 Exercicios propostos para o laboratério de informética

Os exercicios propostos para o laboratério de informatica tém o objetivo de fixar o
conteddo visto em sala. Tal mecanismo é uma forma de motivar, de chamar a atencéo do aluno,
pois para muitos o laboratdrio de informatica é algo “novo”. Alguns alunos respeitam mais o
laboratério do que a propria sala de aula, uma vez que acreditam que la aprenderdo de verdade.
De fato, 0 ambiente proporcionado € muito visual, quebra a rotina da sala, a monotonia de uma
aula expositiva, tradicional. No entanto, as atividades a serem realizadas no laboratério devem
ser muito bem planejadas para ndo incorrer no erro de deixar os alunos “soltos”. Uma das
maneiras de fazer isso é distribuir, com antecedéncia, uma lista de exercicios a serem postos
em pratica no laboratorio, contendo o passo-a-passo a ser executado. Segue abaixo alguns
exemplos que, seguidos corretamente, assegurardo uma boa aprendizagem dos conteddos

expostos até aqui.

EP-LAB1
1. Siga as orientacdes abaixo para calcular a area de um retangulo:
a) Abra o GeoGebra;
b) No Campo de Entrada, insira f(x) = 4 e tecle Enter;
c) Repita 0 mesmo processo do item anterior parax =2 e X = 5;
d) No Campo de Entrada, insira Area = Integral[f, 2, 5] e tecle Enter.

2. Siga as orientacdes abaixo para calcular a area de um triangulo:
a) Abra o GeoGebra;
b) No Campo de Entrada, insira f(x) = x — 1 e tecle Enter;
c) Repita 0 mesmo processo do item anterior para X = 5;

d) No Campo de Entrada, insira Area = Integral[f, 1, 5] e tecle Enter.

3. Siga as orientacdes abaixo para calcular a area de um trapézio:
a) Abra o GeoGebra;
b) No Campo de Entrada, insira f(x) = x + 2 e tecle Enter;
¢) Repita 0 mesmo processo do item anterior para X = 4;

d) No Campo de Entrada, insira Area = Integral[f, 0, 4] e tecle Enter.



36

EP-LAB2

1. Siga as orientacOes abaixo para calcular a area de figuras planas:

a)
b)

c)
d)

e)
f)

9)

h)

Abra o GeoGebra;

No Campo de Entrada, insira f(x) = ax + b e tecle Enter;

Aparecera uma guia perguntando se vocé quer criar dois Controles Deslizantes
chamados a e b, respectivamente. Responda Sim;

No Campo de Entrada, insirax =2 e x =5;

No Campo de Entrada, insira Area = Integral[f, 2, 5] e tecle Enter;

Se vocé atribuir o valor 0 ao Controle Deslizante chamado a, ou seja, a = 0 e o valor 4
ao Controle Deslizante chamado b, isto é, b = 4, vocé tera a area do exercicio 1 do EP-
LABI;

Para obter a &rea do exercicio 2 do EP-LABLI basta fazer: a = 1; b = —1; na Janela de
Algebra, clique duas vezes com o botdo esquerdo do mouse em x = 2 e substitua por
x=1; repita o procedimento anterior onde tem a palavra Area e substitua 2 por 1;

Para obter a area do exercicio 3 do EP-LAB1 basta fazer: a = 1; b = 2; na Janela de
Algebra, clique duas vezes com o bot&o esquerdo do mouse em x = 2 e substitua por
x=0; repita o procedimento anterior onde tem x = 5 e substitua por x = 4; repita o
procedimento anterior onde tem a palavra Area e substitua 5 por 4 e 1 por 0.
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5 CONCLUSAO

O presente trabalho se prop0s a avaliar a possibilidade e a necessidade da insercédo
das nocoes intuitivas do Célculo Integral no Ensino Médio, aliado ao estudo de fungdes. Pode-
se verificar que ao deixar de trabalhar essas ideias, perde-se uma 6tima possibilidade de ampliar
0 conhecimento dos estudantes e de mostrar a aplicacdo dos conceitos matematicos que estdo
presentes no curriculo desse nivel de ensino. As atividades propostas podem ser inseridas dentro
do desenvolvimento dos programas de ensino ja existentes, adaptando as abordagens aos
contelidos e proporcionando aos estudantes um ensino baseado na experimentagdo, na
visualizacdo e na aplicacdo dos conceitos estudados. O problema do calculo da area de regides
limitadas pelo grafico de funcGes, que foram abordados no decorrer desse trabalho, puderam
ser trabalhados de maneira bastante intuitiva com o auxilio do software GeoGebra.

Acredita-se que uma maior atencdo a aplicagdo dos conceitos matematicos nesta
fase da escolaridade pode reverter o quadro de dificuldades e altos indices de reprovacéo.
Atividades elaboradas com o objetivo de introduzir esses conceitos intuitivos no Ensino Médio
podem ampliar o olhar do estudante, durante o estudo de fungdes, de modo que, com a
introducdo dessas ideias intuitivas, seus estudos posteriores sejam facilitados. Percebeu-se com
esse trabalho que o aluno do Ensino Médio espera mais do que conceitos, exercicios e formulas,
ele espera que a matematica adquira aplicacdo, utilidade e que, a partir dos novos
conhecimentos, ele possa decidir sobre o que deseja para seu futuro. Grande parte da aceitacédo
e do bom desempenho dos estudantes nas atividades propostas dependera da utilizacdo desse
recurso dinamico e repleto de aplicabilidade para os conceitos matematicos que € o GeoGebra.

Sendo assim, este trabalho forneceu ideias e serviu de inspiracdo para professores
do ensino médio regular planejarem suas atividades com mais aplicabilidade. O professor que
desejar, pode fazer o uso das atividades aqui sugeridas na integra, ou ainda, selecionar as

atividades conforme sua necessidade para o desenvolvimento de suas aulas de matematica.
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APENDICE A - INTEGRAL DE RIEMANN
Particdo de um intervalo

De acordo com Guidorizzi (2001, p. 299), uma particdo P de um intervalo [a,b] é
um conjunto finito P = {Xo, X1, X2, ..., Xn} onde @ = Xo < X1 < X2 < ... < Xp = b. Esta particdo
divide o intervalo [a,b] em n subintervalos [xi-1, Xi], i = 1, 2, ..., n. A amplitude do intervalo [xi-
1, Xi] serd indicada por Ax; = Xi — Xi-1. Sendo assim: AX1 = X1 — Xo, AX2 = X2 — X1, etc.

Os numeros Axi, AXz, ..., AXn N30 S&0 necessariamente iguais; o maior deles
denomina-se amplitude da parti¢do P e indica-se por max Axi. Uma particdo P = {Xo, X1, X2, ...,

Xn} de [a,b] seré indicada simplesmente porP:a=xo< X1 <X2 <..<Xn=Dh.
Soma de Riemann

Sejam f uma funcdo definidaem [a,b]eP:a=X <x1<Xx2 < .. <Xxn=buma
particdo de [a,b]. Para cada indice i (i = 1, 2, ..., n) seja ¢i um ndmero em [Xi.1, Xi] escolhido
arbitrariamente. Denomina-se soma de Riemann de f, relativa a particdo P e aos nimeros ¢i, 0

namero

> et = Fle)hn + fe)hx, + -+ ey

Caso f(ci) > 0, entdo f(ci)Axi serd a area do retangulo R; determinado pelas retas
X=Xi-1, X = Xi, Y = 0 e y = f(ci). No caso de f(ci) <0, a &rea de tal retdngulo serd —f(ci)Axi. Sendo
assim, podemos interpretar, geometricamente, a soma de Riemann como a diferenca entre a
soma das areas dos retangulos Ri que estdo acima do eixo-x e a soma das areas dos que estdo
abaixo do eixo-x.

Seja F uma funcdo definidaem [a,b] esejaP:a=Xo <x1 <X2 < .. <Xp=buma
particdo de [a,b]. O acréscimo F(b) — F(a) que a F sofre quando se passade x =aparax=Db ¢
igual & soma dos acréscimos F(xi) — F(xi-1). Portanto, se P :a =Xo < X1 < X2 < ... < Xn = b for

uma partigéo de [a,b], entdo

n

F(b) = F(@) = ) [FG) = F(xi-y)]

i=1
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Integral de Riemann

Sejam f uma funcgéo definida em [a,b] e L um ndmero real. Quando méx Ax; — 0,

dizemos que f(c;)Axy + f(cy)Axy + -+ f(cp)Ax, tende a L, e escrevemos

n
lim OZf(cl-)Axi =1L
i=1

max Ax;

se, para todo ¢ > 0 dado, existir um ¢ > 0 que s6 dependa de ¢ mas ndo da particular escolha de

ci tal que

<Ee€

Zl Fle)nx; — L

para toda parti¢do P de [a,b], com max Ax; < é.

Tal nimero L, que quando existe € unico, denomina-se integral (de Riemann) de f

em [a,b] e indica-se por f:f(x)dx. Entdo, por definicao,

b n
[ reodx= tim > reeon
a max Ax;—0 =

Se ff f(x)dx existe, entdo diremos que f é integravel (segundo Riemann) em [a,b]

e também pode ser chamada de integral definida de f em [a,b].



