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Voltei-me e vi debaizo do sol que

nao € dos ligeiros a carreira,

nem dos valentes a peleja,

nem tao pouco dos sabios o pao,

nem ainda dos prudentes a riqueza
nem dos entendidos o favor,

mas que o tempo e a sorte pertence a

todos.

(Eclesiastes 9:11).



Resumo

O presente trabalho consiste no estudo do conjunto Z[i], formado pelos pares (a, b), onde
a e b sdo niimeros inteiros e > = —1. Neste conjunto definiremos uma funcao multipli-
cativa chamada Norma e desenvolveremos uma teoria similar a desenvolvida no estudo
de Nimeros Inteiros. O principal resultado consiste que em Z[i] a fatoragdo em primos é
mantida, ou seja, todo inteiro gaussiano nao nulo pode ser escrito como produto de pri-
mos. Por fim, mostramos que é possivel resolver problemas de niimeros inteiros através
da teoria dos Inteiros de Gauss, tais como: um primo que é escrito como soma de dois

quadrados, um quadrado que é escrito como soma de dois quadrados e um cubo que é

escrito como soma de dois quadrados.

Palavras chave: Divisao Euclidiana, Soma de dois quadrados, Numero Complexo,

Nimero Primo, Inteiro Gaussiano.
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Abstract

This present work consists in the study of Z[i], formed by the pair (a,b) where com a
and b are integers and i> = —1. In this set we define a certain multiplicative function
called Norma and develop a similar sequence developed in the study of numbers Integers
theory. The main result is that in Z[i] the factorization into primes is maintained, ie, all
nonzero Gaussian integer can be written as a product of primes. Finally, we show that it
is possible to solve problems of integers through the theory of Gaussian integers, such as
a prime that is written as a sum of squares, a square that is written as a sum of squares

and a cube that is written as a sum square.

Keywords: Euclidian division, Sum square, complex number, prime number, Gaussian

integers.
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Introducao

“O pensamento é apenas um lampejo entre duas longas
noites, mas esse lampejo é tudo.”
(H. Poincaré)

Um pouco sobre a histéria de Gauss

Johann Carl Friedrich Gauss (1777-1855) foi um matemético e cientista aleméo,
que contribuiu significativamente para diversas areas, incluindo a teoria dos numeros,
estatistica, andlise, geometria diferencial, geodesia, geofisica, eletrostatica, astronomia e

Otica.

Ele teve uma influéncia notavel em muitos campos da matematica e ciéncia e
estd classificado como um dos matematicos mais influentes da histéria. Ele se refere a
matematica como “a rainha das ciéncias”. Gauss foi uma crianga prodigio, pois comegou
sua histéria com a matematica logo cedo, ainda na infancia. Mesmo sendo filho de cam-
poneses pobres, teve apoio de sua mae e de seu tio para estudar. Aos trés anos de idade,
Gauss ja realizava algumas operacgoes aritméticas, tendo, desenvolvido precocemente as

suas facanhas matematicas.
Conta-se que, segundo Boyer(1996, p. 343):

Um dia, para ocupar a classe, o Professor mandou que os alunos somassem todos os
nimeros de um a cem, com instruco para que cada wm colocasse sua arddsia® sobre a
mesa logo que completasse a tarefa. Quase imediatamente, Gauss colocou sua ardosia

sobre a mesa, dizendo: ’Ai estd!” O professor olhou-o com desdém enquanto os outros

lseria uma espécie de pequena lousa.



trabalhavam diligentemente. Quando o instrutor finalmente olhou o resultado, a ardosia

de Gauss era a unica com a resposta correta, 5050.

Gauss tinha 10 anos de idade.

Espantou o seu mestre, Buttner, quando iniciou os estudos de aritmética mos-
trando grande facilidade em resolver operacoes matematicas consideradas complicadas.
Buttner tinha, nessa época, um jovem assistente, de 17 anos, Johann Martin Bartels,
apaixonado pela matematica, a quem entregou a tarefa de ensinar ao precoce Gauss. En-
tre os dois mocgos firmou-se sélida amizade, que durou até a morte de Bartels. Um dos
frutos dessa amizade foi o caminho que Bartels abriu para Gauss, pois o fez conhecido do
duque de Braunschweig, Carl Wilhelm Ferdinand, este se tornou protetor de Gauss e lhe

proporcionou condic¢oes de estudo.

No ano de 1792, Gauss se matriculou no colégio Carolinum, permanecendo trés
anos. Estudou profundamente as obras de Leonhard Euler, Joseph-Louis Lagrange e Isaac
Newton. Nesta época Gauss iniciou as suas investigacoes sobre Aritmética Superior, que
o tornaria imortal e lhe daria o titulo de “Principe da Matematica”. Gauss deixou o
Collegium Carolinum em outubro de 1795, para entrar na Universidade de Go&ttingen.
Em 1796 define suas preferéncias difinitivamente, decidindo dedicar-se a matematica. No
dia 30 de margo desse ano, Gauss comeca a redigir um diario cientifico, anotando as suas
descobertas. Esse diario sé foi divulgado 43 anos apds a morte de Gauss. O diario contém
146 anotagoes, breves exposigoes dos descobrimentos feitos pelo seu autor no periodo de
1796 a 1814. Os trés anos passados em Gottingen foram dos mais prolificos de sua vida.
As ideias que vinha recolhendo desde os 17 anos, foram, nessa época, ordenadas e es-
miugadas, resultando, em 1798, nas Indagagoes Aritméticas, por muitos considerada a

obra prima de Gauss.

O percurso vitorioso de Gauss viria a terminar a 23 de fevereiro de 1855, dia em
que faleceu enquanto dormia. Apesar da sua morte, o seu trabalho e as suas poderosas
contribuigoes para a Matematica estao, ainda hoje, mais vivas do que nunca. Em um olhar

pela histéria da Matematica e da Astronomia sera impossivel nao reconhecer o quanto o



trabalho realizado por Gauss permitiu que estas duas ciéncias progredissem e tivessem o

grau de rigor e precisao que hoje as caracterizam.

Um pouco sobre a histéria dos nimeros inteiros gaussianos

Entre os anos de 1808 e 1825, Gauss investigava questoes relacionadas a reci-
procidade ctibica: z® = ¢ (mod p), onde x é inteiro e p,q primos e a reciprocidade

4

biquadratica: z* = ¢ (mod p), onde x é inteiro e p, ¢ primos, que podem ser escritas da

3 _geap=z'—gq, quando percebeu que

seguinte maneira, respectivamente: a.p = x
essa investigacao se tornava mais simples trabalhando em um subconjunto dos nimeros

complexos Z[i], o conjunto dos inteiros gaussianos.

Gauss estendeu a ideia de nimero inteiro quando definiu o conjunto Z[i], pois
descobriu que muito da antiga Teoria de Euclides sobre fatoracao de inteiros poderia ser
transportada para Z[i|, com consequéncias importantes na Teoria dos Nimeros. Ele de-
senvolveu uma teoria de fatoragdo em primos para esses nimeros complexos e demonstrou
que essa decomposicao em primos ¢é tnica, como acontece com o conjunto dos nimeros

inteiros.

Proposta do Trabalho

Através das ideias de Gauss, nosso objetivo nesta pesquisa é estudar o conjunto
numérico dos Inteiros Gaussianos. Para isso estudaremos suas propriedades, seus resul-

tados e faremos um comparativo com os numeros inteiros.

Serd que problemas complexos em Z sdo mais simples em Z[i]?7 Serd que é
possivel resolver problemas dos inteiros usando a teoria dos inteiros gaussianos? Da-
dos dois nimeros complexos o = a + bi e § = ¢+ di, com a,b, ¢, d inteiros, sera que é
possivel obter outros complexos v = m +ni e r = w + zi, com m, n, w, z inteiros, tal que
a = [+ r? Serd que existe uma expressao que descreva todos os pontos da Figura 17
Observe que os primos 5 = 1242213 = 2243% 17 = 12 +42,29 = 224+5% 37 = 12 +6* tém

caracteristicas semelhantes: sao escritos como soma de quadrados e deixam resto 1 quando



dividido por 4. Serd que numeros com estas caracteristicas sempre serao escritos como
soma de quadrados? Agora observe que os primos 3,7,11,19 também possuem carac-
teristicas semelhantes: nao sao escritos como soma de quadrados e deixam resto 3 quando
divididos por 4. Sera que nimeros com estas caracteristicas nao podem ser escritos como
soma de quadrados? Observe que 125 = 5% = 1214+4 = 1124+2% 8 =23 = 44+4 = 22+ 2%
Sera que sempre é possivel escrever um cubo como soma de quadrados? Sera que é possivel

falar em nimero primo em Z[i]? Serd que todos os niimeros primos em Z sao primos em

Z[i]?

Figura 1: Existe uma expressao que descreva todos os pontos desta malha?

Na busca destas respostas e no desenvolvimento desta teoria, este estudo se cons-
titui numa pesquisa qualitativa do tipo bibliografica. Pretendemos transformar todo este
estudo em um material didatico com a teoria necessaria para servir de apoio ao Professor
e/ou estudante matematico e atividades numéricas, curiosas e de facil acesso para o leitor

interessado no assunto.

A ideia é construir um material com uma linguagem mais simplificada, nao usando

termos da Algebra, mas seguindo o padrao do estudo dos naturais no ensino fundamental.

No primeiro Capitulo faremos um resumo de teorias necessarias para o desen-
volvimento de nosso trabalho. No segundo Capitulo faremos um estudo aprofundado da
teoria dos inteiros gaussianos, isto ¢, definicao, funcao norma, divisibilidade, primos, etc.
No terceiro Capitulo faremos aplicacoes da teoria dos inteiros gaussianos nos nimeros

inteiros, ou seja, resolucoes de problemas dos inteiros que podem ser solucionados nos



inteiros gaussianos. No quarto Capitulo faremos as consideracoes sobre a pesquisa, co-
mentarios sobre o trabalho e sobre possiveis caminhos que este trabalho pode seguir. No

quinto Capitulo faremos um compéndio de atividades, juntamente com suas solugoes.



Capitulo 1

Um pouco de Teoria

Neste capitulo faremos um compeéndio de assuntos que nos serao necessarios para
o desenvolvimento deste trabalho. Veremos assuntos relacionados a Aritmética indo até
o estudo de congruéncia, Teorema de Wilson e o Pequeno Teorema de Fermat. Por fim

falaremos um pouco sobre niimeros complexos.

1.1 Nocoes de Aritmética

Neste secao apresentaremos um breve apanhado dos conceitos de Aritmética dos
Inteiros que serao necessarios para o desenvolvimento do segundo e terceiro capitulos deste

trabalho.

1.1.1 Um pouco de Aritmética dos Inteiros

Nesta secao faremos um breve apanhado de conceitos de Aritmética dos Inteiros
que serao uteis para este trabalho. Imaginamos que o leitor ja tenha alguma nocao dos
conceitos basicos pré-requisitados, caso nao tenha, recomendamos a leitura de HEFEZ
[2011].

Comegaremos nossa abordagem pelo conjunto dos niimeros inteiros positivos N = {1, 2, 3,4...},
ou seja, o conjunto dos nimeros naturais, apresentando a seguinte ferramenta: O Principio

da Inducao Finita.



1.1.2 Principio da Inducao

Embora esses proximos conceitos possam ser estendidos, com algumas hipoteses
adicionais, a todo o conjunto dos nimeros inteiros, serd suficiente para este texto apre-

sentarmos como segue.

Axioma 1.1.2.1. (Principio da Indugao) Seja A um conjunto nao vazio de N. Se
i) 1 e A;
ii) n+ 1 € A sempre que n € A.
Entao A = N.

Usaremos este Axioma para demonstrar a seguinte afirmacao

Teorema 1.1.2.2. (Principio da Boa Ordenagao) Todo subconjunto nao vazio dos
naturais possui um menor elemento.

DEMONSTRACAO: Sejam A um subconjunto nio vazio dos naturais, I,, = {peN; 1<p<n}
e X C N, um conjunto formado pelos elementos n € N tais que I, C N — A.

Se 1 € A, entao claramente 1 é o menor elemento de A.

Agora, se 1 ¢ A, entdo 1 € X, tendo em vista que I, = {1} C N— A. Porém X # N,
pois A#{}eX CN

Logo, o principio da indugao nao pode ser aplicado a X', o que implica que o item ii) do
Axioma 1.1.2.1. nao vale em X, isto é: existe um ng € X tal que ng +1 ¢ X.

Como I, € N — A, temos que todos os nimeros inteiros de 1 a ny pertencem a X e como
no+1¢ X, temos queng+1€ Adel, =X.

Portanto, a = ng + 1 é o menor elemento de A.
[ |

Teorema 1.1.2.3. (Principio da Indugao Forte) Seja A, um subconjunto nao-vazio

de N. Se:
i)l e A
ii)n+ 1€ Asempre que 1,2,3,4,...,n € A

Entao A = N.



1.1.3 Algoritmo da Divisao Euclidiana

A partir de agora abordaremos, de fato, conceitos referentes a propriedades de
nimeros inteiros iniciando o estudo da divisibilidade de nimeros inteiros tendo como prin-

cipal resultado o Algoritmo da Divisao.

Definicao 1.1.3.1. Sejam a, b nimeros inteiros. Dizemos que b é divisor de a quando
existe um numero inteiro ¢, tal que a = bc. Dizemos também que “b divide a”, ou “a é
multiplo de b7, ou ainda, “a é divisivel por b”. Denotamos por bla. Quando b ndo é um

divisor de a, denotamos b [ a.

Exemplo 1.1.3.2. O inteiro 7 é divisor de 21 em Z. Basta notar que 7.3 = 21 e 3

é um numero inteiro.

Proposicao 1.1.3.3. Sejam a, b, ¢, d, ny, no, ..., ng nimeros inteiros. As seguintes afirmagcoes

sao verdadeiras:
i) al0 e ala;
ii) Se alb e b|c, entdo alc;
iii) Se alb e c|d, entao ac|bd. Em particular, se a|b, entao calcb;
iv) Se al(b+ ¢) e alb, entdo alc;
v) Se alny, a|na, ..., alng, entdo a|(ciny+cang+...4csn,) para todos os inteiros ¢y, g, ..., Cs.
vi) Se alb e bla, entdo a = £b.

DEMONSTRACAO: Consulte SAMPAIO [2013].

Para enunciar o principal resultado desta secao e para sua demonstracao neces-
sitamos definir a funcao Valor Absoluto e demonstrar uma proposicao chamada Pro-

priedade Arquimediana de Z.



Definigao 1.1.3.4. A fungao | - | definida por:

a, a=>0

ar— lal = -
—a, a<0

é chamada Valor Absoluto em Z.

Proposicao 1.1.3.5. Sejam a, b, r nimeros inteiros. Entao:
i) labl = |al.[b];

i) —lal < a < |al;

ii) la| <r<s —r<a<r

iv) la+ b| < |a| + |b];

v)0<l|a|VaeZ

vi) la|] =b> 0= a = =+b.

DEMONSTRACAO: Veja HEFEZ [2011].

Proposigao 1.1.3.6. (Propriedade Arquimediana de Z) Dados dois niimeros inteiros
a e b, com b # 0, existe um inteiro n tal que nb > a.

DEMONSTRACAO: Como b # 0, temos que |ab| > |a| > a. Dai, quando b > 0, basta
tomar n = |a|; dai, nb = |a|.b = |a|.|b] = |ab| > |a|] > a. Por outro lado, se b < 0, basta

tomar n = —|al, o que acarreta nb = (—|a|).b = |a|(—b) = |a||b| = |ab|] > |a| > a.

Agora vamos para o teorema que estabelece um método de divisao para niimeros

inteiros.

Teorema 1.1.3.7. (Algoritmo de Euclides para Z) Seja |- | : Z — Z4 a fungao

valor absoluto. Dados a,b € Z, com b # 0, existem t,r € Z tais que a = bt + r, onde



0 <r < |b]. Além disso, t e r sdo univocamente determinados por essas duas condigoes.
Os inteiros ¢ e r acima sao chamados (respectivamente) quociente e resto da divisao
euclidiana de a por b.

DEMONSTRA Q/I O: Para a demonstragao, sejam a,b € Z, com n # 0 e consideremos o
conjunto

S={zr€Zy; x=a—-bn; neZ}

E claro que S ¢ limitado inferiormente. Além disso, afirmamos que S # { }.
Com efeito, existe, em decorréncia da Propriedade Arquimediana, um inteiro ng tal que
no(—b) > —a. Desse modo, obtemos xy = a — bng > 0, com ny € Z, o que significa

x9g=a—bng € S.

Assim, S estd nas hipéteses do Principio da Boa Ordenagao, implicando assim a

existéncia de r = min S. Como r € §, temos que r = a — bt > 0, para algum t € Z.

Resta provar que r < |[b]. Suponhamos que ocorresse r > |b|, isto é, r = |b| + s,
para algum s € Z, tal que 0 < s < r. Terfamos, entdo, a = bt+r = bt+|b|+s = b(t£1)+s,
e, consequentemente, s = a —b(t £ 1) € S, pois (t+1 € Z), e s > 0. Assim, s seria um

elemento de & menor do que » = min §. Contradigao.

Para demonstrar a unicidade de t e r, suponhamos que
a="0bt +ri=bla+ry,  (IV)

onde tq,t9, 71,79 € Z, com 0 <11 < |b] € 0 < 19 < [b].
Multiplicando a primeira desigualdade por (—1), obtemos —|b| < —r; < 0. Dali, somando
membro a membro as desigualdades 0 < 7y < |b] e —|b] < —r; < 0, encontramos —|b| <

ro — 11 < |b]. Dessa ultima igualdade e de (IV), obtemos:
b(tl—tg) =7T1—T9 = |b||t1—t2| = |T1—’I"2| < |b| = |t1—t2| <1l= |t1_t2| =0=t—ty=1.

Logo t; = to, 0 que implica em 79 — 1 < 1 = b(t; —ty) = 0.0 =0, isto é, r; = 71o.
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Observe que, a funcao valor absoluto é que garante a unicidade do resto e em
consequéncia disso a unicidade do quociente, pois se exigissemos apenas 0 < r < b,
obterfamos dois possiveis quocientes e dois restos (um se b for positivo e outro se b for

negativo).

1.1.4 Maximo Divisor Comum

Definicao 1.1.4.1. Dados dois inteiros a e b, chama-se maximo divisor comum de a e b

o inteiro d, que satisfaz as condigoes:
(1) Se a = b =0 entdo d = 0;
(2) Se a # 0 ou b # 0 entdo d é caracterizado pelas propriedades:
i) dla e d|b;
ii) Para cada inteiro x, se z|a e x|b entdo x|d. Neste caso, temos x < d.

Observagao 1.1.4.2. Se d é o méaximo divisor comum de a e b, denotamos por d =
mdc(a,b) = (a,b). De maneira mais geral podemos definir mdc(ay, as, ...a,) para inteiros

a1, A, ...0y.

Exemplo 1.1.4.3. Os divisores comuns de 24 e 32 sao +1,+2,+4 ¢ £ 8. Portanto,
(24,32) = 8. Analogamente, olhando os conjuntos de divisores comuns, concluimos que

(35,55) = 5, (0,5) = 5,(3,2) = 1, (=9, —15) = 3.
Definigao 1.1.4.4. Dois inteiros sao ditos primos entre si quando (a,b) = 1.

A proposigao seguinte garante a existéncia do (a,b) em Z, para a e b nao simul-

taneamente nulos. Além disso, fornece uma caracterizacao extremamente ttil para esse

(a,b).

Proposigcao 1.1.4.5. Sejam a e b nimeros inteiros nao simultaneamente nulos. Entao
existe d = (a,b) em Z. Além disso, d = (a,b) = min{ma + nb > 0;m,n € Z}.
DEMONSTRACAO: Consideremos o conjunto £ = {ma+nb>0;m,n € Z} C Z. Inici-

almente, note que £ # { }. De fato, como a # 0 ou b # 0, concluimos o inteiro |a|+|b| > 0
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pertence a L. Além disso, é facil ver que £ é limitado inferiormente. Logo, pelo Principio
da Boa Ordem, existe d = min L.

Resta mostrar que d = (a, b).

Com efeito, por um lado, como d € L, podemos escrever d = moa + ngb > 0, com
mo, g € Z. Por outro lado, efetuando a divisao euclidiana de a por d, obtemos t,r € Z

tais que a = dt +r, com 0 <r < d. Dai:
r=a—dt =a— (moa+ ngb)t = a — mpat — nobt = (1 — met)a + (net)b

Isto nos permite concluir que » = 0. De fato, se fosse » > 0, terifamos r € L, o
que nao pode ocorrer, uma vez que implicaria em r < d = min L. Em vista da equacao

acima e do fato que r = 0, podemos conluir que a = dt, e, portanto, d|a.

Um raciocinio anédlogo (efetuando a divisdo euclidiana de b por d) nos permite
conluir que d|b. Logo, d|a e d|b, e a condicao (i) da definicio de mdc estd demonstrada.
Para mostrarmos que a condicao (ii) também ocorre, seja x € Z tal que x|a e z|b. Entao,
existem wu, v € Z tais que a = ux e b = vz. Devemos provar que z|d.

Com efeito, uma vez que d € L, podemos escrever d = mga + ngb, mg, ng € Z. Dai:
d = mpa + ngb = mo(ux) + no(ve) = (Mmeu + nev)x

O que significa que x|d como queriamos.

Corolario 1.1.4.6. Sejam a,b € Z e d = (a,b). Entao existem r,s € Z tais que
d = ra + sb. Em particular, se a,b € Z sao primos entre si, entao existem r, s € Z tais
que ra + sb =1

DEMONSTRACAO: Segue imediatamente do teorema anterior.

Teorema 1.1.4.7. Se albc e (a,b) = 1, entao alc.

DEMONSTRACAQ: Como (a,b) = 1 pelo resultado acima existem inteiros n e m tais que
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na + mb = 1. Multiplicando-se os dois lados desta igualdade por c, temos cna + cmb = c.

Como alac e, por hipétese, albc entdo al(n(ac) +m(bc)) e, portanto alc.

Proposicao 1.1.4.8. Para todo inteiro positivo t, (ta,tb) = t(a,b).
DEMONSTRACAO: Pelo Teorema 1.1.4.6. (ta, th) é o menor valor positivo de mta+ntb
(m e n inteiros), que é igual a t vezes o menor valor positivo de mta + ntb = t(ma+nb) =

t(a,b).

Proposicao 1.1.4.9 Se ¢ > 0 e a e b sao divisiveis por ¢, entao

(29)-ten

DEMONSTRACAO: Como a e b sao divisiveis por ¢, temos que a /c e b/c sdo nimeros

inteiros. Basta, entao substituir na Proposi¢ao 1.1.4.8. "a” por "a/c” e ”b” por "b/c”,

tomando t = c.

b
Corolario 1.1.4.10. Se (a,b) = d, temos que <?1’ 3) =1.
DEMONSTRACAO: No que acabamos de demonstrar ¢ é um divisor comum de a e b. Se

tomarmos ¢ como sendo o maximo divisor comum d, teremos o resultado desejado.

1.1.5 Numeros Primos

Nesta secao abordaremos um dos conceitos mais importantes e enigmaticos de
toda a Matematica, os nimeros primos. Esses niimeros atrairam, desde os tempos remo-
tos, a atencao dos maiores matematicos existentes. Grandes esforcos ja foram depositados
no estudo desses ntimeros, pois eles estao envolvidos em muitos problemas famosos, inclu-
sive uma grande parte destes ainda resistem sem solug¢ao ha muitos anos. Nestas linhas
voltamos nossa atencao, tunica e exclusivamente, ao papel fundamental que os nimeros

primos desempenham, ou seja, ao de decompor todos os nimeros inteiros maiores que 1
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em produto de fatores primos.

Definicao 1.1.5.1. Um numero inteiro nao nulo é dito primo quando:
)p¢{-11}
ii) Os tnicos divisores de p sao £1 e +p.

Um numero inteiro n ¢ {—1,0,1} que nado é primo, é chamado de composto.
Isto significa que n possui um divisor x # 0 com z < |n/.
Provaremos agora uma proposicao que é consequéncia imediata da definicao de nimero
primo. Na verdade este resultado que provaremos é equivalente a tal definicao, sendo em

muitos textos utilizados como definicao.

Proposigao 1.1.5.2. Sejam a, b, p ntimeros inteiros com p primo. Se plab, entdao pla
ou plb.
DEMONSTRA C/I O: Para demonstrar esta proposi¢do vamos supor que p [ a e concluir

que plb.

Seja p um inteiro primo e a, b inteiros onde plab e p [ a.
Se p [ a, entao (a,p) = 1. Isto significa que a e p sao relativamente primos. Sendo assim,

temos através do Corolario 1.1.4.6. que existem inteiros x e y tais que
xa +yp = 1.

Multiplicando ambos os membros da equacao acima por b, obtemos
abx + pby = b

Como pl|ab, p|p, temos que p|(abx + bpy) e, portanto, p|b.
n

Corolario 1.1.5.3. Sejam p,aq,as, ..., a, nimeros inteiros com n > 2 e p primo. Se
pl(a1as...a,) entao pla; para algum indice i € {1,2,3,...,n}.

DEMONSTRACAO: A demonstracio se faz por inducdo sobre n. O leitor interessado
pode consultar SAMPAIO [2013].
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Por fim enunciaremos e demonstraremos o principal teorema desta secao que
permite decompor um nimero inteiro em um produto de fatores primos, como dito ante-

riormente.

Teorema 1.1.5.4. (Teorema Fundamental da Aritmética) Todo inteiro n

nao nulo pode ser escrito na forma

n=u.p1.p2..-Pk (1)
onde u € {—1,1} e p; < py < ... < pg sdo primos positivos. Além disso a expressao é
Unica.
DEMONSTRACAO: E suficiente mostrar o caso u = 1, isto é, faremos a demonstracao

para inteiros positivos. Reduzimos assim a expressao (I) a n = p;.ps...pk.

A demonstracao se faz utilizando o segundo principio de inducgao sobre n.

Supondo entao que todo nimero inteiro m, com 1 < m < n pode ser escrito como

produto de primos (hipdtese de indugao). Afirmamos que n também pode.

De fato, se n é primo, nada temos para fazer. Mas se n é composto, entao existem
inteiros my e mg, com 1 < m; <nel < my < n, tais que n = mymsy. Logo, pela hipdtese

de indugao existem ¢; < ¢ < ... < @ ety <ty < ... < t, primos positivos tais que:
m = <q@<...<qg e my=1t; <ty < ... <,

Portanto

n=mms= (1 <q<...<q)(th <tg <. < ty) (I1)

Reorganizando os nimeros primos ¢; < qa < ... < gs ety <ty < ... <ty em (II), obtemos

n = p1-p2.--Pk-
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com p; < pg < ... < pg primos positivos e k = r + s, como querfamos.
Provaremos agora a unicidade desta decomposicao.

Suponha que

n = p1.pa...px = PPy (I11)

onde p; < py < ... < ppepy < py < ... < p) sdo primos positivos.

Novamente pelo segundo principio de inducgao sobre k, temos que se k = 1 entao p; =
PP}

Logo pi|p; para algum i € {1,2,..t} e como p; e p; sdo primos, temos que p; = py,
implicando assim que k =1 =t.

Supondo agora que a unicidade acontece sempre que tivermos um produto de r fatores
primos, onde 1 < r < k. Vamos provar, a partir disso, que a unicidade vale para um
inteiro positivo formado por um produto de k fatores primos.

De fato, se p1.pa...pr = py.py...p;, com k > 2 entdo p; divide algum p} e, como os dois
sdo ndmero primos, temos que p; = p;. Sem perda de generalidade podemos supor que

Py = p1. Assim na equacgao (IIT) podemos cancelar p] = p;, obtendo

P2.D3---Dk = Dy.Dy-.-Dj-

Note que no primeiro membro da equagao acima temos k—1 fatores primos e pela hipétese
de indugao o produto pe.ps...px é tinico. Portanto k — 1=t — 1< k =t e assim p; = p;

Vi€ {l,2,..t}, encerrando nossa demonstragao.

Antes de iniciarmos o novo tépico, vamos revisar algumas definigoes.

Definigao 1.1.5.5. Sejam A e B dois conjuntos nao vazios. Chama-se produto cartesiano
de A por B, denotada por A x B o conjunto formado por todos os pares ordenados (z,y)
tais que o primeiro elemento x pertence ao conjunto A e o segundo elemento y pertence

ao conjunto B.

Definicao 1.1.5.6. Sejam A e B dois conjuntos nao vazios. Chama-se de relagao binaria

de A em B ou apenas de relacao de A em B todo subconjunto R de A x B, isto é:

R érelacipo de Aem B<—= RC A X B.
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Definicao 1.1.5.7. Sejam A um conjunto e R uma relagao sobre A. Dizemos que R é

uma relagao de equivaléncia se, para todos z,y, z € A:
1) [Propriedade Reflexiva] xRx.
2) [Propriedade Simétrical Se xRy entao yRx.
3) [Propriedade Transitiva] Se xRy e yRz entao zRz.
Exemplo 1.1.5.8. Sao exemplos de relagao sobre Z as seguintes acoes <, >, #,=. Des-

tas, apenas a agao = é uma relacao de equivaléncia.

Definicao 1.1.5.9. Sejam R uma relacao sobre o conjunto A e o elemento a € A.
Chama-se classe de equivaléncia determinada por a, médulo R, o subconjunto de A,

definido por:

a={r€A|zRa}oua={x € A|aRx}

1.1.6 Aritmética dos Restos

Seja m um ntmero natural diferente de zero. Diremos que dois niimeros naturais
a e b sao congruentes modulo m se os restos de sua divisao euclidiana por m sao iguais.

Quando os inteiros a e b sao congruentes modulo m, escreve-se

a = bmod m
Por exemplo, 21 = 13 mod 2, ja que os restos da divisao de 21 e de 13 por 2 sao iguais a 1.
Quando a relacao a = b mod m for falsa, diremos que a e b nao sao congruentes,

ou que sao incongruentes, médulo m. Escreveremos, neste caso, a Z b mod m.

Como o resto da divisao de um ntimero natural qualquer por 1 é sempre nulo, te-
mos a = bmod 1, quaisquer que sejam a, b € N. Isto torna desinteressante a aritmética

dos restos médulo 1. Portanto, doravante, consideraremos sempre m > 1.

Para verificar se dois niimeros sao congruentes modulo m, nao é necessario efetuar

a divisao euclidiana de ambos por m para depois comparar os seus restos. E suficiente
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aplicar o seguinte resultado:

Proposicao 1.1.6.1. Suponha que a, b € N sao tais que b > a. Entao a = b mod m

se, e somente se, m|lb — a.

DEMONSTRACAO: Sejam a = mqg + r,comr < meb = mq + 7, com

r" < m, as divisoes euclidianas de a e b por m, respectivamente. Logo,

; m(d — q) + (' — 1), ser’ > r
—a =
m(¢ —q) — (' — 1), ser>1'
onder — r < m, ou r — " < m. Portanto, a = b mod m se, e somente se,
r = r’, 0 que é equivalente a dizer que m|b — a.

Decorre, imediatamente, da definigao que a congruéncia médulo um inteiro fixado

m, € uma relacao de equivaléncia. Vamos enunciar isto explicitamente abaixo.

Proposicao 1.1.6.2. Sejam € N, com m > 1. Para todos a,b,c € N, tem-se

que

(i) [Propriedade Reflexiva] a = a mod m,

(ii) [Propriedade Simétrica] Se @ = b mod m, entdo b = a mod m,

(iii) [Propriedade Transitiva] Se a = b mod m e b = ¢ mod m, entdo a = ¢ mod m.
DEMONSTRACAO:

i) Note que a — a = 0 = Om, logo m|a — a o que é euivalente a dizer que a = a mod m;
ii) Se a = b mod m, entdo os restos da divisdo de a e b por m sao idénticos, isto é,

existem ¢ e ¢’ taisque a = gm+r e b = ¢'m+r. Agora note que b—a = (q' —q)m, o que
é equivalente a b = a mod m;

iii) Sea = bmod meb = ¢ mod m entao os restos da divisdo de a, b e ¢ por m sdo
idénticos, isto é, existem ¢, ¢’ e ¢" tais que a = gqm+7r,b=¢m+rec=¢'m+r. Agora

note que a — ¢ = (¢ — ¢")m, o que é equivalente a a = ¢ mod m.
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Note que todo nimero natural é congruente modulo m ao seu resto pela divisao
euclidiana por m e, portanto, é congruente modulo m a um dos numeros 0,1,...,m — 1.

Além disso, dois desses numeros distintos nao sao congruentes moédulo m.

Portanto, para achar o resto da divisao de um ntimero a por m, basta achar o
nimero natural r dentre os nimeros 0,1, ..., m — 1 que seja congruente a a médulo m.
Chamaremos de sistema completo de residuos mdédulo m a todo conjunto de niimeros na-
turais cujos resto pela divisao por m sao os nameros 0,1,...,m — 1, sem repeticoes e em

uma ordem qualquer.

Portanto, um sistema completo de residuos modulo m possui m elementos. E
claro que, se ay, ..., a,, sa0 m numeros naturais, dois a dois nao congruentes modulo m,
entao eles formam um sistema completo de residuos médulo m. De fato, os restos da di-
visao dos a; por m sao dois a dois distintos, o que implica que sao os nimeros 0,1, ...,m—1

em alguma ordem.

O que torna 1til e poderosa a nogao de congruéncia é o fato de ser uma relagao de
equivaléncia compativel com as operagoes de adicao e multiplicacao nos inteiros, conforme

veremos na proposicao a seguir.

Proposigao 1.1.6.3. Seja a,b,c,d,m € N, comm > 1.
(i) Sea = bmodm e ¢ = dmod m,entdao a + ¢= b+ d mod m.
(ii) Sea = bmodm e ¢ = dmod m, entdo ac = bd mod m.

DEMONSTRACAO: Suponhamos que ¢ = bmod m e ¢ = d mod m. Podemos, sem

perca de generalidade, supor que b > a e d > c¢. Logo, temos que m|b — a e m|d — c.

(i) Basta observar que m|(b — a) + (d — ¢) e, portanto, m|(b + d) — (a + ¢), o que

prova essa parte do resultado.
(ii) Basta notar que bd — ac = d(b — a) + a(d — c¢) e concluir que m|bd — ac.
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Corolario 1.1.6.4. Para todon € N, a,b € N, sea = bmodm, entaoa” = b" mod m.
DEMONSTRACAO: Note inicialmente que se a = b mod m, entao m|a — b. Repare

também que
a" —b" = (a—ba"" +a" P+ a" P+ Fab" b

Da igualdade acima, obtemos que m|(a" — b") e, portanto a" = b" mod m.
u

Teorema 1.1.6.5 Se a,b,c e m sdo inteiros e ac = be (mod m), entdo a = b (mod m/d),
onde d = (¢, m).
DEMONSTRACAO: Se ac = be (mod m), entdao m|(ac — be) = ¢(a — b). Logo existe um
inteiro k, tal que

c(a —b) = km.

Se dividirmos os dois membros da equagao acima por d, obtemos (c¢/d)(a — b) =
k(m/d). Logo (m/d)|(c/d)(a — b) e, como (m/d,c/d) = 1, pelo Teorema 1.1.4.7.,
(m/d)|(a — b), o que implica que a = b (mod m/d).

Definicao 1.1.6.6. Se h e k s@o dois inteiros com h = k (mod m), dizemos que k

¢ um residuo de A mdédulo m.

Defini¢ao 1.1.6.7. O conjunto dos inteiros {ry,rs,...,7s} é um sistema completo de

residuos médulo m se
i) r; # r; (mod m) para i # j.
ii) Para todo inteiro n existe um r; tal que n = r; (mod m).

Teorema 1.1.6.8. O conjunto {ry, 79, ...,7} formam um sistema completo de residuos
moédulo m entao k = m.

DEMONSTRA C/I O: Primeiramente demonstraremos que os inteiros tg, t1, ..., t;,m_1, cOM
t; = i formam, de fato, um sistema completo de residuos modulo m. Pelo Teorema

1.1.3.7 sabemos que, para cada n, existe uma tunico par de inteiros q e s, tal que n =
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mq+s,0<s<m. Logon= s (mod m), sendo s um dos t;. Como |t; —t;| < m — 1,
temos que t; # t; (mod m) para i # j. Portanto, o conjunto {to,t1, ..., t,,—1} é um sistema
completo de residuos modulo m. Disto concluimos que cada r; é congruente a exatamente
um dos r;, o que nos garante k < m. Como o conjunto {ry, 7, ...,rs} forma, por hipdtese,
um sistema completo de residuos médulo m, cada ¢; é congruente a exatamente um dos

r; e portanto m < k. Desta forma k = m.
n

Teorema 1.1.6.9. Se {ry,79,..., 7} é um sistema completo de residuos médulo m, a e b

sao inteiros com (a,m) = 1, entao
{ary +b,ary + b, ...,ar,, + b}

também é um sistema completo de residuos modulo m.

DEMONSTRACAO: Considerando-se o resultado do teorema anterior, serd suficiente
mostrar que quaisquer dois inteiros do conjunto ar,+b, ars+b, ..., ar,,+0b, sao incongruentes
moédulo m. Para isto, vamos supor que ar; +b = ar;b (mod m). Logo, pela Proposicao
1.1.6.3. temos ar; = ar; (mod m). Mas, como (a,m) =1, o Teorema 1.1.6.5 nos diz
que r; = 1; (mod m). O fato de r; = r; (mod m) implica i = j, uma vez que ry,rs, ..., T

formam um sistema completo de residuos médulo m, o que completa a demonstracao.
[ |

Congruéncia Linear 1.1.6.10. Chamamos de congruéncia linear em uma variavel a

uma congruéncia da forma ax = b (mod m) onde z é uma incdgnita.

Definicao 1.1.6.11. Uma equacao da forma ax + by = ¢, onde a,b e ¢ sao inteiros

é chamada de equacdo diofantina linear!.

Teorema 1.1.6.12. Sejam a e b inteiros e d = (a,b). Se d Jc entdo a equagao ax+by = ¢
nao possui nenhuma solugao inteira. Se d|c ela possui infinitas solugdes e se x = x e

Yy = 1o ¢ uma solucao particular, entao todas as solugoes sao dadas por

10 nome vem do matemético grego Diofanto.
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y =yo— (a/d)k

onde k é inteiro.
DEMONSTRACAO: Se d fc, entdo a equagao ax + by = ¢, ndo possui solugao, pois, como
d|a e d|b, d deveria dividir ¢, o qual é uma combinagao linear de a e b. Suponhamos, pois,

que d|c. Pela Proposi¢ao 1.1.4.6 existem inteiros ng e my, tais que
ang + bmg = d.

Como d|c, existe um inteiro k tal que ¢ = kd. Se multiplicarmos, ambos os membros da
equagao acima por k, teremos kang + kbmg = kd = c. Isto nos diz que o par (zg,yp) com
xo = nok e yo = mok ¢ uma solucao de ax + by = c. E facil a verificacao de que os pares
da forma

x =m0+ (b/d)k
y=yo— (a/d)k
sao solugoes, uma vez que
ax + by = a(zo + (b/d)k) + b(yo — (a/d)k)

ab

d

ab

k’+by0— d

axy + k=axy+ by =c

Mostramos assim que conhecida uma solugao particular (xg,yo), podemos, a partir dela,
gerar infinitas solugoes. Precisamos, agora, mostrar que toda solucao da equacao ax+by =
¢ é daforma x = zg+ (b/d)k, y = yo — (a/d)k. Vamos supor que (z,y) seja uma solugao,
isto é, ax + by = c¢. Mas, como axy + byy = ¢, obtemos, subtraindo membro a membro,
que

az + by — azo — byo = a(z — x9) + b(y — yo) =0,

o que implica a(z — o) = —b(y — yo) = b(yo — y). Como d = (a,b) temos, pelo coroldrio

da Proposigcao 1.1.4.10,
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Portanto, dividindo-se os dois membros da ultima igualdade por d, teremos

a b

3(90 —29) = a(yo - )

Logo, pelo Proposicao 1.1.4.7, (b/d)|(x —zy) e portanto existe um inteiro k satisfazendo
r — 9 = k(b/d), ou seja x = x¢ + (b/d)k. Substituindo-se estes valor de x na equacao

acima, obtemos y = yo — (a/d)k, o que conclui a demonstragao.

Teorema 1.1.6.13. Sejam a,b e m inteiros tais que m > 0 e (a,m) = d. No caso em
que d fb a congruéncia ax = b (mod m) nao possui nenhuma solugao e quando d|b, possui
exatamente d solugoes incongruentes médulo m.

DEMONSTRACAO: Sabemos que um inteiro z é solucio de az = b (mod m) se, e somente
se, existe outro inteiro y tal que ax = b+ my, ou, o que é equivalente, ax + my = b. Do
teorema anterior sabemos que esta equagdo nao possui nenhuma solugao caso d fb, e que
se d|b ela possui infinitas solugoes dadas © = xg + (b/d)k e y = yo — (a/d)k onde (¢, yo)
¢ uma solucao particular de ax — my = b. Logo a congruéncia ax = b (mod m) possui
infinitas solucoes dadas por z = ¢ — %/{; Como estamos interessados em saber o nimero
de solugoes incongruentes, vamos tentar descobrir sob que condigées =1 = zo — (m/d)k;
e x9 = x9 — (m/d)ky sdo congruentes médulo m. Se z; e zy sd@o congruentes entao
ro — (m/d)ky = xo — (m/d)ks (mod m). Isto implica (m/d)k; = (m/d)ky (mod m),
e como (m/d)|m, temos (m/d,m) = m/d, o que nos permite o cancelamento de m/d
resultando, pelo Teorema 1.1.6.5, que k1 = ko (mod m). Observe que m foi substituido
por d = m/(m/d). Isto nos mostra que solugoes incongruentes serao obtidas ao tomarmos
r = xog — (m/d)k, onde k percorre um sistema completo de residuos médulo d, o que

conclui a demonstragao.

Teorema 1.1.6.14. (Teorema de Wilson) Se p é primo, entao (p —1)! = —1 (mod p).
DEMONSTRACAO: Como (2—1)! =1 = —1 (mod 2) o resultado é vélido para p = 2.
Pelo Teorema 1.1.6.12, a congruéncia az = 1 (mod m) tem uma tunica solu¢do para
todo a no conjunto {1,2,3,...,p — 1} e como, destes elementos, somente 1 e p— 1 sdo seus

préprios inversos médulo p, podemos agrupar os nimeros 2,3,4,....,p — 2 em (p — 3)/2
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pares cujo produto seja congruente a 1 médulo p. Se multiplicarmos estas congruéncias,

membro a membro, teremos, pelo Teorema 1.1.6.3 que:
2x3x4x..x(p=2)=1 (mod p).
Multiplicando-se ambos os lados desta congruéncia por p — 1 teremos

2x3x4x .. x(p=2)(p—1)=(p—-1)=—1 (mod p).

Teorema 1.1.6.15. Se n é um inteiro tal que (n — 1)! = —1 (mod n), entdo n é primo.

DEMONSTRACAO: A prova é por contradicdo. Vamos supor que (n—1)! = —1 (mod n),
isto é, n|((n — 1)! + 1) e que n nado seja primo, ou seja, n =rs, l <r<nel <s <n.
Nestas condigoes r|(n — 1)! e, sendo r um divisor de n, r|(n — 1)! + 1 e, portanto, r deve
dividir a diferenga (n —1)! +1— (n —1)! = 1, o que é absurdo, uma vez que r > 1. Logo,

um n satisfazendo (n — 1)! = —1 (mod p) deve ser primo.

Teorema 1.1.6.16. (Pequeno Teorema de Fermat) Seja p primo. Se p /Ja entao
a’ ' =1 (mod p).

DEMONSTRACAO: Sabemos que o conjunto formados pelos p nimeros 0,1,2,3,...,p—1
constitui um sistema completo de residuos moédulo p. Isto significa que qualquer con-
junto contendo no méaximo p elementos incongruentes modulo p pode ser colocado em
correspondéncia biunivoca com um subconjunto de {0,1,2,3,....p — 1}. Vamos, agora,
considerar os numeros a, 2a, 3a, ..., (p — 1)a. Como (a,p) = 1, nenhum destes nimeros ia,
1 <17 < p—1 ¢édivisivel por p, ou seja, nenhum ¢ congruente a zero médulo p.
Quaisquer dois deles sdo incongruentes médulo p, pois aj = ak (mod p) implica j =
k (mod p) e isto s6 é possivel se j = k, uma vez que ambos j e k sdo positivos e menores
do que p. Temos, portanto, um conjunto de p— 1 elementos incongruentes médulo p e nao

divisiveis por p. Logo, cada um deles é congruente a exatamente um dentre os elementos

1,2,3,...,p — 1. Se multiplicarmos estas incongruéncias, membro a membro, teremos:

(a)(2a)(3a)...(p — 1a=1.2.3...(p — 1) (mod p)
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ou seja, a’ '(p—1)! = (p— 1)! (mod p). Mas, como ((p— 1)!,p) = 1, podemos cancelar o

fator (p — 1)! em ambos os lados, obtendo
a?~t =1 (mod p),

o que conclui a demonstracao.
|

Teorema 1.1.6.17. Para p primo, a congruéncia > = —1 (mod p) tem solucdo se, e
somente se, p=2oup= 1 (mod 4).

DEMONSTRACAO: E claro que x = 1 nos fornece uma solucao p = 2. Vamos construir
uma solucdo para o caso p = 1 (mod 4).

Para p um primo impar podemos escrever o Teorema de Wilson da seguinte forma

(1.2.3...j...p; 1> <p'£ L= i) —2p— 1)) = —1 (mod p)

Observamos que o produto (p — 1)! estd dividido em duas partes, cada uma com o mesmo
nimero de fatores. Podemos reescrever este produto formando pares, uma vez que para
cada fator j na primeira parte temos o fator (p — j) na segunda. Logo, o Teorema de

Wilson pode ser escrito como:

(r-1)/2
I it —3)=—1 (mod p).
j=1

Como j(p — j) = —j% (mod p), temos:

(p—1)/2 (p—1)/2

—1= [ =02 I J) (modp)
=1 =1
Mas sendo p = 1 (mod 4), segue que (p — 1)/2 é par e, portanto
(p—1)/2
- H j— ( sUAY

é uma solucio de 2° = —1 (mod p).

Suponhamos, agora, que a congruéncia > = —1 (mod p) tenha solucdo e que p > 2.
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Elevando ambos os membros & poténcia (p — 1)/2, obtemos
(%) P~D/2 = (—1)®=V/2 (mod p).

Como (2%)P~V/2 = 201 (mod p), pelo Teorema 1.1.6.16 (observe que p /|2 pois
1

v = —1 (mod p)), temos que

(=1)P=Y2 = 1 (mod p).

Logo (p — 1)/2 é par, ou seja, p = 1 (mod 4).

1.2 Um pouco de Numeros Complexos

Definicao 1.2.1 Um nimero complexo é um numero da forma z + yz, com x, y nimeros

reails e 1 = v —1.

Fixando um sistema de coordenadas no plano, o complexo z = = + yi é repre-
sentado pelo ponto P(z,y). O ponto P é chamado de imagem do complexo z. Como
a correspondéncia entre os complexos e suas imagens é um-a-um, frequentemente iden-
tificaremos os complexos e suas imagens escrevendo (x,y) = x + yi. O plano na qual

representamos os complexos é chamado de plano de Argand-Gauss®.

Os nimeros representados no eixo x sao da forma (x,0) = = + 0i = z, isto é, sdo
nimeros reais. Por esse motivo, o eixo dos x é chamado eixo real. Os nimeros repre-
sentados no eixo y sdo da forma (0,y) = 0 + yi = yi. Esses complexos sdo chamados de

numeros imaginarios puros.

As coordenadas x,y do complexo z = x + yi sao chamadas respectivamente de

parte real e parte imagindria de z. Escreve-se Re(z) =z e Im(z) = y.

2Argand J. R. (1768-1822) matemético frances.
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Por definicao, os complexos z = x + yi e 2’ = 2’ + 3¢ sao iguais se, e somente
se, z = 7' e y = 9. Em particular, tem-se x + yi

0 se, e somente se, x =y = 0. O

conjugado do complexo z = x + yi é o complexo z =

x — yi. E facil ver que complexos
conjugados tém imagens simétricas em relacao aos eixo real. Note que o produto

2.z = (v +yi)(z—yi) = 2> — y** = 2% + ¢

é um numero real.

Definicao 1.2.2. Para dividir nimeros complexos, multiplicamos dividendo e divisor

pelo conjugado do divisor, o que transforma o problema em uma divisao por um nimero
real.

Exemplo 1.2.3. Realize a divisao em C de 2 + 37 por 4 — i.
Conforme as instrugoes da Definicao 1.2.2., temos
2+31

(2+30) (4+4)  8+42i+12i+3i*> 5+ 14i
4—i  (4—1i) (4+10) (16 — i2)

5 14

7 1717

As poténcias de i apresentam um comportamento interessante. Observe abaixo
o calculo das sete primeiras poténcias:

Estas poténcias se repetem em ciclos de 4. Com efeito, "™ = i".i* = i".1 = "

Isso nos permite estabelecer uma regra para o calculo de poténcias de ¢. Para calcular ",
divida n por 4; se r é o resto dessa divisao, temos i" = ¢". Com efeito, se ¢ é o quociente
da divisdo, i" = %" = 14" = (44)9.i" = (1)2." =",

Teorema 1.2.4. Se z e w sao complexos, entao:

)z+w=7+w.
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i) z—w=72z—w.

i) z-w =7z -w.

2|l

iv) Se w # 0, (i> =
w
v) Se z é real, entdo z = Z.

= Z.

2|

vi)

vii) Se n é um inteiro positivo, entdao z" = 2.

DEMONSTRACAO: Consulte LIMA [2006].

Definicao 1.2.5. (A Forma Trigonométrica) Suponhamos fixado um sistema de

coordenadas no plano.

Vamos agora representar cada complexo z = x + yi nao mais pelo ponto P(x,y),

mas sim pelo vetor OP = (z, y).

Figura 1.1: Outra maneira de representar um nimero complexo z.

O moédulo de um complexo z = = + yi é definido como sendo o médulo do vetor

que o representa, ou seja, ¢ o valor r da distancia de sua imagem P a origem. Portanto,

lz| =7 =22+ 92

Um argumento de um numero complexo z # 0, z = x + yi, é, por definicao,

qualquer dos angulos 6 = arg z que o vetor OP forma com o semi-eixo positivo dos x.
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E claro que todo complexo nao-nulo tem uma infinidade de argumentos, dois quaisquer
deles diferindo entre si por um multiplo de 27. O argumento que pertence ao intervalo

(—m, 7] é chamado de argumento principal e é representado por Arg z.

Se # é um argumento de z = x+yi entdo x = rcos(f) e y = rsen(f), o que permite
escrever z = x +yi = rcos(0) +irsen(f) = r(cos(f) +isen()), ou que é a chamada forma
trigonométrica ou polar do complexo z. (Os nimeros r e 6 sao as coordenadas polares do

ponto P(z,y) do plano.)

Exemplo 1.2.6. Para o complexo z = 2 + 2¢, temos
2| =r =22+ 22 =8 = 2V2.

Além disso,

r 2 W2 y 2 W2

COS(Q):T:—: e sen(f)===—=—

02 2 ro2v2 2

;. , T . sl ,
Logo, um dos valores possiveis para 6 é 1 e a forma trigonométrica de z é

T T
-9 2( — 41 —).
z \/_ 0034 —l—zsen4

Agora, nosso objetivo é provar o seguinte resultado:

Proposigao 1.2.7. Dado um complexo z = x + yi, com z # 0, cujo Arg z = 0,

entao:

0) Arg (zi) = 0 + g;

i) Arg (—z) =0 + m;

3
i) Arg (—zi) = 0+ Eﬂ
DEMONSTRACAO:
i) Note que zi = (z +yi)i = xi + yi* = —y + xi. Se chamarmos Arg (zi) = a, temos que
cos(a) = Y — = —sen(0).

N N
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Agora, note que

s ™

cos (9 + g) = cos(0)cos (§> — sen(f)sen <§> = —sen(0)

, . ™ . ;. ,
Concluimos assim que cos <0 + 5) = cos(a), ou seja, um dos valores possiveis para « é

s
0+ —.
+2

ii) Note que —z = —x — yi. Se chamarmos Arg (—z) = §, temos que

—X T

VIR

cos(0) = = —cos(0).

Agora, note que
cos(0 + ) = cos(f)cos(m) — sen(f)sen(m) = —cos(0)

Concluimos assim que cos(f + 7) = cos(d), ou seja, um dos valores possiveis para 0 é
0+ m.

iii) Note que —zi = —(x + yi)i = —xi — yi> = y — 4. Se chamarmos Arg (—zi) = 7,
temos que

)
cos = ———— = sen(O).
() = g = sen()

Agora, note que

cos (e + 3;) — cos(6)cos <3§) — sen(8)sen (%”) — sen(0)

3T :
Concluimos assim que cos | § + — | = cos(), ou seja, um dos valores possiveis para v é
2 ) )

3

0+2

Com este resultado encerramos este capitulo e agora estamos em condicoes de

abordar o assunto principal deste trabalho.
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Capitulo 2

Inteiros Gaussianos

2.1 Definicao

Chama-se Inteiro Gaussiano a todo niimero o = a+ bi, onde a e b sao ntiimeros
inteiros e > = —1. Denotamos por Z[i] ao conjunto numérico formado por todos os
Inteiros Gaussianos.

Em Z[i] podemos definir as seguintes operagoes:

+ o Zl] x Z]i) — Z][i]
(a+bi,c+di) — (a+bi) + (c+ di) == (a+c)+ (b+ d)i

Zli] x Z[i] — ZJ[i]
(a+bi,c+di) — (a+ bi)(c+ di) := (ac — bd) + (ad + be)i

Observacao 2.1.1. Dado o inteiro gaussiano o = a + bi, chamaremos a de parte real e

b de parte imaginaria de a.

Exemplo 2.1.2. Considere os seguintes ntimeros complexos a3 = 4, as = —3i, az =
3 9 ,

1450, ag = V3 +1i, az = 5 + le e g = 7+ mi. E claro que aq, 9,3 € Z[i] e

o, s, g & 7], pois os nimeros v/3, S nao sao inteiros.

Com este exemplo observamos que Z C Z[i| C C.
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2.2 A Funcao Norma

Definicao 2.2.1. A funcio N definida por

N o Zli] — Zy

a+bi —s a®+b°

¢ chamada de Fungao Norma em Z[i]. A proposi¢ao seguinte encerra propriedades im-

portantes da Fungao Norma, que utilizaremos no transcorrer deste texto.

Proposigao 2.2.2. Seja N a Fungao Norma em Z[i]. Entao:

(i) N(a) >0, V a € Z]i];

(il) M(a) = 0, se, e somente se, a = 0;

(iii) M(«) = aa , para todo « € ZJi], onde & denota o conjugado de «;

(iv) N(aB) = N(a)N(B), V a, 8 € Z[i]; isto é, a Fungao Norma preserva a multiplicagao.
DEMONSTRACAO:

(i) Seja a = a + bi € Z][i]; isto é, a,b € Z. Basta notar que:
N(a)=N(a+bi)=a*+b*>0, VabecZ
(i) (=) Seja o = a + bi € Z[i], e suponhamos que N («) = 0. Entao:
N(a) = N(a+bi) =a*+b* =0.
Como a? > 0 e b> > 0, segue de a> +b*> =0 que a = b = 0; e, portanto, & = 0+ 0i = 0.
(<) Se a =0, entdo N(a) = N(0 + 0i) = 0% + 0 = 0.
(iii) Basta notar que:

N(a) =N(a+bi)=a>+b* = (a+bi)(a—bi)=aa, VacZli.

(iv) Dados «, 8 € Z[i], temos, em vista do item anterior, e utilizando propriedades dos

conjugados de complexos, que:

N(aB) = afaf = afaf = aapf = N(«)N(B).
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Exemplo 2.2.3. Calcule a norma dos inteiros gaussianos a =3 +4i e § = 11 + 4.

N(@)=3+4=9+16=25e N(8) =11+ 1> =121 + 1 = 122.

Observamos com este exemplo que através da funcao Norma, podemos comparar

dois inteiros gaussianos.

Antes de entramos no assunto de divisibilidade no conjunto dos inteiros gaus-
sianos, vamos encontrar os elementos inversiveis deste conjunto. Para isto, observe a

proposicao abaixo.

Proposigao 2.2.4. Seja o € Z[i]. As seguintes afirmagoes sao equivalentes:

(i) a é inversivel em Z[i];

(il) M) = 1;
(iil) a € {—1, 1, —i, i}.
DEMONSTRACAO:

(i)=-(ii) Seja o um elemento inversivel de Z[i]. Entao, existe um unico 5 € Z[i] tal que

aff = 1. Segue, do item (iv) da Proposic¢ao 3.2 que:
N(a)N(B) = N(aB) = N(1) = L.

Mas N (a) € Z,, pela definicao de /. Assim, pela igualdade acima, N (a) é um divisor
inteiro positivo de 1. Logo, N (a) = 1.

(ii)=(iii) Seja a = x + yi € Z[i], e suponhamos que N (a) = N (z + yi) = 2* +¢* = 1.
Como x,y € Z, a equacao x° +y* = 1 admite exatamente quatro solucdes; a saber, (£1,0)
e (0,41). Portanto, se v é inversivel em Z[i], entdao o € {—1, 1, —i, i}.

(iii)=(i) Trivial.

Observacao 2.2.5. Quando falarmos neste texto do conjunto das unidades (ou in-

versiveis) em Z[i], estaremos nos referindo ao conjunto {1, —1, i, —i}.

Definicao 2.2.6. Dados a e 3 inteiros gaussianos. Diremos que a e [ sao associa-
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dos ou multiplos unitdrios um do outro se a = u.3, com v € {—1, 1, —i, i}.

Exemplo 2.2.7. Note que a =3+ i e = —1 + 3i sao associados, pois a = i.[3.

2.3 Divisibilidade

Nesta secao, temos por objetivo estabelecer quando um inteiro de Gauss é di-
visivel por outro. Além disso, descreveremos uma maneira, através de exemplos, de como

se obter os divisores de um inteiro de Gauss.

Definigao 2.3.1. Dizemos que para «, 8 € Z[i], a divide § e denotamos por «|f se

existir v € Z[i] tal que 8 = a.y.

Exemplo 2.3.2. (1 + 21)|5, pois 5 = (1 — 2¢)(1 + 2i).

Exemplo 2.3.3. (4 + 5i)|(14 — 3i), pois 14 — 3i = (4 + 53)(1 — 24)

Proposigao 2.3.4. Sejam « e [ inteiros gaussianos tais que «|f, entao N («)|N(B)
em 2.

DEMONSTRACAO: Se alf, entao existe um inteiro gaussiano vy tal que 8 = v.a. Apli-
cando a fungao norma em ambas as parcelas da igualdade, obtemos que: N () = N (v.a)

e como a fungdo norma ¢ multiplicativa, segue que N (8) = N(v).N(a) e, portanto

N(a)|N(B).

Exemplo 2.3.5. Encontre todos os divisores de 11 em Z[i].

Queremos encontrar os inteiros gaussianos o = a + bi, tal que a|11. Se a|11 entao existird
um inteiro gaussiano y tal que 11 = av. Aplicando a fungao Norma nesta igualdade,
obtemos que N(11) = N(ay) & 121 = N(a)N(y). Como nos interessa estudar o
comportamento apenas de « e sabendo que a Norma de um inteiro gaussiano é sempre

positiva, a igualdade sé é satisfeita se uma, e apenas uma das situagoes abaixo ocorrer:

e Na)=ad*+bV =1 a==1oua==+i
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e N(a)=11= «a ¢ Z][i]
e N(a) =121 & a = +11 ou a = +111.
Logo os divisores de 11 em Z[i] sao:

(1,11}

e suas multiplicacoes pelas unidades.

Exemplo 2.3.6. Encontre todos os divisores de 6i em Z[i].

Queremos encontrar os inteiros gaussianos o = a + bi, tal que «|6i. Se «|6i entdo existira
um inteiro gaussiano ~ tal que 61 = a~. Aplicando a funcao Norma nesta igualdade,
obtemos que N (6i) = N (ay) < 36 = N ()N (7). Como nos interessa estudar o compor-
tamento apenas de « e sabendo que a Norma de um inteiro gaussiano é sempre positiva,

a igualdade s6 é satisfeita se uma, e apenas uma, das situagoes abaixo ocorrer:
e Na)=d*+V =1ca==+loua==i
e N(a) =2 a==+1+7;
e N(a)=3= a ¢ Z[i;
e N(o) =4 a==%2o0u a==+2i
e V(o) =6= o ¢ Z[i];
e N(a) =9 a=43oua==+3i;
e N(a)=12= o ¢ Z[i];
e V(o) =18 = o= £3+ 3i;
e N(a) =36 < a= =46 ou a = £6i.
Logo os divisores de 6i em Z[i] sao:
{1,144,2,3,3 + 3,6}

e suas multiplicacoes pelas unidades.
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Exemplo 2.3.7. Encontre todos os divisores de 3 + i em Z][i].

Queremos encontrar os inteiros gaussianos o = a + bi, tal que «|3 + 4. Se «|3 + i entao
existird um inteiro gaussiano vy tal que 3 + ¢ = a7. Aplicando a fungao Norma nesta
igualdade, obtemos que N(3 + i) = N(ay) < 10 = N ()N (7). Como nos interessa
estudar o comportamento apenas de « e sabendo que a Norma de um inteiro gaussiano
é sempre positiva, a igualdade so é satisfeita se uma, e apenas uma, das situagoes abaixo

ocorrer:
e Na)=d*+bV =1a==+1 ou a=+i
e Na)=2 a=+1+1
e Nlo)=6ea=4+1+2 ou a=+2+1i
e Na)=10 a=4+3+i ou a==+1=+3i.
Logo os divisores de 3 + i em Z][i] sao:
(1,14+4,142i,1—2,3+4,3—1}

e suas multiplicacoes pelas unidades.

Observacao 2.3.8. Com esta secao e estes exemplos, observamos que dado um in-
teiro gaussiano nao nulo «, tal que N («) > 1, para encontrar todos os seus divisores em
Z[i] devemos calcular a Norma de « e construir o conjunto D, que serd formado por todos
os divisores inteiros de N (a). Deste conjunto, aqueles divisores que forem escritos como

soma de quadrados serdo as normas dos divisores de a em Z[i].

2.4 A Divisao Euclidiana em Z[i]

Nesta secao estabeleceremos um método de divisao entre dois inteiros de Gauss.

Teorema 2.4.1. Dados a, 8 € Z[i] com [ # 0, existem ¢, € Z[i] tais que a« = S.q +r
com r =0 ou N(r) < N(B).
DEMONSTRACAO: Inicialmente vamos calcular a divisio conforme aprendemos nos

ndmeros complexos, obtendo
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=z +yi,

™[0

com X,y racionais.

Se x e y sao inteiros, entao ¢ = x + y2 e r = 0. Caso x e y nao sejam numeros
inteiros, entao devemos procurar m,n inteiros mais préximos de x e y, ou seja, m e n tais

1 1
que |z —m| §§e ly — nl §§. Tomando ¢ = m + ni e r = a — ¢, obtemos

N(%—)ZAWHw%%m—mDZNwi4®+@—m0=@—mf+@—nf§
< 1.

e~ =
»-lkl}—‘

+
Se/\/'(g—q><1, entéo/\/(——q) <1/\/’(5)@j\/’((%_
(a —qpB) < N(53), temos portanto

T

@@<Nm@

N(r) < N(B).
n

Exemplo 2.4.2. Encontre o quociente e o resto da divisao de o« = 15+ 52 por f =1+ 2:
em ZJ[1].

O quociente e o resto sao encontrados seguindo a mesma sequéncia de ideias usadas na
demonstracao do Teorema 2.4.1.

O primeiro passo é calcular a divisao conforme é calculada nos niimeros complexos.

a 15+5i 15+5i (1-2i) 15-30i+5i— 102 15—25i+10 25-251 25 25

———1

8 1+2 142 (1—2) 1— 42 - 1+4 5 5 5
25 25
Como€—5e—g:—5S§Lointeiros,temosq:5—5@'er:O.

Exemplo 2.4.3. Encontre o quociente e o resto da divisao de a = 264727 por § = 3+ 41
em Z][i].

O quociente e o resto sao encontrados seguinte a mesma sequéncia de ideias usadas na
demonstracao do Teorema 2.4.1.

O primeiro passo é calcular a divisao conforme é calculada nos nimeros complexos.

a 26472 26472 (3 4)

B 344i  3+4i (3—4)
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78— 1047 + 2160 — 2881° 78+ 1120 +283 366+ 112 366 112,

9 — 162 9+ 16 95 95 o5
366 112 . . .
Observe que S5 © 5 10 sio nidmeros inteiros, logo precisamos encontrar m e n tais
RN FICENN S I
que | oo- —m| < e < 3. Veja:
66 | 1, 1_366 1 1 366 _ 1 366
2% =59 75573 =595 95 TS5 55
757 07 707 757
D0 e O T T 4 4 < m < 15,14,
50 = M=T50 Tpg =Sy TR EME D,
e
112 1 1 112 11 112 1 112
L <t i<t h<ite ot <ot
25 5 T3 =735 557 95 5 95

249 < < 199 N 199 < 249
n —_— _—
- - 50 50 — 7 50

Portanto m =15 e n = 4.

Desta forma jé determinamos q, pois ¢ = m + ni, ou seja ¢ = 15 + 4i. Para determi-
nar r, basta lembrarmos que r = o — f.q, ou seja r = (26 + 72i) — (3 + 44)(15 + 4i) =
26 + 72i — (45 + 123 + 60i + 16i%) = 26 + 72i — (29 + 72i) = 26 — 29 = —3

Concluimos assim que ¢ = 15+ 4i e r = —3.

Exemplo 2.4.4. Encontre o quociente e o resto da divisao de o« =4 + 5t por § =1+1
em ZJ[i].
O quociente e o resto sao encontrados seguindo a mesma sequéncia de ideias usada na

. .. o
demonstracao do Teorema 2.4.1. Inicialmente, calculamos —:

B 14di  1+4+i (1—1) 2 2 2

o _A+5i _4+5i (1-d) _(4+5)(1-i) _9+i_9 1

sto & . 9 1
isto é, aqui, r = - ey = —.
7q7 2 y 2

O préximo passo consiste em encontrarmos e, f € Z, tais que:
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Para isto, observe que, se e, f € Z, entao:

S4<e<b& ec{4,b}; e

1 1
‘§—f'§§<:> 0<e<l& fe{0,1}.

Assim, existem quatro possiveis quocientes t = e + fi € Z[i] para essa divisdo, a saber,
t1 =4,ty =5,t3 =4+iety =5+1i. E éclaro que a cada quociente t;, i = {1,2, 3,4} esta
associado o seu respectivo resto r; € Z[i], obtido através de r = a — [5t; a saber, r; = i,
ro=—1,r3=1ery = —1.

Logo, dados @« = 4+ 5i e § = 144 em Z[i], existem quatro possiveis pares ordenados

(ti, i) € Z[i] tais que o = St; + r;, com N (r;) < N(5):

(th?“l) = (4,2), (tg,?”g) = (47 —1)7 (tg,?”g) = (4+Z, 1) e (t4,7”4) = (5 + i, —Z)

Exemplo 2.4.5. Encontre o quociente e o resto da divisao de a« = 31+ 7i por § = 2+ 51
em Z[i].
Neste exemplo, usaremos uma maneira mais pratica de se encontrar o quociente q e o

resto r. Inicialmente faremos a divisao usual dos nimeros complexos.

a 3147 3147 (2—5i) 62—155i + 145 — 35> 62+35—141 97 — 1415 97 141

_—= _— . g _— g = — — —

I6] 2+ 51 2450 (2—5i) 4 — 2532 4425 29 29 29
97 41 . . o .

Observe que 29 e ~ 39 nao sao inteiros, logo precisamos encontrar os inteiros m e n mais

préximos destas racionais.
Para isto, ao invés de usarmos o modulo conforme os exemplos acima, realizaremos a

divisao dos racionais e tomaremos o inteiro mais préximo, isto é:

97 141
— & 4 —— =~ 1
59 3,34 e 59 , 86,

portantom =3, n=—-5eq=m+ni =3 — 5.
Como queremos « = f.q+r, logo r = a—f.q e, portanto r = (31+7i)—(2+5i)(3—51) = 21
Concluimos assim que (31 + 7i) = (2 + 5i)(3 — 5i) + 21, ou seja, ¢ =3 — 5i e ¢ = —2i.
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Observagao 2.4.6. No exemplo anterior, a aproximacao é justificada, pois realizar o

, 1 141 1 ., L .
calculo |— —m| < = e |——— —n| < —, nada mais é que encontrar o inteiro m mais
29 2 29 2
L. . o . , . ) 141
proximo do racional 29 e o inteiro n mais préoximo do racional ~ 39"

2.5 O Algoritmo da Divisao Euclidiana em Z]i]

Nesta se¢ao introduziremos a definigdo de méximo divisor comum em Z[i] e esten-
deremos a idéia da divisao euclidiana. Com estas ferramentas, mostraremos que dados os
inteiros de Gauss «, [3 e v, tais que mdc(a, ) = 7, é possivel escrever v como combinagao

linear de o e 3.

Definicao 2.5.1. Sejam «, e 7 inteiros gaussianos nao nulos. Diremos que v sera

o maximo divisor comum de « e  quando:

1) vl e v5;
ii) Se existe ¢ € Z[i] tal que c|a e ¢|f8 entao N(c) < N (7).

Em outras palavras, o maximo divisor de dois ou mais inteiros gaussianos sera o divisor

comum com a malor norma.

Lema 2.5.2. Sejam «, 3 e 7y inteiros gaussianos. Entao mdc(«, 0) = «, e mde(a, f)=mdc(3, o)=mdc(
VB, B).

DEMONSTRACAO: Sejam d, o, 3, inteiros gaussianos. Os fatos que mdc(a,0) = a e

mdc(a, f)=mdc(f, ) s@o triviais.

Considere agora que d =mdc(3,« — vf3). Logo d|S (implicando que d|yf) e d|a — 5.

Desta forma, d|a, pois a =5 + (o — v[).

Definicao 2.5.3. Sejam « e [ inteiros gaussianos nao nulos. Se estes possuem como
fatores comum as unidades {41, —1, +i, —i}, entdo dizemos que « e [ sao relativamente

primos.
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Teorema 2.5.4. (Algoritmo Euclidiano). Sejam « e § inteiros gaussianos nao nulos.
Se aplicarmos o Teorema 2.4.1, iniciando pela divisao de « por 3, obtemos um quociente
v e um resto r1, com N (r;) < N (7). Com este 3 e o r; repetimos o processo, obtendo

um novo quociente 7y, € um resto r, com N (r3) < N (72), gerando a sequéncia abaixo:

a =By +r1, N(r) < N(mn)
B =r172 + 12, N(r2) < N(72)
1 = 1oys + 13, N(r3) <N(73)

O 1ltimo resto nao nulo é divisivel por todos todos os divisores comuns de a e 3, e é em
si um divisor comum, por isso é o Maior Divisor Comum de « e .

DEMONSTRACAO: A demonstracao é idéntica & usada nos inteiros. Entretanto, vamos
reescreve-la.

Pela divisao euclidiana, temos que:
a= By +r1, com N(r1) < N(m)
Da igualdade acima e pelo Lema 2.5.2, temos que:

mde(a, 8) = mdc(a — .91, 8) = mdc(ry, ) = mde(B, 1)

Desta forma, podemos ter duas situagoes:
e N(r1) = 0: neste caso, temos que mdc(a, )=mdc(5,7r1) = f;
e N(r1) # 0: neste caso, efetuamos a divisdo euclidiana de 8 por r, obtendo:
B =riys + re, com N(ry) < N(ry)

Segue que:

mdc(a, B) = mdce(5,r1) = mdc(ry,2)
Novamente, duas situagdes podem ocorrer:
e N(ry) = 0: neste caso, temos que mdc(a, 5)=mdc(r,0) = ry;

e N(ry) # 0: neste caso, efetuamos a divisdo euclidiana de r; por 73, obtendo:
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1= 19y3 + 13, com N(rs) < N(rs)

Segue que:
mdc(a, ) = mdc(B,m1) = mde(r1,r2) = mdc(ra, 13)

e assim sucessivamente.
Definindo ry = f3, existe um valor n natural que r,.1 = 0 e r, # 0. De fato, se tivéssemos

para todo n # 0, teriamos uma sequéncia infinita

ro>1T1>T9 >r3>...>0

Segue que:

mdc(a, B) = mde(B,11) = mdce(ry, re) = ... = mdc(ry, ro1) = mde(r,,0) =,

Portanto, o dltimo resto nao nulo r,, deste processo, fornece o valor de mde(«, 3).
[ |

Calculamos o mdc(a, ), com « e [ inteiros gaussianos através do dispositivo pratico que

decorre do processo acima.

Quociente | y1 | Y2 | V3 | - | Tn—2 | Tn—1 Yn
« Blri|re| | rueg | Tho1 | rn = mdc(a, )
Resto ri|re | T3 | a1 | Th 0

Exemplo 2.5.5. Utilizando o Algoritmo de Euclides, encontre o mde(32 + 9,4 + 113).
Note que:

3249 =(4+119)(2—-2i)+2—5i
4+ 11i = (2 —5i)(— 2—1—2)—1—3—2
2—5i=(3—1i)(1—1)—
+

3 —i= (—i)(1+30)+0.

Ou seguindo o esquema acima:
Quociente | 2—21 | —2+di | 1—12 |14+ 3¢
3249 [44+11e| 2—-5i |3—1| —1t
Resto 2—951 | 3—1 —1 0
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Concluimos assim que mdc(324-9i,4411i) = —i, ou seja 32+9i e 44114 sdo relativamente

primos.

Exemplo 2.5.6. Neste exemplo mostraremos que o maximo divisor comum em Z][i]

nao é tnico. Sejam o = 114 3i e § = 1 + 8i. Temos:

11+3i=(14+8)(1—1i)+2—4i
1+8=2—-4i)(—1+4+4)—1+2i
2 —4i=(—-1+2i)(-2)+0.
Ou seja, o maximo divisor comum de av e  é —1 + 2i.

Entretanto, podemos fazer da seguinte maneira:

11+3i=(14+8)(1—1i)+2—4i
148 i =(2—4i)(—2+i)+1—2i
2—4i=(1-2:)(2)+0.
Ou seja, maximo divisor comum de o e # é 1 — 2:. Essas duas respostas nao sao incon-

sistentes, pois —1 4 2i = (—1)(1 — 2i), ou seja, sdo multiplos unitdrios um do outro.
Teorema 2.5.7.(Bachét- Bezout) Seja 0 qualquer méximo divisor comum de dois in-
teiros gaussianos « e  ndo nulos. Entao existem x e y € Z[i] tais que

a.x+ [fy=94.
DEMONSTRACAO: O caso de o« = 0 = /8 é trivial, pois (x =0 =y =0). Nos outros

casos, considere o conjunto de todas as combinagoes Z[i]-Lineares de « e 3:

I(a, B) el {ax+ By x,y € Z[i]}.

Seja 0 = a.xy + [.yo 0 elemento com menor norma de I(«, 3). Afirmamos que § divide
todos os elementos I(a, 8). De fato, dado m = a.x + .y € I(a, ), sejam q e r inteiros

gaussianos o quociente e o resto da divisao euclidiana de m por 9§, de modo que m = d.q+7

e 0 < N(r) < N(d).Temos

r=m—0.q = (a.x+5.y)—(a.xo+5.%).¢ = a.x—a.xoq+L.y—B.yoq = a(x—x0q)+LB(y—1y0q).
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Logo r € I(«a, ). Como N(r) < N(d) e N(d) é a menor norma de I(«, 3), segue que
r =04 0i =0 (pois N(§) é um ntimero natural) e, portanto d|m, pois m = d.q +r =

0.g+0=0d.q.
[

Corolario 2.5.8. Sejam « e (3 dois elementos em Z[i] primos entre si, isto é, cujos uinicos

divisores comuns sao unidades. Entao existem x,y € Z][i] tais que
ax+ fy=1.

DEMONSTRACAO: Sejam v e 8 dois elementos em Z[i] primos entre si, isto é, mdc(a, ) =
m,ondem € {1,—1,4, —i}. Decorre imediatamente do teorema acima que existem inteiros
gaussiano x ey, tal que:

a.x+ By =m.
Estudaremos os casos.
e Se m = 1 demonstrado!;
e Sem=—1,entdo a.x + pfy=—-1< a.(—z)+ p.(—y) = 1;
e Sem =i, entdo a.x + fy =i & a.(—x.1) + f.(—y.i) = 1;
e Sem = —i, entdo a.x + f.y = —i & a.(x.9) + B.(y.i) = 1.
[

Exemplo 2.5.9. Ja vimos que a = 32+ 97 e § = 4 + 117 sao relativamente primos, pois
mdc(32 + 94,4 + 114) = —i. Agora escreveremos —i como combinagao de o e 5. Veja: Ja

vimos através do Exemplo 2.5.5 que

Quociente | 2—2i | =241 | 1—2 |1+ 3¢

3249 [44+11e| 2—-51 |3 —1 —1

Resto 2— 51 3—1 —1 0

Agora vamos escrever —i como combinagao linear de 32 4+ 9i e 4 + 113.

Através do esquema acima, podemos escrever as seguintes equacoes

324 9i = (44 114)(2 — 2i) + (2 — 5i) (I)
A4 110 = (2= 5i)(—=2+4) + (3—14) (1)
2—5i=B-i)(1—i)+ (=) (III)
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Isolando —i na equagao (III) e aplicando as equagoes (II) e (I) na equagao (III) obtemos
92— 5i—(3—i)(1—i)=—i

2 — 50— ((4+1148) — (2 = 5i)(=2+ 1)) (1 — i) = —i
2 —5i — (44 113) (1 — i) + (2 = 5i) (=2 + i) (1 — i) = —i

(2 = 50) — (4 + 113)(1 —4) + (2 — 5i)(—1 + 3i) = —i

(2= 5i)(1 —1+3i) — (44 113)(1 — i) = —i
(2 = 50)(3i) — (4+ 110)(1 — i) = —i
((32 4 9i) — (4 + 110)(2 — 20))(30) — (4 + 118)(1 — i) = —i
(32 4 94)(3i) — (4 + 114)(2 — 20)(3i) — (4 + 113)(1 — i) = —i
(32 + 94)(3i) — (4 + 116)(6 + 6i) — (4 + 113)(1 — i) = —i
(32 + 9i)(3i) — (4 + 114)(7 + 5i) = —i
(32 +9i)(3i) + (4 + 110)(—7 — 5i) = —i

a(3i) 4+ B(=7 = 5i) = —i

2.6 Fatoracao Unica

Nesta se¢ao definiremos Inteiros Gaussianos primos e compostos. Também pro-

varemos aqui o Teorema da Fatoragao Unica em Z[i].
Lema 2.6.1. Seja a um inteiro gaussiano nao nulo:
i) qualquer divisor § de o que possui norma igual a 1 é uma unidade;

ii) qualquer divisor § de a, tal que N'(3) = N (a) serd um multiplo unitdrio de «;

DEMONSTRACAO:
i) Sejam « e (3 inteiros gaussianos tal que B|la e N(8) = 1, entao é imediato verificar que

B ==+1oupf = +i.
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ii) Se fla e N(B) = N(«a), entdo podemos considerar que exista um inteiro gaussiano v
tal que o = (7. Aplicando a funcao norma em ambos os lados da igualdade, obtemos
que N'(a) = N(By) = N(B)IN(7) <= 1 =N(y), pois N(B) = N(). Mas, se 1 =N (y),
concluimos que v = 1 ou 7 = +i. Portanto 3 deve ser igual u.cv, com u € {1, 1,4, —i},

ou seja, [ é um multiplo unitario de «.
[

O que o Lema 2.6.1 quer dizer é que os unicos inteiros Gaussianos que dividem

« e tem norma igual a N'(a) sdo +a ou +ia.

Ele nao diz que os tnicos inteiros gaussianos que possuem norma N («) sdo +a
ou +ia. Veja por exemplo que 1 + 8i e 4 4+ 7¢ possuem norma 65 e nem sao unidades

multiplicativas um do outro.

Quando N («) > 1, obtemos imeditamente oito divisores de v, a saber: +1, +i, +a, tia.
Estes sao os chamados divisores triviais de a. Qualquer outro divisor sera chamado de
nao trivial. Pelo Lema, concluimos que os divisores nao triviais de um inteiro gaussiano

« sdo aqueles cuja norma estéd estritamente entre 1 e N («).

Definigao 2.6.2. Seja a um inteiro gaussiano na qual AM(a) > 1. O inteiro gaussi-
ano « sera chamado de composto se possuir algum divisor nao trivial. Se « possuir

apenas divisores triviais, entao ele sera chamado de primo.

Teorema 2.6.3. Se a norma de um inteiro Gaussiano o é um ntmero primo em Z,
entdo « serd um numero primo em Z[i].

DEMONSTRACAO: Seja @ = a + bi um inteiro gaussiano e p um natural primo tal
que N(a) = p. Suponha que a = 37, com [ e ~ inteiro gaussianos. Aplicando a funcao
Norma em ambos os lados da igualdade, obtemos: N () = N (S7) e como a fungao Norma
é multiplcativa, obtemos: N(a) = N(B)N (7). Desta forma, temos que N (B)N(y) = p.

Como p ¢é natural primo, segue que:

N(B)=1leN(y)=p

NB)=peN() =1
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Com isso, observamos que [ é uma unidade e v é multiplo unitario de o ou v é uma
unidade e § é um miultiplo unitario de « e, portanto, o possui apenas divisores triviais,

ou seja, o é primo.
[ |

Lema 2.6.4. Seja m um inteiro gaussiano primo. Se 7|af, entdo w|a ou 7|f3 para «,
g€ Zlil.

DEMONSTRACAO: Para demonstrar este lema vamos supor que m / a e concluir que
7| 5.

Seja m um inteiro gaussiano primo e « e 3 inteiros gaussianos onde 7|laf e m | a.

Se m f «, entdao mde(a, ) = u, onde u € {1, —1,i, —i}. Isto significa que a e 8 sdo rela-
tivamente primos. Sendo assim, temos através do Corolario 2.5.8 que existem inteiros
gaussianos x e y tais que

ro+ym = 1.

Multiplicando ambos os membros da equacao acima por [, obtemos

fax + fmy =

Como 7|af, 7|7, temos que 7|(Sax + fry) e, portanto, |5.

Teorema 2.6.5. (Fatoragao tnica) Qualquer elemento o # 0 de Z[i] admite uma fa-

toracao
Q= T ToT3... Ty,

em elementos irredutiveis (primos) ;. Tal fatoragao é tinica a menos de ordem dos fatores
e da multiplicagao por unidades (isto é, a menos de associados).

DEMONSTRACAO: A prova da unicidade da fatoracdo é idéntica & dos inteiros, utili-
zando o lema anterior. A prova da existéncia da fatoracao é também similar, mas agora
utilizamos indugao em N (). Antes, vamos mostrar que para as quatro primeiras normas
possiveis, obtemos sempre um inteiro gaussiano que € escrito como produto de primos em
Zli]. Se N(a) = 2 entao « é irredutivel, pois a = £1 £ ¢ é irredutivel (ou primo). Se

N(a) = 4 entdo a é escrito como produto de primos, pois a = +2 = +(1 +4)(1 — i) ou
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+2i = +(1 +14)(1 —i)i. Se N(a) =5 entdao o é primo, pois « = +£1 +2i ou v = +2 + ¢
sdo primos em Z[i]. Se N(a) = 8 entdo a é escrito como produto de primos, pois
a=42+2i==42(1+1i)==%(14+4)(1 —1i)(1+4). Suponha valido agora para um certo
inteiro gaussiano ¢, isto é, Se 8 é inteiro gaussiano, onde N (8) < N(¢), entao [ seré
fatorado em primos em Z[i].

Se ¢ é irredutivel, nao hd nada a fazer; caso contrario, temos que ¢ serd composto, ou
seja, existe uma fatoragdo ¢ = 47, onde nem ¢ e nem 7 sdao unidades, isto é, N (J) # 1
e N(m) # 1. Como N(¢) = N(§)N(m), temos que ¢ e m possuem norma estritamente
menor do que N (¢). Por hipdtese de indugao, § e ¢ podem ser fatorados em irredutiveis,

e combinando as duas fatoragoes temos uma fatoracao de ¢.

2.7 Aritmética Modular

Assim como nos nimeros inteiros, congruéncias sao definidas usando a ideia de
divisibilidade.
Seja a um inteiro gaussiano diferente de zero. Diremos que dois inteiros gaussianos [ e 7y
sao congruentes moédulo a se os restos de sua divisao euclidiana por « sao iguais. Quando

os inteiros gaussianos 3 e 7 sao congruentes médulo m, escreve-se
B = v mod «

Quando a relagao f = v mod « for falsa, diremos que 3 e v nao sao congruentes,
ou que sao incongruentes, modulo «. Escreveremos, neste caso, 5 # v mod a.
Decorre, imediatamente, da definicao que a congruéncia, médulo um inteiro gaussiano
fixado «, é uma relacao de equivaléncia. Vamos enunciar isto explicitamente abaixo.
Proposicao 2.7.1. Seja « € Z[i], com N («) > 1. Para todos 0, 5 e v € Z[i], temos:
i) [Propriedade Reflexival] § = 6 mod «,
ii) [Propriedade Simétrica] Se § = S mod «, entdo f = 60 mod «,

iii) [Propriedade Transitiva] Se § = S mod a e f = v mod a, entdao 8 = ~ mod «.
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DEMONSTRACAO: A demonstracao é idéntica & que é feita em Z.

Para verificar se dois inteiros sao congruentes médulo «, nao é necessario efetuar a divisao
euclidiana de ambos por a para depois comparar os seus restos. E suficiente aplicar a

seguinte defini¢ao:

Definigao 2.7.2. Sejam que «, S ey € Z[i]. Escrevemos o = [ mod vy quando v|(a—f3).

Exemplo 2.7.3. Prove que (14 12i) = (2 —1) mod (3 + 1).

De fato. Note inicialmente que (1 4 12¢) — (2 —¢) = —1 + 13i. Agora, é evidente que
—1+4+13: 10+ 40¢

34)[(—=1+ 13 i = =1+ 4.

(34 9l(-1 +130), pois -2 = LAy

Exemplo 2.7.4. Vamos calcular o resto da divisdo de (3 + 2i)? por 4 + i.
Note inicialmente que (3 + 2i)? = 9 + 12i +44° = 9 — 4 + 12§ = 5 + 12i. Observe também
que 5+ 12i = (4 +4)(2 + 3i) — 2i. Portanto (3 +2i)? = (—2i) mod (4 +1).

Exemplo 2.7.5. Vamos encontrar todos os multiplos de 1 + 2i em Z[i], isto é:

(1 4+ 2i)(m + ni) = m + ni + 2im + 2ni* = m + ni + 2im — 2n = m(1 + 23) + n(=2 + 1),

com m e n inteiros. Vamos plotar em um plano cartesiano os inteiros gaussianos 1 + 2i e

—2+1.

Figura 2.1: Representagao Gréfica de 1 4+2i e =2+

Agora, vamos observar uma curiosidade grafica da representacao de um multiplo
de um inteiro gaussiano. Se m = 1 e n = 1, entao o inteiro gaussiano gerado é

1(1+42i) + 1(—=2 4 i) = —1 + 3i. Interpretaremos este resultado como o ponto do plano
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(x,y), onde x = m — 2n é a parte real e y = 2m + n a parte imaginaria. Fazendo todas as

combinagoes para m = 0,£1,4+2 e n = 0, £1, £2, obtemos os seguintes pontos do plano.

Figura 2.2: (x =m —2n,y =2m +n),com m =0,+1,£2 en =0,+1, £2.

Fazendo todas as combinagoes para (r = m — 2n,y = 2m + n), com m e n
. . . . 1
inteiros e encaixando os vetores geradores deste pontos, obtemos um reticulado™ no plano

cartesiano, conforme a imagem abaixo:

\/J\ 7 7
// \/< //

/

~

Figura 2.3: Todos os pontos gerados por (z =m — 2n,y = 2m + n).

2.8 Primos em Zi|

Lema 2.8.1. Um ntmero natural p primo é composto em Z[i], se, e somente se ele for
escrito como soma de dois quadrados.

DEMONSTRACAO:

=) Seja p um natural primo em Z e composto em Z[i]. Logo p pode ser escrito através de

uma fatoracao nao trivial, isto é, p = a.8 (I) com « e 3 inteiros gaussianos e N'(8) < N (p).

'Para maiores informacdes sobre o assunto consulte a pagina 140 de [6].
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Aplicando a fungao Norma na equagao (I) e usando o fato que esta fungao é multiplicativa,

obtemos que:

N(p) = N(aB) < p* = N(a)N(8) (IT)

Da expressao (II), obtemos que N (a) = N(8) = p, com p primo. Adotando o = a + bi,

segue que N(a) = a® 4+ b*> = p, ou seja, p é escrito como soma de dois quadrados.

<) Suponha que p seja um nimero natural primo em Z que é escrito como soma de
dois quadrados, isto é, existem inteiros a e b tais que p = a® + b%. Mas, observe que
também podemos escrever p da seguinte maneira p = (a + bi)(a — bi) que é uma fatoragao

nao trivial em Z[i]. Logo, p é composto em Z][i].
n

Exemplo 2.8.2. Observe os 68 primeiros naturais primos que sao escritos como soma de

dois quadrados.

2=12412 173=22+13% || 377 =42+19% | 593 = 8 4 23*
5 =12+ 22 181 =92+10% [ 389 =102 + 172 || 601 = 5% + 242
13=2°+3° 193="7"+12% || 397 =62 +19% | 613 =17° + 182
17 =17 + 47 197 = 17 + 14?7 || 401 =17 +20% || 617 = 16* + 19?
20=2%4+52 [ 229 =22 +15% || 409 = 32 +20% || 641 = 4% + 25°
37=1246 | 233=8%2+13% [ 421 = 14> + 15% || 653 = 13% + 222
41 =42 +5% || 241 =4*+15% [ 433 =122+ 17% || 661 = 6> + 25°
53=224+7% [ 257 =12+ 16> || 449 = 7> +20° || 673 = 12% + 23?
61=52+62 [ 269=10"+13%| 457 =42 +21% | 677 = 1% + 267
73=324+8% || 277 =92+ 142 [ 461 = 10° + 197 || 701 = 5% + 267
80 =524+8% [[ 293 =22+ 17% || 477 =52+ 21% | 709 = 15° + 222
97 =42+9% [ 313 =122 4+13% || 509 = 5% + 227 | 733 =22 + 277
109 =92+10% || 317 = 112 + 142 || 521 = 112+ 20% || 757 = 9 + 26°
113=72+8% [ 337=9%2+16% | 541 = 10 + 212 || 769 = 122 + 252
137 =42+ 117 || 349 =52+ 18% [ 557 = 14> + 197 || 773 = 17° + 22°
149 =22 1+122 | 353 =82+ 17% [ 569 = 13% + 207 || 797 = 11% + 267
157=62+112 | 3713 =724+ 18% || 577 = 12+ 24% || 809 = 5% + 282

Tabela 2.1: Os 68 primeiros naturais primos que sao escritos como soma de dois quadrados

Observe que todos os primos desta tabela satisfazem a congruéncia p = 1 mod(4).

Na confecgao desta tabela, construimos via EXCEL duas ferramentas eletronicas

que podem ser tuteis no ensino de aritmética.
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Primeiro construimos uma planilha iterativa que testa se um certo natural k é
primo ou composto, com k < 10000. A segunda planilha iterativa consiste na escrita de

um certo natural m como soma de dois quadrados, com m < 1225.

Elas estao disponiveis em:
http:/ /www-mat-ams.blogspot.com.br/2014/05/ola-galera-uma-das-ideias-mais.html e
http:/ /www-mat-ams.blogspot.com.br/2014/05/um-metodo-iterativo-para-escrever.html.

Lema 2.8.3. Sejam a e b dois ntimeros inteiros. Entdo a® 4+ b*> = 0,1 ou 2 (mod 4).

DEMONSTRACAO: Se a é6 um nimero inteiro, entdo a assume uma das seguintes formas:
a=4k;a=4k+ 1;a =4k + 2;a=4k+ 3
Desta maneira a® assume uma das seguintes formas
16k* = 4(4k?); 16k* + 8k + 1 = 4(4k* + 2k) + 1;

16k* + 16k + 4 = 4(4k® + 4k + 1); 16k* + 24k + 9 = 4(4k* + 6k +2) + 1

Logo
a®> =0 (mod 4) ou =1 (mod 4)

Isto nos diz que um quadrado ao ser dividido por 4, deixa resto 0 ou resto 1.

Desta forma, observamos que a soma de dois quadrados sera
a®+b* = (040) (mod 4); a®+b* = (140) (mod 4); a®+b* = (04+1) (mod 4); a®>+b* = (14+1) (mod 4).

Logo, fica evidente que se um numero natural k satisfaz k = 3 (mod 4), entdo k

nao pode ser escrito como soma de dois quadrados.

Exemplo 2.8.4. Observe os 30 primeiros primos:

2,3,5,7,11,13,17,19, 23,29, 31, 37,41, 43,47,53,59,61,67,71,73, 79,
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83,89,97,101, 103, 107, 109, 113

Todos eles, exceto o 2, satisfazem uma das conguéncias abaixo:
p= 1mod(4) (I) ou p= 3 mod(4) (II).

Os que satisfazem a congruéncia (I) podem ser escritos como soma de dois quadrados,
conforme conjecturamos na Tabela 2.1 e provaremos a seguir no Teorema 2.8.6. Ja os
que satisfazem a congruéncia (II) ndo podem ser escritos como soma de dois quadrados,

conforme Lema 2.8.3.

Corolario 2.8.5. Seja p um natural primo em Z que satisfaz p = 3 mod(4), entao
p nao pode ser escrito como soma de dois quadrados e, além disso, p é primo em Z[i].
DEMONSTRACAO: Se p é um natural primo em Z que satisfaz p = 3 mod(4), entao
pelo Lema 2.8.3, p nao pode ser escrito como soma de dois quadrados.

Se p nao pode ser escrito como soma de dois quadrados, entao pelo Lema 2.8.1, temos

que p é nao composto em Z[i|, ou seja, p é primo em Z][i].
n

Teorema 2.8.6. Sendo p um natural primo, a equacdo z? + y*> = p possui solucdes
inteiras (z,y) € N x N se, e somente se, p =2 ou p = 1 mod(4).

DEMONSTRACAO: Observamos, incialmente, que 2 = 12 4+ 12. Sabemos que para todo
primo fmpar p temos p = 1 mod(4) ou p = 3 mod(4).

Como, para todo inteiro a, a®* = (0 ou 1) mod(4) (Lema 2.8.3) vemos que se z° +4° = p
entdao p = 1 mod(4).

Nos resta mostrar que para todo p satisfazendo p = 1 mod(4) pode ser escrito como soma
de dois quadrados.

Tomamos, pois, um primo p = 1 mod(4). Pelo Teorema 1.1.6.16 existe x tal que
2?> = —1mod(p). Com este x definimos a fun¢do f(u,v) = u+ v e tomamos m = [/p*.
Como /p ndo é um inteiro temos m < /p < m + 1. Consideramos os pares (u,v) de
inteiros onde 0 < u < m e 0 < v < m. Desta forma, vemos que u pode assumir m-+1

valores e v, também, pode assumir m-+1 valores. Portanto, o niimero total de pares é

2A funcao “maior inteiro”é a que associa a cada real x o maior inteiro menor ou igual a x. Denotamos
este valor por |z].
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(m 4+ 1)%. Como m + 1 > \/p, temos que (m -+ 1)® > p, isto é, o total de pares é superior
a p. Como um sistema completo de residuos médulo p possui exatamente p elementos,
concluimos que se considerarmos f(u,v) médulo p teremos mais nimeros do que classes
de residuos para coloca-los. Logo, pelo Principio das Casas dos Pombos, existem pelo
menos dois pares distintos (uy,v1) e (ug, v2) com coordenadas satisfazendo 0 < u; < m e

0 <wv; <m (i=1,2), para os quais

flur,v1) = f(ug, v2)(mod(p)).

Isto equivale a (u; +zvy) = (ug +xv9)(mod(p)), isto &, (u1 —ug) = —a(vy —va)(mod(p)).

Elevando-se ao quadrado ambos os membros desta iltima congruéncia, temos:
(ur —ug)? = —a®(v1 —v2)* = —(v1 — v)?(mod(p))

uma vez que 22 = —1mod(p).

Definindo a = w1 — us € b = v1 — v, obtemos:
2, 12 _
a®+ b = 0(mod(p))

ou seja, p|(a® + b?). Como os pares (u1,v;) e (ug,vs) sdo distintos, a e b ndo sido ambos
nulos, isto é, a* + b* > 0.

Sendo u; e uy inteiros no intervalo [0, m], temos que a = u; — uy satisfaz —m < a < m.
Também para b = v; — v, temos —m < b < m pela mesma razao. Como m < /D,
conclufmos que |a| < /p e |b| < \/p. Isto nos diz que a* + b*> < 2p.

Logo, a* + b* é um inteiro divisivel por p e satisfazendo 0 < a® + b* < 2p. Como o tnico

inteiro multiplo de p neste intervalo é p, concluimos que a? 4+ b* = p.

Existem ntmeros naturais compostos que também podem ser escritos como soma
de quadrados, por exemplo 8 = 22 + 2?2 ¢ 20 = 2% + 4%, Vamos estudar os 20 primeiros
naturais compostos que sao escritos como soma de quadrados e verificar se existe algum

padrao para estes ntmeros.

4=224+0"=2%8=22+22=2%9=3"4+0"=3% 10=3"4+1"=2x5
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16=4>+02=2% 18=324+3=2x3% 20=424+22 =22 x5; 25 =324+ 42 =5°
26=124+52=2x13; 32=424+42=2%34=324+52=2x17; 36 =6+ 02 = 2% x 3?
40=22+62=2°x5,45=3"4+62=3" x5, 499=T"+0*=7% 50 =1 + 7* = 2 x 5°
52=42462=22x13; 58 =32+ 7 =2x29; 64=824+0°=2% 65=8>+12=5x 13

Com estes exemplos, observamos e conjecturamos o seguinte padrao para um ntmero ser

escrito como soma de quadrados.

Dado um nimero natural p que é escrito como soma de quadrados. Sua fatoracao em

primos assume uma das opcoes abaixo:

Sera uma poténcia de 2;

Serd p'ps?...por, com p; = 1(mod 4) e i =1,2,...,r [Tabela 2.1];

Serd qf1q§2 ...q>, com ¢; = 3(mod 4), j = 1,2,...,s e todos os expoentes f3; sdo

pares;

Sera uma combinacao das opgoes acima.

Para enunciar de uma forma mais clara e provar esta conjectura destacamos o

teorema abaixo.

Teorema 2.8.7. Um inteiro n pode ser representado como soma de dois quadrados

se, e somente se, tiver fatoracao da forma

n=20ppst . pralgs g
onde p; = 1(mod 4) e ¢; = 3(mod 4),i=1,2,...,r,j =1,2,...,s e todos os expoentes 3;
Sao pares.
DEMONSTRACAO: Sabemos que 2 = 12 + 1% ¢ que pelo Teorema 2.8.6 todos os p;s
podem ser representados pela soma de dois quadrados. Logo, se todos os ;s forem pares,
cada um pode ser escrito como [3; = 23,0 que nos diz que qjj = (qJQ.)Bj. Mas q?- = q]z + 02,

ou seja, qu é soma de dois quadrados.
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Disto concluimos, que se todos os ;s forem pares, n tera representacao como
soma de dois quadrados.
Suponhamos, agora, que n possa ser representado como soma de dois quadrados
e que algum 3; seja impar. Sem perda de generalidade, podemos considerar [3; impar.
Seja d = mdc(a,b) onde a e b sdo inteiros tais que a* + b* = n. Como d|a e d|b, temos
a b
que a = kid e b = kod. Sabemos, pelo Corolario 1.1.4.10 que (87 E) = 1, isto é,
(k1,ky) = 1. Como d*|n, temos n = kd*. Portanto,
2 2 2 2 2
n a*+b a® b a2 b 9 . 9
b=p=m=ate=(3) *(a) =Rtk
Como estamos supondo 3; fmpar o expoente de ¢; em k serd impar, pois k = n/d*. Logo,

q1]k e como (kq, ky) = 1 podemos concluir que

(q1,k1) = (@1, k2) = 1.
Logo, pelo Teorema 1.1.6.12, existe = tal que kjx = ky(mod ¢q) e, portanto
0=k=k +k =kl +kiz> =k +2%)(mod q).

Como q; /|k1 2, temos que 2> + 1 = 0(mod ¢,) ou seja, 2> = —1(mod ¢;). Sendo
¢1 = 3(mod 4) sabemos que esta tltima congruéncia nao é possivel (Lema 2.8.3). Disto
concluimos que todos os ;s devem ser pares caso n possua representacao como soma de

quadrados.
]

Teorema 2.8.8. Seja p um natural primo em Z. Se p = 1 mod(4), entdao p é composto
em Z[i].

DEMONSTRA C/I O: Pelo Teorema 2.8.6, temos que se p é um natural primo e p =
1 mod(4), entdao p pode ser escrito como soma de dois quadrados. Se p pode ser escrito

como soma de dois quadrados, entao pelo Lema 2.8.1 temos que p é composto em Z[i].
[ |
Teorema 2.8.9. Todo primo em Z[i] é um dos seguintes nimeros:
1. w.(l+419);
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2. u.m ou u.7, onde N (7) = p com p primo em Z e p = 1 mod(4);
3. u.p, com p primo em Z e p = 3 mod(4), com u € {1,—1,7,—i}.

DEMONSTRACAO:

1. Observe que a N (u(1+1)) =2 e 2 é primo em Z. Logo, pelo Teorema 2.6.3 1+

é primo em Z[i].

. Consequéncia do Teorema 2.6.3, pois se 7 ¢ inteiro gaussiano e sua Norma ¢ um
inteiro primo, concluimos por este teorema que 7w serd primo. Sendo m = a + bi
um inteiro gaussiano que tem como Norma um inteiro primo k, observamos que
N(u.w) = Nw)N(a + bi) = N(w)N(a — bi) = N(u7) = a* + b* = k, de forma

analoga concluimos que 7 é um inteiro gaussiano primo também.

. Consequéncia do Corolario 2.8.5., pois se p é primo em Z e p = 3 mod(4), entao
por este teorema ele nao pode ser escrito como soma de dois quadrados. Se ele nao

pode ser escrito como soma de dois quadrados ent@o ele é ndo composto em Z[i], o

que é equivalente a dizer que p é primo em Z[i].

Exemplo 2.8.10. Escreva 35 como produto de primos em Z][i].
A fatoracao de 35 nos inteiros é 35 = 5.7

Como 5 =1 (mod(4)), temos que 5 pode ser escrito como soma de quadrados, logo
5=1+4=1"4+2%=(1+2i)(1 - 2i),

e é evidente que (1 + 2i) e (1 — 2¢) sdo primos em Z[i].

Observe também que 7 é primo em Z[i], pois 7 = 3 (mod(4)), logo

35 = 5.7 = (1 + 2i)(1 — 20)7.

Exemplo 2.8.11. Escreva 2 + i como produto de primos em Z[i].

Observe que N(2+ i) =5 e 5 é primo em Z. Logo 2 + 7 é primo em Z[i] e sua fatoracao
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éu.(2+1), comu e {1,—1,i,—i}.

Exemplo 2.8.12. Escreva o« = 3 + i como produto de primos em Z][i].
Inicialmente note que N (a) =9+ 1 = 10. Logo, a é composto em Z][i].

Ja vimos através do Exemplo 2.3.7 que os divisores de « sao:

{1,1+0,142i,1—2i3414,3—i}

e suas multiplicacoes pelas unidades.

Note que destes divisores, sao primos

{144,142i,1— 2}

e suas multiplicacoes pelas unidades.
Escolhemos um deles e realizamos a divisao de « por este primo. Para este exemplo,

escolheremos 1 + ¢. Logo

3—1—1’_(3—1—2’)(1—2’)_4—22’_2_.
1+i (Q+)1-i 2 "

Como 2 — i é primo em Z[i], obtemos que a fatoracdo de o em primos em Z][i] é
34i=(1+1)(2—1i).

Exemplo 2.8.13. Mostraremos neste exemplo uma outra forma de encontrar a fatoracao
de um inteiro gaussiano em termos primos em Z[i| utilizando agora a Func¢ao Norma e
sua propriedade de ser multiplicativa.

Para exemplificar considere o inteiro gaussiano g = 17+ 33:. E evidente que NV(B3) = 1378.
A fatoracao desta norma em Z é 1378 = 2.13.53. Agora, note que os trés primos gerados
sao escritos como soma de quadrados e automaticamente escritos como produtos de primos
em Z[i], pois 2 =12 + 12 = (1 +4)(1 —4),13 =22 +3* = (2 4+ 3i)(2 — 3i),53 = 2 + 7* =

(24 7i)(2 — 7i). Utilizando a multiplicidade da fun¢ao Norma, podemos escrever

N(B) = 1378 = 2.13.53 = N (71 )N (72)N (73),
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ondeyy=14toup=1—i,%w=243tourr=2—-3tey3=2+4+T7iou~vy;=2—"7i ou
seja, 0 sera uma das oito possibilidades geradas acima. Concluimos assim que a fatoragao

de 8 em Z[i] em termos primos é

17 +33i = (1 +i)(2 — 30)(2 + 74).

Observacao 2.8.14. Este resultado é valido, pois provamos no Teorema 2.6.5 que para
todo inteiro gaussiano nao nulo existe uma fatoragao tnica em primos. Sendo assim, se
a ¢é um inteiro gaussiano nao nulo, entao existem inteiros gaussianos primos 7y, ma, ...7,,
tal que

O = UTT9... Ty,

com u sendo unidade de Zl[i]. Aplicando a fungdo norma em ambos os lados da equagao

acima, obtemos

N (o) = N(ummy..mn) = N(w)N (m1)N (12).. N (7)) = N (1) N (02).. N (7).

Exemplo 2.8.15. Fatore o inteiro gaussiano [ = 2319 + 1694:.

Note que NV (B) = 8247397. A fatoragdo desta norma em Z é 8247397 = 17.29.16729.
Agora, note que os trés primos gerados sao escritos como soma de quadrados e automarti-
camente escritos como produtos de primos em Z[i], pois 17 = 12+4+4% = (1+2i)(1—2),29 =
22 + 5% = (24 5)(2 — 5i), 16729°= 40% + 123% = (40 + 1237)(40 — 123i). Utilizando a

multiplicidade da fungao Norma, podemos escrever

N(B) = 8247397 = 17.29.16729 = N (71)N (72)N (3),

onde vy = 1+4+4iouy =1—4i, 9 =2+5io0ouy =2—5 ey = 40+ 1237 ou

v3 = 40 — 1234, ou seja, [ serd uma das oito possibilidades geradas acima. Concluimos

3 A verificacdo de que este nimero é primo foi feita via o teste de primalidade presente em [1] na pagina
89.
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assim que a fatoracdo de § em Z[i] em termos primos é
2319 4 16947 = —(1 + 44)(2 + 57)(40 + 1234).

Com estes exemplos, podemos escrever dois métodos de fatoragdo em primos em Z[i].

2.8.1 Métodos de decomposicao de fatores primos em Z[i]

Método 1: Seja 7 um inteiro gaussiano. Para fatorar v em fatores primos em ZJi]

devemos seguir os passos abaixo:
i) Se v for primo, entdo nao ha nada a fazer;
ii) Se 7 for composto, entao encontre um divisor primo 7 de 7, tal que v = 7v;;
iii) Se ; for primo, entdo nao ha mais nada a fazer e v = 7yy;
iv) Se 71 for composto, volte no passo ii).

Justificativa deste método: Seja a = a+bi um inteiro gaussiano nao nulo e N'(a) > 1.
Se « for primo, entao nao ha nada o que fazer. Se a for composto, entao calculamos sua
norma, obtendo A'(a) = a® 4+ b*>. Como esta norma é um nimero natural, sabemos que
este pode ser fatorado em nimeros primos. Desta forma, obtemos o conjunto de divisores
di,ds, ...,dr de N(«). Deste conjunto de divisores, escolhemos os d;, com i = 1,2,.... k
que sao escritos como soma de quadrados. Logo, encontramos os divisores de «, diga-
mos i, (o, ...a, (jd vimos neste trabalho que é possivel encontrar todos os divisores de
um inteiro gaussiano através de sua Norma). De todos os divisores de « selecionamos
aqueles que sao primos (basta usar o Teorema 2.8.8). Escolhemos um desses divisores
e realizamos a divisao euclidiana de « por este divisor primo, gerando um quociente ¢;.
Se este quociente for primo, entao nao ha nada a fazer. Caso ¢; for composto, repetimos

o processo até obter um quociente primo!

Método 2: Seja v um inteiro gaussiano. Para fatorar v em fatores primos em ZJi]

devemos seguir os passos abaixo:

i) Calcule a norma de ~;

60



ii) Fatore a norma de v em Z, obtendo os primos pi, pa, ..., Pn;

iii) Se o primo obtido deixar resto 3 quando dividido por 4, entao ele serd primo em Z[i.
Os primos que deixam resto 1 quando dividido por 4 deverao ser escritos como soma,

de quadrados;

iv) Fatore estes primos (que deixam resto 1 quando dividido por 4) em um produto de

primos conjugados em Z|[i[;

v) Para cada primo gerado na fatoragdo da norma, aparecem um inteiro gaussiano primo
ou dois inteiros gaussianos primos como candidato a fator. Logo existem no maximo

2" produtos de inteiros gaussianos primos candidatos a fatoragao de ~;
vi) Fazendo os testes das opgdes, determinamos a fatoragao exata de +.

Justificativa deste método: Seja a = a+bi um inteiro gaussiano nao nulo e N'(a) > 1.

Sabemos pelo Teorema 2.6.5. que « pode ser fatorado em primos, isto &,
Q= UTT1TT9... Ty,

com u sendo unidade de Zl[i] e 71,7, ..., T, primos em Z[i]. Aplicando a fungao norma

em ambos os lados da equacao acima, obtemos

N(a) = N(ummy...m,) = N(w)N (m)N (m2)..N (1) = N (m)N (m2)..N ().

Como 7,7y, ..., T, sdo primos em Z[i], temos entdo que cada m;, com i € {1,2,3,..n}

assumira umas das formas apresentadas no Teorema 2.8.8, isto é:
o T, =141
o T, = ¢ oum; = ¢, onde N(m;) = p, com p primo e p = 1 (mod 4);
e m; =p, com p primo e p = 3 (mod 4).

. Desta forma N (my), N (), ..., N(7,) serao escritos como:

o N(m)=2=(1-14)(1+1);
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e N(m;) = p, com p primo positivo e que deixa resto 1 quando divididos por 4. Logo,
N () = a + b7, entdo N(m;) = a; + b = (a; — b;i)(a; + bii). Isto nos diz que para
cada fator primo da multiplicacao 7 - my - ... - m, que satisfazer este item, teremos
duas possibilidades, totalizando um total de 2° combinacdes possiveis, com ¢ sendo

a quantidade de inteiros de Gauss com norma prima.
L N(ﬂ'l) = T;T;

Desta forma, teremos no maximo 2" possibilidades de produtos para resultar em « e

fazendo os testes encontraremos uma combinacao que satisfaca a equagao o = umims...m,.

62



Capitulo 3

Resolvendo Problemas dos Inteiros

em Z|i|

Estamos prontos para fazer aplicacoes da aritmética de Z[i] nas propriedades
de Z. Todas estas aplicagoes estao relacionadas com somas de dois quadrados, mais

precisamente pela seguinte equacao:
a®+b° = (a + bi)(a — bi)

Nossas aplicacoes irao abordar as seguintes questoes:
e Um ntmero primo que ¢é escrito de forma tnica como soma de dois quadrados;
e (Classificacao de ternas pitagéricas primitivas;
3

e Classificacao de soluctes primitivas para a equacao a® + b* = ¢3;

e A tnica solucdo inteira para a equacao diofantina y* = 2 — 1 é (x,y) = (1,0).

3.1 E possivel um nimero primo ser escrito como
soma de dois quadrados?

Conforme comentamos na introducao deste trabalho, serd que é possivel escrever
um numero primo como soma de quadrados? Se sim, sob quais critérios? Ja respondemos

a estas questoes no Teorema 2.8.6. Nesta se¢ao apenas apresentaremos uma maneira
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diferente de provar que quando um primo ¢é escrito como soma de quadrados, esta soma

é Unica.

Teorema 3.1.1. Se um nimero inteiro primo p é uma soma de dois quadrados, entao
ele é escrito de forma tinica da seguinte maneira: p = a® + b%, onde os inteiros a e b sdo
unicos a menos da ordem e do sinal.

DEMONSTRACAO: seja p inteiro primo tal que p = a® + b* com a, b inteiros. Usando

os inteiros gaussianos, podemos escrever p de outra maneira, isto é
p = (a+bi)(a — bi).
Aplicando a func¢ao norma em ambos os lados da equagao acima, obtemos
N(p) = N((a+bi)(a—bi)) = N(a+bi)N(a — bi) = p?
A tnica opgao possivel para que a equagao acima seja satisafeita é
N(a+bi) = N(a —bi) = p.

Logo, pelo Teorema 2.6.3 concluimos que a + bi e a — bi sdo primos em Z[i].

Agora suponha que existam c, d inteiros tais que
p=c+d* = (c+di)(c— di),

logo, pela mesma justificativa apresentada acima, teremos que ¢+ di e ¢ — di serdao primos
Z[i].

Mas, pelo Teorema 2.6.5, temos que a fatoragao em Z[i] é inica (a menos de associados).
Isto significa que

a+ bi = u(c+ di) ou a+bi = u(c— di),

onde u ¢ unidade de Z[i].

Vamos estudar o caso em que a + bi = u(c + di), pois os outros casos sao andlogos.
e Seu=1entao a+ bi = c+ di, ousejaa =ceb=d;
e Seu=—1entao a+bi = —c —di, ousejaa=—ceb=—d;
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e Seu=ientdo a+bi =ic+di’ = —d+ci,ousejaa=—deb=c
e Seu=—ientdoa+bi=—ic—di*=d—ci,ousejaa=deb=—c.

Desta forma, concluimos que se p é primo e é escrito como p = a? + b%, entdo a e b sdo

anicos.

Observacao 3.1.2. Somente os niimeros primos que possuem esta propriedade. Observe

os nimeros 50 e 65
50=5"+5"=1>+7%65=1"4+8 =4+ 7",
sao escritos como soma de dois quadrados distintos.

Exemplo 3.1.3. Os numeros de Fermat sao os nimeros da forma:
EF,=2"+1.

O quinto nimero primo de Fermat (os quatro primeiros sao 5 = 2% 4+ 1, 17 = 2% 4 1,
256 = 2% + 1, 65537 = 22 4 1) F5 = 22 4 1 = 4294967297 é escrito como soma de dois
quadrados: 2% 41 = 4294967297 = (2'%)2 4+ 12, Euler conseguiu escrever este mesmo

nimero como soma de outros dois quadrados:
(219)% + 12 = (62264) + (20449)>.

Isso realmente teve uma grande consequéncia. Fermat achava que seu quinto nimero
era primo, mas o fato de ele ser escrito como soma de dois quadrados distintos pro-

vou que F5 era composto. Euler ainda encontrou qual era o fator nao trivial de Fj

(2% + 1 = 4294967297 = 641.6700417).
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3.2 Obtendo Ternos Pitagdéricos Primitivos através
de Z]i]

O objetivo desta secdo é encontrar as solucdes inteiras da equacao a® + b* = ¢?,

onde (a,b,c) = 1. Serd que é possivel? Se sim, serd que existe uma férmula que descreva

estas solucoes? Nesta secao mostraremos que a resposta para ambas as questoes é SIM!

Teorema 3.2.1. Todo terno Pitagérico Primitivo (a, b, c) tem a seguinte forma
a=m?>—n? b=2mn, c=m?+n?

comm >n>0,(mn)=1em% nmod(2).
Antes de demonstrarmos este resultado, vamos nos lembrar do que é um terno Pitagérico

(TP) e do que é um Terno Pitagérico Primitivo (TPP).
Definigao 3.2.2. Um terno pitagorico (TP) é uma tripla de inteiros positivos (a,b,c)
tal que

a® + b =

Também chamamos o TP(a,b,c) de triangulo pitagérico cujos catetos sao a,b e hipotenusa
c.

Em outros termos, terno pitagérico é toda solucao inteira e positiva da equagao diofantina:

Assim, por exemplo, sao ternos pitagéricos:
(3,4,5), (6,8,10), (5,12,13) e (12,35,37),
pois:
37 +47 =5 6+ 8% =10%, 5+ 12° = 13% e 12° + 35° = 377

Definig¢ao 3.2.3. Um terno pitagérico primitivo (TPP) é um TP(a,b,c) com mdc(a, b, ¢) =
1. Também chamamos o TPP(a,b,c) de triangulo pitagérico primitivo cujos catetos sao

a,b e hipotenusa c.
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Assim, (3,4,5) e (5,12,13) sdo exemplos de ternos pitagéricos primitivos, pois 3% +4% = 57,

5% +12% = 13? e mdc(3, 4, 5)=mdc(5,12,13) = 1.

Chamamos de ternos pitagéricos compostos ou nao-primitivo, todo TP(a,b,c) com mdc(a, b, ¢) #
1. Assim, (6,8,10) e (15,36,39) sdo ternos compostos ou nao-primitivos, pois 6% +8% = 107,

15% + 36 = 397, mdc(6,8,10) = 2 e mdc(15,36,39) = 3.

Antes de demonstramos o teorema, vamos relembrar alguns resultados dos inteiros que

sao preservados nos inteiros gaussianos.

Propriedade 3.2.4. Sejam a, b, d inteiros gaussianos tais que d=mdc(a,b), entao d|(a+b).
DEMONSTRACAO: Sejam a, b, d inteiros gaussianos. Se d=mdc(a,b), entao existem in-
teiros gaussianos w e y tais que a = d.w e b = d.y. desta forma a expressao a + b =

dw £+ dy = d(w + y), ou seja, d|(a £ b).
n

DEMONSTRACAO DO TEOREMA 3.2.1: Nosso objetivo aqui é encontrar todas as

?, sendo a,b e ¢ niimeros inteiros e mdc(a, b, ¢) = 1.

solucoes da equacao a® +b? = ¢
Se mdc(a,b) = 1, entdao a e b nao sdo pares simultaneamente. Logo ou a e b sdo impares
ou sao de paridade distintas.

Suponha que a e b sejam fmpares. Logo a®4b* = 2 (mod 4), implicando que ¢* = a®+b* =
2 (mod 4). Mas, um quadrado ao ser dividido por 4 deixa resto 0 ou resto 1 (Lema 2.8.3.).
Concluimos assim que a e b possuem paridade distinta, ou seja, a Z b mod(2).

Vamos mostrar agora que mdc(a + bi,a — bi) = 1.

Suponha que mdc(a + bi,a — bi) = 6, entdo Propriedade 3.2.4 §|2a e 6|2b, implicando
entao que 4|2, pois mdc(a,b) = 1.

Neste momento temos duas possibilidades: d =2 ou d =1

Se § = 2, entdo 2|(a® + b*). Logo a e b tem a mesma paridade o que é um absurdo, pois
ja mostramos acima que a e b possuem paridade distintas. Concluimos assim que 6 = 1,
ou seja, a + bi e a — bi sio relativamentes primos. Como ¢* = a* + b* = (a + bi)(a — bi),
temos que a + bi e a — bt serao necessariamente quadrados perfeitos, ou seja, existem

x,y, z,w € Z, tal que:

?—y?) + 2ayi

2

a+bi=(x+y)? =2+ 2y +9%° = (x

a—bi=(z+w)?=2*—22wi +wi* = (2> —w?) — 2zwi
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Da igualdade de inteiros gaussianos obtemos:

a=a>—y* b=2xy r=2z

a=2>—w? b=2zw y=w

Como mdc(a, b) = 1, concluimos que mdc(z,y) =mde(w, z) = 1. Logo obtemos

a=x*—y’

b= 2zy

e, portanto ¢ = a® 4+ b? = (2* — 20%% + o) + 42’y = 2t + 2027 + oyt = (22 + )2
n

Este resultado tem grande relevancia no ensino de matematica e consiste em um excelente
apoio pedagogico ao professor de matematica do Ensino Médio, pois ao trabalhar com
problemas em triangulos retangulos com lados inteiros, basta o professor escolher dois
numeros naturais (digamos m e n) de paridade distinta e primos entre si que ele terd in-
finitos tridangulos retangulos, pois além do triangulo (a = m? —n* b = 2mn, c = m* +n?)
ele terd infinitos outros, pois (ka, kb, kc), com k natural também sera triangulo retangulo
com lados inteiros. Desta forma, o professor nao fica preso aos ternos (3,4, 5), (5,12,13).
Para exemplicar tome m = 6 e n = 1, obtemos a = 36 — 1 = 35, b = 2.6.1 = 12 ¢
c=36+1=37 que ¢ um TPP.

No exercicio 14 do capitulo 5 construimos uma tabela com os 29 primeiros ternos pi-

tagdricos primitivos.

3.3 E possivel escrever cubos como somas de dois
quadrados?

Conforme comentamos na introducao deste trabalho, serd que é possivel escrever
cubos como soma de dois quadrados? Se sim, sob quais condi¢oes? Nesta secao, temos

por objetivo responder a estas questoes.
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Lema 3.3.1. Todo ntimero natural que é um cubo perfeito nunca deixa resto 2 quando
dividido por 8.

DEMONSTRACAO: Seja k um numero natural. Se dividirmos k por 8, podemos obter
um dos seguintes restos

0,1,2,3,4,5,6 ou 7.

Isto é equivalente a dizer que uma das oito congruéncias sera satisfeita
k= m (mod 8),

onde m € {0,1,2,3,4,5,6,7}. Elevando ambos os membros da congruéncia acima ao
cubo, obtemos

k> = m® (mod 8),

onde m? € {0,1,8, 27,64, 125,216, 343}
Como 0 = 0 (mod 8), 1 =1 (mod 8), 8 =0 (mod 8), 27 = 3 (mod 8), 64 = 0 (mod 8),
125 =5 (mod 8), 216 = 0 (mod 8) e 343 = 7 (mod 8), concluimos que quando um cubo

perfeito é dividido por 8 ele pode deixar apenas os seguintes restos
0,1,3,50u7

ou seja, um cubo perfeito nunca deixa resto 2 quando dividido por 8.

3

Teorema 3.3.2. As solucdes inteiras da equacdo a®+b* = ¢, com (a,b) = 1 sdo descritas

pelas seguintes equacoes
a=x>—3zy?, b=32%y — >, c=2*+ ¢,

com (z,y) =1ex Z ymod(2).

DEMONSTRACAO: Nosso objetivo aqui é encontrar todas as solucdes da equacio a? +
b> = 3, sendo a,b e ¢ nimeros inteiros.

Se mdc(a,b) = 1, entdo a e b nao sdo pares simultaneamente. Logo ou a e b sdo impares
ou sao de paridade distintas.

Suponha que a e b sejam fmpares. Logo a*> = b* = 1 (mod 8), implicando que ¢® = a*+b* =
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2 (mod 8). Mas um cubo ao ser dividido por 8 nunca deixa resto igual a 2 (Lema 3.3.1.).
Concluimos assim que a e b possuem paridade distinta, ou seja, a Z b mod(2).

Vamos mostrar agora que mdc(a + bi,a — bi) = 1.

Suponha que mdc(a + bi,a — bi) = §, entdo Propriedade 3.2.4. §|2a e §|2b, implicando
entao que 4|2, pois mdc(a,b) = 1.

Neste momento temos duas possibilidades: d =2 ou d =1

Se § = 2, entdo 2|(a*+b?). Logo a e b tem a mesma paridade o que é um absurdo, pois ja
mostramos acima que a e b possuem paridade distintas. Concluimos assim que d = 1, ou
seja, a+bi e a — bi sdo relativamentes primos. Como ¢* = a® +b* = (a+bi)(a— bi), temos
que a + bt e a — bi serao necessariamente cubos perfeitos, ou seja, existem z,y, z, w € 7Z,

tal que:

a+bi = (z+yi) = 2°+ 32%yi + 3wy*i® + (yi)® = (2° — 32y?) + (32%y — v°)i

a—bi = (z4+wi)® = 2* + 32%wi + 32w + (wi)® = (2* — 3zw?) + (322w — w?)i
Da igualdade de inteiros gaussianos obtemos:

a=a>—3xy*; b=3z%y—y* =z
<~
a=2"—3zw* b=32%w—uw Yy =w
Como mdc(a, b) = 1, concluimos que mdc(z,y) =mdc(w, z) = 1.
Além disso, © # y (mod 2), pois se x e y fossem de mesma paridade, terfamos que
a =0 (mod2)eb=0 (mod2), o que é um absurdo, pois mdc(a,b) = 1. Logo se
mdc(z,y) =1 e x #y (mod 2), temos que a = 2° — 3zy?, b = 32%y —3° e c = 2* + 12

Exemplo 3.3.3. Resolva a equacdo diofantina y* = 2% + 4

Podemos usar o Teorema 3.3.2. para confeccionar uma tabela para candidatos a solucao
deste problema. Antes, como neste exemplo b = 2, vamos analisar quais valores inteiros
m, n satisfazem a equacdo 2 = 3m?*n —n® = n(?)m2 — n2) & % = 3m? —n?. Esta equacdo
s6 tem sentido se n = +1 ou n = +2. Fazendo os teste (tabela abaixo), obtemos as
solugoes.

Portanto as solugoes desta equagao diofantina sao: (11,5),(—11,5),(2,2),(—2,2).

70



Tabela 3.1: Candidatos a solucdo da equacdo diofantina y® = 2% + 4

m O T O B |
n 1]1] -2 -2
a=m>—3mn| 2 |-2]-11] 11
b=3m’>n—n>]2]2] 2 2
c=m’+n® [ 2]2] 5 5

a® + b* 8 8125125

3 8 | 8125125

Teorema 3.3.4. A tnica solugdo inteira da equacdo y* = z° — 1 é (x,%) = (1,0).
DEMONSTRACAO: Observe que podemos escrever a equagao acima da seguinte ma-
neira 2° = y* + 1. Utilizando o Teorema 3.3.2 obtemos que b = 1 = 3m*n — n® =

n(3m? —n?) & — = 3m* — n?. Como m,n sdo inteiros, temos que a equacdo teréd sentido
n

sen = =£l1.
Sen=1entdo 1 = 3m? — 1 < 3m? = 2, ou seja m nao serd inteiro. Se n = —1 entdo
—1=3m?—-1< 3m? =0, ou seja m = 0. Desta forma, concluimos que n = —1, m = 0,

b=1l,a=x=0ec=y=1.
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Capitulo 4

Consideracoes sobre a Pesquisa

Iniciamos este Capitulo ressaltando as propriedades de Z que sao mantidas em

Z[i] e fazendo um breve comparativo.

e A ideia de divisibilidade é mantida;

A ideia de divisao euclidiana é mantida, trocando apenas a maneira de comparar os

nimeros, a funcao Norma no lugar da funcao Mdédulo;

O Algoritmo de Euclides é mantido;

O numero de unidades em Z ¢é 2, ja em Z[i] é 4;

O Teorema de Bezout é mantido;

A ideia de fatorar um numero nao nulo e diferente das unidades em fatores primos

¢ mantida;

As ideias de aritmética modular sao preservadas;

A ideia de nimero primo e composto é mantida;

e Os nimeros primos em Z que satisfazem p =1 (mod 4) sao compostos em Z][i;

A ideia de maultiplo de um nimero é expandida, pois em Z ela consiste em um
subconjunto de uma reta numérica e em Zl[i] ela consiste em um subconjunto do

plano, pois gera um reticulado.
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Ressaltamos também os resultados obtidos no capitulo 3. Neste capitulo mostra-
mos um resultado que pode ser muito 1til ao professor de Matemaética do Ensino Médio.
Na elaboracao de exercicios que envolvam o Teorema de Pitdgoras, o professor normal-
mente fica preso aos seguintes ternos (3,4,5), (5,12, 13), (3k, 4k, 5k) e (5k, 12k, 13k), com
k natural (podendo ser real, mas nao tratamos neste texto sobre isso). Com o critério
abordado aqui “entregamos”ao professor uma gama de novos problemas, por exemplo,
através do TPP (99,20,101) ele tem imediatamente infinitas opgdes de criar um novo
problema: £(99,20,101), com k natural.

Destacamos também o critério fornecido para resolver a equacio ¢¢ = a® + b?, com
mdc(a,b) = 1. Observamos que serad possivel escrever um cubo como soma de quadrados

se

a=x>—3zy?, b=32%y — >, c=2>+ ¢,

com (x,y) = 1 ex # y mod(2). Observamos imediatamente deste resultado que uma

condicao necessaria para este problema é que
a b
—21'2—33/2, —:31’2—3/2,
T Y

ou seja, x deve ser um divisor de a e y um divisor de b.

Um trabalho futuro para este texto seria estudar de forma aprofundada a aritmética
modular em Z[i] e verificar se é possivel fazer uso da funcao ¢ de Euler para resolver
poténcias grandes de Inteiros de Gauss.

Outro trabalho futuro para este texto é verificar se é possivel escrever uma formula que
quantifique o numero de divisores que um inteiro gaussiano nao nulo possui.
Consideramos este material como um excelente texto introdutério a este assunto, pois além
de apresentarmos varios exemplos e exercicios, apresentamos a fundamentacao tedrica de

cada tépico aqui estudado.
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Capitulo 5

Atividades e solucoes

5.1 Exercicios Propostos

Exercicio 1) 1+ i divide 27

Exercicio 2) Encontre todos os divisores de 9 + 3i em Z[i].
Exercicio 3) 3 + 8¢ é primo ou composto em Z|[i]?
Exercicio 4) 4 + 3i é primo ou composto em Z[i]?

Exercicio 5) Encontre todos os divisores de 11 + 2i em Z[i] e depois selecione ape-

nas os divisores primos.

Exercicio 6) Determine o quociente e o resto para a divisdo entre 26 4 72¢ e 3 + 41i.
Exercicio 7) Encontre o mdc(18 — i, 11 + 7i).

Exercicio 8) Escreva 50 como produto de primos em Z[i].

Exercicio 9) Resolva a equacdo diofantina 3°* = 2% + 4.

Exercicio 10) Resolva a equacdo diofantina y* = 2 + 9.
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Exercicio 11) Encontre a fatoragdo em primos de 7 + 4¢ em Z[i] pelo método 1.

Exercicio 12) Encontre as fatoragdo em primos de 11 4 2i em Z[i] pelo método 2.

Exercicio 13) Utilize o algoritmo de Euclides para calcular o mdc de 5+ 12i ¢ 7 — 10¢

em Z[i]. Em seguida, expresse este mdc como combinacgao linear destes dois niimeros.

Exercicio 14) Encontre os 29 primeiros Ternos Pitagéricos Primitivos através da te-

oria dos inteiros gaussianos.

Exercicio 15) Em uma gincana recebes uma tarefa em que o objetivo é chegar ao posto
A, partindo do ponto inicial (0,0), mas para isto deves passar por postos intermedidrios
onde receberas senhas. Os pontos intermediarios sao determinados pelos divisores primos
do correspondente inteiro de Gauss associado ao posto A. Marque no mapa abaixo os

postos onde deves passar.

Exercicio 16) Mostre que se z é primo em Z[i], entao o seu conjugado também é primo

em Z][i].

Exercicio 17) Prove que todo nimero primo p = 4n + 3 é primo em Z[i].

Exercicio 18) Sejam z e w € Z[i]. Mostre que se z|w entao N (2)|N (w).
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Exercicio 19) Se f e g sao inteiros que sao soma de dois quadrados, entao o produto f.g

também é soma de dois quadrados.

5.2 Solugao das atividades

Exercicio 1)
Solugao 1: Se (1 + 7)|2, entao existe um inteiro gaussiano v = ¢ + di, tal que a expressao
2=(14+1i)(c+di) =c+di+ic—d = (c—d)+ (d+ c)i tenha solucoes inteiras. Isto

equivale a resolver o sistema:

2=c—d
0=d+c
A solucao deste sistema é ¢ =1 e d = —1. Como a solugao é inteira, entao (1 + )|2.

Solugdo 2: Queremos encontrar os inteiros gaussianos «, tal que «|2. Se |2 entao exis-
tird um inteiro gaussiano 7 tal que 2 = a~y. Aplicando a fungao Norma nesta igualdade,
obtemos que N (2) = N (ay) < 4 = N ()N (7). Como nos interessa estudar o comporta-
mento apenas de a e sabendo que a Norma de um inteiro gaussiano é sempre positiva, a

igualdade s6 é satisfeita se uma, e apenas uma das situagoes abaixo ocorrer:
e Nlo)=1 a==41oua==i
e Na)=2 a=+1+1
e N(a) =4 a=+2ou =+ 2i.
Logo os divisores de 2 em Z[i] sao:
{1,-1,4,—i, 1 +i,1 —¢,—1+4d,—1—14,2, -2, 2, —2i}

e, portanto (14 7)|2.

Exercicio 2) Queremos encontrar os inteiros gaussianos «, tal que «|(9+437). Se ar|(9+3i)
entdo existird um inteiro gaussiano v tal que (9 + 3i7) = avy. Aplicando a fun¢do Norma
nesta igualdade, obtemos que N (9+3i) = N (ay) < 90 = N (a)N (7). Como nos interessa

estudar o comportamento apenas de « e sabendo que a Norma de um inteiro gaussiano
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é sempre positiva, a igualdade s6 é satisfeita se uma, e apenas uma das situacoes abaixo

ocorrer:
e Na)=1& a==+1 ou a = =+i;
e Na) =2 a==+1=+4;
e N(a)=3= a ¢ Z][i;
e Nla)=b& a=+2+iou + 1+ 2
e N(a)=6= a ¢ Z][i;
e Nla) =9 a=+43ou + 3i;
e N(a) =10 a=+3+iou +1+ 33
e N(a)=15= «a ¢ Z][i];
e N(a) =18 & a =43+ 3i;
e N(a) =30= a ¢ Z[i;
e N(a) =45 a =46+ 3i ou + 3+ 63;
e Nla) =90 a=4+3+9 oua=+9+ 3i
Logo os divisores de 9 + 37 em Z[i] sao:
{i,1+4,14+2i,2+14,3,3+4,3—14,3+3i,6+3i,6 — 3,9+ 3i,9 — 3i}
e suas multiplicacoes pelas unidades.

Exercicio 3) Note que N(3 4+ 8i) = 9+ 64 = 73. 73 é primo e 73 = 1(mod(4)).

Desta forma, pelo Teorema 2.8.8 3 + 8; é primo.

Exercicio 4) Note que N (4 + 3i) = 16 + 9 = 25. Note que 25 = 1(mod(4)), mas
25 nao é primo. Logo, por este caminho nada podemos afirmar. A ideia aqui é encontrar
todos os divisores de 4 + 3¢ e verificar se sao divisores triviais.

Entao, queremos encontrar os inteiros gaussianos «, tal que «|(4 + 3i) e verificar se estes

divisores sao triviais. Se «|(4+3i) entao existird um inteiro gaussiano 7 tal que 4+3i = ay.
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Aplicando a fungao Norma nesta igualdade, obtemos que N'(4 + 3i) = N(ay) < 25 =
N(a)N (7). Como nos interessa estudar apenas o comportamento de « e sabendo que a
Norma de um inteiro gaussiano ¢ sempre positiva, a igualdade sé ¢é satisfeita se uma, e

apenas uma das situagoes abaixo ocorrer:
e Na)=1a=+1oua=+i
e Nlo)=b&sa=+1+2ioua=+2+1i
e Nla)=25s a=45,a=45i, , a =+3+ 4, a==+4+ 3.

Logo os divisores de 4 + 3i em Z[i] sao:
{1,14+2i,1—2i,5,4+ 3,4 — 3i}

e suas multiplicagoes pelas unidades.

Como existem divisores nao triviais de 4 + 37, concluimos que este nimero é composto

em Z[i].

Exercicio 5) Queremos encontrar os inteiros gaussianos o = a + bi, tal que «|(11 4 2i)
e selecionar destes apenas os primos. Se «a(11 + 2i) entdo existird um inteiro gaussi-
ano 7 tal que 11 + 2¢ = ay. Aplicando a funcao Norma nesta igualdade, obtemos que
N1 + 2i) = N(a)N(y) & 125 = N(a)N(y). Como nos interessa estudar apenas o
comportamento de a e sabendo que a Norma de um inteiro gaussiano é sempre positiva,

a igualdade so é satisfeita se uma, e apenas uma das situagoes abaixo ocorrer:
e Na)=a*+bV =1 a==+1oua==i
e Nla)=besa=+1+2ioua=+2+1
e N(a) =2 a==450u +5i ou +3+4iou +4+3i;
e Nla)=125 & a=+114+2i ou a =+2+ 115

Logo os divisores de 11 4 2i em Z[i] sao:

{1,1+42i,5,3 4 4i,11 + 23}
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e suas multiplicacoes pelas unidades.
Deste conjunto de divisores, observamos que os tnicos primos sao 1 + 2¢ e suas multi-

plicagoes pelas unidades, pois N'(£1 £ 2i) = N (+2 +4) = 5.

Exercicio 6) Inicialmente faremos a divisao usual dos nimeros complexos.

a 26 + 724 B 26 + 721 (3 — 414) B 78 — 1066i + 2167 — 295242 B
B 3+41i 3441 (3—41i) 9 — 168142 B
B 78 + 2952 — 8501 B 3030 — 8501 B 3030 B 850 ;
N 9+ 1681 1690 1690 1690
Observe que 3030 e — 850 nao sao inteiros, logo precisamos encontrar os inteiros m e n
Ve due 3690 © 1690 ) 1080 P

mais proximos destas racionais.
Para isto, realizaremos a divisao dos racionais e tomaremos o inteiro mais préximo, isto

é:

3030 850

—— ~ 1,792 — —— ~ —0,502

1600~ T ¢ T1e00 T T
portantom =2, n=—-leq=m+ni =2 —1.

Como queremos o = B.q+r, logo r = a— f.q e, portanto r = (26+72i) — (3+41:)(2—i) =
—21—-Ti

Concluimos assim que (26 4 72i) = (3 +414)(2 — i) + (—21 — 7i), ou seja, ¢ = 2 —i e
r=—21-"7Ti.

Exercicio 7) Para resolver este exercicio, vamos utilizar o algoritmo de Euclides.
Inicialmente vamos dividir 18 — ¢ por 11 + 7z.

Fazendo a divisao de 18 — i por 11 + 7i, obtemos ¢ = 1 —i e r = 3i. Fazendo a divisao de
11 4 7: por 3i, obtemos ¢ =2 —4ier =—1+i.

Fazendo a divisao de 3¢ por —1 + ¢, obtemos:
e q=1—1i,r=1e, portanto mde(18 — i, 11 + 7i) = i;
e ¢=1—2i,r=—1e, portanto mdc(18 — 7,11 + 7i) = —1;
e ¢q=2—1i,r=1¢e, portanto mdc(18 — 4,11 + 7i) = 1
e ¢=2—2i,r=—ie, portanto mde(18 — i, 11 4 7i) = —i.
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Concluimos assim que 18 — i e 11 + 77 sao primos entre si.

Exercicio 8) Note que 50 = 2.5.5 = 2.5%. Como 2 = (1 +4)(1 —i),5=(2+4)(2—1i) e
que 1+, 2 + 4 sdo primos em Z[i], temos que a fatoragdo de 50 em primos nos inteiros

gaussianos ¢é

50 =2.55=25"=(1+4)(1 —i)((24+4)(2—19))* = (1 +i)(1 —i)(2+14)*(2 — i)*.

Exercicio 9) Exemplo 3.3.3.

Exercicio 10) Utilizando o Teorema 3.3.2. obtemos que b = 3 = 3m’n — n® =
3 . ~ [ .

n(Sm2 — n2) & = =3m? —n? Como m,n sao inteiros, temos que a equagao tera sentido
n

sen =21 oun=43.

Logo

Se n =1 entdo 3 = 3m? — 1 < 3m? = 4, ou seja m ndo serd inteiro;

Se n = —1 entdo —3 = 3m* — 1 < 3m? = —2, ou seja m nao serd inteiro;

e Sen=3entdo 1 = 3m? — 9 < 3m? = 10, ou seja, m nao serd inteiro;

e Sen=—3entdo —1 = 3m? — 9 < 3m? = 8§, ou seja m ndo serd inteiro.
Concluimos assim que a equacio 3* = 22 4+ 9 nio possui solucdes inteiras!
Exercicio 11) Inicialmente note que N(a) = 49 + 16 = 65. Logo, a é composto em
Z[i].
Se fizermos o mesmo procedimento dos Exemplos 2.3.5,2.3.6 e 2.3.7 veremos que os divi-

sores de « sao:

(1,14 2,1 —2i,2+ 30,2 — 3,7+ 4i, 7 — 4i}

e suas multiplicacoes pelas unidades.

Note que deste divisores, sao primos

{1+2i,2+3i}
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e suas multiplicacoes pelas unidades.
Escolhemos um deles e realizamos a divisao de a por este primo. Para este exercicio,

escolheremos 1 + 2i. Logo

T+4i  (T+4)(1-2) 15— 10i

- - —3-2i
120 (1+2i)(1—2§) 5 '

Como 3 — 2i ¢ primo em Z[i], obtemos que a fatoracao de o em primos em Z[i] é

T+ 4i = (14 2i)(3 - 2i).

Exercicio 12) E evidente que N(3) = 125. A fatoracdo desta norma em Z é 125 =
5.5.5 = 5. Agora, note que o primo gerado é escrito como soma de quadrados e automa-
ticamente escrito como produtos de primos em Z[i], pois 5 = 12 + 22 = (1 + 2i)(1 — 24).

Utilizando a multiplicidade da fun¢cao Norma, podemos escrever
N(B) =555 =N()N(72)N (1),

onde vy =1+ 21, 9 =1+21 e v3 =14 2i, ou seja [ serd uma das quatro possibilidades

geradas acima. Fazendo os testes, obtemos
(1420)% = =11 — 245 (1 —2i)% = =11+ 2i; (1 + 24)(1 + 2i)(1 — 2i) = 5 + 10;
(14+24)(1 —2¢)(1 —2i) =5 — 10i.
Concluimos assim que a fatoracao de 5 em Z[i| em termos primos é

11+ 4i = —(1+ 260) (1 + 2i) (1 + 2i) = —(1 + 24)>.

Exercicio 13) Utilizando o algoritmo de Euclides, obtemos
Quociente | —1+1 241 1+20 | -2+ 2
5+412¢ | 7—-10¢ | 2—-5i | —2—2 i
Resto 2—51 | —2—2 { 0
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Concluimos assim que mdc(5+ 124, 7—10¢) = i, ou seja 5+ 12i e 7— 10: sdo relativamente
primos.
Agora vamos escrever ¢ como combinacao linear de 5+ 12i e 7 — 10s.

Através do esquema acima, podemos escrever as seguintes equagoes

54120 = (7—10i)(—=1+1i) + (2 —5i) (1)
7—10i = (2—=5i)(2+1) + (=2 —2¢) (I])
2 —5i=(—2—2i)(142i)+i ([II)

Isolando i na equacao (IIT) e aplicando as equagoes (IT) e (I) na equacao (III) obtemos

2 —5i— (=2 — 2i)(1+2i) =i

2 —5i— (7T—10i — (2= 5i)(2+14))(1+2i) = i
2 — 50 — (7 —10i)(1+2i) + (2 — 5i) (2 + i) (1 + 20) = i
2 — 5i — (T —100)(1 + 2i) + (2 — 5i)(5i) = i
(2 = 5i)(1 4 5i) — (7 — 10)(1 4 2i) = i
(54 120 — (7 — 100) (=1 +4)) (1 + 5i) — (7 — 10i)(1 + 2i) = i
(54 12i)(1 + 5i) — (7 — 108) (=1 + i) (1 + 5i) — (7 — 10)(1 + 2i) = i

(54 12i)(1 + 5i) — (7 — 100)(—6 — 4i) — (7 — 10)(1 +2i) = i

(54 120)(1 + 5) + (7 — 100)(6 + 46 — 1 — 2i) = i

(5 + 120)(1 4 5i) + (7 — 10i)(5 + 2i) = i

Exercicio 14) Utilizando o Teorema 3.2.1. faremos a varredura da seguinte maneira:
m >n > 0, onde mdc(m,n) = 1, e m e n com paridades distintas. Iniciamos com m = 2,
depois m = 3, m = 4,....m = 12 até elencarmos 29 ternos pitagéricos. Além disso, calcu-

laremos a area e o perimetro de cada triangulo retangulo.
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m|n|a=m>—n®|b=2mn|c=m?+n?| Area | Perfmetro
2 11 3 4 5 6 12
3] 2 5 12 13 30 30
4 |1 15 8 17 60 40
4 | 3 7 24 25 84 56
51 2 21 20 29 210 70
51 4 9 40 41 180 90
6 | 1 35 12 37 210 84
6 | 5 11 60 61 330 132
702 45 28 53 630 126
7|4 33 56 65 924 154
716 13 84 85 546 182
8|1 63 16 65 504 144
81| 3 55 48 73 1320 176
8|95 39 80 89 1560 208
81 7 15 112 113 840 240
9| 2 7 36 85 1386 198
91 4 65 72 97 2340 234
9|8 17 144 145 1224 306
10] 1 99 20 101 990 220
10| 3 91 60 109 2730 260
10| 7 51 140 149 3570 340
10] 9 19 180 181 1710 380
11| 2 117 44 125 2574 286
11| 4 105 88 137 4620 330
11| 6 85 132 157 5610 374
11| 8 57 176 185 5016 418
11 | 10 21 220 221 2310 462
12 |1 143 24 145 1716 312
12| 5 119 120 169 7140 408

Exercicio 15) Observando a figura do exercicio 15, concluimos que o inteiro gaussiano

em analise é a = 6 + 8. Queremos agora encontrar os inteiros gaussianos a = a + bi, tal
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que «|(6+8i) e selecionar destes apenas os primos. Se «|(6+ 8i) entao existird um inteiro
gaussiano y tal que 6 + 8 = a7. Aplicando a funcao Norma nesta igualdade, obtemos
que N (6 + 8i) = N ()N (vy) < 100 = N(a)N (7). Como nos interessa estudar apenas o
comportamento de « e sabendo que a Norma de um inteiro gaussiano é sempre positiva,

a igualdade s6 é satisfeita se uma, e apenas uma das situacoes abaixo ocorrer:
° N(a):a2+b2:1(:)a::|:10ua::|:i;
e N(a) =2 a==+1+4;
e N(a) =4 a==42 ou a = £2i;
e Nlo)=b&sa=+1+2ioua=+2+7;
e Nla) =10 a=4+3+1iou a=+1+ 33
e N(a) =20 a =42+ 4i ou a = +4 + 2i;
e N(a) =25 a=450u +5iou £3+4iou +4+ 33
e N(a) =50 a =45 a=45i, a =+3+4i ou a =+4 + 3i;
e N(a) =100 & a = +10 ou +10i ou + 6+ 8 ou =+ 8 + 63;

Logo os divisores de 6 + 8i em Z][i] sao:
1,2,5.10,1 44,1+ 2,1 — 20,344,342+ 40,2 — 4,3 + 4i,

3—4i,5+5i,7+14,7—1i,6+ 8,6 — 8

e suas multiplicacoes pelas unidades.

Deste conjunto de divisores, observamos que os Unicos primos sao 1 44,1 + 2i,1 — 27 e
suas multiplica¢oes pelas unidades, pois N(+1 +2i) = N(£2+i) =5 e N (£l i) = 2.
Observe como fica esta solucao graficamente, onde os pontos em azul consistem na repre-

sentacdo grafica dos divisores primos de o em Z][i].

Exercicio 16) Seja o um inteiro gaussiano primo. Logo:
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a =p+ 0i, com p primo e p = 3 (mod 4);
a =0+ pi com p primo e p = 3 (mod 4);
« = a+ bi, com N(«) primo em Z.

Se ocorrer a opgao i) entdao o conjugado é & = p que também é primo em Z[i]. Se ocorrer
ii) entdo o conjugado é & = —pi que também ¢é primo em Z[i]. Se ocorrer iii) entao o

conjugado é @ = a — bi e N'(a)) = N (@) e, portanto & também é primo em Z[i].

Exercicio 17) Seja p um ndmero primo, tal que p = 4n + 3. Podemos escrever p
da seguinte maneira p = 3 (mod 4). Desta forma, sendo p primo e p = 3 (mod 4), entao

a demonstragao consiste no Corolario 2.8.5.
Exercicio 18) A solugao é a demonstragao da Proposigao 2.3.4.

Exercicio 19) Se f e g sao escritos como soma de quadrados, entdao existem a,b,c,d
inteiros tais que f = a® +b* e g = ¢* + d>. Note também que a® + b* = N(a + bi) e
¢+ d*> = N(c+ di). Logo o produto de f por g é

f.g=(a®>+0*)(+b*) = N(a+bi)N(c+ di)
Usando o fato de que a fungao norma é multiplicativa, obtemos

f-9 = N((a+bi)(c+di)) = N (actadi+cbi+dbi®) = N ((ac—db)+(ad+cb)i) = (ac—db)*+(ad+cb)?
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Portanto

f.g = (ac — db)* + (ad + cb)*.
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