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Resumo

O presente estudo nasce da necessidade de uma abordagem da geometria

analitica no espaco tridimensional no ensino médio.

Observando livros e materiais de apoio de geometria, nota-se a au-
séncia de um tratamento analitico da geometria espacial. Usualmente,
na maioria dos textos percebe-se apenas uma breve anélise de problemas
geométricos espaciais do ponto de vista da geometria classica (no volume
de solidos). Assim sendo, pode ser ttil ao estudante uma introducao,

através de uma visao algébrica, da geometria tridimensional.

Pensando nisto, este trabalho procura despertar o interesse do leitor
para a geometria analitica do espaco através de um problema de interesse

de muitos: a planificacao da esfera e suas aplicacoes a cartografia.

Palavras-chave:geometria analitica espacial, projecoes, planificacoes,

vetores, meridianos, paralelos, esfera, plano.



Abstract

The subject of this work is an attempt to fulfil some of the needs
of high school students on analytic geometry in the three dimensional

space.

By observing geometry books and supporting materials, one can no-
tice that most references lack an approach to spatial analytic geometry.
Usually, most texts only present a brief approach to spacial geometry
from a classic geometry’s point of view (on the volume of solids). So, it
might be useful for the student an introduction of the spatial geometry

from an algebraic point of view.

Thus, this work tries to awake the interest of the reader about the
spatial analytic geometry by presenting a problem which catches the
interests of many: the planification of the sphere and its applications to

cartography.

Key-words: spatial analytic geometry, projections, planification, vec-

tors, meridians, parallels, sphere, plane.
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INTRODUCAO

Buscamos abordar a geometria analitica no espaco tridimensional
como uma poderosa ferramenta para uma melhor compreensao de pla-
nos, cones, esferas e quaisquer outros elementos provenientes destes te-

mas através da visao algébrica.

Iniciamos este trabalho com o conceito referente a coordenadas e tra-
balhamos com os diferentes sistemas e as diferentes formas de se inter-
pretar pontos em um dado plano, analisamos também o espaco tridimen-
sional e sua representacao de pontos, posteriormente exploramos a idéia
de vetores e suas operacoes passando por dependéncia e independéncia

linear além de produto vetorial e escalar.

Na seqiiéncia utilizamos o estudo de vetores para construcao de retas
e planos ambos no espaco, analisamos as posigoes relativas a cada um e
suas peculiaridades, observamos as propriedades inerentes a cada par de
retas e planos, buscamos e definimos cada intersecao proposta, além de
ressaltarmos as principais caracteristicas de cada plano e sua respectiva

construcao.

Partindo do contetido ja abordado apresentamos o conceito de car-
tografia tracamos um panorama a respeito de sua importincia e seu
desenvolvimento ao longo da historia, evidenciamos as diferentes manei-

ras de executa - la além das peculiaridades e diferencas decorrentes de



SUMARIO 12

cada uma.

Encerramos este estudo com uma abordagem préatica do conceito car-
tografico, definimos esferas, planos e retas de intersecao projetamos pon-
tos, calculamos distancias e evidenciamos as alteragoes na projecao de
meridianos e paralelos, exemplificamos cada tipo de projecao e suas pe-

culiaridades através de exercicios resolvidos e uma abordagem intuitiva.

Por fim a criacao deste trabalho visa despertar o interesse do leitor
para este campo tao vasto e repleto de aplicacoes que é a geometria
analitica, abrindo precedentes para exploracao deste tema de diversas

outras formas suprindo quaisquer outros propositos.



CAPITULO 1

COORDENADAS NO PLANO E VETORES

1.1 Coordenadas Cartesianas

Iniciamos este capitulo com o estudo de ferramentas que nos propor-
cionam compreender um importante conceito matemético a geometria
analitica. A geometria analitica é o estudo de elementos geométricos
através de métodos algébricos. Ela é vista como a uniao da geometria
com a algebra e utiliza para isso um sistema de coordenadas previa-
mente estabelecido, um dos sistemas de coordenadas muito utilizados

neste desenvolvimento é o sistema de coordenadas cartesinas.

O sistemas de coordenadas cartesinas foi desenvolvido pelo matema-
tico francés René Descartes, este sistema, procura identificar pontos em
um determinado plano através de eixos perpendiculares entre si, abor-
daremos neste capitulo o sistema de duas dimensoes e posteriormente o

de trés dimensoes.

Sistema cartesiano em duas dimensoes

Neste sistema temos o eixo x chamado de eixo das abcissas e o eixo y
chamado de eixo das ordenadas. A juncao da abcissa do ponto e de sua
ordenada formam as coordenadas do ponto, o eixo x é perpendicular ao

eixo y e ambos eixos sao divididos em intervalos igualmente espacados,
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o ponto de interseccao entre os eixos é chamado de origem do sistema e
pode ser representado por O = (0, 0), convencionou-se que as coordena-
das dos pontos seriam dadas por (z, o), onde x representa a abcissa

do ponto e yy sua ordenada.

Figura 1.1: Plano cartesiano

A partir do ponto O = (0,0) define-se o sentido dos eixos. As ab-
cissas e ordenadas em sentido contrario recebem o sinal negativo. Logo

podemos dividir o plano cartesiano em quatro quadrantes:

[ quadrante — pontos na forma (xg, yo).

IT quadrante — pontos na forma (—xg, 3).

[TT quadrante — pontos na forma (—zg, —¥o).

IV quadrante — pontos na forma (xg, —yo)

Sejam dois pontos P e () dados no plano cartesiano a cada par de

pontos no plano corresponde um niimero real denominado distancia en-
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tre os pontos, utilizaremos a notacao d( P, (Q) para representar no plano a

distancia entre os pontos P e (), definimos entao algumas propriedades.

e d(P,Q) > 0.
e d(P,Q)=0+= P =Q.

e d(P,Q)=4d(Q,P).

e d(P,Q) <d(P,K)+d(K,Q) (desigualdade triangular) onde P, K

e () nao sao colineares.

e d(P,Q)=d(P,K)+d(K,Q) <= onde P, e K sao colineares e
K esta entre P e Q).

Sistema cartesiano em trés dimensoes

Similar ao sistema cartesiano de duas dimensoes, o sistema, carte-
siano de trés dimensoes mantém todas as propriedades ja mencionadas,
porém temos um acréscimo de um eixo, ou seja, a representacao de cada
ponto no sistema tridimensional é dada por P = (g, yo, 20), onde temos
x como eixo das abcissas, y como eixo das ordenadas e z como eixo das

cotas.
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Figura 1.2: Plano em trés dimensoes

Como podemos ver os eixo x, y e z sao mutuamente pependiculares
e a intersegao dos eixos resulta no ponto O = (0,0,0) que é tido como

a origem do sistema.

1.2 Coordenadas Polares

Além das coordenadas cartesianas existem também outras formas de
identificar pontos no plano, veremos agora uma delas as coordenadas

polares.

No sistema de coordenadas polares é definido primeiramente a ori-
gem O e o eixo polar, onde o eixo polar é uma semi-reta de origem O.
Adotamos também uma unidade de medida que expressa a distancia de

qualquer ponto P a origem.

Logo as coordenadas polares sao dadas no seguinte formato P =
(r,0), onde r indica a distdncia de P a origem do sistema O e 6 é o

angulo que o segmento OP faz com o eixo polar.
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P=(r8)

gixo polar

Figura 1.3: Sistema de Coordenadas Polares

Convencionou-se que a medida do angulo 8 tomada no sentido anti-
horario em relacao ao eixo polar é positiva, e negativa se tomada no
sentido horario, portanto podemos ter duas coordenadas polares que

representam o mesmo ponto.

IJ:{J._ ij _11“‘]

6 P={r

[I\'/
eixo polar eixo polar

Figura 1.4: Diferentes representacoes polares de um mesmo ponto

Sendo r a medida da distancia a origem de nossa coordenada polar

é aceitavel que r é sempre maior que zero, porém podemos ter também
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coordenadas polares onde r < 0, isto significa, que tomamos o raio em

sentido oposto a semi-reta que contém o ponto com raio positivo, veja:

r P=(r0)

gixo polar

P =(-r#

Figura 1.5: representacao polar onde o raio é negativo

1.3 Coordenadas Cartesianas e Coordenadas Pola-

res

Podemos facilmente transpor coordenadas polares em coordenada
cartesianas e vice-versa, admitindo que temos dois sistemas (cartesiano
e polar), onde a origem de ambos sistemas é a mesma e ambos utilizam
a mesma unidade de medida, vamos definir a relacao que existe entre o
ponto P = (g, 1) em coordenadas cartesianas para o ponto P = (r,0)

em coordenadas polares.
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P=(g, V)

Figura 1.6: relacao entre sistema cartesiano e polar

Logo temos as relacoes entre as coordenadas polares e cartesianas,

onde podemos obter também r = /22 + 4.

cos(0) = 0 xo = r.cos(0)
r

sen(f) = LD Yo = rsen(f).
r

Seja o ponto P = (v/3,1) e o ponto Q = (2, 7), vamos converter o

ponto P para coordenadas polares e o ponto () para coordenadas carte-

sianas.
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P=(v3,1)

Figura 1.7: coordenada cartesiana para coordenada polar

29 = r.cos(0) <= (V3 = \/ (V3)2 +1).cos(#) <= V3 = 2cos(0)

V3

cos(0) = -5 = S Arccos(%g) — 0=

|

Logo podemos concluir que o representante do ponto P = (v/3,1) em

™

coordenadas cartesianas ¢ o ponto P = (2, %) em coordenadas polares.

Faremos agora a conversao do ponto () para coordenadas cartesianas.

Figura 1.8: coordenada polar para coordenada cartesiana
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zo = r.cos(0) <= xy = 2.005(2) =2

yo = r.sen(l) < yp = 2.86%(%) =2

Concluimos que o ponto P = (2,2) em coordenadas polares corres-

T
4

ponde ao ponto P = (1/2,v/2) em coordenadas cartesianas.

1.4 Vetores

Uma ferramenta que nos dara suporte para compreender varios as-

pectos da geometria analitica consiste no estudo de vetores.

Um vetor é definido como um segmento orientado dotado de dire-
cao, sentido e comprimento. Vetores sao frequentemente representados
por uma seta ou segmento de reta orientado, o comprimento da seta

representa o tamanho do vetor e a seta aponta a direcao do vetor.

Seja dois pontos quaisquer A e B em um espaco vetorial V", ou seja,
um espaco vetorial de n dimensoes, o segmento orientado partindo do
ponto A ao ponto B denomina-se vetor E, ou seja, tomando um espago
VZse A= (x1,y1) e B = (x9,92) logo E = (29— 1,Y2 — Y1).

Observe que podemos utilizar qualquer base vetorial para a cons-
trucao de vetores, no decorrer de nosso estudo abordaremos primordi-
almente o espaco V2 e o espaco V3, ou seja, sendo A = (x¢, o, 20)
e B = (x1,y1,21) o vetor 1@ em V3 serd representado por 1@ =

(x1 — 20,Y1 — Yo, %1 — Zo)-
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Figura 1.9: vetor AB

Vetor Nulo, ¢ o vetor que tem como representante um segmento

orientado nulo, e pode ser indicado por 0.

1.5 Vetores Equipolentes

Dizemos que dois vetores sao equipolentes se ambos sao nulos ou
possuem mesmo sentido, dire¢cao e comprimento, ou seja, tomando um
espaco vetorial V2, tal que, vetor 1@ onde A = (x1,y1) e B = (x2,92),
e o vetor @ onde C' = (x3,y3) € D = (T4,y4) se xo — 11 = T4 — X3 €
Yo — Y1 = Y4 — y3 podemos dizer que existe uma relacao de equipoléncia

entre os vetores 1@ e @ representada por @ ~ @
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Figura 1.10: vetor AB equipolente ao vetor CD

Exemplo 1.1 Dado o vetor @ = (3,2) contido no espaco V2 e o

—
ponto P = (%, %), determine o ponto P’ que satisfaz @ ~ PP

Seja P'= (z,y)
N
PP = (z,y) = (5, 5)

—
PP =(x—=,y—2)

3 1
logo x—§:3 e y—=-=>2

—
portanto : P’ = (g, g) onde PP ~
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1.6 Operacoes com Vetores

1.6.1 Adicao de Vetores

Dado um movel que desloca-se de por trés pontos A, B e C' em um
determinado plano, partindo de A até B e posteriormente de B até C,

logo podemos representar a trajetoria deste movel por:

Figura 1.11: soma do vetor AB com o vetor BC

Analisando esta operacao no plano tridimensional sendo dois vetores
quaisquer onde E = (z1,y1,21) € B? = (29, Y2, 22), podemos conside-
rar a soma destes dois vetores como Iﬁ—}_B? = (1422, y1+y2, 21+ 22),
onde a soma de zﬁ e B? também pode ser chamada de resultante entre

AB e BC.



1.6 Operagoes com Vetores 25

1.6.2 Regra do Paralelogramo

Seja dois vetores nao paralelos U e 7,contidos no espaco onde
U = zﬁ eV = @, e dado um ponto P qualquer do espaco, tomamos
dois vetores equipolentes a U eV onde U = ﬁ eV = ﬁ, se PRST
é um paralelogramo onde .S é um ponto contido no plano o vetor ﬁ é

a resultante de W e .

-

Figura 1.12: Paralelogramo PRST

1.6.3 Subtracao de vetores

A subtracao de vetores também pode ser tratada como uma soma,
para isso basta lembrarmos que a subtracao vetorial é apenas a soma de

um vetor com o simétrico de outro.

Seja o vetor AB = (x1,22) e o vetor D = (y1,y2) logo, o vetor
simétrico a CA'ﬁ ¢ igual a —CA’ﬁ = (—y1, —Y2), portanto:

AB —CD = (21, 2) + (—y1, —Yy2)
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AB + (~CD) = (w1 — y1, 72 — 1)

@ -9

Figura 1.13: subtragao do vetor AB com o vetor CD

Como podemos ver na figura [[.13 acima existe uma relagao de equi-

) ? 5 .
poléncia entre os vetores AB e A'B’ e tratando-se de uma subtracao

vetorial entre @ e @ temos:

AB~AB ¢ CD~-CD

logo:

AB_CD~AD + oD

portanto:

AB - CD~C'B

Exemplo 1.2 Determine os vetores que sao construidos a partir de

operacoes entre @ ¢ ¥ sendo @ = (3,8) ¢ U = (2,5)

7 =2U 4+
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@ =2(3,8) +(2,5)
o = (6,16) + (2,5)
o = (8,19)

g

7 =3(3.8) - (2.5)
7 = (9,24) - (2,5)
7 = (7,19)

1.6.4 Soma de vetor e ponto

Como ja vimos a soma, de vetores resulta em um vetor. Ja a soma de

um vetor com um ponto nos d4 um ponto.

Dado um ponto P e um vetor 7, e um ponto Q onde o segmento
orientado PQ é equipolente ao vetor 7, ¢ chamada soma de P com o

o ponto Q.

Figura 1.14: soma do ponto P com o vetor u

P+ =QaPO~T

Logo podemos entender P + W como o resultado do deslocamento
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do ponto P ao longo de um representante do vetor U , onde o ponto P

esta situado inicialmente na origem do representante do vetor .

1.6.5 Propriedades de Operacoes com Vetores

Algumas propriedades das operagoes com vetores satifazem as pro-
priedades aritméticas, o que facilita a transposicao de problemas algébri-
cos em problemas geométricos, seguem as propriedades onde os vetores

0 : e E?, estao contidos em um espaco vetorial V"

e Comutatividade : 7 + 7 = ¥ + @
e Associatividade : W + (v + W) = (¥ + V) + @

A s " -
e Existéncia de elemento neutro aditivo : o vetor 0 (ou vetor

nulo) é tal que T+ 0=

e Existéncia de inversos aditivos : para cada vetor U existe um

. . . } . , . o
inico vetor, que designamos —u, o simétrico aditivo de 7, tal que

T+ (-d)=10

1.7 Combinacao Linear

Seja a expressao U = V;cn + Vgag 4+ ﬁan, se existem escalares
(a1, as, ....... a,) que verifiquem a igualdade entao podemos dizer que U
é combinacao linear dos vetores 71, 72 ......... 771

Sejam os vetores em V2, W = (x1,p1), U = (22,92) e W = (23,7s3),
e os escalares aj e ay se existir (z1,y1) = a1(w9, y2) + ao(w3, y3) teremos

o sistema;
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a1T9 + o3 = I
ay2 + ays = Y1
Se o sistema acima apresentar solu¢ao tinica, entao podemos dizer que

o vetor o pode ser escrito como combinacao linear dos vetores v e

w.

1.8 Vetores linearmente dependentes e linearmente

independentes

e Um vetor « é linearmente dependente apenas se for nulo, ou

seja,7 = 0, caso contrario é linearmente independente onde

7470

e Sejam dois vetores 767, se W eU sio paralelos entao eles sao
linearmente dependentes, se W e U nio sao paralelos entao

sao linearmente independentes.

e Sejam trés vetores 7,7 e W se ambos vetores sao paralelos a
um plano 7 entao 7,7 eW sdo linearmente dependentes, caso

contrario sao linearmente independentes.

e Quaisquer quatro ou mais vetores sao sempre linearmente de-

pendentes.

. - —
Seja qualquer expressao da forma a171+a272+ ....... +a,V, = 0 onde
ai, as, ....., G, SA0 escalares, se a expressao se verifica somente para todos

escalares nulos entao os vetores sao linearmente independentes, caso
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qualquer escalar for diferente de zero entao os vetores sao linearmente

dependentes.

Dada uma sequéncia de vetores Vp, V5, V3........ V,, se qualquer vetor
da sequéncia pode ser escrito como dos combinagao linear dos demais
vetores, entao trata-se de uma sequéncia de vetores linearmente de-

pendentes .

1.9 Produto Escalar

Tendo em vista que ja foram abordadas diversas propriedades ele-
mentares no estudo de vetores, um conceito primordial e que serd uma
ferramenta indispenséavel no estudo de Geometria Analitica é o conceito
de produto escalar o qual se relaciona diretamente com &angulos e

ortogonalidade.
Utilizaremos a notacao v para simbolizar o produto escalar.

Sejam dois vetores e 7, conforme a figura .15l e 6 o menor angulo

entre eles.

Figura 1.15:
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O produto escalar é dado pelo produto dos modulos de U : T eo
cosseno do angulo @, vamos demonstrar o produto escalar para o espaco
vetorial V2 onde U = (x1,91) e v = (2, Y2).

O médulo do vetor W representado por ||| serd definido como o
comprimento do vetor, ou seja, dado o vetor & = (21, 91) seu modulo é

igual a \/x? + y?, este raciocinio segue andlogo para o vetor .

Logo pela lei dos cossenos podemos concluir:

17 =P = 71+ 17 =27 || || cos(8)

2T llcos(8) = — 1T — TP + 7[> + || 7|

2| TN |cos(8) = —((x2 — x1)* + (y2 — 91)*) + @3 + 93 + o + i

2| TN |cos(8) = —(23+aT —2x21+y3 — 2919 +y7) +a3+y5+at+ui

2| ||| fjcos(6) =
(6)

27| ||cos(0) = 2a125 + 2y11o
TN |lcos(8) = x1x0 + yryp = U T

— 23— 23+ 229w — Y3+ 2010 — YF 23+ ys Hat +yd

Logo a partir da demosntracdo acima, podemos definir o cosseno do

menor angulo entre dois vetores:

1|1 |Jcos(8) = z122 + yrys = WV
||| ||cos(6) = W .
T - 7.7
COS(@)—WH e = 0 = arccos(ﬁ|| m II)
Como podemos ver o produto escalar possibilita definir o angulo

entre dois vetores, independente de sua posicao no plano. A demonstra-

cao segue andloga para qualquer base vetorial.
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1.9.1 Propriedades do Produto Escalar

Dados quaisquer vetores 7, T e e qualquer escalar p seguem

as seguintes propriedades do produto escalar:

e U(T+W)=U.7 +U.W.

o U.(pV) = (pW).V = p(W. 7).
e UV =1

¢ Se W #£ U, entod. U >0

1.10 Produto Vetorial

A idéia de produto vetorial é largamente difundida no espaco ve-
torial V3, onde possui maior significado, o calculo do produto vetorial
vem suprir a necessidade de calcular vetores ortogonais no espaco, ja no
caso de um espaco vetorial V2, utilizamos este produto para caculo de
areas de figuras geométricas quaisquer, delimitadas por ligagoes entre

pontos.

Quando se calcula o produto vetorial de dois vetores Y eV em

V3 encontra-se um vetor ortogonal simultaneamente a Wea.
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Ux

Figura 1.16: Produto vetorial entre o vetor u e o vetor v

Sejam dois vetores U = (x1,91,21) € U = (22, Yo, 22) dados em um
espaco vetorial V3 onde W e U sdo linearmente independentes, podemos
utilizar o produto vetorial para encontrarmos um representante da classe
de vetores ortogonais a U e U simultaneamente. Utilizaremos a notagao

U XV para representar o produto vetorial.

Logo sendo U = (x1,y1,21) e U = (2,2, 20), temos U =
(Y122 — 21Y2, 2172 — D122, T1Y2 — Y172).

Podemos ainda calcular o produto vetorial através de um determi-

nante simboélico.

x Yy z

U XV = 1 Y1 2

T2 Y2 Z2

Onde o vetor (y122 — 21Y2, 21T — X122, T1Y2 — ylazg) ¢ ortogonal si-
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multaneamente a 7 ea 7

1.10.1 Propriedades do Produto Vetorial

Vamos definir algumas propriedades do produto vetorial dados os

vetores 7,7, W e o escalar A

e U XU =-UxT.
e MU x W)=(\V)x ¥« =7 x (\U).
e WX (V+U)=WXxT+W x .

eSe U XU + ﬁ, entdo U,V e U x ¥ sao linearmente indepen-

dentes.

Como podemos ver o produto escalar de dois vetores resulta em
um nimero real, ja o produto vetorial entre dois vetores resulta em

um vetor.



CAPITULO 2

RETAS E PLANOS NO ESPACO

2.0.2 Retas no Espaco

Uma das maneira de definirmos uma reta em duas dimensoes, é en-
contrando um ponto pertencente a reta e um vetor que represente sua
direcao.

J& no espago trimensional, seguimos basicamente o mesmo principio.
Precisamos de um ponto que pertenca a reta e um vetor que represente
sua direcao, abordaremos algumas formas de representar a reta,equacao

paramétrica da reta e equacao simétrica da reta.

Figura 2.1: reta no espaco
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Equacgao paramétrica da reta

Neste tipo de equacao, utilizamos o vetor que da direcao a reta cha-
mado vetor diretor e um ponto qualquer que pertence a reta, definimos
ainda um parametro t que a cada variacao fornece um representante do
vetor diretor que possui mesma, direcao da reta.

. <=

Seja (xg, Yo, 20) um ponto qualquer que pertence a reta R e U =

(a,b,c) um vetor que seja paralelo a reta. A partir destas informagoes,

. . - . Ar=g
ja podemos definir a equacgao paramétrica da reta R .

.
T =x9+ at

L 2= 2 + ct
Como podemos ver, cada ponto da reta dado por (x,y,z) é determi-

nado pela variavel t.

Equacao simétrica da reta

Como podemos observar na equagao paramétrica, todas as coorde-
nadas dos eixos x,y e z sao dadas em funcao do parametro ¢t logo, na

equacao simétrica isolamos os parametros ¢ em cada dimensao, veja:

4

r=x0+alt=t=12

<= _

R:q y=y+bt=>t=52 onde a,bc#0
| z=2tat=t==2

Logo teremos =% = L4 — 2220 que ¢ a equagao simétrica da
a b c

reta.
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2.0.3 Posicoes relativas entre retas no espaco

Seja. ?1 — (A+ 1) e ?2 — (B + U'k) retas no espaco onde A e B
sao pontos quaisquer, se E) e E; nao pertencem ao mesmo plano entao
as retas sao reversas, caso E) e ?2 pertencam ao mesmo plano entao

as retas podem ser coincidentes, paralelas ou concorrentes, veja:

e concorrentes se ¥ e ¥ nao sao miltiplos e @ N 7 #+ .
e coincidentes se ¥ e ¥ sdo miltiplos e W N T # @.
e paralelas se U e U sdo miiltiplos e UNT = 0.

e reversas se @ e ¥ Nao sio miiltiplos e YNV = 0.

Planos no espacgo

Como veremos, podemos representar um plano por meio de equacoes,
ou seja, dados trés pontos quaisquer de um plano m podemos construir
a equacao coplanar que os contém e ainda definir quais outros pontos

pertencem a este plano.

Figura 2.2: equacao do plano pelos pontos A,B e C
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Equacao Vetorial do Plano

Sejam dois vetores U e U linearmente indepententes e dois pontos
P e @ do espaco, podemos escrever o ponto (Q como a soma de P com

uma combinacao linear entre os vetores U e 7, ou seja:

Q=P+ WO+ U\ ie equacdo vetorial do plano

onde 6 e )\ sao escalares que admitem a igualdade.

Equagao paramétrica do plano

Podemos ainda utilizar a forma parameétrica para representar uma
equacio coplanar. Seja W = (a,b,c) e v = (c,d,e) dois vetores li-
nermente independentes e P = (xg, o, z9) um ponto qualquer, logo
podemos escrever a equacao vetorial do plano que nomeamos 7 e conse-
quentemente sua equacao paramétrica.

Assumindo 7 :(z,y, 2) = (x0, Yo, 20) +(a, b, )0+ (c, d, e) A como equa-
cao vetorial do plano, podemos utilizar esta equacao vetorial para criar-

mos um sistema de equacoes paramétricas do plano.

4

xr =x0+ ab + cA
T y=1yg+ b+ d\

\ 2 =2zy+cl+el



39

Figura 2.3: O ponto P; é resultado da soma do ponto P com uma combinagao linear

entre os vetores u e v

Como podemos ver, a equacao paramétrica da reta contém apenas
um parametro, enquanto a equacao paramétrica do plano contém dois
parametros, por esta razao dizemos que a reta é unidimensional en-

quanto o plano é bidimensional.

Equacao cartesiana do plano

Também podemos utilizar a equagao cartesiana para descrever um
plano neste tipo de equagao, necessitamos apenas de um vetor normal
ao plano chamado vetor diretor do plano e um ponto que pertence ao

plano.

Seja 1@ = (a, b, ¢) um vetor normal ao plano 7 , onde A = (xq, Yo, 20)
¢ um ponto do plano ja definido e K = (z,y, z) um ponto qualquer que
pertence ao plano 7 tal que A # K, podemos concluir que o produto

. o
escalar entre zﬁ e AK deve ser igual a zero pois 1@ 1 AK, logo:



40

1y e

Figura 2.4: vetor AB perpendicular ao vetor AK

AB.AK =0
(a7ba C)(I — 2o, Y — Yo, 2 — ZO) =0
a(r — o) + by —yo) +c(z —2) =0

axr + by +cz —axg — byy — czg = 0

Tendo em vista que o vetor @ = (a, b, c) e o ponto A = (z, Yo, 20)
ja estao definidos entao —axy — byy — czy é um escalar, logo podemos
escrever d = —axy — byy — czp portanto a equacao cartesiana do plano

pode ser escrita como ax + by + cz + d = 0.

Posigoes relativas entre planos

%
Dados dois planos no espacom — A + Wa + vhen =B+ ¢
_>
+ v'd, estes podem ser coincidentes, paralelos ou concorrentes.

- =
e coincidendes 7 = 7’ se e somente se u' e v’ sdo combinacoes

lineares de W e ¥/ e B petence a
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Figura 2.5: planos coincidentes

- =
e paralelos 7 N7 = & se e somente se u' e v sao combinacgoes

lineares de @ e ¥ e B nao petence a 7

Figura 2.6: planos paralelos

%
e concorrentes se e somente se alguma das combinagoes (u’ ,7 e
— — = — =
), (VW e T (W e o) e (T, e ') for linearmente in-

dependente
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Figura 2.7: planos concorrentes

2.0.4 Distancias relativas a pontos, retas e planos

Tendo em vista que ja estudamos as diferentes posicoes entre retas e
planos no espaco, veremos agora como calcular a distancia entre estes
elementos. Vale ressaltar porém que existem intimeras maneiras de rea-
lizar estes cdlculos. Elencamos apenas algumas com base no que ja foi

estudado.

Distancia de ponto a ponto

Sejam dois pontos A = (zg,¥0,20) € B = (x1,y1,21) contidos no
espaco tridimensional, podemos calcular a distancia entre estes pontos

utilizando o estudo de vetores.
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Figura 2.8: vetor AB

Utilizando o conceito de vetor apresentado na secao [L.4] podemos de-

duzir que a distancia entre A e B é dada através do moédulo do vetor 1@

sendo representado por HBH =/ (z1 — 20)2+ (1 — y0)2 + (21 + 20)?

Atividade 2.1. Sendo A = (3,2,2) e B = (2,1, 5) dois pontos contidos

no espaco tridimensional qual a distincia entre A e B

Resolucao: Hﬁ“ = \/(2 —3)24+(1-2)2+(5—2)%=

— VP F (P (P = VT

Distancia de ponto a reta

Dada uma reta s : (xg, v, 20) + (@, b, ¢)t e um ponto P = (x1.y1, 21)

contidos no espaco, qual a distancia entre s e P
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Figura 2.9:

Como visto na figura podemos definir a distancia entre P e s,

simplesmente com a definicao de area de triangulos.
Definindo dois pontos quaisquer () e ()1 contidos na reta s, podemos
calcular a area do triangulo PQ)Q), através do produto vetorial.

Sendo um tridngulo cuja area pode ser representada por Ay onde os

pontos P, () e () definem o tridngulo, temos:

_|IPG x PQi|

Ar 5

Logo sendo d( P, s) a distancia do ponto P a reta s, podemos concluir:

= Ty, —
PG x PQill _ QG X d(Pis) o gy — PG PQI]
2 2 QG|

Atividade 2.2. Seja um ponto P = (1,—2,5) e uma retar : (—7,8,0)+

(1,—=3,6)t, determine a distincia entre o ponto P e a reta .

Resolugao: Sendo Q = (—7,8,0) e Q1 = (—6,5,6) pontos contidos

na reta r, vamos determinar primeiramente a area do triangulo PQQ1,



45

onde PO = (—8,10,—5),PQ; = (=7,7,10) , QO = (1, —3,6) repre-

sentando por Ap a area do tridngulo PQ(); temos:

_IPd x PQ;

|
~ 31.88
2

Ar

encontrando a érea do tridngulo PQQ), e definindo por d(P,r) a

distancia do ponto P a reta r temos:

(31.88).2

= 9.40
6.78

—
d(P,r).
( vT)QHQQlH = 31.88 portanto d(P7 7") =

Distancia de ponto a plano

Sendo um plano « : Ax + By + Cz+ D = 0 e um ponto qualquer

P = (¢, Yo, 20) como definir a distancia entre P e a.

Figura 2.10:

Observe na figura [2Z.10 que construindo uma reta s perpendicular ao

plano « passando por P onde P Na = {Q} temos d(P,a) = d(P, Q).

Logo a distancia entre ponto e plano pode ser entendida como a

distancia entre ponto e ponto.
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Atividade 2.3. Sendo um ponto P = (4, —1,2) e um plano de equagao

m:—2x+ 5y —z+ 3 =0, determine a distincia entre P e T.

Resolucao: Vamos construir uma reta s perpendicular a 7 passando por
P, necessariamente u = (—2,5,—1) é o vetor diretor do plano 7, logo
definimos como s : (4, —1,2) + (=2, 5, —1)t a equagao vetorial da reta.

Realizando a intersecao entre s e m temos:

sNm:—2(4—2t)+5(—1+5t)—(2—t)+3=0

onde:
t= 2 portanto snm= (21,5
= portanto sNm=(—,1,7
Adotando sN7m = Q onde P = (4,—1,2) e Q = (15—6,1,§), temos
_ _ 2v30

Distancia da reta ao plano

Seja uma reta s e um plano «, podemos ter neste caso trés posicoes

relativas entre reta e plano.

A reta s pode ser secante ao plano «, pode estar contida no plano «
ou pode ser paralela a a. Sendo a distancia entre a reta s e o plano «
definida pela menor distancia de um ponto contido em s a «, necessari-
amente a reta s deve ser paralela ao plano pois caso ela esteja contida

ou seja secante ao plano a distancia seré zero.

Logo sendo s uma reta paralela ao plano « temos que todo ponto P

contido em s mantém a mesma distancia a a o que nos leva a concluir
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que d(s,a) = d(P, «), ou seja, o problema de calcular a distancia entre
reta e plano se resume a calcular a distancia de ponto a plano, portanto
a solucao deste problema segue andloga ao que ja foi feito no calculo da

distancia entre ponto e plano.

Figura 2.11:

Atividade 2.4. Calcule a distincia entre a retar : (1,2, —1)4+(—2,5, —3)t

e o plano o : —x +2y+42z+7=0.

Resolu¢ao: Sabemos que d(r,a) = d(P,a) onde P é qualquer ponto
contido na reta r, logo sendo P = (1,2, —1), calculamos a disténcia

entre P e «.

Construindo uma reta s perpendicular a « passando por P, temos:

4

r=1-—1

st y=2+2t

\ z=—1+4t

Buscamos agora a intersecao entre s e a:

sNa:—(1—t)+22+2t)+4(-1+4)+7=0

Sendo t = _72, nomeamos a intersecao entre s e a por (), logo
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d(r,a) = d(P,Q) onde Q = (%,%,_715) e P = (1,2,—1) portanto
d(r,a) = %ﬁ O

Distancia entre planos

Definimos a distancia entre dois planos a e 8 como a menor distancia
entre um ponto contido em « e um ponto contido em 3, onde necessa-
riamente « é paralelo a (3, pois caso sejam concorrentes ou secantes a

menor distancia é dada por zero.

P

!

b

Figura 2.12:

Definindo o ponto P ou o ponto P’ nosso problema se transforma na
distancia de um ponto ao plano, ou seja, d(a, 8) = d(P, 8) = d(P’, «)

sendo Peae P ef.

Atividade 2.5. Calcule a distincia entre o plano o : 4x—2y+62+5 =0
eoplano f:2x —y+32+1=0

Resolu¢ao: Adotando um ponto pertencente a 3 temos P’ = (0,4, 1),
construindo agora uma reta s perpendicular a S passando po P’ utili-
zando para isso o vetor diretor do plano 8 dado por @ = (1,—1,3),

temos:



49

p

r =2t
8:< y:4—t
\ z=1+3t

faremos agora a intersecao entre s e «

sNa:4(2t) —2(4—t)+6(1+3t)+5=0

g —1 __ (=3 115 37
Obtemos entao t = 3 logo encontramos o ponto P = (ﬂ, 58 ) %) e

sabendo que P' = (0,4, 1) temos d(«, 8)=d(P, P'), portanto.

dfonB) = (D2 + (1= 5+ (1- B = 240

Distancia entre retas

No caso de posicoes relativas entre retas como ja vimos no capitulo
anterior, elas podem ser concorrentes, coincidentes, paralelas ou rever-
sas, tendo em vista que desejamos calcular a distancia entre as retas,
apenas o caso em que elas sao paralelas ou reversas nos interessa, pois

em qualquer outro caso a distancia é zero.
Logo vamos comecar pelo caso em que as retas sao paralelas.

Sendo s e r duas retas paralelas, onde U ¢ vetor diretor de s e U
é vetor diretor de r necessariamente @ = U.\ onde A\ é um escalar

qualquer e s e r pertence ao mesmo plano.
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Figura 2.13:

Logo como observamos ver na figura [2.13 podemos calcular a distan-
cia entre retas paralelas utilizando a area do tridngulo, tendo em vista
que d(s,r) = d(P, s) onde P é qualquer ponto que pertence a r, observe

que segue o raciocinio andlogo a distancia de ponto a reta.

PG x PQil _ IQQUAPs) 10 yp ) _ 1POx PG
2 2 Q@

Atividade 2.6. Sendo as retas s : (1,2, —1)+(—1,2,4)t er : (5,0,3)+

(2, —4, —=8)k calcule a distincia entre estas retas.

Resolugao: Trata-se de retas paralelas pois, (2, —4,—8) = A(—1,2,4)
onde A = —2.

Logo temos P = (1,2,—1) € a s, @ = (5,0,3) e Q1 = (7, —4,—5)
onde P € 5, € r e () € r , sendo assim ]@ = (4,-2,4), fﬁ) =
(6,—6,—4) e Cﬁ = (2,—4,—-8), definimos entao por Ay a éarea do

triangulo PQ(); segue:

_|IPQ x PQi|

Ar 5

= 26.30
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Logo temos:

—
.d(P
HQQled( %) 9630 onde d(P,s) = 5.74

Sendo P € s onde s || r temos d(r,s) = d(P,s) = 5.74 portanto
d(r,s) =5.74

O

Faremos agora o caso de distancias de retas no espaco onde as retas
sao reversas, sendo s : P + Uter: Q + Ut retas contidas no espaco
tal que necessariamente W e U sao vetores linearmente independentes

e sNr =, calcule a distancia entre s e r.

Figura 2.14:

Observe que a distancia entre retas reversas pode ser dada pela dis-
tancia dos planos que contém as retas r e s, logo nosso problema pode

ser resumido no calculo da distancia entre planos.

Atividade 2.7. Sendo as retas r: (5,2,1)+(2,-2,3)t es: (1,2,2) +

(1,5, —=1)m. Calcule a distincia entre r e s

Resolucao:
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A distancia entre retas reversas r e s pode ser resumida pela distancia
dos planos que contém as respectivas retas. Dados os vetores U =
(2,—-2,3) e ¥ = (1,5, —1) diretores das retas r e s respectivamente,
vamos definir 7){7, que nos dard um vetor normal ao plano a que

contém a reta r e normal ao plano S que contém a reta s, logo:

r oy oz
UXx V=12 _9 3
1 5 -1

construindo o plano « com vetor diretor 7}(7:(—13,5,12) passando

pelo ponto (5,2,1) temos:

a:—13x+5y+122+43 =0

analogamente construimos o plano 8 pelo ponto (1,2, 2) temos:

B:—13x+by+ 122 —-21 =0

Vamos agora calcular a distancia entre os planos «a e .

Sendo k a reta ortogonal aos planos « e 8 passando pelo ponto contido

em «, p= (5,2, 1).

4

r=>5—13t
k:q y=2+5t

\ z=1+12t

Logo faremos a intersecao entre k e 3.
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kOB —13(5— 13t) + 5(2 4 5t) + 12(1 + 12t) — 21 = 0

Dado t = f—(fg onde a intersecao entre k e $ é dada pelo ponto ) =

(33,398, 258), concluimos d(r, s) = d(P, Q) = %



CAPITULO 3

CARTOGRAFIA

Vamos introduzir neste capitulo, uma importante aplicacao da geo-

metria espacial a cartografia.

A cartografia é a ciéncia que trata da concepcao, difusao, utilizagao
e estudo dos mapas, existem mapas datados de 2500 a.c, ou seja, este é
um tema milenar que foi se desenvolvendo ao longo do tempo e ja serviu
a varios propositos sejam eles bélicos, geograficos ou ainda demarcacoes

de territorio.

Algumas civilizagoes como os egipicios e os chineses, também domi-
naram a técnica da cartografia, para eles além do sentido de orientacao,
os mapas também serviam para controlar a cobranca de impostos pois
haviam regioes previamente demarcadas, porém foram os gregos que
deram um salto significativo nesta ciéncia, o sistema cartogréafico grego
nascido nas escolas de Alexandria e Atenas, utilizava conceitos matema-
ticos e cientificos para construcao dos mapas.

A matemaética teve grande influéncia no desenvolvimento cartogra-
fico especialmente com a criacao do célculo, Carl Friedrich Gauss entre
outros mateméticos formularam trabalhos de grande importancia para

este desenvolvimento.

Um dos desafios da cartografia é representar o mais fielmente possivel
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a superficie esférica da terra em um dado plano, contudo todos os mapas
tem distorcoes que sao controlaveis e aceitaveis desde que analisadas e
interpretadas previamente. Sabendo que nao ha como evitar as distor-
coes, algumas projecoes cartograficas sao classificadas de acordo com a
caracteristica que preservam. Projecoes equidistantes preservam distan-
cias entre pontos, projecoes conformes preservam angulos e projecoes

equivalentes mantém a proporcao entre as areas em toda a superficie.

3.1 Conceitos Cartograficos

Seja a Terra um planeta esférico que gira em torno de si mesmo,
definindo assim um eixo de rotagao. As interseccoes deste eixo com a

superficie terrestre denominamos de polo sul e polo norte.

Para localizacao de pontos na Terra, foi necesséario o desenvolvimento

de dois conceitos primordiais sao eles meridianos e paralelos.

Paralelos: A interseccao de cada plano perpendicular ao eixo de
rotacao terrestre com o globo é denominado paralelo, o paralelo central
da esfera é denominado linha do equador e divide a terra em hemisfério

norte e hemisfério sul.
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Figura 3.1: representacao de paralelos no globo

Meridianos: Seja um semi-plano que passa necessariamente pelo
polo norte e polo sul, a interseccao deste semi-plano com a esfera de-
nominamos meridianos, o meridiano mais conhecido é o meridiano de
Greenwich e por convencao, o plano que o contém divide o globo

terrestre em ocidente e oriente.

Figura 3.2: representacao de meridianos no globo
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3.1.1 Coordenadas através de Longitude e Latitude

Através dos meridianos e paralelos criamos um sistema de localiza-
cao exata de pontos no globo terrestre, primeiramente devemos lembrar
que todo sistema de coordenadas necessita de uma origem e a origem de
nosso sistema serd a interseccao da linha do equador com o meridiano
de Greenwich, a partir desta definicao podemos construir o conceito de

latitude e longitude.

Longitude: Seja um ponto P, contido em um determinado paralelo
« e um ponto P, pertencente ao meridiano de Greenwich, o angulo
medido em graus (°) entre PC'P,, onde o ponto C' é o centro da esfera,
representa a longitude do ponto P. Esta distancia varia de 0° a 180°
para leste ou para oeste, ou simplesmente adotamos sinal negativo para

localidades a oeste e positivo para localidades a leste.

Observe na figura um ponto cuja longitude corresponde a 70°

Oeste

Longitude

Linha do
Equador

Meridiano de Greenwich

Figura 3.3: Longitudes

Latitude: Seja um ponto P contido em um determinado meridiano
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£ e um ponto P, pertencente a linha do equador, o dngulo medido em
graus (°) entre PC'P,, onde o ponto C' é o centro da esfera, representa
a longitude do ponto P. Esta distancia esta compreendida entre 0° e
90° para norte ou para sul, sendo positiva no sentido norte e negativa

no sentido sul.

Observe na figura [3.4] um ponto cuja a latitude corresponde a 90°

Norte.

Latitude

\ Linha do
Equador

meridiano de Greenwich

Figura 3.4: Latitudes

Veja uma das possiveis planiﬁcaqéesu do globo terrestre, observe que
os paralelos sao representados por linhas horizontais enquanto os meri-
dianos por linhas verticais. A origem do sistema é dada pela intersecao

entre o meridiano de Greenwich e a linha do equador.

!Disponivel em: < http : //upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/5/5f [ Miller,rojectionsW.jpg >
Acesso ago. 2014.
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Figura 3.5: Latitudes e Longitudes

3.1.2 Longitude, latitude e coordenadas cartesianas tridimen-

sionais

No decorrer de nosso trabalho, vamos construir diferentes tipos de
projecoes e explanar cada uma de suas peculiaridades, porém para fa-
cilitar nosso desenvolvimento utilizaremos o sistemas de coordenadas
cartesianas (g, Yo, z0). Decorre entdo a importancia da projecao do

conceito de latitude e longitude para coordenadas cartesianas no espaco.

Tomando com referéncia uma, esfera v de raio r que representa o globo

terrestre, representaremos esta esfera no plano cartesiano tridimensional

através da equacdo v : 22 + > + (z —r) = r2.
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Figura 3.6: esfera v no plano tridimensional

Seja a cidade de Santo André no estado de Sao Paulo tendo aproxima-
damente as coordenadas latitude = -23° 39’ e longitude = -46° 32, va-

mos obter suas coordenadas no sistemas cartesiano tridimensional sendo

o globo terrestre representado pela esfera v : 2% + y? + (z — r)? = r2.

—

Figura 3.7: coordendas da cidade de Santo André

Observe que devemos transportar as coordenadas latitude = —23°39’

Y

e longitude = —46°32" para o formato (xg, yo, 20), vamos inicialmente

nomear como C' o ponto que representa o centro da esfera, O a origem
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do sistema e P o ponto referente a cidade de Santo André.

Primeiramente vamos determinar a coordenada do eixo das cotas (z).

Observe na figura [3.§ a secao que contém o arco referente a latitude.

r.cos(23° 39

rsen(23® 397

Figura 3.8: Secao contendo o meridiano pertencente a cidade de Santo André

Necessariamente nossa coordenada no eixo z sera :

sen(23°39) = = logo zy =rsen(23°39") . z=r—rsen(23°39)
r

Utilizando agora a secao que contém o arco referente as longitudes,
podemos definir a coordenada do eixo das abcissas e do eixo das orde-

nadas.

Figura 3.9: secao contendo o paralelo pertencente a cidade de Santo André
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Buscando a abcissa do ponto P temos:

sen(46°32") =

T
rcos(23°39) logo x = r.cos(23°39").sen(46°32)

Buscando a ordenada de P temos:

)
r.c0s(23°39")

c0s(46°32") = logo y = r.cos(23°39).cos(46°32")

Observe que o sinal das coordenadas do ponto é determinado pelo
octante o qual o ponto estd situado, esta relacao esta diretamente li-
gada a posicao da esfera no plano tridimensional. Tendo em vista que
nosso ponto pertence ao octante de coordenadas (—x, —y, z) a posi-

c¢ao da cidade de Santo André em coordenadas cartesianas serd P =

(—r.cos(23°39).sen(46°32"), —r.c0s(23°39').cos(46°32"), r—rsen(23°39’))

3.2 Planificacoes da esfera

Buscando superar o desafio de planificar o globo terrestre, vérios car-
tografos desenvolveram diferentes maneiras de realizar este feito, lem-
brando que cada projecao desenvolvida possui suas proprias caracteris-

ticas distorcoes e alteracoes provenientes de sua execucao.

Veja o mapa da Continente Africano representado de diferentes ma-
neiras. Observe que as projecoes divergem em relacao a area. A escolha
da projecao se relaciona diretamente com a caracteristica a ser preser-

vada.
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Figura 3.10: Continente Africano

Veremos agora alguns tipos de projecoes suas aplicagoes, formas de

construcao e peculiaridades.

3.2.1 Projecao cilindrica

Na projecao cilindrica o globo terrestre ¢ envolvido por um cilindro,
este tipo de projecao foi largamente utilizado nas cartas natticas, uma

de suas variacoes mais conhecidas é a projecao de Mercator.

A projecao de Mercator foi a primeira representacao cartografica
que abrangeu todo o globo terestre. Ela foi elaborada pelo gedgrafo,
cartografo e mateméatico Gerhard Mercator (1512-1594) nascido na
regiao de Flandres (atual Bélgica). Ingressou na Universidade de Lo-
vain para estudar ciéncias humanas e filosofia (1530), dois anos depois
obteve o grau de mestre, a projecao de mercator é considerada uma das

projecoes mais utilizadas em todo o mundo.
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Gerhard Mercator foi considerado por muitos, como pai da cartogra-
fia moderna. Grande parte de suas obras, foram inspiradas nos escritos
antigos de Ptolomeu, um dos grandes nomes da geografia e representa-

coes graficas na antiguidade.

Adotamos os pontos S e N como polo sul e polo norte respectiva-

mente.

Figura 3.11: representagao da projecao cilindrica

Para construcao deste modelo de projecao, adotamos um eixo si-
métrico comum tanto a esfera, como ao cilindro e tracamos semi-retas

perpendiculares ao eixo simétrico intersectando esfera e cilindro.

Na figura [B.12 analisamos uma secao proveniente da intersecao da
esfera com um plano de eixo simétrico j\_/g, as retas perpendiculares ao
eixo intersectam esfera e cilindro, transpondo assim pontos do cilindro

para a esfera.
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i~ LA

Figura 3.12: secao da projecao cilindrica

Principais caracteristicas da projecao cilindrica

e Os polos norte e sul nao sao planificados.

e As regioes proximas dos polos norte e sul possuem a representacao
de sua area ampliada, ou seja, com o aumento da latitude tomado
em modulo ocorrem a ampliacao das regioes proximas aos extremos

do globo.

e Meridianos e paralelos sao representados por linhas perpendicula-
res entre si sendo: meridianos linhas verticais e paralelos linhas

horizontais.

e Todos paralelos possuem o mesmo comprimento da linha do equa-
dor, onde a linha equatorial é o tinico ponto de tangéncia entre

esfera e cilindro.

-

e £ uma projecao conforme, ou seja, mantém a forma e os angulos

das coordenadas geogréficas

Observe um mapa construido na ﬁguraH 3.13| a partir da projecao

“Disponivel em: < http : //upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/e/ea)Equirectangular—
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cilindrica.

Figura 3.13:

3.2.2 Projegao conica

Neste tipo de projecao, temos o globo envolvido por um cone que
posteriormente serd planificado, os paralelos sao representados no cone
planificado na forma de semi-circulos e os meridianos como retas secantes

em um tnico ponto comum.

projection.jpg > Acesso ago. 2014.
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Figura 3.14: representagao da projecao conica

Observe uma secao do cone representada pela intersecao entre um
plano com eixo simétrico N g e o cone, para projecao de pontos da esfera,
para o cone, tomamos semi-retas com origem .S e intersectando-as com

a esfera e o cone.

Figura 3.15: secao conica

Principais caracteristicas da projecao conica

e O polo sul nao possui representacao no cone planificado.

e Os meridianos sao representados por linhas convergentes em um
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tnico ponto, sendo este o vértice do cone e os paralelos sao repre-

sentados por circulos concéntricos também ao vértice do cone.

e As regioes mais distantes da intersecao entre esfera e cone tem sua

area ampliada.

Veja uma planiﬁcagéoH do globo terrestre construida através da pro-

jecao conica.

Figura 3.16:

3.2.3 Projegoes azimutais

Existem varias formas de criar uma projecao azimutal, basicamente
este tipo de projecao se baseia na planificacao do globo através de um
plano tangente ao globo onde a intersecao entre plano e globo é definida
como centro da projecao. Vamos abordar previamente trés tipos de
projecoes azimutais: projecao estereoégrafica,projecao gnomonica
e projecao ortogonal, posteriormente nos aprofundaremos mais nestas

projecoes.

3Disponivel em: < hitp : //upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/1/1f[AlbersyrojectionsW.jpg >
Acesso ago. 2014.
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Projecao estereografica

Nesta projecao temos uma semi-reta partindo do ponto oposto ao

ponto de tangéncia entre esfera e plano.

Figura 3.17: representagao de projecoes azimutais

Observe a secao que representa a interseccao entre a esfera e um plano
que passa necessariamente pelo ponto N e pelo ponto S. Adotamos

semi-retas com origem no ponto N e intersectamos esfera e plano.

Figura 3.18: projecao estereografica
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Projecao gnomonica

Na projecao gnomonica temos uma semi-reta partindo do centro da

esfera e intersectando plano e esfera juntamente.

Figura 3.19: projecao estereografica

Observe a secao que representa a intersecao de um plano que passa
por N e S. Pontos da esfera sao projetados por semi-retas que passam

pelo centro da esfera e intersectam o plano.
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Figura 3.20: Projecao Gnomonica

Projecao ortogonal

Nesta forma de projecao azimutal, a esfera é intersectada por retas

perpendiculares ao plano de projecao.

I

Figura 3.21: Projecao ortogonal

Observe na figura[3.22] que os pontos contidos na esfera sao projetados

a partir de retas perpendiculares ao plano.
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Figura 3.22: Projecao Ortogonal

Principais caracteristicas das projecoes azimutais

e O ponto de tangéncia entre esfera e plano torna-se o centro do

mapa.
e As regioes distantes do centro do mapa tem sua area ampliada

e Meridianos sao representados por retas que se intersectam no centro

e paralelos sao dados por circulos concéntricos ao centro do mapa.

Observe um mapaH construido a partir de uma projecao azimutal.

‘Disponivel em: < http : //upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/3/37/Lambert —

azimuthal — equal — area.jpg > Acesso ago. 2014.



3.2 Planificacoes da esfera

73

Figura 3.23:



CAPITULO 4

PROJECOES DA ESFERA

Neste capitulo estudaremos mais pontualmente algumas projecoes da
esfera no plano, uma das inumeras aplicacoes da geometria analitica es-
pacial. Tais projecoes, conforme j& discutido no Capitulo [, aparecem
em abundéancia no estudo da cartografia, ciéncia que trata da concep-

¢ao, difusao, utilizacao e estudos de mapas.

Existem varias maneiras de “mapear” a esfera. Trataremos aqui
das projecoes Estereografica, Cilindrica, Ortogonal, Gnomonica

e Coénica. Antes porém, adotemos algumas convencoes de notacao.

4.1 Convencoes

Ao longo desse capitulo consideraremos fixados uma esfera - de raio r
e dois pontos diametralmente opostos dessa esfera, os quais denotaremos
por N e S e chamaremos p6lo norte e pdélo sul de 7, respectivamente.
Motivados pelo estudo do globo terrestre, chamaremos a reta m de

eixo de rotacao da esfera.

Ainda motivados pela aplicacao classica das projecoes em cartogra-
fia, definimos numa esfera v com eixo 593 fixado, curvas denominadas

meridianos e paralelos:
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e Meridianos sao semi-circulos obtidos pela interseccao de v com

os semi-planos de base m

e Paralelos sao as curvas obtidas pela interseccao de v com planos

ortogonais ao eixo de rotacao N%

Para noés, uma projecao da esfera ~ no plano euclideano E? ¢ uma
aplicacao bijetora continua p : U — V', onde U é um subconjunto da
esfera v e V um subconjunto do plano E2. Isto é, p é uma aplicacao um-
a-um de U em V que, em algum sentido, leva pontos em U em pontos

em V .

E interessante notar que nao existem bijecoes continuas entre toda a
esfera e todo um plano. Isso é um fato topoldgico decorrente de funcoes
continuas preservarem compacidade e a esfera ser um espaco compacto

e o plano nao.

Nas se¢oes seguintes, denotaremos por 7 o plano (do espago) a ser
identificado com o plano euclideano E? e assumiremos E? munidos das

coordenadas cartesianas usuais.

4.2 Projecao Estereografica

Na versao mais classica da projecao estereografica, projetamos a es-
fera v no plano 7 que tangencia a esfera em S, tracando retas secantes
a esfera a partir de N (Ver Figura ). Cada ponto P da esfera sera

mapeado no ponto () dado pela interseccao de m com a reta ?Q ﬁ
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Figura 4.1: Projecao Estereografica

Observe que a projecao p descrita acima é uma bijecao entre U =

v—{N}etodooplanow (p: (y—{N}) — n).

4.2.1 Projecao estereografica em coordenadas cartesianas

Para parametrizarmos a esfera de uma forma simples, porém geral,

adotemos algumas convencoes que facilitarao nossos calculos.

Considere a esfera v centrada no ponto C' = (0,0,7). Sejam S =
(0,0,0) e N = (0,0,2r). Desse modo temos que m é o plano Oxy.
Observamos que para toda esfera v de raio r e quaisquer escolhas de S
e N, podemos tomar um sistema de coordenadas centrado em S onde o
centro C' de v tem as coordenadas acima descritas (e de modo que 7 é

o plano Oxy).
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Para tal sistema de coordenadas temos:

v o2yt (=) =1t

m: z=20.

Seja P = (g, Y0, 20) um ponto qualquer da 7. Encontremos as coor-
denadas de sua projecao () € .

Para tal considere a reta NP de equagao vetorial X = N + t(]@)

Tomando X = (z,y, z), temos as equagoes paramétricas de ?Q ﬁ:

4
T = xol

NP Yy = Yot

| 2 =2r+ (20— 2r)t

Tomando a interseccao de W com o plano z = 0 obtemos:

2r + (20— 2r)t =0

Donde temos que a reta ?Q ﬁ intersecta m para o parametro:

2r

i = .
27“—20

Observe que é necessario que 2r—zy # 0, tendo em vista que conforme
construimos a reta ?Q ?’ e o plano 7, a intersecao entre mesmos nunca

poderé ser vazia, logo:

2r 2r
©= ((27“ — zo> o (27" — zo) yo,())

Fazendo a identificacao candnica de m = Ozy com o plano cartesiano
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(projegao nas duas primeiras coordenadas) temos a projegao:

p: (y—{N}) — F

(:E()a Yo, ZO) — (<2T2_TZO> g (27«2_20) y0>

Observacao 4.1. E um bom exercicio observar que, tivessemos nos

(4.1)

tomado v com centro na origem do sistema de coordenadas e w : z =

(—r) teriamos obtido a projecdo:

p: (v—{N}) — E?
(70, Y0, 20) — <<£ZO> X0, <ﬁrzo> yo)

4.2.2 Projecao estereografica de meridianos e paralelos

(4.2)

Projetando Meridianos

Como ja sabemos, os semi-circulos da esfera passando com extremos
pelo polo norte e pelo polo sul sao chamados meridianos. Vimos que,
fixado um meridiano, existe um tdnico semi-plano p que o contém e
que contém o eixo de rotagao da esfera (e, portanto o polo norte da
esfera). Notando que a imagem pela projecao estereogréafica de pontos
da esfera contidos no plano p continuam no mesmo semi-plano, nao é
dificil concluir que a imagem do meridiano por tal projecao é a semi-reta

dada pela intersecao de 1 com o plano Oxy.

Considere o meridiano pelo ponto A = (xg, yo, 29) da esfera, A # N,

A # S. Encontremos a equacao de m:
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—
AN = (0,0,2r) — (zo, Y0, 20) = (—x0, —Yo, 21 — 20)

ﬁ O O O (:E())y()a ZO) = (_I()a —Yo0, _ZO)
Da temos AB x AC = ((2y0), (—2x0), 0) e,
7 (2yo)xr — (2x0)y =0 (zox) = 0.

Logo para encontrar a projegao @ do meridiano contido no plano 7

basta encontrar a intersec¢ao de p com o plano Ozy (z = 0):

(2yp)xr — (2z9)y =0
z2=0 (xox) >0,

Dessa interseccao obtemos como equacoes paramétricas da @:

4

T = xot
z=0

Um estudo de extrema relevancia no campo das projecoes cartogra-
ficas, é constituido justamente pelas distorcoes ao tentar planificar uma
esfera, como j& sabemos é impossivel se manter todas as caracteristicas

do globo simultaneamente sejam elas distancias, proporgoes ou angulos.

Logo vamos abordar em cada projecao as alteragoes cometidas prin-

cipalmente na projecao de meridianos e paralelos

Obseve agora na projecao estereografica de meridianos algumas pe-

culiaridades.



4.2 Projecao Estereografica 80

Figura 4.2:

Considere na figura arcos correspondentes a angulos de § radia-

nos.

Figura 4.3:

Observe porém, na figura 4.3 que a projecao destes pontos que distam
(§)r =~ 0.52r entre si na esfera, tém distancia crescente no plano a
medida que o ponto a ser projetado se afasta do ponto S, sendo |:S’_]51>\ ~
0.53r,|fTP?| ~ 0.62r e |fﬁ| ~ 0.85r

Podemos entao, concluir que os arcos a serem projetados proximos do

ponto N possuem uma distor¢ao maior que os arcos proximos do ponto

S.
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Projetando Paralelos

Paralelos sao circunferéncias contidas em planos perpendiculares ao
eixo de rotacao da esfera. Iremos utilizar novamente o plano Oxy como
plano projecao e o eixo Oz como eixo de rotagao da esfera.

Podemos deduzir que a projecao de um paralelo contido na esfera para
o plano se resume a um circulo, cujo raio é multiplicado por uma cons-

tante. Como ja sabemos a transposicao de um ponto qualquer da esfera

dado por P = (o, ¥, 20) resulta no ponto P’ = ((52=).x0, (52 —)-%0,0)

2r—2zp

que pertence ao plano, logo para projetarmos um paralelo o para o plano

Ozy, basta multiplicarmos o raio do paralelo pela constante (%) onde

2o representa a coordenada z de todos os pontos que pertencem ao plano

a , logo se 22 + y?> = R? onde z = z; ¢ um paralelo contido na esfera

_2r

274_2:0)R)2 ¢ a projecao deste paralelo no plano Oxy .

entao 2 + y* = ((
Comparando a projecao de dois paralelos idénticos da esfera, encon-

tramos algumas diferencas significativas.

Seja uma esfera v : 2 + 4* + (2 — r)? = r? onde esta contido o

_r
paralelo o que pertence ao plano z = 5 e o paralelo 8 pertencente ao
plano z = 327", necessariamente o e § possuem raio igual a T‘{, porém na

projecao estereografica destes paralelos encontramos alguns contrastes.

Projetando o paralelo @ temos:
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Projetando o paralelo S temos:

j () — Ouxy
2 2 _ (rV3)2 4.4
Tty = ( : )
) —  2? +y? = (2rV3)?
Observe que apesar de « e 3 serem paralelos idénticos, na projecao
estereogréfica o raio de « foi multiplicado pela constante %, enquanto o
raio de 3 foi multiplicado pela constante 4, ou seja, quanto mais proximo

do ponto N maior sera o raio do paralelo.

4.2.3 Atividades Propostas

Atividade 4.1. Dada uma esfera de raio 2 e centro (0,0,2), encontre

a projecao estereogrdfica do ponto P = (\/5, \/5, 2) pertencente a esfera
no plano Oxy

Resolucao: Consideremos, como feito na Secao [1.2, a esfera de equacao
22+ 9y*+(2—2)2=4, N=(0,0,4) e z = 0, o plano de projecio.

A reta N ﬁ tem como equacoes paramétricas:
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Figura 4.5: esfera = 2% + y* + (z — 2)? = 2

Podemos projetar pontos da esfera diretamente para o plano, para

isso vamos utilizar a funcao [4.1] ja construida anteriormente.

p: (v—AN}) — B

2r 2r (45)
(20, Yo, 20) — <(2r20) xo, (2,,20) Z/o)
Logo:
p: P — E?
(4.6)
(V2,v/2,0)  +—  (2v2,2V2)
]

Atividade 4.2. Dado o ponto P = (2,0,2) e o ponto S = (0,0,0)
que pertencem a equacao de esfera x? + y* + (z — 2)? = 2%, calcule a
distdncia entre estes dois pontos na esfera, projete através da projecao

estereogrdfica estes pontos no plano e compare suas distincias na esfera

e no plano.

Resolucao:
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Como ja sabemos, a distancia entre pontos em uma esfera nao pode
ser calculada como uma linha reta, por isso precisamos do angulo POS

onde o ponto O é o centro da esfera. Temos O?:(O, 0,—2)e ﬁ:(l 0,0).
Como O?Oj = () temos:

025

Sabendo que o perimetro da maior circunferéncia da nossa esfera
corresponde a 47 e por sua vez este perimetro corresponde a 27 radianos,

logo § radianos ira corresponder a uma distancia de 7.

Portanto a distancia entre os pontos P e S que pertencem a esfera é

igual a 7.

Usando a equacao (5.26) para projetar os pontos S = (0,0,0) e

P =(2,0,2) em S’ e P respectivamente obtemos:

S’ = (0,0)

P ((2)20) - o

Assim a distancia de P a S na esfera é igual m &~ 3.1415, mas estes
mesmos pontos projetados no plano distam 4 entre si, logo podemos
concluir que a distancia entre dois pontos em uma esfera pode nao ser a
mesma, caso estes pontos sejam projetados no plano. De fato, a projecao

estereogréfica sempre aumenta as distancias entre pontos. O

Atividade 4.3. Dada uma esfera de centro C = (0,0,5) onde raio r =

5, um paralelo contido no plano z = 2 e um meridiano contido no plano
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m: —4x + 2y = 0 onde o ponto (\/5,2\/5, 5) pertence ao meridiano,
faca a projecao estereogrifica deste meridiano e deste paralelo no plano

Oxy.

Resolucao:

Projetando o paralelo

Podemos deduzir que a equacao do paralelo é dada por z? 4 y? = 42

onde todos os pontos que atendem esta equacao mantém z = 2.

Como ja sabemos na projecao estereografica para projetar um ponto

P = (x0,y0, 20) da esfera para o plano Oxy deve-se multiplicar as co-

2r

Gr— onde z = 0 assim temos P’ =

ordenadas pela constante ¢t =

2r 2r : f A
(x0'2r—z07 Yo- 55 0), portanto podemos concluir que a projecao de um

paralelo da esfera consiste em uma circunferéncia com o raio multipli-

2r

GT—— onde r é o raio da esfera e zy é onde o

cado pela constante t =

paralelo esta contido.

Logo, se 22 + y? = 42 é a equacao do paralelo contido na esfera onde
z = 2, entao a projecao deste paralelo no plano Oxy serd dada por
2+ = ((5525)4)*

Assim, se temos o paralelo 22+y? = 42 entdo a projecao deste paralelo

no plano Ozy sera x? + y?> = 52.

Projetando o meridiano

Vamos projetar agora o meridiano que esta contido no plano 7 :
—4x + 2y = 0 no plano Oxy, para realizar esta projecao sabemos que

basta fazer a interseccao do plano 7 com o plano Oxy.
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Seja U = (0,0, 1) vetor diretor do plano Oxy e U = (—4,2,0) vetor
diretor do plano 7 e sabendo que a interseccao entre estes dois planos é
uma reta podemos definir o vetor diretor desta reta através do produto

vetorial entre W e 7, logo:

Ty z
UxvT =10 01
—4 20

Sendo U x 7:(—2, 4,0) basta agora definir um ponto que pertence

a reta de intersecao entre Oxy e , para isso adotando z = 0 temos:

—4dxr 4+ 2y =0
z=10
Necessariamente temos vérios pontos de cota igual a zero contidos na
reta de intersegao, logo adotaremos o ponto (1,2, 0) para construgao da

reta de intersecao.

p

r=1-2t
TNOzy:{ y=2—4t

z=10
\
Tendo em vista que o ponto (v/5,2v/5,5) pertence ao meridiano e

a reta de projecao deve estar contida no mesmo octante do ponto, o

parametro t deve assumir ¢t > 0.
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4.3 Projecao Cilindrica

Nesta projecao temos uma esfera y que serd inscrita no interior de
um cilindro equilatéro 8 com o mesmo eixo de rotacao ?Q 3 e ralo da

base igual ao raio r da esfera.

Para projetar um ponto P da esfera tomamos a semi-reta g por
P perpendicular a W O ponto de intersecao da semi-reta, g com o

cilindro, denominamos @) e é a projecao de P no cilindro.

Finalmente, planificamos o cilindro “recortando-o” ao longo de uma
reta vertical s pré-determinada e assim, obtemos a projecao da esfera
numa regiao retangular V' do plano euclideano (—7mr <z < 7,0 < y <

2r).

Figura 4.6: Projecao cilindrica

A composta da funcao que projeta a esfera no cilindro com a planifi-
cacao do cilindro, é o que chamamos de projecao cilindrica p da esfera.
A funcao p : U — V ¢é uma bijecao entre a esfera sem seus polos,
ou seja, U = (v — N, S) e a regiao retangular V' de E? descrita pelas

desigualdades :
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—mr < x <T7r

V.
0<y<2r

4.3.1 Projegao da esfera no cilindro

Para facilitar nossos calculos, consideraremos uma esfera com centro
C' = (0,0,0), onde o eixo de rotacao m seja 0 eixo coordenado Oz
e o ponto de tangéncia da esfera com a base do cilindro seja o ponto
S = (0,0, —r). Tomamos estes parametros tendo em vista que todo
cilindro e toda esfera pode ser deslocada no espago assumindo essas

posicoes sem que suas propriedades sejam alteradas.

Vamos encontrar a projecao ) do ponto P = (xg, Yo, 20) onde @ é

um ponto do cilindro e P um ponto da esfera.

Definindo algumas equacoes essenciais temos:

7:x2+y2+22:r2

Bral+y =12 0<2<2r
NS 0,01t (teR).

Tomamos entao E como a semi-reta ]ii onde P, = (0,0, zp). Tal

semi-reta é assim, perpendicular a ?Q g e passa por P.

4
T = xot

QW y=1yot onde t=0

\Z—Z()

Realizando a interseccao da semi-reta g com o cilindro £ teremos a

projecao ().
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E 0B (xt) + (yot)* =1
Podemos observar na equacao de interseccao que o parametro t as-

sume dois valores.

T2

Cwf+

2 2
logo temos t = /40— 0out = —4/ o
5 PEE PR

Sabendo que cada pardmetro t da origem a um ponto, necessaria-

t2

mente temos dois pontos para (), tendo em vista que buscamos o para-

metro onde ¢ > 0 é necessario neste caso descartar o valor negativo.

g: (y—=AN, 5} — 8 (4.7)
(0,90, 20) ¥ ((ﬁ%iya) ’ (\/ggiyﬁ) ’ZO)

Neste caso particular, podemos assumir como representante do ponto
P no cilindro 8 o ponto Q) = Lo : Qo , 2
povnio 0= (25 () )

4.3.2 Planificacao do cilindro e Projecao cilindrica no plano

Na projecao cilindrica, projetamos a esfera v no cilindro 3, porém
estamos trabalhando com esferas planificadas, logo este cilindro precisa

tomar a forma de um plano.
Seja @ = (1, Y1, 21) um ponto que pertence ao cilindro, vamos pro-
jetar este ponto no plano.
Como ja sabemos, o eixo Oz é o eixo simétrico de nosso cilindro

equilatero de raio r, logo para abrirmos o cilindro em um retangulo, é
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preciso definir uma reta de corte paralela ao eixo Oz que esteja contida
no cilindro.

Para mapearmos o ponto ) = (x1, %1, 21) do cilindro num ponto do
plano cartesiano Oxz, basta tomarmos a coordenada y igual a 21 e x

. . - =g
como a "distancia”(no cilindro) do ponto @) a uma reta de referéncia R .

Para facilitar nossos célculos, tomaremos R como a reta vertical pelo

ponto X = (r,0,0):

r=r
<=
z=1

Mais precisamente, seja Q = (1,41, 21) com y; > 0. Considere o
circulo por ) num plano normal a ?Qg A coordenada x da projecao
de @) no plano cartesiano é entao, o comprimento do arco entre @ e @1,

L ~ , <=
onde ()1 é a intersecao do circulo com a reta R . De modo a mantermos
a continuidade da projecao do cilindro no plano cartesiano, se y; < 0
tomamos a coordenada x da projecao de () como menos o comprimento

acima, descrito. Tal escolha "recorta” o cilindro ao longo da reta ?:

r=—-r
<?:< y=20
z2=1

Observagao 4.2. Essa divisao em y; > 0 e y; < 0 do cilindro aparece,
pois por definicao, o dngulo entre dois vetores estd entre () e w porém,

para darmos uma volta completa no cilindro temos que variar o dngulo

0 = QQ(Q)1 entre —m e .
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Figura 4.7: reta de corte

Para o calculo da distancia de () a reta de corte, calculemos utilizando
o produto interno do dngulo entre Q = (x1,y1,21) e @1 = (1,0, 21) com

vértice Q2 = (0,0, 21).

Figura 4.8: Triangulo QQ1Q2

Primeiramente, vamos calcular o angulo QQQ)2()1 definido por 6.
o R T
Sendo QQ2 = (—x1,—41,0), Q1Q2 = (—7,0,0) onde [|QQ2| =
R
Vi +y? e ||Q1Qz]| = r desenvolvendo o conceito de produto interno

temos:
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— ——
cos(0) = QCgQ.QlQ% donde cos(0) = ﬂ,
|QQ2]].[[@1Q2]| r
logo,
_ 71
0 = arccos ( . )

A definicao do angulo 6, possibilita o cdlculo da distancia entre o
ponto () e a reta ?, sendo 27r o perimetro da circunferéncia para
um angulo de 27 radianos, podemos recorrer a proporcionalidade para
definir a distancia procurada.

Logo podemos definir a distancia entre @) e ® como r.arccos(t)

Estamos em condicoes agora de identificar a projecao de pontos do

cilindro 8 no plano Ozz.

ft- (B — Ozxz

(4.8)
(z1,91,21)  +——  ((r.arccos()), )
onde 81 ¢ a regiao do cilindro 8 com y > 0.
Agora, 5€ Q - ('Tbyla Zl) com yi < OJ
0 = —arccos <ﬂ>
r
Assim,
T - —  Oxz
f (87) (4.9)

(z1,91,21) >  ((—r.arccos(2)), )

onde 8~ ¢é a regiao do cilindro 8 com y < 0.
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Finalmente temos:

f: (B — Ozxz
(x1,91,21) +—— ((ﬁ)r.arcaos(%),zl)

A projegao cilindrica da esfera (no plano cartesiano) é desse modo a

(4.10)

composta p = (f o g), da equacao acima e da equacao .7, logo temos:

p: v—N,§ — Ouxz

(o, Y0, 20) +—— ((é—&) r.arccos( ;0+2),zo)

0TY0

4.3.3 Projecao cilindrica de meridianos e paralelos

Projetando Meridianos

Seja v uma esfera de centro O = (0,0,0), contida em um cilindro 3
cujo eixo simétrico seja z e seja m um plano que contém o meridiano «

o qual desejamos projetar.

Podemos deduzir que a projecao do meridiano « no cilindro S5 se

reduz a intersecao do plano 7 com o cilindro .

Definindo a equacao do cilindro e do plano, temos 3 : 2% + y? = r?

onde 0 < z < 2r e m: x(y) — y(zg) = 0, observe que o plano 7
nada mais é que um plano com eixo simétrico z por um ponto qualquer

P = (¢, Yo, 20) que também pertence ao meridiano.

Interseccao do cilindro 8 com o plano 7:
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desenvolvendo nossa equacao teremos:

2,2
Yo-T

pAm:y? =L —
T + U

observe a existéncia de dois resultados possiveis:

Bﬂﬂ:y:i%
VTt Y

Logo podemos construir duas retas de interseccao entre cilindro e

plano, que poderiam representar a projecao do meridiano « contido no

plano 7.

Zo.T
T = 2.,,2
To+Yo
AT y=—H
2.2
Zo+Yo
z=1t
\
p
Zo.T
L = 2,2
oty
BAT: ¢ y=——Hr
2.2
oty
z=1t

\

E importante ressaltar que apenas uma reta representa o meridiano
« proposto, tendo em vista que uma tnica reta estd contida no mesmo
octante que o ponto P = (g, Yo, 20), l0ogo a equag¢ao que representa a

projecao do meridiano « no cilindro 3 seré:

Zo.T
€T =
z%+y§
ﬁﬂﬂ';{ y:L
2.2
o+Yo
z=1t
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Projetando o meridiano no plano cartesiano pela funcao f descrita

na secao anterior temos :

T = (ﬂ) r.arccos o

(CREE . Ve

z=1
Que descreve uma reta por p(P) paralela ao eixo Oz

Vamos analisar, agora as variagoes cometidas pela projecao cilindrica

estudando a projecao de meridianos.

Seja a esfera v contida no cilindro § e um meridiano « contido em
v, conforme a figura 4.9 onde admitimos a existéncia de dois arcos do

meridiano o com angulo central 7

Figura 4.9: Arcos do meridiano « contidos na esfera

Observe que na figura .10 que apresenta a projecao de dois arcos

idénticos pertencentes ao meridiano « no cilindro 3, existe uma variacao

—
no comprimento das projecoes, sendo HE@H = % e [|QQ|| = W
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Figura 4.10: Projecao de arcos do meridiano « no cilindro 8

Note que quanto mais distante da linha do equador, maior sera a
diferenca entre o comprimento do arco e sua respectiva projecao, ou
seja, as areas proximas da linha do equador possuem uma representacao

mais fiel do que as préximas dos pontos N e S.

Projetando paralelos

Seja v uma esfera de centro C' = (0, 0, 0) e raio r contida em um cilin-
dro 3, havendo um paralelo ¢ pertencente a esta esfera necessariamente

ha um plano 7 que contém este paralelo.
Logo a projecao do paralelo 0 no cilindro [, se resume a interseccao

do plano 7 com o cilindro £.

Construindo a equacao do cilindro temos 8 : 2? + y> = r? onde
—r < zyp < r, para o plano m vamos adotar a equacao 7w : z = 2y, logo

temos a intersecao:
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)
x = rcos(t)

TOB: S y=rsen(t)

L Z =20
Tendo em vista que parametrizamos m N 5 podemos agora utilizar a

funcao p a fim de transpor o paralelo 0 para o plano Oxz.

p: v—{N,S} — Ouzz

(rcos(t), rsen(t), o)  +—— ((|:zzzg|> " (0) Zo) (4.12)

Necessariamente também hé peculiaridades na projecao de paralelos,
quando utilizamos a projecao cilindrica.
Na figura [4.11] podemos notar claramente que todos paralelos conti-

dos em v quando projetados, possuem o mesmo perimetro da base do

cilindro, porém sabemos que o tinico paralelo que possui este perimetro

¢ a linha do equador.

Figura 4.11: projetando paralelos



4.3 Projecao Cilindrica 98

Logo todos os paralelos contidos na esfera v possuem projecoes cujo
comprimento é 27.7r, onde r é dado pelo raio da base do cilindro.

Portanto o tnico paralelo representado fielmente é a linha equatorial,

todos os outros paralelos tem seu perimetro acrescido.

4.3.4 Atividades Propostas

Atividade 4.4. Dado um cilindro de equacio B:x> + y> = 22 onde
0 <z <4 euma esfera y:x®+y> + (2 —2)* = 22 contida neste cilindro,
identifique o representante do ponto P = (1, \/5, 3) pertence a esfera no

cilindro.

Resolucao: Sendo o eixo z simétrico comum tanto na esfera como ao
cilindro, tracamos uma reta semi-reta ? perpendicular a z passando

por P.

p

T =t
?W y=+2t onde t>0
z2=3
\

realizando a interseccao entre [ e ? temos:

BNE (8 + (V2t)2 =4

o parametro t assume dois valores distintos, logo:

Bﬂ?:tz? ou tz—?

Necessariamente excluimos o parametro negativo e obtemos a fungao
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g: (y—AN,5})

Atividade 4.5. Seja um cilindro B8 de raio da base 5 e altura 10, cuja
base estd contida no plano Oxy, sendo z eixo simétrico. Dé as coor-
denadas do ponto P = (4,3,1) pertencente ao cilindro, em uma esfera

v:x® +y* + (2 — 5)* = 52 inscrita em 3.

Resolucao: Construimos uma semi-reta 5 que seja perpendicular a z e

passe pelo ponto P = (4,3, 1).

4

xr =4t
K:¢ y=3t onde t>0

z=1
\
Para que seja definida a projecao é necessario a interseccao entre a

semi-refa K e a esfera - : 2? + 12 + (2 — 5)? = 5%

?ﬂ’y C(4t)*+ (3t)* =9

logo:

9
42
?ﬂy.t_25

Sendo t = % out = —% adotamos o parametro que mantém a reta no
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mesmo octante do ponto (4,3, 1)

(8)

S
(4,3,1)  +—

Atividade 4.6. Considere um cilindro de equacdo B: x*>+y?> =9 onde
—3 < z < 3 e uma esfera de raio 3 centrada na origem. Realize a

projecao no plano Oxz do paralelo o contido no plano w: z = 1.

Resolucao: Para calcular a projecao do paralelo o contido no plano m,

primeiramente vamos definir a intersecao entre g e 7

re V/8cos(t)
TNB: 4 y=+/8sen(t)

z=1
\

Utilizamos agora nossa funcao f para transpor o paralelo contido no

cilindro para o plano Oxz:

f: (B—={N,S}) — Ouzz
(v/8cos(t), V/8sen(t),1)  +—— (( V8sen(l) > .r.arccos(\/gm(t)), 1)

[VBsen(t)]

Atividade 4.7. Dado um meridiano contido em uma esfera v de cen-
tro C' = (0,0,0) e raio igual a 5, tal que o semi-plano p representado
pela equacao 2y — x = 0 onde y > 0 contém o meridiano a. Projete

este meridiano no plano Oxz, utilizando o cilindro B : x> + y* = 52
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onde —5 < z < 5, sabendo que o ponto P = (2,1,2v/5) pertence ao

meridiano.

Resolucdao: para projetar o meridiano primeiramente devemos fazer a

interseccao entre 5 e pu.

BOp:(2y)° +y* =5

como esperado teremos dois valores que satisfazem a interseccao.

ﬁﬂ,u:yzlz\/g

Logo podemos construir duas retas de projecao do meridiano o no

cilindro 3

BAp:q y=+5

BOp:g y=—5

Sabemos que ambas as retas estao contidas no cilindro logo, é ne-
cessario definir qual reta representa a projecao do meridiano «, observe
que neste caso qualquer meridiano e sua respectiva projecao no cilin-
dro mantém o mesmo octante, sabendo que o ponto P = (2,1,2/5)

pertence ao meridiano, temos:
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BOp:q y=+/5

Porém ainda é necessario a projecao desta reta no plano Ozz, para

isto basta utilizarmos a funcao ja construida f, para projecao da reta

BN .

f+ (BNp) —  Oxz
(2v5,4/5,t)  — (5.arccos (%) ,t) (4.16)
(2v5,v/5,t)  —  (2.318,1)

4.4 Projecao Ortogonal

Este tipo de projecao, possibilita apenas a projecao de metade da es-
fera sendo necessario duas planificacoes para contemplar toda a esfera,
faremos a planificacao apenas uma vez tendo em vista que o procedi-

mento para a outra metade é analogo.

Considere v a esfera com eixo de rotacao m . Seja m um plano orto-
gonal a m A projegao de um ponto P na semi-esfera inferior(superior)
de v ¢ dada pela intersecao de uma reta ? paralela a m passando por

P com o plano 7.
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Figura 4.12: Projecao Ortogonal

4.4.1 Projegao ortogonal em coordenadas cartesianas

Projetando pontos da esfera para o plano

Adotando a semi-esfera v : 2> +y* + (z —r)> = r? onde z < r e
o plano de projecao o plano Oxy, estudemos qual a projecao do ponto

P = (x0, Y0, 20) pertencente a semi-esfera inferior (z < r) no plano 7.

Sendo z = 0 a equacao do plano Ozy, desejamos construir uma reta

? perpendicular a m passando por P logo:

T = X
K y=uy
\ZZZO—f—t

A interseccao da reta 7 com o plano Oxy resulta na projecao do

ponto P sobre 7.

kNm:(z0+1t)=0

Sendo t = —z; basta agora utilizar este parametro para transposicao
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do ponto P

: - — D,
p: (7)) (4.17)
(z0,%0,20) > (%0,%0)
onde v~ é a regiao de v com z < r e D, é o disco de raio r centrado

no ponto (0,0) do plano cartesiano.

Projetando pontos do plano para a esfera

Faremos agora o caminho inverso da projecao, seja o ponto ) =
(o, Yo, 0) pertencente ao plano Ozy, projete este ponto na semi-esfera
via?+yP+(z—r)2=rtonde z <1 .

<=
Tracando uma reta R perpendicular a Oxy por () temos:

T = Xy
<=
B9 y=1y
z=1

<=
Logo basta definirmos a interseccao de R com a esfera ~y

ﬁﬂfy (o) 4 (go)2 4 (t—1)* =12

onde temos:

<=
Rnvy:t?—2r+ai+42=0

Observe que nosso parametro ¢ assume dois valores:

_2r+ V(=212 — 4z} + 1) ou = 2r — \/(=2r)2 — 4(z% + 12

'
! 9 9
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Necessariamente devemos optar pelo parametro ¢ que proporciona
uma distancia de ) ao ponto de projecao menor que o raio da semi-
esfera, para isso basta observar que o parametro ¢ é o inico que atende

as condicoes propostas, logo:

. D, — -
g ! (4.18)

(x()) Yo, 0) — ('I'()) Yo, T — \/7'2 - (x% + y%))

4.4.2 Meridianos e paralelos na projecao ortogonal
Projetando meridianos

2 = r? onde z < r sobreposta

Seja uma semi-esfera y : 22 +y>+ (2 —7)
ao plano Oxy onde a interseccao de Oxy e v resulta no ponto P =
(0,0,0) e um meridiano « contido em um plano €, podemos deduzir
que a projecao do meridiano a no plano Ozy se resume a semi-reta de

intersecgao entre Ozy e 0, sendo o ponto P = (xg, Yo, 20) pertencente

ao meridiano a.
Sabemos que 6 : y(xy) — z(yo) = 0, tendo em vista que este plano
possui eixo simétrico z e passa pelo ponto P = (g, yo, 20) -

Logo realizando a interseccao de 6 com o disco D, temos:

(
T = xq.t

z=0

\

Observe que apenas os pontos onde ¢t > 0 representam a projecao do
meridiano a no plano Oxy, pois trata-se da projecao de um semi-circulo

contido no mesmo octante do ponto (g, yo, 20)-
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Na projecao ortogonal nao é possivel projetarmos um meridiano com-
pleto, apenas metade de seu comprimento.
Observe a projecao na figura [4.13] que representa a projecao do me-

ridiano « no plano Ozy

Figura 4.13: Projecao Ortogonal

Observe que apesar dos arcos projetados serem idénticos a %=, temos
a projecao do comprimento do arco mais proximo de S dada por H@H =
rv2

—
7=, enquanto o arco mais distante de S possui projecao igual a [|QQ'|| =

2r—ry/2
B

Concluimos entao que arcos mais proximos de S possuem uma mar-
gem de erro menor em sua projecao, logo quanto mais distantes de S

maior a margem de erro referente a projecao dos arcos.

Projetando paralelos

Dada uma semi-esfera v : 22 + > + (z —7)2 =r?onde 2 < reo
plano Oxy, onde v N Oxy = (0,0, 0), seja um paralelo 0 : 2 + y? = r?
em que z = r, observe que a projecao deste paralelo no plano Oxy nada

mais é do que o circulo de equacao 22 + y?> = r% onde z = 0.
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Figura 4.14: Projetando Paralelos na Projecao Ortogonal

Logo neste caso a projecao de paralelos na projecao ortogonal se trata
apenas da mudanca de coordenada para z = 0.

A projecao ortogonal é a tinica projecao estudada neste capitulo que
nao ha alteracao nos paralelos projetados, ou seja, todas as caracteris-

ticas do paralelo inicial sao mantidas apenas o plano é mudado.

4.4.3 Atividades Propostas

Atividade 4.8. Dada a esfera vy : 2*+y*+(2—2)> = 2% onde 0 < 2 < 4
e o ponto P = (\/5, \/5, 2) pertencente a esfera qual a projegao do ponto
P sobre o plano Oxy.

Resolucao: Sabemos que um representante da classe de vetores normais
a0 plano Ozy ¢ dado por ¥ = (0,0,1), podemos entao construir uma

reta, ? que passe por P e tenha o vetor U como vetor diretor:

p

T =12
K:{y=va

\z:2+t

Sendo a reta ? ja determinada, basta que seja feita a interseccao
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entre N4 e Oxy.

?ﬂOwy:Q—i—t:O

Logo teremos t = —2, estamos entao em condicoes de projetar o

ponto P no plano Oxy.

p: (v) — Oy
(V2,v2,2)  —  (V2,v2,0)

Dada a maneira como foi construida a projecao, podemos observar

(4.19)

que dado um ponto P qualquer pertencente a esfera, a projecao deste
ponto no plano é dada pelas mesmas coordenadas no eixo x e no eixo vy,

porém a coordenada em z devera ser igual a zero.

O

Atividade 4.9. Dado o ponto P = (1,1,0) pertencente ao plano Oxy,

qual a projecao deste ponto na esfera y de raio 3 e centro C' = (0,0, 3)

Resolucao: Construindo uma reta, ? perpendicular ao plano Oxy pas-

sando pelo ponto P temos:

r=1

?W y=1
z=1
\

Sendo v : 2%+ y% + (2 — 3)? = 3% faremos a intersec¢ao entre 7 e ?

AR 124124 (1 —3)2 = 32
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onde:

7ﬂ?:t2—6t—|—2:0

Logo, temos dois parametros que correspondem a nossa projecao t =
3++/7out=3—+/7, estes parametros geram os pontos (1, 1,34 /7)
e (1,1,3 — +/7), basta agora identificar qual ponto possui distancia ao
plano menor ou igual a 3.

Neste caso, necessariamente adotamos o ponto que possul a menor
coordenada no eixo z, tendo em vista que a coordenada z representa a
distancia entre o ponto P e o plano Ozy, ou seja, (1,1,3 — /7).

logo:

g: (Ozy) — v (4.20)
(0,0,1) +— (1,1,3—=+/7)

]

Atividade 4.10. Dada uma esfera v : 2% + y* + (z — 3)* = 5% onde
—2 < 2z < 8, um paralelo contido no plano o : z = 1 e um meridiano
pertencente ao plano w : 3y — 2z, projete o meridiano e o paralelo no

plano 0 : z = —2 onde o ponto P = (3,4, 3) pertence ao meridiano.

Resolucao:
Projecao do Paralelo

Construindo a equacao que representa o paralelo temos:

p

r = /21cos(t)
TNO:Q y=+2Lsen(t)

z=1

\
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projetando este paralelo no plano z = —2, temos a mesma equacao

de paralelo porém agora fixado o parametro z = —2, ou seja.

p

x = /21cos(t)
TNO:Q y=+2Lsen(t)

z=—2

\

Projecao do Meridiano

Sabendo que o meridiano esté contido no plano 7 : 3y — 2x, basta que
seja feita a interseccao entre o plano 7 e o plano de projecao # = —2,

logo temos:

Sabendo que o ponto P = (3,4,3), pertence ao meridiano logo a

projecao estd definida onde o parametro ¢t > 0.

4.5 Projecao Gnomonica

Este tipo de projecao ¢ muito semelhante & projecao ortogonal, a
projecao gnomoOnica também propicia apenas o mapeamento de metade
dos pontos da esfera.

Seja uma semi-esfera v de centro C' e um plano qualquer 7 definido

no espaco que tangencia a semi-esfera, a relacao entre os pontos da semi-

esfera v e do plano 7 é dada por uma semi-reta 5 secante a esfera v e
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ao plano m com origem C

Figura 4.15: Projecao Gnomonica

Como podemos ver na figura a semi-reta que parte do ponto C,
intersecta tanto a esfera como o plano, logo podemos definir uma bijecao
p:v~ — D,, onde v~ sao pontos da semi-esfera que mantém distancia
do plano de projecao menor ou igual ao raio da esfera e V = D, a regiao

circular que contém a projecao da semi-esfera

4.5.1 Projegao gnomodnica em coordenadas cartesianas

Dada a semi-esfera v : 2 + y? + (z — r)?> = r? onde z < r, sendo
o plano Oxy tangente a semi-esfera no ponto @ = (0,0,0). Qual o
representante do ponto P = (xg, 3o, 20), pertencente a semi-esfera no

plano.

Primeiramente vamos definir uma reta g passando necessariamente

por P = (z0, yo, z0) € pelo centro da esfera dado pelo ponto O = (0,0, r).
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(
T = xot

K9y =yt
\ z=1r4 (20— 1)t

Realizando a intersecgao entre a semi-reta ? e o plano Oxy temos:

KNOzy:r+(z—r)t=0

r
r—=2o

Obtemos entao o parametro t =

Substituindo o parAmetro ¢ na reta 5 adotamos (xO.TfZO, Yo- 75 0)
como ponto que representa a projecao do ponto P no respectivo plano
Ozxy.

Logo:

: - — D,
pe (4.21)

(20, Yo, 20) L ('TO-(T_TZO)a yo-(r;o)a 0)

4.5.2 Projegao gnomodnica de meridianos e paralelos

Projetando meridianos

A projecao de Meridianos na projecao gnomonica se da de forma
similar a projecao de meridianos na projecao ortogonal, ou seja, sendo
uma semi-esfera v, um plano a que contém o meridiano a ser projetado
e um plano 7 que tangencia a esfera, a projecao do meridiano se resume

a interseccao dos planos 7 e «.
Dado um plano « : y(zg) — 2(yo) = 0 que contém um meridiano
0 que passa pelo ponto (xg, ¥o, 20), qual a projecao deste meridiano no

plano Ozxy.
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Realizando a intersecao entre o plano a e o plano Oxy temos:

(
T = xot

aNOxy:§ y=yot onde t=>=0

2z =0
\
Necessariamente a semi- reta a N Ozy representa a projecao do me-

ridiano 6 no plano Ozxy.

Analisando a projecao de arcos idénticos de um meridiano 6 na figura

4.6 notamos algumas distorcoes siginificativas.

Figura 4.16: Projecao gnomonica de meridianos

Observe que apesar de projetarmos arcos idénticos correspondentes

rm

6
—
sendo H@H = % e |QQ|| = %g’ logo concluimos que quanto mais

a o arco mais distante do ponto S possui maior margem de erro,

nos afastarmos do ponto S, maior as alteragoes nos arcos do meridiano

a serem projetados.
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Projetando Paralelos

Na projecao de paralelos podemos observar algumas semelhancas com
a projecao de paralelos estereografica, ou seja, se temos um paralelo con-
tido na semi-esfera a projecao deste paralelo se resume a um circulo de
raio multiplicado por uma constante, como ja sabemos se P = (z, 4o, 20)

¢ um ponto da esfera entao P’ = (0.(;Z-), yo(;=5;), 0) € um ponto do

plano, portanto se temos um paralelo de equacao z? + y?> = R? contido

no plano z = zy a projecao deste paralelo no plano Oxy se trata de

uma circunferéncia com raio multiplicado pela constante (T_TZO) onde r

é dado pelo raio da esfera, logo a equagao do paralelo contido na esfera

projetado no plano Oxy serd z° + y* = (R.(=))>.

r—=2o
Portanto se z2 + y> = R? é um paralelo contido na esfera entao

2?4+ y? = (R.(-=-))? é a projecao deste paralelo no plano Ozy.

r—=2o

Como podemos deduzir ha uma distorcao significativa de paralelos

quando projetados em um dado plano, tendo em vista que todo paralelo

r
r—=2o

tem seu raio multiplicado por podemos concluir que quanto maior

a distancia do paralelo ao ponto S = (0,0, 0) maior seré sua distor¢ao.
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Figura 4.17: Projecao gnomonica de meridianos

4.5.3 Atividades Propostas

Atividade 4.11. Seja o ponto P = (5,2,0) que pertence ao plano Oxy,

qual o representante do ponto P em uma semi-esfera ~y de raio 3 e centro

C' =(0,0,3).

Resolucao: Vamos definir uma semi-reta 5 passando por C' e P.

(
r =5t

K:§ y=2t onde t>0

| 2= 3—3t
Sendo v : 2% + y? + (2 — 3)? = 3% para 2z < 3 basta encontrarmos a

interseccao entre 5 ey

K0y (507 + (207 + (=31 =9

onde o parametro ¢ assume dois valores t = 33—\/83_8 et = — 3}?%, logo
/(15438 638 114—9/38 n o ¢ 15v/38 638 114+9/38
Pr= (55 s ) e Pl= (=755, =75 5 ), portanto




4.5 Projecao Gnomonica 116

é necessario definir qual parametro proporciona o ponto com distancia

em relacao ao plano Oxy menor que 3.

Sendo d(P',Oxy) = 1,54 e d(P”,Oxy) = 4,45 necessariamente o

15v/38 64/38 114—9\/3_8)
38 7 38 38 :

ponto candidato a projegao sera P’ = (

Atividade 4.12. Dada uma semi-esfera de raio 2 e centro C' = (0,0, 2),
onde o plano T tangencia a esfera no ponto P = (0, V3, 1) qual a re-

presentacio do ponto P' = (v/2,v/2,2) pertencente a esfera no plano m

Resolucao:

Construindo uma semi-reta g partindo de C' e passando por P,

temos:

(

x:\@t
Koy y=va

z=2

\

Para definirmos a equacao do plano m, necessariamente precisamos
de um vetor normal ao plano e um ponto que pertence a 7.

Utilizando os pontos C' e P, encontramos o vetor U = (0, V3, —1),
entio basta agora adotar o ponto P = (0,v/3,1), logo 7 : /3y —2—2 =
0. Sendo definido 5 e m, basta agora fazer a interseccao entre reta e

plano, logo:

Knm=V3(v2t) —4=0



4.5 Projecao Gnomonica

117
’Y_ — DT
(4.22)
(0,V3,1)  +— (13, 52,2)
U

Atividade 4.13. Sendo uma semi-esfera v : 2% + y? + (2 — 2)? = 22
onde z < 2 e o paralelo o contido no plano 7 : z = 1. Projete através

da projecao gnomodnica o paralelo o no plano Oxy.

Resolucao:

Vamos parametrizar a equacao do paralelo a contido na esfera, logo:

4

r = v/3cos(t)
a:q y=+3sen(t)
z=1

\

Como ja vimos, para realizar a projecao de paralelos, basta multipli-

car o raio do paralelo por (r_”ZO), onde r é dado pelo raio da esfera e zy a
coordenada em z do eixo que o contém, logo podemos utilizar a funcao

p a fim de projetar o paralelo «

p: v — D

(4.23)
(V3cos(t),v/3sen(t),1) =  (2v/3cos(t),2v3sen(t),0)
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Figura 4.18: Projecao Pararelos com a Projecao Gnomonica

O

Atividade 4.14. Sendo um meridiano o contido no plano m : —2x +
y = 0 e uma semi-esfera y : x2—|—y2—|—(z—5)2 = 5% onde z > b, projete o
meridiano o no plano Ozy, sabendo que o ponto P = (—1,2,0) pertence

a0 Meriano «.

Resolucao: Sendo dada a equacao do plano m que contém o meridiano,

basta realizar a interseccao do plano Oxy e 7, logo:

OzyNm:{ y=2t

Sabendo que o ponto P = (—1,2,0) pertence ao meridiano a reta

Oxy N m representa a projecao do meridiano « apenas para t > 0. O

4.6 Projecao conica

Nesta projecao, iremos projetar a esfera em um cone e posteriormente

planifica-lo.
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Considere um cone (5 de altura h e raio da base h, com base no plano

Oxy e uma esfera + de raio r(r = h(v/2—1)) e centro C incrita no cone.

Dado P em ~, tomaremos a g passando por P com vértice no poélo
sul S de 7. A intersecao da g com o cone nos dard um ponto @)
que é a projecao de P sobre o cone. A projecao conica serd dada,
entao "recortando-se” o cone ao longo de uma reta geratriz pré-fixada
e identificando-o com uma secao do disco D, de raio r do plano, mais

m

especificamente a regiao com coordenadas polares 0 < r < g e 5 <

0 < 3, onde g ¢ o comprimento da geratriz do cone.

Figura 4.19: Projecao Conica

Projecao conica em coordenadas cartesianas

Para facilitar nossos calculos sem perder sua generalidade, adotare-
mos um cone 3 cuja base esta contida no plano Oxy, tem eixo de simétria

O, e raio da base igual a altura h. Considere 7y a esfera inscrita no cone
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de raio 7 e centro C' = (0,0,r) (Polo sul S = (0,0,0)).

Figura 4.20: semelhancas no cone

Para construcao da equacao deste cone é necessario escrever a al-
tura(h) referente ao cone § em fungao do raio(r) da esfera  inscrita no

cone, logo:

2h

Figura 4.21:

Por Pitagoras h? — hr = rh\/§, donde encontramos h = r(1 + \/§)

Assim temos que a equacao que representa o cone 3 é S : 2% + y? =
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(r(14++/2) — 2)?2 onde 0 < 2 < (1 ++/2).
Sendo P = (z0, Yo, 20) um ponto qualquer pertencente a esfera, pode-
mos encontrar a equacao da semi-reta 5 que estabelece a relacao entre

os pontos do cone e da esfera:

4
T = xot

£1< y=1yot onde t=0

\ z = zpt

Observe que temos agora tanto a equacao do cone 8B : 22 + y?> =
(r(1 +v/2) — 2)? como da semi-reta K = (0,0,0) + t(xo, Yo, 20), para
encontrarmos a proje¢ao do ponto P = (xg, Yo, 20) pertencente a esfera

no cone basta que seja feita a inteseccao entre 3 e g

BAK : (20t)? + (got)? = (r(1 + V2) — 2ot)?

Usando que 3 + 43 + (20 — 7)* = r? temos:

BOK < (g + vy — 2) + 12z (1 +V2)) = r*(1+v2)* = 0

Simplificando nossa equagao temos:

PNK : t2(2zr — 223) + t(2r(1 4+ vV2)2) — 2(1 4+ v2)2 =0

A solucao com t > 0 é entao:

o+ v2) 1+ V)
20+ /2201 — 28 20+ \/xd+ Y3

t
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Donde temos:

(14 V2).r
20+ x5+ yg

Desse modo, temos a projecao g de (7 —{NV,S}) no cone g —{V,C},

Q=

(xo, Yo, Zo)

onde V é o vértice do cone e C' a circunferéncia da base do cone, dada

por:

g - (’Y—{st}) — (5_{‘/70})

(14+V2).r

(4.24)
('T()?yOaZO) — Loﬂ/ﬂ} ('I'O?yOaZO)

4.6.1 Planificando o cone

Como ja sabemos, a simples transposicao dos pontos da esfera para
pontos do cone nao é suficiente, é necessario planificar o cone, ou seja,
encontrar pontos no cone e transpor para pontos em um determinado

plano.

Tomando como referéncia o cone 8 : 2% + % = (2 — (r + rv/2))?
onde 0 < z < r + 72, vamos planificar as coordenadas deste cone
para o plano cartesiano. Para isso, utilizaremos o conceito de coorde-
nadas polares com o intuito de simplificar nossos calculos. Tomemos
Q = (x1,y1,21) um ponto qualquer pertencente ao cone e encontremos

a projecao f(Q) = (p,0) de @ no plano (em coordenadas polares).

Lembrando que o vértice do cone é dado por V = (0,0, r+r/2) e seja

Q) = (z1,y1, 21) um ponto qualquer pertencente ao cone que desejamos

planificar, podemos tomar p = d(V, Q) = \/x% + 92 + (21 — (1 +V/2))?

—V/2(21 + 7).
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CONE PLANIFICADO

AN

Figura 4.22: Planificagdo do cone

-

E necessario agora encontrarmos o angulo # de nossa coordenada
polar, primeiramente vamos calcular o angulo a do setor circular que da

origem ao cone.

Seja g o comprimento da geratriz do cone.

Figura 4.23: definindo a geratriz do cone
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Considere A = (h,0,0) um ponto da base do cone. Temos:

g=d(V,A) = h/2

Como 27h é o comprimento do circulo da base do cone temos:

Q _27Th

2r 2wy
Logo a = /2 é o angulo em radianos correspondente ao setor cir-

cular do cone.

Ainda com A = (h,0,0) e V o vértice do cone, tomemos agora a reta
m como referéncia no "corte” do cone. Note que, analogamente ao que
fizemos na planificacao do cilindro, faremos o corte no cone ao longo da
reta VB onde B = (—h,0,0).

Nosso proximo passo sera definir o angulo ¢ entre os pontos ) =
(r1,91,21), Q. = (0,0,21) e Q1 = (v/23 + 42,0, 21), onde o tridngulo
QQ.(Q1 esta contido em um plano « paralelo ao plano Oxy e o ponto
()1 pertence a reta m conforme a figura [£.24] Para isso vamos utilizar

o conceito de produto interno.

Considere inicialmente (como fizemos na proje¢ao do cilindro) que o

angulo ¢ é menor que 7 radianos, ou seja, que y; > 0.
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Figura 4.24: Triangulo QQ.Q; contido em «

— —_—
Como QQz = (xhylao)a Qle = (07 V LU% +y%70) onde ”QQZ” =
VIt +ut e [|[QiQz]l = /i + i, logo

s ——
cos(p) = QQ-01Q- onde cos(p) = _n
|QQ: | Q:Q:| N

Logo:

T
p = arccos | ———=
V1t Y1
Jé tendo definido o angulo ¢ estamos agora em condigoes de deter-

minar o angulo # da coordenada polar da projecao de () no plano.

Sabemos que %5 esta para m\/x3 + y? como 6 esté para p./x3 + y3.

Portanto:
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E assim:

0 V2 1
= | — | arccos | ———
2 Vat+ i
Se y1 < 0, de modo anélogo ao que fizemos na projecao do cilindro,

tomamos:

0 V2 1
—0=— | — | arccos | ——=—=
2 VT + o

Assim, de modo geral, temos:

o= (1) (%) oo ()

Desse modo a projecao f do cone 8 no setor circular .S de raio g =

hv2 = (2 + v/2) e angulo /2 dado em coordenadas polares por

S={(p,0);0<p<g,— (%ﬁ)w<0< (?) T},

f: (5_{‘/?0}) — S

) (VI (i) () arecos (2 )

:

$1+y%

(4.25)

Finalmente, compondo a projecao g da esfera no cone f e fazendo a
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planificacao do cone, temos a projecao conica da esfera p= fog:

p: (y—{N,S}) — S
(20,90, 20) >((1+\/§).m/_2(x8+_y8)7<&) <@> .mm( v ))

20/ 2é+yk %0 2 w242
(4.26)

Figura 4.25: Transposicao de pontos do espaco para o plano

4.6.2 Projegao conica de paralelos e meridianos

Projetando paralelos

Similar a planificacao do cone, também utilizaremos as coordenadas
polares para projecao de paralelos, como podemos observar um paralelo
definido na esfera, nada mais é do que uma secao de um circulo no plano
com raio igual a distancia do vértice do cone a qualquer ponto contido
no paralelo.

Seja uma esfera vy : 22 + y*> = (2 — r)? inscrita em um cone 3 :

22+ = (z— (r+rv2))?onde 0 < z < 7+ rv2 e um paralelo o
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contido no plano 7 : z = £, vamos definir a equacao deste paralelo no

N3

plano Oyz.

Vamos primeiramente definir a equacao do paralelo o parametrizada:

( xr = (TT\@) cos(t)
a:q y= (r—\2/§> sen(t)

Sendo o paralelo a contido na esfera utilizaremos a funcao composta

p: fog a qual leva pontos da esfera diretamente para o setor circular S

p: (y—A{N,S})

(o) o () wr) s ((25355).(4) )

(4.27)

Note que na projecao de paralelos também existem alteragoes.
Seja uma esfera v : 22 + y? + (2 — r)? = r? inscrita em um cone
B, cujo diametro da base é igual a altura e dois paralelos contidos na

esfera, sendo o paralelo a contido no plano z = ; e o paralelo ¢ contido

no plano z = %, necessariamente ambos possuem o mesmo raio, porém

ao projetarmos os paralelos a e 5 o paralelo que possui maior distancia,

em relacao ao ponto NV, sofre a maior distorcao, observe a figura.
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Figura 4.26:

Notamos que |QV| > |Q; V], claramente podemos concluir que quanto
mais proximo distante do ponto IV, maior serd a diferenca entre o para-

lelo contido na esfera e sua respectiva projecao.

Projetando Meridianos

Seja uma esfera v : x? + y? + 22 = r?

e sabendo que todos os me-
ridianos desta esfera estao contidos em semi planos que possuem eixo
Oz, logo podemos deduzir que a projecao de um meridiano « contido
em um plano 7 no cone [ é a interseccao entre m e 3, posteriormente
precisamos transpor o meridiano « para o plano de projecao, para isso
basta observarmos que a projecao do meridiano no plano se resume a

reta que passa pelo vértice (V) do cone e pela projegao de um ponto

qualquer contido no meridiano a.

Logo vamos utilizar novamente a funcao composta p: f o g a fim de

transpor um ponto qualquer P = (xg, ¥, 20) contido no meridiano « e
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na esfera -, para o setor circular 5.

p: (7_{N75}) — S

a2 (Q) _m
(%0, 40, 20) (( NETe ) 2 ) T\ Vi
(4.28)

Necessariamente a equagao polar de uma reta s é dada por (r,6),
onde r pertence aos reais e representa a distancia de qualquer ponto da
reta ao polo do sistema, ja 6 estd definido e representa o angulo entre

os pontos contidos na reta e o eixo polar do sistema.

Portanto partindo da projecao do ponto P = (zg, 4o, z0) contido na
esfera para o setor circular S, podemos definir a equacao da projecao do

meridiano o que serd dada por:

. T \/_§ arccos L
U\ 2 Vi + o2

Observe que r pertence aos reais, onde o polo de nosso sistema é dado
por (0,0,7 + rv/2) e nosso eixo focal tem equacio (r,0,0) + (0,0, 1)t.

Ao realizarmos a projecao conica de um meridiano « pertencente a
uma esfera 7y, onde a esfera estd contida em um cone 3, existem algumas

peculiaridades que vale a pena ressaltar.
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Figura 4.27:

Note que a distorcao ocorrida na projecao conica depende do cone
que & escolhido para inscrever a esfera. Sendo uma esfera v: 2 + y* +

2 e um cone 3 que circunscreve a esfera onde o diametro da

(z—=r)=r
base é igual & duas vezes a altura (h), podemos deduzir que a projecao
de um meridiano « cujo comprimento é m.r, é dado pelo comprimento
da geratriz do cone, no caso especifico do nosso cone f sera hv/2, ou

seja, as distorcao de nossa projecao conica é dada através da escolha do

cone que fara projecao

4.6.3 Atividades Propostas

Atividade 4.15. Seja um cone 3 com eixo simétrico z, altura 2, raio
da base 1 e vértice V.= (0,0,2). Determine a equacio do cone e a

equacao da esfera vy inscrita no cone.

Resolugao: Com as informacoes que temos, podemos construir a equacao

referente ao cone utilizando seu vértice e a base, logo:
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z—2\2
ﬁ:x2+y2:( 2)

Observe a secao que representa uma vista frontal entre cone e esfera.

2

Figura 4.28: secao frontal da esfera e do cone

aplicando a semelhanca de tridngulos temos

2
"5=2—1r logo r=
g 1++5

Definindo o raio da esfera temos juntamente as coordenadas de seu

centro, potanto estamos em condicoes de construir a equacao da esfera,

logo:

9 2 9 2
:J;2+y2+<z— ) :< )
! V541 V541

O

Atividade 4.16. Seja uma esfera de equagio vy : x°+y?+(2—2)? = 2% ¢
um cone 3 que circunscreve a esfera, onde o raio da base € iqual a altura.
Determine a equacao do cone B e a projecaio do ponto P = (\/g, 1,2)

pertencente a esfera v no cone .
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Resolucao:

Vamos utilizar o conceito de proporcionalidade para definir a equacao
do cone, observe a figura [4£.29] que representa uma secao do cone [ e da

esfera inscrita -.

Figura 4.29:

a partir da relacao de proporcionalidade obtemos a seguinte equacao:

h2 —2h —2hV/2 =0

logo:
h=0 ou h=2+2V2

sendo a altura do cone definida por h = 2 + 2/2 estamos agora em
condicoes de definir sua equacio 3 : 22 + y> = (z — (2 + 2v/2))? onde
0<2z<2+2V2

Para projetarmos o ponto P = (v/3,1,2) pertencente a esfera v no
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cone [, vamos utilizar a funcao g que ja construimos anteriormente.

p: (y={N,5}) — B6-{V.C}

(v3,1,2)  +— (( 1+f) +2ﬂ,(1+\/§)24 .

O

Atividade 4.17. Seja a esfera v : 2 +y* + (2 — 2) = 2% onde 0 <
2 < 24 2v2 que contém o paralelo X no plano z = 1 e um meridiano
a contido no plano x —y = 0, projete o paralelo m e o meridiano o no
cone B planificado no plano Oyz, dado que o ponto Q = (1,1,2 4 \/2)

pertence ao meridiano .

Resolucao:

Projetando o paralelo.

Sendo conhecida a equagao de v e o plano que contém o paralelo A,

podemos parametrizar A\, logo

p

r = /3cos(t)
Aiq y=+3sen(t) onde t>0

z=1
\
Utilizando agora a funcao p : f o g que leva pontos da esfera direta-

mente para o setor circular, temos:

p: (y—{N,S}) — S
(v3cos(t), 3sen(t),1) (( (25 ) , (@) .(t))
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Projetando o meridiano.

Assumindo que o ponto @ = (v/2, —v/2,2) pertence ao meridiano,
usaremos a funcao p : f o g a fim de transpor () da esfera para o setor

circular S

(y—={N, 5} — S

(V2,-v2,2) (w, (@) .arccos <§>> (431)

Para definirmos a equacao polar da reta, basta utilizarmos o angulo
jé definido referente ao ponto (), logo em nosso sistema polar de polo
(0,0,2 +1/2) e eixo polar (0,0,2 4 v/2) + (0,0, 1)¢, temos como repre-
sentante da equacao do meridiano « a equacao (r, (@) .arccos (@))

onde r estd contido nos reais.
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