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“Na maior parte das ciéncias, uma geragdo pée abaixo o0 que a outra construiu, e 0
gue a outra estabeleceu a outra desfaz. Somente na Matematica é que cada

geracao constréi um novo andar sobre a antiga estrutura.”

HERMANN HANKEL



RESUMO

Nesta dissertacdo apresentamos uma aplicacéo da Algebra Linear conhecida
como Cadeias de Markov para alunos do Ensino Médio. Inicialmente, expomos de
maneira sucinta 0s pré-requisitos necessarios: Matrizes, Sistemas Lineares e
Probabilidade. Em seguida, abordamos conceitos como Cadeias de Markov,
Diagrama de Transicdo, Matriz de Transicdo, Vetor de Estado, Vetor de
Probabilidades e Matriz de Transicdo Regular. Também resolvemos exemplos de
modo a facilitar a compreensdo do assunto e utilizamos uma ferramenta
computacional (o Software Winmat) para verificar alguns resultados. Por ultimo,
apresentamos um jogo (Jogo de Markov), através do qual o professor questionara o
aluno sobre suas jogadas e estratégias, buscando assim, uma aprendizagem

satisfatoria.

Palavras-chave: Cadeias de Markov. Ensino Médio. Aprendizagem.



ABSTRACT

In this dissertation we presented an application of Linear Algebra known as
Markov Chains for High School Students. Initially, we exposed succinctly the
necessary prerequisites: Matrices, Linear Systems and Probability. Next, we
discussed concepts such as Markov Chains, Transition Diagram, Transition Matrix,
State Vector, Vector of Probability and Transition of Regular Matrix. We also solved
examples to facilitate understanding of the subject and we used a computational tool
(Software Winmat) to verify some results. Finally, we presented a game (Markov
Game), through it the teacher can ask the student about their plays and strategies,

thus seeking, a satisfactory learning.

Keywords: Markov Chains. High School. Learning.
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INTRODUCAO

A Matemética sempre foi vista pelos alunos e pelo publico em geral, como
uma disciplina dificil e desinteressante, no entanto, todos precisam dela. Basta olhar
a nossa volta e perceberemos que em inumeras atividades do dia a dia a
matematica esté presente.

O presente trabalho tem como objetivo apresentar uma proposta de ensino,
na qual utilizamos os contetdos Matrizes, Sistemas Lineares e Probabilidade, para
resolver exemplos de um assunto conhecido como Cadeias de Markov. Vale
ressaltar, que embora cadeias de Markov seja uma aplicacdo da Algebra Linear,
subjacente a ela esta o conceito de probabilidade condicional como sera visto no
texto, que € um assunto do Ensino Médio.

Neste trabalho, adotamos a metodologia da pesquisa bibliografica e a
utilizagdo de recursos didaticos, como o uso de uma ferramenta computacional e de
um jogo de estratégia.

O desenvolvimento deste trabalho foi dividido em quatro capitulos.

No capitulo 1, apresentamos apenas 0s topicos relevantes de matrizes,
sistemas lineares e probabilidade para o entendimento das cadeias de Markov.

No capitulo 2, apresentamos um estudo sobre cadeias de Markov e
resolvemos alguns exemplos.

No capitulo 3, apresentamos o0 software Winmat como uma possivel
ferramenta de apoio ao processo ensino-aprendizagem. Com esse software
resolvemos alguns exemplos do capitulo 2, de maneira a obter os vetores de
probabilidade ao longo do tempo.

No capitulo 4, apresentamos um Jogo que permitira ao aluno planejar e criar
sua propria estratégia, de modo que ao final do jogo, o mesmo seja capaz de
relacionar a ideia de probabilidade e matriz de transicdo e, assim, verificar se sua
estratégia foi a melhor.

Finalmente, nas consideracfes finais, ressaltamos a importancia dos
conteudos de matrizes, sistemas lineares e probabilidade, bem como o uso dos
recursos didaticos aqui utilizados, visando buscar um melhor entendimento das

cadeias de Markov.



CAPITULO 1

MATRIZES, SISTEMAS LINEARES E PROBABILIDADE

Neste capitulo consideramos alguns tdpicos de matrizes, sistemas lineares e
probabilidade, utilizando exemplos que seréo essenciais para o entendimento das

cadeias de Markov. Para isso, usamos basicamente [1], [2], [3] e [4].

1.1 MATRIZES

Agrupamentos retangulares de numeros ocorrem em Varios contextos. Por
exemplo, a seguinte colecdo retangular de trés linhas e sete colunas como mostra a
Tabela 1, pode descrever o numero de horas que um estudante gastou estudando

trés matérias durante uma determinada semana.

Tabela 1 — Colecao retangular de trés linhas e sete colunas.

SEG | TER | QUA | QUI | SEX | SAB | DOM
Linguas 2 1 4 2 1 3 1
Matematica | 3 2 0 4 2 1 1
Biologia 0 3 2 0 2 3 3

Suprimindo os titulos, obtemos a seguinte colecdo retangular de nameros

com trés linhas e sete colunas, denominada matriz:

21 4 2 1 3 1
32 0 4 2 11
0 3 2 0 2 3 3

Mais geralmente, definimos matriz como segue:

Definicdo 1.1. Uma matriz real A, de ordem m por n (escreve-se m x n), € uma

tabela de numeros reais, dispostos em m linhas e n colunas.
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Representamos uma matriz de m linhas e n colunas por:

_all a12 s aln N
a21 azz s azn
A= ,
A1 Az - A

ou por A= [aif]mxn' com 1<i<m e 1<j<mn, ou simplesmente por A= a;]
quando a ordem da matriz estiver subentendida. Dizemos que a;; € 0 elemento ou a
entrada de posicao i, j da matriz A.

Dependendo dos valores de m e n, uma matriz recebe um nome especial. De
fato, toda matriz 1 x n € chamada de matriz linha (ou vetor linha) e toda matriz
m x 1 € chamada de matriz coluna (ou vetor coluna). Uma matriz n x n € chamada

de matriz quadrada de ordem n. Por exemplo, a matriz

[1 0 2]

€ uma matriz linha de ordem 1 x 3 e a matriz

€ uma matriz quadrada de ordem 2.

Numa matriz quadrada de ordem n, os elementos q;; tais que i = j formam a
diagonal principal da matriz, e os elementos q;; tais que i+ =n+ 1 formam a
diagonal secundaria. Por exemplo, numa matriz quadrada de ordem 3, na diagonal
principal os elementos a;; possuem i = j: a1, a, € asz; ha diagonal secundaria os

elementos a;; sdo taisque i +j =3 + 1.

AN /)

d11 G2 G437 Diagonal secundaria

N/

a1 QG Az

/N

a3, azp; aszzd / Diagonal principal

/ N
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Uma matriz quadrada de ordem n em que os elementos que ndo pertencem a

diagonal principal sdo iguais a zero € chamada de matriz diagonal de ordem n.

[ A11 0 0 1
0 ay; .. O
L 0 0 ... au,d

A matriz diagonal de ordem n cujas entradas da diagonal principal sao iguais

ao numero real 1, é chamada de matriz identidade de ordem n e é denotada

usualmente por I,.

1 0 01
0 1 0
-0 0 .. 1-

Uma matriz m x n cujas entradas sdo todas iguais a zero € chamada de

[000]
0 0 O

matriz nula. Por exemplo, a matriz

€ uma matriz nula de ordem 2 x 3.

Definicdo 1.2. Duas matrizes sao consideradas iguais se tiverem a mesma ordem e

os elementos correspondentes forem iguais, ou seja, A = [aif]mxn e B= [bii]pxq

sdoiguaissem=pen=gqeaq;j=b;paral<i<mel<j<n

Para as aplicac6es dos capitulos subsequentes devemos desenvolver uma
“aritmeética de matrizes” na qual as matrizes podem ser somadas e multiplicadas de
maneira util. Sendo assim, vamos abordar de maneira sucinta as operagdes com

matrizes.
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1.1.1 OPERACOES COM MATRIZES

Definic&o 1.3. A multiplicacdo de uma matriz A = [a;;|  por um escalar a (nimero
real) é definida como sendo a matriz aA = B = [bii]mxn obtida multiplicando cada

elemento da matriz A pelo escalar a, ou seja, b;; = aq;;, paral<i<mel<j<n.

A matriz B € chamada multiplo escalar da matriz A.

Agora, fazendo a = —1, na definicdo 1.3, obtemos a matriz B =-A que é a

oposta da matriz A.

Exemplo 1.4. Para a matriz

2 11
g
1 -5
temos
-6 —33
N
-3 15

Definicdo 1.5. A soma de duas matrizes de mesma ordem A:[aif]mxn

B =[b;]___ é definida como sendo a matriz A+ B =C = [¢;;]___ obtida somando
J n Hmxn

mx

os elementos correspondentes de A e B, ou seja, ¢;; =a;; + b;j, paral<i<me

1<j<n
A diferenca entre duas matrizes de mesma ordem A e B é definida por
A—B=A+ (-B),

ou seja, € a soma da matriz A com a oposta da matriz B.

Exemplo 1.6. Consideremos as matrizes
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entao
1 -1 0 4 1 3
A+ B =13 ol+1|5 -—-2|=|8 -2
2 4 1 0 3 4
e

1 -1 0 —4 1 -5
A—B=|3 Of+1]-5 21=1]-2 2 |
2 4 -1 0 1 4

Definigc&o 1.7. O produto de duas matrizes, tal que o numero de colunas da primeira

matriz € igual ao nimero de linhas da segunda, A = [aij]mxp e B= [bij]pxn é
definido como sendo a matriz AB = C = [cl-j]mxnobtida da seguinte maneira:

p

Cl'j = ailblj + al-zsz + -+ al-pbpj = Z aikbkj
k=1

paral<i<mel<j<n

Exemplo 1.8. Consideremos as matrizes
2 1

2 -1

A=|4 2|,B= [ l

0 4
5 3

entao
2 1 2:241:0 2 (-1)+1-4 4 2
2 -1
AB =4 2 l l =|4-242:0 4-(-1)+2-4| =|8 4
0 4l,,
5 3l “* [5-243-0 5-(-1)+3-4l,, lio 7

Note que o produto® BA ndo é possivel, pois 0 nimero de colunas da matriz B é

diferente do numero de linhas da matriz A.

! Em geral, o produto de A por B ndo é comutativo.
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Definicdo 1.9. A transposta de uma matriz A = [a;;] & definida como sendo a
matriz A* = B = [b;;|  obtida trocando as linhas pelas colunas, ou seja, b;; = aj;,

paral<i<nel<j<m

Exemplo 1.10. Para a matriz

N
Il
3 W NN
NN

temos

[10 4 5]
At = .
1 2 7

Note que (49! = A.

Definicdo 1.11. Sejam A uma matrizn xn e p um numero inteiro positivo. A

poténcia p de A é definida como, AP = AA ... A.

N—_——
p vezes

Agora, fazendo p = 0, na definicdo 1.11, definimos 4° = I,,.

Exemplo 1.12. Para a matriz

temos

T o A

S P N N S | R P
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1.1.2 MATRIZES ESCALONADAS

Definicdo 1.13. Uma matriz A = [al-]-] € uma matriz escalonada quando o numero de
zeros, que precede o primeiro elemento ndo nulo de uma linha, aumenta linha a
linha. As linhas nulas, se existirem, aparecem abaixo das nao nulas.

As matrizes a seguir sdo exemplos de matrizes escalonadas.

1 1 2
[1 1 2]
12 | | 0o 0 4
, lo 1 =3| e
0 -5 | | 0 0 0
l0 0 OJ
0 0 0

As operacgdes realizadas nas linhas de uma matriz A sdo chamadas de

operacgles elementares. S&o consideradas operacdes elementares:
[OE1] A troca da linha i pelalinha j.

Lio L
[OE2] A multiplicacdo da linha i por um escalar k € R né&o nulo.

L; — kL;

[OE3] A substituicdo da linha i por ela mesma mais k vezes a linha j, com k € R ndo

nulo.
L —> L+ kL;
Na pratica aplicamos [OEZ2] e [OE3] simultaneamente, isto é, a operacao:
[OE] A substituicdo da linha i por h vezes a linha j mais k vezes a linha i.

Li —>hL]+kLl, h,k 0
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Exemplo 1.14. Para as matrizes

|
(2] O (o)}

i <t 0~

o ——————

temos
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1.2 SISTEMAS LINEARES

Uma equacéo linear em n variaveis x4, x,, ..., X, € uma equacao da forma
a x1 + axx, + -+ apx, = b,
em que a4, a,, ..., a, € b S4o constantes reais.

Definicdo 1.15. Um sistema de equacgdes lineares ou simplesmente sistema linear é

um conjunto de equacdes lineares, ou seja, € um conjunto de equacdes da forma

( ai1X1 + A12Xo + -+ A1pnXy = b1

az1X1 + AypXo + -+ ArpnXp = b2

\Ap1X1 + QpaXo + -+ QnXn = by
em que a;; € b, sdo constantesreaiscoml1 <ik<mel<j<n

Usando a definicdo 1.7, o sistema linear acima pode ser escrito como uma

equacao matricial

AX = B,
em que
"all a12 aee aln 7 ‘xl‘ _bl T
azy Az Azn X2 b,
A= , X= e B=
(A Ay e G [ x, ] b,

Uma solucdo de um sistema linear € uma matriz

s, ]
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tal que as equacdes do sistema sdo satisfeitas quando substituimos
X1 =81,Xy =82, ..., Xy, = Sp-

O conjunto de todas as solugdes do sistema é chamado conjunto solugéo ou
solucao geral do sistema. A matriz A é chamada matriz do sistema linear.

Outra matriz associada ao sistema anterior é

_all a12 s aln b1 )
Az1 G2 - Qan by
M = ,
LA 11 Am2 Amn bm_

chamada matriz ampliada do sistema linear.

Exemplo 1.16. O sistema linear de duas equacgdes e duas incognitas

{x+y=3

x—y=1
pode ser escrito como
o bl
1 -1l 1]

A solucédo geral do sistemaéx=2ey=1o0u

Definicdo 1.17. Um sistema linear da forma

( allxl + a12x2 + -+ alnxn = 0

a21x1 + a22x2 + .+ aann = 0

\ A1 X1+ Aa Xy + -+ Qn Xy, = 0
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€ chamado sistema homogéneo e pode ser escrito como AX = 0. Todo sistema

homogéneo admite pelo menos a solucao

_xl - _0_
X3 0
X = = R
x,l Lo

chamada solucgéo trivial. Portanto, todo sistema homogéneo tem solugéo.

Exemplo 1.18. O sistema linear de duas equac¢des e duas incégnitas

{2x—y=0

—2x+y=0

pode ser escrito como

I (MK
—2 vl lol
A solucao geral do sistema é S = {(x, 2x); x € R}.

1.3 PROBABILIDADE

Para n&o utilizar afirmagbées como “E possivel que chova amanh3”, ou “N&o
h& chance da cidade ganhar o campeonato”, devemos dispor de uma medida que
exprima essa incerteza em termos de uma escala numérica que varie do impossivel
ao certo. Esta medida € a probabilidade.

Um experimento € dito aleatério, se ao ser repetido nas mesmas condi¢des, é
impossivel prever antecipadamente o resultado. Em contrapartida, um experimento &
deterministico, se quando repetido nas mesmas condicfes, conduz ao mesmo
resultado.

Sao exemplos de experimentos aleatoérios: lancar um dado e observar o
namero da face de cima; lancar duas moedas e observar as sequéncias de caras e

coroas obtidas; de um baralho de 52 cartas, selecionar uma carta e observar seu
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naipe; de uma urna contendo 3 bolas pretas e 2 bolas brancas, selecionar uma bola
e observar sua cor.

Agora, considerando um determinado solido, sabemos que a uma certa
temperatura, poderd ocorrer a passagem do estado solido para o estado liquido.

Esse exemplo caracteriza um fendmeno deterministico.

Definicdo 1.19. O conjunto de todos os resultados possiveis de um experimento
aleatério é chamado de espaco amostral, e serd denotado por Q. Um subconjunto
A c Q é chamado evento. Em geral, indicamos um evento por uma letra maidscula

do alfabeto: 4,B,C, ..., X,Y, Z.

Exemplo 1.20. Um dado é langado e observa-se o numero da face de cima.
0=1{1,23,4,5,6}
Eis alguns eventos:
A: ocorréncia de um namero impar. A = {1, 3,5}.
B: ocorréncia de um namero menor que 4. B = {1, 2,3}.
C: ocorréncia de um ntimero primo. C = {2,3,5}.
D: ocorréncia de um niimero menor que 7. D ={1,2,3,4,5,6} = Q.
E: ocorréncia de um numero maior que 6. E = Q.
O evento D € denominado evento certo. Enquanto que E é denominado

evento impossivel.

Definicdo 1.21. (Dada por Laplace?, em 1812, na sua obra Teoria Analitica das
Probabilidades). Seja um espaco amostral Q finito, ndo vazio, e suponhamos que
cada subconjunto Q € igualmente provavel. Entdo, para qualquer AcQ, a
probabilidade de A, que indicamos por P(A), é definida como,

n(A4)

P(A)Zm.

em que
n(A): numero de casos favoraveis;

n(Q): nimero de casos possiveis.

% Pierre Simon Marquis de Laplace (1749 - 1827) - matematico francés.



Exemplo 1.22. Um dado € langado e observa-se a face de cima.
0 =1{1,2,3,4,5,6}
Seja 0 evento A: “ocorréncia de um numero multiplo de 3”.
Entdo, 4 = {3,6}.
Como, n(A4) = 2, segue que

nd) 2 1

PA =~ 6" 3

1.3.1 PROPRIEDADES DE UMA PROBABILIDADE
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Sendo Q um espaco amostral finito e ndo vazio e sendo A e B eventos de (,

temos as seguintes propriedades:

[P1] 0<P(4) =<1,

[P2] P(Q) =1,

[P3] P(®) = 0;

[P4] Se AnB =@ entdio P(AU B) = P(A) + P(B).

Em, [P4] os eventos A e B sdo denominados eventos mutuamente

excludentes®.

Prova.

[P1] Como A c Q, temos que

PcAcQ=n@) < n(4) < n(Q) ~ 0 < n(4) < nlQ).

Dividindo cada membro dessa desigualdade por n(f), segue que

0 - n(A) n(Q)

n@ = n@ S a@ tOSP@s=E
[P2]
RON
P(Q)—m—l.

® Dois eventos A e B sdo chamados mutuamente excludentes se, e somente se, AN B = @.
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[P3]

_n@® _ 0 _
PO =@ = n@ ="

[P4] Como AN B = @, temos que
n(A U B) = n(4) + n(B).

Como n(Q) # 0 segue que

n(AUuB) n(A) N n(B)

n@Q  n@ nQ) ~ P(AUB) = P(A) + P(B).

Definicdo 1.23. Sejam Q o espaco amostral de um experimento aleatério e A um
evento de Q. O evento complementar de A, que indicamos por A€, é definido como o

evento que satisfaz as seguintes condi¢oes:

AUA =0QeANnA=0.

Proposicéo 1.24. Se A € um evento de um espaco amostral Q entao
P(A%) =1 — P(A).
Prova. Como AU A = Q e An A° = @ decorre de [P2] e [P4] que
1=P(Q) =P(AUA°) = P(A) + P(A°).
Portanto,

P(A°) =1 - P(A).

Exemplo 1.25. Considerando no exemplo 1.22, o evento complementar de A: “nao

ocorrer um multiplo de 3” temos que,

1 2
P(A)=1-PA)=1-3=x
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1.3.2 PROBABILIDADE CONDICIONAL

Definicdo 1.26. Sejam A, B eventos de um espacgo amostral Q. A probabilidade

condicional de B dado A, que indicamos por P(B/A), é definida como,

P(ANB)

P(B/A) =—5crs

Note que este nimero s6 esta definido quando P(A4) > 0.

Exemplo 1.27. Um dado € langado e observa-se a face de cima.
0=1{1,27345,6}

Sejam 0s eventos:

A: “ocorréncia de um numero impar”.

B: “ocorréncia de um niumero maior ou igual a 2”.

Entdo, a probabilidade de ocorrer o evento B dado 4, sera:

P(ANB) _ P({3,5))

2
P(4)  P({1,3,5) 3

=3

P(B/A) =

ol w|an N

De modo geral, quando P(B/A) = P(B), isto é, o fato de ter ocorrido o evento
A néo altera a probabilidade de ocorrer o evento B, dizemos que A e B sdo eventos

independentes. Assim,

P(ANnB) = P(A) - P(B).



CAPITULO 2

CADEIAS DE MARKOV

Neste capitulo pretendemos fazer um estudo que abrangera conceitos,
definicbes, teoremas e exemplos sobre Cadeias de Markov?. Para o
desenvolvimento deste capitulo, usamos essencialmente [5], [6], [7] e [8].

2.1 PROCESSOS DE MARKOV

Muitos fendmenos que ocorrem em atividades comerciais, industriais e
humanas, bem como na natureza podem ser estudados, pelo menos em uma
primeira aproximagdo, como se o fendmeno estudado passasse, a partir de um
estado inicial, por uma sequéncia de estados, finitos e discretos, em que a transicéo
de um determinado estado para o0 estado seguinte ocorresse segundo certa
probabilidade, num intervalo de tempo também discreto. No caso em que a
probabilidade de transicdo depende apenas do estado em que o fenbmeno se
encontra e do estado seguinte, 0 processo sera chamado processo de Markov e
uma sequéncia de estados seguindo este processo sera denominada cadeias de
Markov.

O exemplo a seguir sera resolvido por etapas, usando cadeias de Markov.

Para isso, € essencial o conhecimento de alguns conceitos basicos.

Exemplo 2.1. Em um censo populacional de uma cidade de médio porte, foi
constatado que a cada ano 7% da populacao rural migra para a zona urbana e que
2% da populagédo urbana migra para a zona rural. Supondo que este fendmeno
social seja estavel, ndo havendo mudancas nestas taxas, qual a probabilidade de
um individuo, atualmente na zona urbana, ter migrado para a zona rural em trés

anos?

* Andrei Andrejevitch Markov (1856 - 1922) - matematico russo que se dedicou ao estudo das fracdes
continuas, limites de integrais, teoria da aproximacao e teoria das probabilidades.
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2.1.1 CONCEITOS BASICOS E APLICACOES

Definicdo 2.2. Sejam E,, E,, ..., E; 0s k estados possiveis de uma cadeia de Markov.

A probabilidade de o sistema estar no estado E; em qualquer observacédo se na
observacdo imediatamente anterior estava no estado E;, é denotada por p;; e €

chamada probabilidade de transicdo do estado E; para o estado E;.

Uma maneira de facilitar a resolucdo de um problema, usando cadeias de
Markov, € através do diagrama de transicdo, que é uma representacdo grafica da
cadeia de Markov. Neste diagrama séo visualizados os estados, representados por
circulos; as transigdes, representadas por “arcos” e as probabilidades de transicdes

representadas genericamente por p;;. Nas Figuras 1 e 2 sdo mostrados os

diagramas de transicdo com dois e trés estados, respectivamente.

P12
P11 @4 r@ P22
P21

Figura 1 — Diagrama de transicao com dois estados.
P12
pu@ @ D22
) P21

P13 P32
P31 P23

(&)

N/

P33

v

Figura 2 — Diagrama de transicdo com trés estados.
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Definicdo 2.3. A matriz das probabilidades de transicdo, ou simplesmente matriz de
transicdo para um processo de Markov com k estados, € definida como sendo a

matriz quadrada,

P11 P12 - DPik]

P21 P22 - D2k
T = ,

1 Pk1 Pk2 - Dkk

em que p;; € um namero real, p;; € [0,1] com 1<1i,j <k. Usamos também a

notacdo T = [p;].

Se T € a matriz de transicdo de uma cadeia de Markov qualquer de k estados,

entdo para cada i temos que
Pir t Piz + -+ Py = 1.

No exemplo 2.1, o diagrama de transi¢cdo corresponde a situacao é:

0,07
0,93< Zona »/ Zona >0,98
Rural /< Urbana
0,02

Figura 3 — Diagrama de transicdo do movimento migratorio.

e a matriz de transicao é dada por:

R U
R [0,93 0,07]
T = .
U 10,02 0,98

Note que o numero 0,93 significa a probabilidade de um individuo da zona rural
permanecer na zona rural e o numero 0,02 significa a probabilidade de um individuo
da zona urbana migrar diretamente para a zona rural.

Em geral, n&o podemos determinar com certeza o estado de um sistema em

uma cadeia de Markov. O melhor que podemos fazer é especificar as probabilidades
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para cada um dos estados possiveis. Por exemplo, podemos descrever o estado
possivel do sistema, em certa observacdo em uma cadeia de Markov com k

estados, por um vetor linha
X = [x1 xz xk]’

em que x; é a probabilidade do sistema estar no primeiro estado, x, é a
probabilidade de estar no segundo estado e x; € a probabilidade do sistema estar no

k-ésimo estado. Em geral, temos a seguinte defini¢éo:

Definic&o 2.4. O vetor de estado de uma observagao de uma cadeia de Markov com
k estados, € definido como o vetor linha x, cuja i-ésima componente x; € a

probabilidade de o sistema estar, naquela observacgéo, no i-ésimo estado.

As entradas em qualquer vetor de estado de uma cadeia de Markov sdo nao
negativas e tém soma 1. Um vetor linha com estas propriedades é denominado de

vetor de probabilidades. No exemplo 2.1, os vetores de probabilidades séo:

R U
xz = [0,93 0,07]

R U
xy = [0,02  0,98].

A seguir, denotamos por x; 0 vetor de estado na i-ésima observacao de uma
cadeia de Markov. Suponhamos, agora, que seja conhecido o vetor de estado x, de
uma cadeia de Markov em uma observacao inicial. O teorema a seguir nos permite

determinar os vetores de estado

X1, X0, ey Xppy ven »

Teorema 2.5. Se T for a matriz de transicdo de uma cadeia de Markov e x, for o

vetor de estado na n-ésima observacéao, entao

Xpn+1 = X T.
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A demonstracdo deste teorema nao sera feita aqui, pois envolve ideias de

teoria das probabilidades. Deste teorema temos que

X1 - XoT

Xy = XlT - X0T2
— — n
Xp = Xp_1T = x,T™.

Desta maneira, o vetor de estado inicial x, e a matriz de transicdo T

determinam x,, paran > 1.

Retomando o exemplo 2.1, cuja matriz de transicao é

l0,93 0,07l
0,02 0,98/

vamos determinar a probabilidade de um individuo, atualmente na zona urbana, ter

migrado para a zona rural em trés anos de modo que o vetor de estado inicial &

Xo =[0 1].

Note que o vetor de estado obedece as condi¢des iniciais do exemplo, isto €, a
primeira entrada deve ter probabilidade nula e a segunda entrada deve ter

probabilidade igual a 1.

Pelo teorema 2.5, segue que

093 0,07

Xl = XoT = [0 1] l
0,02 0,98

l =1[0,02 0,98]
0,93 0,07

x, =x,T =[0,02 0,98] [
0,02 0,98

l =1[0,038 0,962 ]
0,93 0,07

x; = x,T = [0,038 0,962 ] [
0,02 0,98

l =[0,055 0,945 ].

Assim, a probabilidade de um individuo, atualmente na zona urbana, ter

migrado para a zona rural em trés anos €, aproximadamente, igual 0,055 ou 5,5%.
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Exemplo 2.6. Um ratinho ocupa inicialmente a gaiola 1, como mostra a Figura 4, e é
treinado para mudar de gaiola atravessando uma porta sempre que soa O um
alarme. Cada vez que soa o alarme o ratinho escolhe qualquer uma das portas
incidentes a sua gaiola com igual probabilidade e sem ser afetado por escolhas
anteriores. Considerando que o alarme ficou programado para tocar a cada minuto,
qual a probabilidade do ratinho estar na gaiola 3 apos ter soado o alarme quatro

vezes?

Figura 4 — Labirinto do ratinho.

O diagrama de transicéo corresponde a situacéao é:

v

A
|
[SSNIE
wlN

Figura 5 — Diagrama de transicao do labirinto do ratinho.

e apresenta apenas as transi¢cdes cujas probabilidades sdo conhecidas. Note que

nao ha arco representando as transicfes de 1 para 1, de 2 para 2 e de 3 para 3, uma
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vez que ha probabilidade nula destas transi¢cdes ocorrerem. Deste modo, a matriz de

transicdo € dada por:

1 2 3

1|[0 % §1|

| 1 2 |

T=2|§ 0 Ei
1 2

3[5 3 0

Como o ratinho inicialmente estava na gaiola 1, o vetor de estado inicial &
XO = [1 0 0 ]

Pelo teorema 2.5, segue que

1 1
A
| 1 2 |
1 2
l; < o]
1 1
R
_ _ 117 1 2| 1101 1
XZ—XlT—[O 2 z]ia 0 §|—[5 3 5]
1 2
l; < o]
1 1 q
0 3 3
_ I R A 2|l _[2 7 7
XS—XZT—[g 3 5] 3 0 3 —[5 s E]
1 2 0
3 3
- 1 1
0 3 3
_ 2 7 7 1 2|l _[7 10 10
X4_X3T_[6 s E] 3 0 3 _[E 7 |
1 2 0
3

Assim, a probabilidade do ratinho estar na gaiola 3 apés ter soado o alarme

guatro vezes seraigual a 10/27 ou 37,04%.
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Exemplo 2.7. Uma locadora de automoveis tem trés lojas de atendimento: 4, B e C.
Um cliente pode alugar um carro de qualquer uma das trés lojas e devolver o carro
para qualquer uma das trés lojas. O gerente nota que os clientes costumam devolver
os carros de acordo com o0s seguintes vetores de probabilidades,
x, =[08 0,1 0,1], xz=1[0,3 0,2 05]ex,=1[02 0,6 0,2].

A partir dos vetores de probabilidades, observamos que a probabilidade de
um carro alugado na loja A seja devolvido a loja B é de 0,1, e que a probabilidade de

um carro alugado na loja C seja devolvido a loja B é igual a 0,6, e assim por diante.

O diagrama de transicdo corresponde a situacao é:
O,8< @ 0,1 , @ 0,2
B
0,3
1
,5

7

0%

0,2

Figura 6 — Diagrama de transicdo do aluguel de automoveis.

e a matriz de transicao é dada por:

A B C
A[0,8 0,1 0,1]

I I
T:BiO,B 0,2 0,5|.

C lO,Z 0,6 O,ZJ
Se um carro € alugado inicialmente da loja B entdo o vetor de estado €

xo=[0 1 0]
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Utilizando este vetor e o teorema 2.5, obtemos os vetores posteriores listados
na Tabela 2. Para todos os valores de n > 11, todos os vetores de estado sdo iguais
a x,, até trés casas decimais.

Duas coisas devem ser observadas neste exemplo. Em primeiro lugar, néo foi
necessario sabermos por quanto tempo o cliente permaneceu com o carro, isto €,
em um processo de Markov o tempo entre as observagdes ndo precisa ser regular.
Em segundo, os vetores de estados convergem a um mesmo vetor fixo a medida

gue n cresce.

Tabela 2 — Vetores de estado do exemplo 2.7.

X 1 [3]
n § x,[q ] xT[qz] Xn

0 0 1 0

1 0,300 | 0,200 | 0,500

2 0,400 | 0,370 | 0,230

3 0,477 | 0,252 | 0,271

4 0,511 | 0,261 | 0,228

5 0,533 | 0,240 | 0,227

10 0,556 | 0,230 | 0,214

11 0,557 | 0,230 | 0,213

Exemplo 2.8. Um guarda de transito € designado para controlar o trafego nos oito
cruzamentos indicados na Figura 7. Ele é instruido a permanecer em cada
cruzamento por uma hora e, em seguida, ou permanecer no mesmo cruzamento ou
no cruzamento adjacente. Para evitar que ele estabeleca um padrdo, ele deve
escolher o novo cruzamento de maneira aleatoria, com qualquer escolha igualmente

provavel. Por exemplo, se ele estiver no cruzamento 5, 0 prOximo cruzamento pode
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1
ser 2, 4, 5 ou 8, cada um com probabilidade de 7 Cada dia ele comeca no

cruzamento em que parou no dia anterior.

6 7 8

Figura 7 — Guarda de transito.

O diagrama de transic&o corresponde a situacao é:

Figura 8 — Diagrama de transicdo do guarda de transito.



e a matriz de transi¢do € dada por:

1
Wk WlRr =

w
(e

ul| R

Wik Wik N

(e}

D=

(e}

Wl (@]

ul|

[SSRE

BlR GlRr Wk S Wik N

o

NI

5 6
0
10
3

1
0 3
1
10
10
4

1
0 3

1
0 3
10

ul| =

(@)

Bk Wk

[

(@] =

NI

[
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Se o0 guarda inicialmente comeca no cruzamento 5, entdo o vetor de estado

inicial &

Xo=[0 0 0 0 1 0 0 O]

e suas provaveis localizacdes, hora a hora, sdo dadas pelos vetores de estado da

Tabela 3. Para todos os valores de n > 22, todos os vetores de estado séo iguais a

X,, até trés casas decimais. Assim, como no exemplo anterior, os vetores de estado

convergem para um mesmo vetor fixo a medida que n cresce.

Tabela 3 — Vetores de estado do exemplo 2.8.

nxn xr[ll] x1[12] x,[f] x,[f] x,[f'] x,[f] x,[l7] x,[lS]
0 0 0 0 0 1 0 0 0
1 |0,000 0,250 0,000 | 0,250 | 0,250 | 0,000 | 0,000 | 0,250
2 10133]|0,146 | 0,050 | 0,113 | 0,279 | 0,000 | 0,133 | 0,146
3 /0116 |0,163| 0,039 | 0,187 | 0,190 | 0,050 | 0,104 | 0,152
4 10,130 | 0,140 | 0,067 | 0,162 | 0,190 | 0,056 | 0,131 | 0,124
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5 10,123/0,138 (0,073 | 0,178 | 0,168 | 0,074 | 0,125 | 0,121

10 {0,113 |0,115| 0,100 | 0,178 | 0,149 | 0,099 | 0,138 | 0,108

15 10,109 | 0,109 | 0,106 | 0,179 | 0,144 | 0,105 | 0,142 | 0,107

20 10,108 | 0,108 | 0,107 | 0,179 | 0,143 | 0,107 | 0,143 | 0,107

22 10,107 | 0,107 | 0,107 | 0,179 | 0,143 | 0,107 | 0,143 | 0,107

Nos exemplos 2.7 e 2.8, os vetores de estados convergem para um vetor fixo
a medida que o numero de observacdes cresce. Agora, sera que os vetores de
estados sempre convergem para um vetor fixo em uma cadeia de Markov? O

exemplo a seguir mostra que nem sempre isto acontece.

Exemplo 2.9. Consideremos

ComoT?=1eT3=Tentédo

Logo, ndo ha convergéncia para nenhum vetor fixo.

2.1.2 ESTUDO DA CONVERGENCIA

A ideia de convergéncia no estudo das cadeias de Markov é fundamental para
se entender uma execucao longa.

Quando o espaco de busca é finito, as probabilidades de transicdo de ordem
superior sao calculadas multiplicando a matriz de transicdo T por ela mesma.

Em alguns casos, as entradas da matriz T convergem para um valor ao

aumentar o valor do expoente.
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Analisemos a ideia de convergéncia no caso das cadeias de Markov com dois

estados. Para isso, consideremos a matriz de transicao,

com0<p,q<L1

Proposicéo 2.10. Se p + q > 0 podemos escrever T como

1 r q+1—p—qlp —q
p+qlg p p+q |-q ql

Usando o fato de que,

o ooy )
| S N

p —p) p -p
[ l=@+®[ l
-q q -q q

provamos que

—_— 1 lq pl_l_(l—p—q)"[p _pl

" ptaqlg p pr+q |-q ql

Estudemos T™ quando n — oo para trés casos.

Casol.p+q=0,0useja,p=q=0.

A matriz T é a matriz identidade de ordem 2 para qualquer n. A cadeia

permanece em todos 0s instantes no estado no qual comecou.
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mer=|l )

Caso2.p+qg=2,0useja,p=q=1.

A matriz T inicia como sendo a matriz

0 1
T = .
1 0
Quando n € par, T" =1 e quando n é impar T" =T. Logo, o limite de T"

guando n — oo ndo existe, pois oscila entre duas matrizes (veja o exemplo 2.9).

Caso3.0<p+g<_2.

Nesse caso, |1 —p —q| <1 e, consequentemente, (1 —p —¢g)" - 0 quando

n — oo. Logo,

q p

p+tq p+q
q b I

p+q p+q

T" >

Exemplo 2.11. Para o exemplo proposto sobre migracdo temos p = 0,07 e g = 0,02

com 0 < p + g < 2. Assim, as linhas da matriz de transicdo convergem para

[2/9 7/9]1=1[0,2222... 0,7777...].

2.1.3 MATRIZ DE TRANSICAO REGULAR E APLICACOES

Definicdo 2.12. Uma matriz de transicdo T € regular se existe m > 1 tal que a matriz

T™ tem todas as entradas positivas.

A matriz T a seguir possui um elemento nulo na primeira linha. Mas, a matriz

T2 ndo possui nenhum elemento nulo. Logo, T é regular.



[ 0 05 0,5]
I I
T=i0,2 0,3 0,5|

03 01 0,6J

[0,25 0,2 0,55]

I
T2 =021 0,24 0,55|

|
|
|
lo2z 024 056l
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Uma cadeia de Markov governada por uma matriz de transicdo regular é

chamada cadeia de Markov regular. Veremos que qualquer cadeia de Markov

regular possui um vetor de estado fixo q tal que, para qualquer escolha x,, 0 vetor

xoT™ converge para q quando n aumenta. Este resultado é fundamental na teoria de

cadeias de Markov e é baseado no seguinte teorema.

Teorema 2.13. Se T for uma matriz de transicdo regular, entdo

q1 42 k1

91 q2 qx
T" >

41 92 qx

quando n — oo, onde 0S q; S840 numeros positivos tais que q; + q, + -

a matriz Q teré a seguinte propriedade:

Denotando
41 42 k1
q1 q2 qk
Q = e = [ql
Ld1 4> gk

+qk:1
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Se x é qualquer vetor de probabilidades, entdo

41 42 - gk
a1 42 - Gk
XQ =[X1 X2 Xk]
lq1 4z - Qg
= [X1q1 + X2q1 + -+ Xk Q1 X1GQ2 T X2qQ2 o+ X Qo XaGp T XG0+ X G]
=91 92 - Qllg+x,++x)=q'1=q.

Teorema 2.14. Sejam T uma matriz de transicdo regular e x um vetor de

probabilidades qualquer, entdo
xT" > [91 92 - 4] =gq

guando n - o, onde q € um vetor de probabilidade fixo, que ndo depende de n

cujas entradas séo todas positivas.

Prova. Temos pelo teorema 2.13, que T™ - Q quando n — oo, disso decorre que

xT™ - xQ = q quando n — oo,

O vetor fixo q é chamado vetor de estado estacionario da cadeia de Markov

regular e sera calculado utilizando o teorema a seguir.

Teorema 2.15. O vetor de estado estacionario q de uma matriz de transicao regular

T € o unico vetor de probabilidade que satisfaz a equacéo qT = q.

Prova. Seja a identidade T"T = T"*1. Pelo teorema 2.13, T" e T"*! convergem para
Q quando n - o. Assim, QT = Q. Qualquer uma das linhas desta equacdo da
qT = q. Agora, suponhamos que exista outro vetor q,, tal que q,T = q,. Dai, pelo

teorema 2.14, q;T™ = q paran > 1 quando n — oo, Portanto, q = q;.

As equacdes a seguir sdo equivalentes:

qT =q<q—qT =0<q( —T) =0.
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O sistema linear homogéneo
qU -T)=0

tem um dnico vetor solugdo q com entradas ndo negativas que satisfazem a

condicdo g, + g, + -+ qr = 1.

A partir de agora, utilizamos essa técnica para calcular o vetor de estado

estacionario em alguns exemplos.

Exemplo 2.16. Para o exemplo proposto sobre migracédo, a matriz de transicao é

R U
R l0,93 0,07]

U 10,02 0,98

T =

Como a matriz T € regular, pois sua primeira poténcia € ela mesma,

podemos aplicar o teorema 2.15:

[ | IO,93 0,07] [ | [ | [ 0,07 —0,07] [ |
= = =10 O0].
dr qu 0,02 098 qr qu qr qu 0,02 0,02
Assim,
0,07gr — 0,02qy, =0
[ = CIU = 3,5qR.
—0,07qr +0,02q; =0
Além disso,
qu +qr = 1.
Dai,
qr = 0,2222... e qy=0,7777 ....
Consequentemente,

q=1[02222.. 0,7777..]
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€ o vetor de estado estacionario desta cadeia de Markov regular. Isto significa que a
longo prazo a taxa de migracdo da populagcdo para a zona urbana sera

aproximadamente 77,78% e para a zona rural 22,22%.

Exemplo 2.17. Para o exemplo proposto sobre aluguel de automéveis, a matriz de

transicao é

A B C
A[0,8 0,1 0,1]
I I
T=BiO,3 0,2 0,5|.
cloz 06 o2l
Como a matriz T € regular, pois sua primeira poténcia € ela mesma,

podemos aplicar o teorema 2.15:
[0,8 0,1 0,1]
[a4 a5 QC]iOB 0,2 0,5|=[q,4 a5 qcle

lo2 06 02

02 -01 —0,1]

| |
<laa as qc]|—0,3 0,8 —o,5|=[o 0 0]

Assim,

( O'ZqA - OJSqB - OJZqC =0

|
4 _OilqA + 0,8qB - 0,6qc = 0
|

_OilqA - O,SqB + 0,8qc = 0

Agora sera necessario escalonarmos a matriz ampliada deste sistema:

02 =03 -02 0] [-01 -05 08 0]
I I I

-01 08 —-06 O0|L,oL;l-01 08 —-06 0

[
I
I
l—O,l -05 08 0 02 -03 -02 O
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[-01 -05 08 0] [-01 —-05 08 07
Lz - Lz — L1 | |_—_)I I
L, L, + 2L2| 0 13 -14 0 |L2 — L+ LZI 0 13 -14 0 i

l o 13 -14 ol L o 0 o ol

O sistema acima é equivalente ao seguinte sistema com trés incognitas e

duas equacgoes:

—0,1q4 — 0,595 + 0,89 = 0 1,3 0,34

Além disso,

datqg +qc =1
Logo,

qp = 0,2295... = g, = 0,5573 ... gc = 0,2131 ...
Consequentemente,
q=1[05573.. 0,2295.. 0,2131...]

€ 0 vetor de estado estacionario desta cadeia de Markov regular. Isto confere com o

resultado obtido numericamente na tabela 2.

Exemplo 2.18. Numa determinada regido observa-se que se chover bastante
durante um ano, a probabilidade de chover no ano seguinte é de 25%. E se houver
seca em um ano, a probabilidade de haver seca no ano seguinte € de 50%. A longo

prazo, qual é a probabilidade de um ano chuvoso?

O diagrama de transicéo corresponde a situacao é:

0,25 < 0,75 > > 0,50
) 0,50

Figura 9 — Diagrama de transi¢c&o do clima.
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e a matriz de transi¢do € dada por:

c s
. clo,zs 0,7sl
“slos0 050

Note que se chover bastante durante um ano a probabilidade de que chova bastante

no ano seguinte é de 0,25, e que a probabilidade de faca seca é de 0,75.

Como a matriz T € regular, pois sua primeira poténcia é ela mesma,

podemos aplicar o teorema 2.15:

[ | lO,ZS 0,75] [ | [ | [ 0,75 —0,75] 0 o

= < = .
dc 4s 0.50 0,50 qc 4gs qc 4s 0,50 0.50
Assim,

0,75qC - 0,50q5 =0

[ - qS = 1,5qC.

_0,75qC + 0,50q$ = 0

Além disso,
qc+qs = 1.

Dai,

gc =040 e gg = 0,60.

Portanto, a longo prazo a probabilidade de um ano chuvoso é de 0,40 ou 40%.

Exemplo 2.19. E observado que as probabilidades de um time de futebol ganhar,
perder e empatar uma partida depois de conseguir uma vitéria sdo 0,5, 0,2 e 0,3
respectivamente; e depois de ser derrotado sdo 0,3, 0,3 e 0,4, respectivamente; e
depois de empatar sédo 0,2, 0,4 e 0,4, respectivamente. Se o time ndo melhorar nem

piorar, conseguira mais vitorias que derrotas a longo prazo?

O diagrama de transicdo corresponde a situacao é:
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0'5<@ 0,2 =@> 0’3
0,3
4

AV

V)

0,4

Figura 10 — Diagrama de transi¢ao do time de futebol.

e a matriz de transi¢édo é dada por:

G P E
G[O,S 02 03

1
I I
T=prl03 03 0,4|.

El0,2 04 04

Como a matriz T € regular, pois sua primeira poténcia € ela mesma,
podemos aplicar o teorema 2.15:

[0,5 0,2 0,3]

| |
l[ac  qp qE]|0.3 0,3 0,4|=[qc % qGle

lo2 04 04l

0,5 -02 —0,37

{ |
<lge ap qE]|—0,3 0,7 —0,4|=[0 0 0l

Assim,
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Agora sera necessario escalonarmos a matriz ampliada deste sistema:

05 -03 -0,2 0] [ 1 -06 -04 O

| |
|—0,2 0,7 —0,4 0|L1—>2Lli—0,2 07 —04 0

e ——

-03 —-04 06 OJ l—0,3 -04 06 O

[1 -06 —-04 O

]
L, > L, + 0.2L,| .
Ly = Ly +0,3L, I 0 058 -—048 0 |Lz = Ls + ino 058 —048 0

(e}
e —

[l -06 -04
I

lO —0,58 048 0 l0 0 0 0

O sistema acima é equivalente ao seguinte sistema com trés incognitas e
duas equacoes:

q¢ — 0,6qp —0,4q; =0 0,58 0,52

=4 =49 € 4¢ = 754 4p:
0,58¢p — 0,48¢5 = 0 0,48 0,48

Além disso,
Qe + qp + qg = 1.

Logo,

24 29 26

Portanto, se o time ndo melhorar nem piorar, conseguird mais vitérias que
derrotas a longo prazo.



CAPITULO 3

UMA ABORDAGEM ATRAVES DO SOFTWARE WINMAT

Neste capitulo utilizamos o software winmat para verificar alguns resultados

de exemplos trabalhados no capitulo anterior.

3.1 USANDO O SOFTWARE WINMAT

Uma maneira de se obter os vetores de probabilidades ao longo do tempo é
através do software chamado winmat, um software educacional livre e de facil
manipulacéo pelos alunos’. Esse software possibilita que o aluno construa matrizes
e realize operagdes basicas com elas, tais como: soma e multiplicagdo. Determina,
entre outras coisas, a matriz inversa, a transposta, o traco e o determinante de uma
matriz, além disso, resolve sistemas lineares.

O uso dessa tecnologia permitira a obtencao de resultados numéricos rapidos
e eficientes, possibilitando aos alunos um melhor entendimento do conteudo e
compreensao dos resultados.

Segundo os PCNEM® (BRASIL, 1999, p. 252), cabe a Matematica do Ensino
Médio

Apresentar ao aluno o conhecimento de novas informacdes e
instrumentos necessarios para que seja possivel a ele continuar

aprendendo. Saber aprender € a condi¢do basica para prosseguir
aperfeicoando-se ao longo da vida.

O software winmat foi desenvolvido pelo professor Rick Parris, da Phillips
Exceter Academy, localizada em New Hampshire, nos Estados Unidos e podemos

encontra-lo no endereco http://math.exeter.edu/rparris/winmat.html.

Vejamos, agora, como usar esse software para construir os vetores de

probabilidades até o terceiro ano de migracédo do exemplo 2.1.

® Ainteratividade desse software é reduzida, aconselha-se utiliza-lo a partir do ensino médio.
® parametros Curriculares Nacionais do Ensino Médio (BRASILIA, 1999).


http://math.exeter.edu/rparris/winmat.html
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Abrindo o software, aparecera a tela a seguir, como mostra a Figura 11.

I ~

4 winmat [real] o &S]

Matriz Cale Ver Ajuda

Figura 11 — Tela inicial do winmat.

Para realizar a operacédo de multiplicacdo com o uso do winmat, é simples:
primeiramente crie as matrizes, apresentadas na Figura 12. Clique no menu superior
esquerdo Matriz; em seguida, a opcao Nova; escolha o formato, 1 x 2 no campo
tamanho e nomeie essa primeira matriz, por exemplo, de A. Finalmente, clique em
criar e digite A = [0 1], que é o vetor de estado inicial. Use 0 mesmo procedimento
0,93 0,07]

para criar a matriz de transicao, T = l
0,02 0,98

- o

A [':ﬂ winmat [real] El@

Arquivo  Editar Misc  Fechar Matriz  Calc  Ver Ajuda

0.00000 1.00000

nova matriz [real]

tamnarho |2_ s |2_ nomme IT vl

& zemos

Vetor de estado inicial

" aleatdrio ID.D para |1-U

T " walor diagonal I'I.D

sidwer  EdEe Leise Fediey " linhas de probabilidades

" colunas de probabilidades
0.93000 0.07000

0.02000 0.%8000

criar | fechar |

Figura 12 — Criando as matrizes A e T.
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Para calcular o produto de A por T clique no menu Calc; em seguida, a opgao

Calcular; digite a operacado desejada (A = T) e nomeie esse produto, por exemplo,

de B; por ultimo clique em criar, obtendo a Figura 13 que apresenta o vetor de

probabilidades no primeiro ano de migracdo. Esse procedimento é valido para

gualquer operacao com matrizes, desde que respeitadas as definicdes 1.3 e 1.5.

-

B
Arquive

Editar Misc Fechar

0.02000 0.%8000

Vetor de probabilidades
no primeiro ano

-

Lﬂ winmat [real]

Matriz Calc Ver Ajuda

calcular

)

[=[@]=]

&7

niomear resultado IB vl

criar |

fechar |

Figura 13 — Obtendo o vetor de probabilidades no primeiro ano de migracao.

Para obter o vetor de probabilidades no segundo ano de migragcdo como

mostra a Figura 14, digite a operacdo (B *T) no campo Calcular e nomeie-a, por

exemplo, de C

e clique em criar.

e

C

Arquivo

Editar Misc Fechar

0.03820 0.96180

Vetor de probabilidades
no segundo ano

Eﬂ winmat [real]

Matriz  Calc Ver Ajuda

calcular

1

(= [@]=]

BT

criar |

naomear resultado IE vl

fechar |

Figura 14 — Obtendo o vetor de probabilidades no segundo ano de migracao.
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O mesmo procedimento se fara para obter o vetor de probabilidades no
terceiro ano de migracdo, resultando na Figura 15, cuja operagdo (C *T) sera

nomeada, por exemplo, de D.

-

1] winmat [real] E@

Matriz Calc Ver Ajuda

D

Arquive Editar Misc Fechar calcular

CT
0.0547¢6 0.54524 romear resultado ID vl

Vetor de probabilidades
no terceiro ano

criar | fechar |

Figura 15 — Obtendo o vetor de probabilidades no terceiro ano de migracao.

Para fixar melhor as ideias de manipulagdo do winmat, consideremos o
exemplo 2.7, referente ao aluguel de automdéveis, cuja matriz de transicdo e seu
vetor de estado sédo, respectivamente,

[0,8 0,1 0,1]

I I
T=iO,3 0,2 0,5| e xo=[0 1 0]

0,2 0,6 0,2J

Inicialmente, crie as matrizes, apresentadas na Figura 16. Clique no menu
superior esquerdo Matriz; em seguida, a op¢do Nova; escolha o formato, 1 x 3 no
campo tamanho e nomeie essa primeira matriz, por exemplo, de A. Finalmente,
cligue em criar e digite A=[0 1 0], que é o vetor de estado inicial. Use 0 mesmo

procedimento para criar a matriz de transicéao, T.



-

A

Arquivo  Editar  Misc  Fechar

0.00000 1.00000

0.00000

Vetor de estado inicial

E ?] winmat [real]

nowva matriz [real]

& zems

Matriz  Cale Ver Ajuda

o] -5 ]

tamanho |3_ = |3_ niome IT vl

= aleatdrio ID.D

L

T

Arquivo  Editar  Misc  Fechar

0.80000 0.10000
0.30000 0.20000
0.20000 0.60000

0.10000
0.50000
0.20000

criar |

para |1.EI

= walor diagonal |1 il

" linhaz de probabilidades
" colunas de probabilidades

fechar |

Figura 16 — Criando as matrizes Ae T.
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Agora, para calcular o produto de A por T clique no menu Calc; em seguida, a

opcao Calcular; digite a operacdo desejada (4 +T) e nomeie esse produto, por

exemplo, de B; por ultimo clique em criar, obtendo a Figura 17 que apresenta o vetor

de probabilidade na primeira locacao.

-

B

Arquive Editar Misc  Fechar

0.30000 0.20000

0.50000

Vetor de probabilidades
na primeira locagao

[1.6] winmat [real]
Matriz  Calc  Ver Ajuda

(o= =]

riormear resultado IB vI

criar I

fechar |

Figura 17 — Obtendo o vetor de probabilidades na primeira locacgéo.
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Para obter o vetor de probabilidades na segunda locacdo como mostra a

Figura 18, digite a operacédo (B * T) no campo Calcular, nomeie-a, por exemplo, de

C e clique em criar.

e

Arquive Editar Misc  Fechar

0.40000 0.37000 0.23000

Vetor de probabilidades
na segunda locag¢do

[A;‘_I winmat [real]

Matriz Calc Ver Ajuda

calcular

|B-T

criar |

nomear resultado | C -

fechar |

Figura 18 — Obtendo o vetor de probabilidades na segunda locacgéao.

A facilidade de manipular o software permite que os alunos obtenham

rapidamente as quantidades depois de um numero de locagcdes maiores, como por

exemplo, 100 locacdes apds o inicio da primeira locagao, respeitando obviamente as

condicdes iniciais. Assim, para obter o vetor de estado estacionario desta cadeia de

Markov regular, como mostra a Figura 19, isto €, na vigésima segunda locacao

devemos proceder da seguinte maneira: clique no menu Calc; em seguida, a opcéo

Calcular; digite a operacéo (4 * T"22)7 no campo Calcular, nomeie-a, por exemplo,

de S e clique em criar.

" T"n: Lé-se T elevado & n-ésima potencia.

Para digitar o simbolo (*), pressione a tecla Shift e tecle (*), em seguida, digite o expoente que

deseja.



)

Arquive Editar Misc  Fechar

0.55738

0.22551 0.21312

Vetor de estado estacionario

' SE=]

L"] winmat [real]
Matriz  Calc  Ver Ajuda

calcular

AT 22
nomear rezultado IS vl

fechar |

criar |

Figura 19 — Obtendo o vetor de estado estacionario.
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CAPITULO 4

O JOGO DE MARKOQOV

Neste capitulo apresentamos um jogo® de cartas, que permitird ao aluno

elaborar estratégias e fixar melhor o seu aprendizado.

4.1 O ENSINO DA MATEMATICA COM AUXILIO DOS JOGOS

Os jogos criam situacOes originais e rapidas. Nesse processo, O
planejamento, a busca de novas jogadas e a utilizacdo de conhecimentos adquiridos
anteriormente proporcionam o surgimento de novas ideias e a aquisicdo de novos
conhecimentos.

Ensinar matematica através dos jogos €& desenvolver o raciocinio légico,
estimular o pensamento, a criatividade e a capacidade de resolver problemas.

De acordo com Oliveira (2007, p. 5),

Os educadores mateméaticos deveriam procurar alternativas para
aumentar a motivacdo na aprendizagem desenvolvendo a
autoconfianca, a organizacdo, a concentracdo, estimulando a
socializacdo e aumentando as interacdes do individuo com outras
pessoas.

Smole, Diniz, Pessoa e Ishihara (2008, p. 9) acrescentam que:

[...] se tratando de aulas de matemética, o uso de jogos implica uma
mudanca significativa nos processos de ensino e aprendizagem
que permite alterar o modelo tradicional de ensino, que muitas
vezes tem no livio e em exercicios padronizados seu principal
recurso didatico.

As mesmas autoras (2008, p. 10) concluem sobre a importancia da ludicidade

nos jogos com conteudos da matematica:

Todo jogo por natureza desafia, encanta, traz movimento, barulho e
certa alegria para o espago no qual normalmente entram apenas o
livro, o caderno e o lapis. Essa dimensdo ndo pode ser perdida
apenas porque 0s jogos envolvem conceitos de matematica. Ao

® Esse jogo é de minha autoria e foi criado durante a realizacéo do trabalho.
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contrdrio, ela é determinante para que os alunos sintam-se
chamados a patrticipar das atividades com interesse.

Segundo os PCN (BRASIL, 1988, p. 47),

Os jogos podem contribuir para um trabalho de formacdo de
atitudes — enfrentar desafios, lancar-se a busca de solugdes,
desenvolvimento da critica, da intuicdo de estratégias e da
possibilidade de altera-las quando o resultado ndo é satisfatorio —
necessarias para a aprendizagem da matematica.
Sendo assim, os jogos podem e devem ser usados como metodologia de
ensino e aprendizagem da matematica. Seu uso podera tornar a aprendizagem dos
conteudos mais interessantes, deixando de lado um pouco a lousa e o livro didatico,

motivando a aprendizagem do aluno e, consequentemente, o ensino do professor.

4.2 JOGO DE MARKOV COM TRES ESTADOS

Objetivo: entender a teoria das cadeias de Markov na pratica, relacionando a ideia

de probabilidade e matriz de transicao.

NUmero de participantes: o mesmo para cada grupo®.

Material necessario: algumas cépias do tabuleiro e das cartas de Markov, dados,
pinos (como um pedo de xadrez) diferentes para os jogadores de cada grupo (ver

anexo) e uma folha para cada jogador registrar suas jogadas.

Regras:

1. As cartas sdo embaralhadas e, com as faces voltadas para baixo, dispostas sobre
a mesa do professor formando um monte. Um jogador de cada grupo retira uma

carta, com a qual seu grupo ira jogar. Nem todas precisam ser retiradas.

2. O professor decide: a ordem em que cada jogador ird jogar (por exemplo, do mais
novo para o mais velho), a casa de saida e o nimero de vezes que o dado sera

lancado por cada jogador (igual para todos), até que passe a vez.

° A divisdo da sala de aula em grupos permite o professor acompanhar melhor a aprendizagem dos
alunos.
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3. Dentro de cada grupo, o jogador deve decidir a sua casa de chegada (vermelha,

azul ou verde) e anotar em sua folha de papel as jogadas.

4. Em cada langamento do dado, o jogador muda ou permanece na casa que se
encontra conforme indicado na carta. A Figura 20 mostra como € o movimento dos

pinos no tabuleiro do Jogo de Markov.

5. Caso em um grupo, nao haja nenhum ganhador, joga-se novamente, até que pelo
menos um jogador ganhe. Antes do inicio da nova partida, cada jogador podera (se
quiser) mudar a casa de chegada.

6. Se na regra 5, houver mais de um ganhador num grupo, joga-se nova(s) partida(s)
entre estes de modo que reste somente um jogador (mantenha a casa saida e o
numero de jogadas), podendo no inicio de cada partida mudar a casa de chegada.

Assim, tem-se o vencedor de cada grupo.

7. Se o professor quiser que haja um unico vencedor em toda classe deve continuar
0 jogo, formando novos grupos com os vencedores de cada grupo. Este pode

escolher novas cartas e uma nova casa de saida, seguindo novamente a regra 1.

8. Vence 0 jogo quem conseguir ganhar a ultima partida.

Jogo de Markov Jogo de Markov

— —

// Ny /7

Figura 20 — Movimentos dos pinos.



Sequéncia de jogadas dentro de um mesmo grupo
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Exemplo 4.1. Suponhamos que um grupo de quatro jogadores X,Y,Z e W retirou a

seguinte carta de Markov (Figura 21):

Jogo de Markov

2 35 4
@==0

Figura 21 — Carta retirada pelo grupo.

e que a decisao do professor foi:
* Ordem das jogadas: X,Y,Z e W nessa ordem;

» Casa de saida: Verde;

Seta que percorre
a casa azul.

Setas de saida da
casa azul.

* Nimero de vezes que o dado sera lancado por cada jogador: Cinco.

Nesse momento, é importante que o professor comente sobre a distribuicéo

dos numeros na carta de Markov, isto é, fixada uma determinada casa, 0s seis

numeros da face do dado estdo todos distribuidos entre a(s) seta(s) de saida e a

seta que percorre a casa, ndo podendo haver repeticédo dos mesmos™®

Vejamos, agora, algumas possiveis sequéncias de jogadas desse grupo de

jogadores.
Primeira partida

Decisao dos jogadores:

1% Nesse jogo, ap6s o lancamento do dado jamais havera opcéo de escolha do jogador.



» Casa de chegada do Jogador X: Casa Vermelha (VM);
» Casa de chegada do Jogador Y: Casa Azul (AZ);
» Casa de chegada do Jogador Z: Casa Verde (VD);

» Casa de chegada do Jogador W: Casa Vermelha (VM).

4 3 1 3 6
Jogador X: VD - AZ->VM - AZ->VM - VD

1 3 6 4 3
Jogador Y: VD - VM - AZ->VM->VM - AZ

3 2 5 5 1
Jogador Z: VD - AZ->VD > AZ->VM - AZ

6 3 5 5 3
Jogador W: VD - VM - AZ->VM - AZ->VM

Ganhadores: Ye I/.

Segunda partida
Decisado dos jogadores:

» Casa de chegada do Jogador Y: Casa Vermelha (VM);

» Casa de chegada do Jogador W: Casa Vermelha (VM).

3 6 1 5 4
Jogador Y: VD - AZ>VM - AZ ->VM - VM

5 2 2 6 2
Jogador W: VD - AZ—->VD->VM->VD->VM

Ganhadores: Y e I.

Terceira partida
Decisado dos jogadores:

» Casa de chegada do Jogador Y: Casa Vermelha (VM);

» Casa de chegada do Jogador W: Casa Vermelha (VM).

4 3 4 6 5
Jogador Y: VD - AZ->VM ->VM —->VD - AZ

3 3 1 2 4
Jogador W: VD - AZ->VM - AZ->VD - AZ

Nao houve ganhador.
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Quarta partida

Decisédo dos jogadores:

» Casa de chegada do Jogador Y: Casa Azul (AZ);
» Casa de chegada do Jogador W: Casa Vermelha (VM).

4 2 6 3 5
Jogador Y: VD - AZ -VD ->VM - AZ - VM

2 5 1 6 3
Jogador W: VD - VM - AZ->VM —>VD - AZ

N&o houve ganhador.

Quinta partida
Decisado dos jogadores:

» Casa de chegada do Jogador Y: Casa Azul (A2);
» Casa de chegada do Jogador W: Casa Vermelha (VM).

5 5 4 6 1
JogadorY: VD - AZ VM -VM ->VD - VM

4 2 3 2 6
Jogador W: VD - AZ - VD —->AZ—-VD->VM

Vencedor: W.

n - - ~ .
O simbolo —, em que n =1,2,3,4,5,6 nos indica a mudanc¢a ou permanéncia

do pino da casa que se encontra depois de um lancamento do dado.

Importante:

Ao final da partida, o professor deve pedir aos alunos que construam a matriz

de transicdo associada a carta, isto €,
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VM AZ VD
T
T=Azi§ : %i
wle 2

O professor deve incitar os alunos a perceberem que a melhor escolha para a
casa de chegada é a maior das probabilidades obtidas do produto

x0T,

emque, xo=[0 0 1] é o vetor de estado inicial que representa a casa inicial de
saida, isto é, a casa verde.

Como
xoT® =[0,48072 0,37655 0,14275 ],

entdo a melhor escolha para a casa de chegada é a casa vermelha, pois a

probabilidade & aproximadamente 48,072%, maior que as outras duas.

Observacao: Para a construcdo de uma determinada carta, a soma das entradas de
cada linha da matriz de transicdo associada a ela, deve ser igual a 1. A Figura 22

mostra uma carta incoerente com a teoria.

1
Q)
65 4 3

1

Figura 22 — Carta incoerente com a teoria.



CONSIDERACOES FINAIS

O propésito deste trabalho foi mostrar que topicos de matematica estudados
no ensino médio, sdo Uteis para resolver problemas do cotidiano.

Para que o estudo ndo se limitasse a teoria, utilizamos o software winmat
para auxiliar na verificacdo dos resultados, sendo uma possivel ferramenta capaz de
ajudar a despertar o interesse dos alunos pelos exemplos praticos e que exigem um
tratamento matematico adequado.

Outra importante contribuicdo foi a constru¢cdo do Jogo de Markov, pensado
com o intuito de ao final da teoria ser aplicado em sala de aula, buscando assim,
uma aprendizagem significativa para os alunos.

Durante a etapa de desenvolvimento deste trabalho, ndo houve tempo habil
para uma abordagem em sala de aula. Mas, o professor que utilizar esse material,
devera se necessario, marcar algumas aulas extras para que a teoria e 0S recursos
didaticos sejam todos trabalhados.

Esperamos que este trabalho possa instigar a curiosidade dos estudantes do
ensino meédio e contribuir com professores que atuam em sala de aula e, assim,
melhorar a Educacdo, ndo apenas por meio do ensino e da aprendizagem, mas,

principalmente, por meio da motivacao e estimulo.
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ANEXO

MATERIAL NECESSARIO

1. TABULEIRO

Jogo de Markov

‘ @

Figura A1 — Tabuleiro do Jogo de Markov.



. CARTAS DE MARKOV

Jogo de Markov
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Figura A2 — Carta 1.

Jogo de Markov
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Figura A3 — Carta 2.

Figura A4 — Carta 3.

Jogo de Markov
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Figura A5 — Carta 4.




Jogo de Markov
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Figura A6 — Carta 5.

Jogo de Markov
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Figura A7 — Carta 6.

Figura A8 — Carta 7.

Jogo de Markov
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Figura A9 — Carta 8.
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Jogo de Markov
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Jogo de Markov

1 5

3( —_— )3
—

4 65

)

15

Figura A10 — Carta 9.

Jogo de Markov
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Figura A11 — Carta 10.

FiguraAl2 — Carta 11.

Jogo de Markov
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Figura A13 — Carta 12.
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3. PINOS

Figura A14 — Pinos do jogo.

4. DADOS

Figura A15 — Dados do jogo.

Observacao: O tabuleiro e as cartas desse jogo foram feitos no Microsoft Office

Word 2010, e os pinos foram feitos artesanalmente de madeira e pintados com tinta
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de artesanato. No entanto, todas essas pecas podem ser facilmente confeccionadas

em sala de aula, utilizando os seguintes materiais: papel sulfite, lapis, lapis de cor,

régua, compasso, tesoura, graos e/ou pedrinhas, para isso, basta seguir os modelos

acima. Os dados podem ser qualguer um, de preferéncia o mais barato.



