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RESUMO

Dissertacdo de Mestrado
Programa De P6s-Graduacdo Em Matematica Em Rede Nacional -
PROFMAT

UMA ABORDAGEM PARA O PROBLEMA DO MAPA DO
TESOURO APLICADO AO ENSINO DA GEOMETRIA MO

ENSINO MEDIO
AUTOR: GUSTAVO ROSAS RODRIGUES
ORIENTADORA: LIDIANE BULIGON.
Data e Local da Defesa: Santa Maria, 29 de agosto de 2014.

Este trabalho busca disponibilizar aos professores do Ensino Médio um
instrumento pedagogico que auxilie na introducdo de conceitos geometricos. A proposta
pretende estabelecer relagcbes entre conteldos de sala de aula, outrora meramente
tedricos, com uma situacdo pratica, através da adaptacdo do problema do Mapa do
Tesouro para uma realidade aproximada dos estudantes da escola em que o trabalho foi
aplicado. Além disso, foi utilizado o software GeoGebra, para motivar, através do uso
de tecnologias, os questionamentos e a criatividade dos estudantes. Concluimos que, a
partir de uma estratégia desafiadora, o aprendizado ganhou significado e importancia
para os alunos envolvidos.

Palavras-chave: Matematica; Geometria Plana; GeoGebra; Tecnologias; Problema do
Mapa do Tesouro.



RESUMEN

Disertacion de Maestria
Programa de Posgrado en Matematica En Red Nacional - PROFMAT

UN ABORDAJE PARA EL PROBLEMA DEL MAPA DEL
TESORO APLICADO A LA ENSENANZA DE GEOMETRIA

EM LA SECUNDARIA
AUTOR: Gustavo Rosas Rodrigues
ORIENTADORA: Lidiane Buligon
Fecha y Lugar de la Defensa: Santa Maria, 29 de agosto de 2014.

Este trabajo trata de proporcionar a los maestros de secundaria una herramienta
pedagdgica para ayudar en la introduccion de los conceptos geométricos. La propuesta
busca establecer relaciones entre contenidos del aula, antafio simplemente teoricos, con
una situacion préctica, adaptando el problema del Mapa del Tesoro a una realidad
aproximada de los estudiantes de la escuela en la que se aplicé la obra. Ademas, el
software GeoGebra se utiliz6 para motivar a través del uso de las tecnologias, las
preguntas y la creatividad de los alumnos. Llegamos a la conclusion de que, a partir de
una estrategia de desafio, aprendizaje obtenido significado y, desde alli, se convirtié en
importante para los estudiantes involucrados.

Palabras clave: Matematica, Geometria, GeoGebra, problema del Mapa del Tesoro,
Numeros Complejos.
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INTRODUCAO

A Geometria € um dos ramos da Matematica que atende as necessidades praticas
mais antigas da humanidade tais como: medicéo de terras, construcdo de moradias, de
estradas e meios de transporte, etc. Para suprir essas necessidades, foi fundamental o
conhecimento das figuras geométricas e de suas propriedades. O tempo passou e a
Geometria continuou fazendo parte da solu¢do dos problemas atuais.

Na busca por uma organizacdo dos conhecimentos ja adquiridos, foi criada uma
maneira de sistematizar o que ja havia sido estudado. E quando surge a necessidade de
se empregar uma estrutura oriunda da Filosofia. Aparecem entdo 0s axiomas, 0S
postulados e as demonstracdes usando a retorica e a logica. Com isso, dois tipos de
matematicos ganham destaque: os que analisam a Geometria sob um prisma teorico e
formalista; e os que associam a Geometria a outros campos da ciéncia, especialmente a
Fisica e as Engenharias. Com o passar dos anos, foram sendo criadas novas aplicagdes
para 0 estudo da Geometria. Além disso, estudos sobre novas geometrias foram
desenvolvidos e, com isso, esse ramo da Matematica foi ganhando cada vez mais
importancia. No ensino superior, é relevante a énfase que se da ao estudo da Geometria.
O préprio PROFMAT é um exemplo disso, pois oferece disciplinas que propiciam ao

mestrando um aprofundamento nos quesitos tangentes a Geometria.

Porém, num caminho inverso, o0 ensino de Geometria na educacdo basica no
Brasil tem ficado cada vez mais em segundo plano. Trabalhos referentes ao
desenvolvimento do ensino da Geometria no Brasil, realizados por Pavanello (1993),
Passos (2000) e Pereira (2001), apresentam a existéncia desse abandono. Os mesmos
autores afirmam que, muitas vezes, devido ao despreparo do professor, o trabalho com
Geometria é desenvolvido de forma completamente desconectada da realidade dos
estudantes. Isso torna o estudo enfadonho, desinteressante e acaba desestimulando os

jovens.

Além disso, a formalizacdo, ora excessiva, ora inexistente, acaba por tornar-se
mais um obstaculo no processo de aprendizagem. E essas falhas sdo graves, pois
atrapalham o amadurecimento do estudante, uma vez que ndo propicia que 0 mesmo

desenvolva o principal ingrediente do raciocinio légico: a ideia.
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No entanto, ensinar Matematica ndo é tarefa facil, em particular no Ensino Médio.
Segundo Lima (2003), essa etapa tem por objetivo aprofundar conhecimentos béasicos
adquiridos no ensino fundamental tais como: conjuntos numéricos, construcdo de
graficos, estudo de fungdes, de figuras e de formas geométricas, entre outros. No Ensino
Médio, portanto, os estudantes precisam desenvolver o raciocinio na busca por solu¢fes
de problemas com um maior nivel de dificuldade em relacdo aos niveis de estudo
anteriores. Por isso, 0 ensino de Matematica no Ensino Médio precisa partir de situacdes
em que o estudante sinta-se motivado a buscar uma solucdo. Assim, o discente dara

sentido aos contetdos, vendo objetivos claros no raciocinio que Ihe € exigido.

Para isso, o professor deve propor situacOes desafiadoras que propiciem ao
estudante generalizar, abstrair, analisar e interpretar. Cabe ao docente levar o estudante
a correlacionar ideias matematicas com outras areas do conhecimento. Além disso, as
atividades propostas devem ter um carater formativo e auxiliar na constru¢do do

pensamento matematico e do raciocinio l6gico-dedutivo.

Para conseguirmos atingir com mais facilidade nossos objetivos enquanto
educadores, é preciso uma aproximacéo dos conteudos a realidade dos estudantes. N&o
apenas no que diz respeito a contextualizacdes, mas também a forma como vamos
apresentar-lhes as informacdes. Com isso, torna-se importante a utilizacdo de novas
tecnologias em sala de aula. Sendo assim, o ensino da Geometria nos da a possibilidade
de trabalhar com diversos softwares. Atualmente, um dos aplicativos mais difundidos
no meio escolar € o GeoGebra, um programa de Geometria dindmica. Além de ser

gratuito, pode ser usado em todos o0s niveis de ensino.

Com esse foco, nessa dissertacao foi realizada a proposta e aplicacdo de uma
abordagem que pretendeu diminuir a distancia entre as teorias de sala de aula e a
pratica. Para tanto, apresentamos uma sugestdo que tenta tornar a Geometria algo

tangivel e, a0 mesmo tempo, desafiador aos estudantes.

Nesse sentido, foi proposta uma adaptacdo de uma versédo do classico problema do
Mapa do Tesouro (Barbeau, 1989). A resolucdo de um problema pratico, fora da sala de
aula, é vista como de fundamental importancia para o desenvolvimento de habilidades e
competéncias que nao seriam contempladas caso o estudo dos conteudos utilizados na
solucdo ficassem restritos a sala de aula. Acreditamos que, através da adaptacdo do

problema, a Matematica sera utilizada como ferramenta para atingir um objetivo
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(localizar o tesouro) e que isso é salutar ao aprendizado, além de mostrar aos jovens que

o0 conhecimento é algo concreto e proximo de sua realidade.

O problema original relatado por Barbeau (1989) apresenta instrugdes para a
descoberta de um tesouro enterrado em uma ilha. A dificuldade estd no fato de ser
desconhecido o ponto de partida para essa descoberta. A partir dessa ideia, de ndo ser
conhecido o ponto inicial da busca, propde-se adaptar o problema original a realidade
dos estudantes da escola em que o trabalho foi realizado. Inicialmente, os estudantes
receberam instrucdes e foram desafiados a procurarem a localizagdo do tesouro. Depois
de realizada a busca, o presente trabalho apresentou trés maneiras de resolver o
problema. A primeira através do uso do GeoGebra, a segunda por Geometria Analitica
e, por fim, uma abordagem utilizando NUmeros Complexos, este com uma dedicacdo
especial, dando énfase a alguns pontos, em geral, pouco abordados nas escolas de

Ensino Médio, tais como a historia e sua relagdo com as operaces com vetores.

Essa dissertacdo traz, em seu primeiro capitulo, um resgate historico da
Geometria, destacando algumas aplicacGes que tornavam seu uso algo presente no
cotidiano de antigas civilizagdes. Também apresentamos fatos da biografia de Fermat e
de Descartes, considerados precursores da Geometria das Coordenadas. Apresentamos
também alguns conceitos e pré-requisitos que sdo necessarios para a realizacdo das
atividades propostas. Um relato historico dos Numeros Complexos fez-se necessario,
por ndo ser um assunto costumeiramente tratado no Ensino Médio. Em seguida,
apresentamos a versao original do problema do Mapa do Tesouro e sua adaptacao para o
trabalho desenvolvido. O capitulo seguinte trata do desenvolvimento do trabalho. Em
cada atividade, descreveremos a maneira que acreditamos ideal e que deve ser
conduzida pelo professor. Sugerimos questionamentos, apontamentos e observacoes
para que o professor consiga obter o melhor resultado possivel em cada um dos
momentos. Depois dessa idealizacdo da atividade, apresentaremos 0s relatos. Neste
espaco, vamos relatar os encontros e as praticas, destacando pontos altos e baixos de
cada acédo e fazendo comparag6es entre o ideal (ou seja, o que havia sido planejado) e o
que realmente aconteceu (depois da realizacdo da atividade). O capitulo final apresenta

as conclusdes relativas as atividades aplicadas e ao trabalho como um todo.



1 REFERENCIAIS TEORICOS

Esta secéo visa a abordar sucintamente alguns conceitos de Geometria que seréo
utilizados na aplicagdo do trabalho. Aqui tambeém sera apresentado um relato sobre a
origem da Geometria e a ligacdo desta com a Geometria Analitica. Além disso, traz uma
retomada histérica sobre os Numeros Complexos, algo pouco trabalhado no Ensino
Médio.

1.1 Geometria

Quando pensamos em determinar as origens da Geometria (do grego medir a
terra), deparamo-nos com problemas do cotidiano humano tais como: partilhar terras
férteis as margens dos rios (calculo de &reas), construir moradias, analisar e tentar
prever 0s movimentos dos astros. Essas sdo apenas algumas atividades humanas que
dependem da Geometria. Babilonios e egipcios usavam uma Geometria essencialmente
métrica, ou seja, eles estavam mais preocupados em medir comprimentos, areas e
volumes. Segundo Roque (2012), pouco se sabe sobre de que forma esses povos
tomaram conhecimento das propriedades geométricas das figuras planas e de sélidos
geométricos. Quando pensamos em propor uma atividade com a finalidade de aplicar
conhecimentos de Geometria Euclidiana construidos em sala, partimos do principio de
que os conceitos sdo de dominio do estudante. Nessa secdo, ndo pretendemos apresentar
um curso de Geometria, tampouco ensinar conceitos. A intencdo € alertar para os preé-
requisitos necessarios, sem os quais os estudantes poderdo néo tirar o melhor proveito
da proposta. Para que possa acompanhar as explicacdes do professor e, por conseguinte,
tirar proveito das atividades propostas, o discente deve compreender 0s seguintes
conceitos geométricos: nocdes e proposicdes primitivas (ponto, reta, plano); segmento
de reta; ponto médio; distancia entre dois pontos; perpendicularidade; rotacdo; angulos e

Numeros Complexos.

Segundo Boyer (2010), antigas civilizacGes, especificamente os egipcios e 0s
babilonios, deixaram documentos que atestam um conhecimento aprofundado do
assunto. Essa documentacdo estd relacionada, geralmente, a astrologia. A forma da
Geometria, tal como conhecemos atualmente, comecou a ser moldada na Grécia. Gregos
que antecederam grandes nomes como Euclides, Arquimedes e Apoldnio sdo pouco
citados na historia. Conhece-se, basicamente, o fragmento de um trabalho de

Hipdcrates que se refere a Tales de Mileto como o introdutor da Geometria na Grécia.
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Ainda de acordo com Boyer (2010), Pitdgoras de Samos deu nome a um dos mais
importantes teoremas sobre o tridngulo retdngulo. O fato inaugurou um novo conceito
de demonstracdo matematica. Porém, enquanto a escola pitagdrica constituia uma
espécie de seita filosofica, que envolvia em mistério seus conhecimentos, 0s
“Elementos” de Euclides (Figura 1) representam a introducao de um método consistente

que contribui ha mais de vinte séculos para o progresso das ciéncias.

s Barthy wid Heav s, wsmeet
= BhGeeBucun he il Xa vl
Tt i vy s ol /

Figura 1 — “Elementos”, de Euclides

Segundo Reis (1996), trata-se do modelo axiomatico que parte dos conceitos e
proposicdes admitidos sem demonstracdo, denominados postulados ou axiomas para a
construcdo, de maneira logica, de todo o restante. Basicamente, sd0 necessarios trés

conceitos fundamentais (o ponto, a reta e o circulo) e cinco postulados:
i. podemos tracar uma linha reta de qualquer ponto para qualquer ponto;
ii. podemos prolongar uma reta infinita, continuamente, em uma linha reta;

iii. podemos tracar um circulo, tendo qualquer ponto como centro, com raio igual

a qualquer reta tracada a partir do centro;
iv. todos os angulos retos sdo iguais entre si;

v. dados uma linha reta e qualquer ponto fora dela, podemos tracar, por esse

ponto, uma reta, e apenas uma, paralela a primeira.
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Tais postulados servem de base para todo o estudo da Geometria Euclidiana.
Apesar disso, ndo se pode ignorar a existéncia de geometrias ndo-euclidianas. Essas sdo
baseadas em postulados distintos dos de Euclides, mais especificamente o 5° postulado.

1.2 Geometria Analitica

A Geometria Analitica, também conhecida como Geometria das Coordenadas, foi
sofrendo adaptacOes ao longo do tempo e agregou uma importante ferramenta para
resolver problemas geométricos: a algebra. De maneira reciproca, a Geometria Analitica
fornece uma interpretacdo geométrica para questdes algébricas. Essa troca torna-se um

instrumento extremamente valioso quando trabalhada simultaneamente.

Segundo Roque (2012), foram os gregos que deram a Geometria o carater de
ciéncia dedutiva. A descoberta foi algo brilhante. Mesmo assim, faltava
operacionalidade & Geometria grega. E isto so iria ser conseguido mediante a Algebra
considerada como principio unificador. Os gregos, porém, ndao eram muito bons em
Algebra. Mais do que isso, somente no século XVII a Algebra estaria razoavelmente

aparelhada para uma fusdo criativa com a Geometria.

Ocorre, porém, que o fato de haver condigdes para uma descoberta ndo exclui o
toque de genialidade de alguem. E, no caso da Geometria Analitica , fruto dessa fuséo, o
mérito ndo foi de uma sé pessoa. Dois franceses, Pierre de Fermat (1601-1665) e René
Descartes (1596-1650) sdo o0s responsaveis por esse grande avanco cientifico.
Curiosamente, nenhum deles era matematico profissional, ambos eram graduados em
Direito. Fermat era movido basicamente por seu grande amor a Matematica. Ja
Descartes tinha razdes filosoficas para dedicar-se a ela. Fermat e Descartes nao
trabalharam juntos: a Geometria Analitica € um dos muitos casos, em ciéncia, de

descobertas simultaneas e independentes.

Mota (2010) relata que as contribuicGes de Fermat a Geometria Analitica
encontram-se em um pequeno texto intitulado Introducéo aos Lugares Planos e Solidos,
datado de 1636. O material s6 foi publicado em 1679, 14 anos apds a morte do autor,
juntamente com sua obra completa. 1sso ocorreu porque Fermat sempre foi bastante
modesto. Ele era totalmente contrario a ideia de publicar seus trabalhos. Essa é, muito
provavelmente, a causa que faz com que, em partes, Descartes seja comumente mais

lembrado como o criador da Geometria Analitica.
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A Geometria Analitica de Descartes foi divulgada em 1637. A ideia surgiu no
pequeno texto chamado A Geometria, um dos trés apéndices do Discurso do Método,
obra considerada o marco inicial da filosofia moderna. Nela, em resumo, Descartes
defende o método mateméatico como modelo para a aquisicdo de conhecimentos em

todos os campos.

A Geometria Analitica, atualmente, pouco se assemelha as contribui¢Ges deixadas
por Fermat e Descartes. Inclusive sua marca atual mais caracteristica, um par de eixos
ortogonais, ndo era usada por nenhum deles. Mais ainda: ambos sabiam, cada um a seu
modo, que a ideia central era associar equacgdes a curvas e superficies. Neste particular,
Fermat foi mais feliz. Descartes superou Fermat na notacéo algébrica.

Durante a realizacdo deste trabalho, adotamos o sistema de coordenadas
cartesianas, que consiste num par de eixos perpendiculares e orientados denominados
OX e QY contidos num plano, com a mesma origem O. Recorremos as coordenadas
cartesianas com o intuito de resolver problemas de Geometria, unindo os fatos iniciais

da Geometria Analitica aos resultados basicos da Geometria Euclidiana.
1.3 Numeros Complexos

Nesta secdo, partindo das ideias de lezzi (1977) e Roque (2012), apresentamos
alguns resultados e defini¢cbes sobre os Numeros Complexos que serdo importantes na
resolucdo do problema proposto. O principal objetivo desta secdo sera a utilizacdo dos

Numeros Complexos para rotacionar um vetor segundo um angulo de 90°.

1.3 Resgate historico

lezzi (2005) traz um texto de Hygino Domingues que embasa o resgate histérico.
Consta, no referido material, que o primeiro matematico a operar com NUmeros
Complexos (ao invés de simplesmente rejeitd-los, como acontecia até entdo) foi
Girolamo Cardano (1501 — 1576). Resolvendo o problema de dividir o nimero 10 em
duas partes cujo produto é 40, provou que 5++/—15 e 5—+/—15, sdo raizes de x2 + 40
= 10x. Mas Cardano ndo conseguiu aprofundar seus estudos, especialmente quando
surgiram as equaces do terceiro grau. Quem tirou a Matematica desse impasse foi o
bolonhés R. Bombelli (1530 — 1579), notavel diletante da Matematica. Mas Bombelli
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ndo apenas avancou significativamente no estudo das equacdes do terceiro grau. Ele foi
além. Em sua Algebra (1572) aparece, pela primeira vez, uma teoria dos Nimeros

Complexos razoavelmente bem estruturada.

Contudo, os Nimeros Complexos seguiram mantendo uma certa aura de mistério
até a virada do século XVIII para o século XIX. Foi quando Caspar Wessel (1745 —
1818), Karl Friedrich Gauss (1777 — 1855) e Jean-Robert Argand (1786 — 1822)
descobriram, independentemente, que esses numeros admitem uma representacdo
geométrica. Enquanto Gauss imaginava essa representacdo por meio dos pontos de um
plano, Wessel e Argand usavam segmentos de reta orientados ou vetores coplanares. As
duas representacdes podem ser observadas na Figura 2.

A A
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Figura 2 — Representacdes de Gauss (a esquerda) e de Wessel e Argand (a direita)

Na verdade, Wessel e Argand, que eram dois amadores da Matematica,
escreveram trabalhos especificos a respeito com enfoques muito parecidos (o primeiro a
publicar foi Wessel, no ano de 1799); Gauss, como em outras vezes, apenas deixou bem
claro conhecer as ideias subjacentes ao assunto, inclusive utilizando-as. Todos, contudo,
perceberam que, mais do que representar pontos ou vetores, 0s Numeros Complexos
poderiam ser utilizados para operar algebricamente com os vetores. Em outras palavras,
podemos dizer que 0s Numeros Complexos constituem-se na algebra dos vetores de um

plano.



2 O PROBLEMA MOTIVADOR

Em consonancia com a proposta politico-pedagdgica do Colégio Marista Sao
Luis, onde foi aplicada a experiéncia, nosso objetivo foi relacionar a teoria estudada em
sala de aula, com uma atividade prética, realizada ao ar livre. O tesouro procurado pelos
estudantes diz respeito a uma das virtudes difundidas pelos Irmédos Maristas, fundadores
da Instituicdo de Ensino: a simplicidade.

Ao final da caca ao tesouro, os estudantes encontravam, simbolicamente, as
vestimentas dos religiosos antigos. A partir desse simbolo, uma atividade foi planejada
para fechar a caca ao tesouro e, a0 mesmo tempo, reavivar a mistica do habito.

A proposta foi aplicada com um grupo de 10 estudantes, integrantes de um clube
de Matematica intitulado “Monitoria de Matematica do Colégio Marista Sao Luis”,

conforme a Figura 3.
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Figra 3 — Grupo de monitores com 0 profesor

Este grupo € formado por estudantes das trés séries do Ensino Médio.
Semanalmente, os estudantes reinem-se, sob a orientacdo do professor, para realizar
atividades matematicas complementares (listas de exercicios, jogos, etc). A maioria das
dinamicas aplicadas pelo professor em suas aulas, antes é aplicada com os estudantes

desse grupo. Assim, quando a aplicacdo é feita com as turmas, os integrantes do grupo
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tornam-se monitores e auxiliam o professor. Os relatos do presente trabalho dizem

respeito apenas as atividades realizadas com os monitores.

2.1 O problema do Mapa do Tesouro

A primeira referéncia ao problema foi encontrada em Barbeau (1989). A seguir,

apresentaremos uma tradugéo do problema:

Um tesouro foi enterrado em uma ilha, e foi feito um mapa de sua localizacdo. As
instrucdes contidas no mapa dizem que, ao desembarcar na ilha, avistam-se
imediatamente dois grandes carvalhos, e também uma palmeira, conforme apresentado
na Figura 4.

\ »Tesouro

Figura 4 — Representacdo do Mapa do Tesouro

O tesouro esta enterrado em um ponto que pode ser encontrado da forma escrita
abaixo:

1) Partindo da palmeira, caminha-se até o carvalho A contando 0s passos.

2) Chegando ao carvalho, deve-se girar para a direita 90° e caminhar 0 mesmo

namero de passos e, aonde chegar, deve-se fazer uma marca.

3) Voltando novamente a palmeira, caminha-se até o carvalho B contando os
passos; gira-se a esquerda 90° e caminha-se 0 mesmo nimero de passos, fazendo-se

uma marca nesta posicao.

4) O tesouro esta enterrado exatamente na reta que liga as duas marcas e a mesma

distancia das duas marcas. A Figura 5 apresenta uma sistematizacdo do mapa.
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Palmeira

Carvalho A

Carvalho B

» Tesouro

Figura 5 — Mapa sistematizado

Consta em Barbeau (1989), que depois de muito tempo, exploradores encontraram
0 mapa e decidiram ir a ilha resgatar o tesouro. Ao chegarem a ilha, tiveram uma
desagradavel surpresa. Os carvalhos ainda estavam 14, mas a palmeira havia
desaparecido. Os exploradores ndo desanimaram e, depois de pensar um pouco, tiveram

uma étima ideia para resolver o problema de modo bastante prético.

Essa historia foi relatada aos estudantes, de modo a motiva-los para que

respondessem a seguinte questéo:

Como os exploradores fizeram para encontrar o lugar onde o tesouro estava

enterrado e recupera-lo mesmo sem a palmeira?

2.2 O problema adaptado

A escola que concebeu a presente experiéncia situa-se no interior do estado do Rio
Grande do Sul e completou 110 anos de atividades em 2013. Esse colégio é de carater
confessional e € mantido por uma rede educacional catolica. Nesse contexto, muitas
atividades alusivas a data estdo sendo realizadas desde o ano passado. Uma delas foi,
em dezembro de 2013, o langcamento de um livro comemorativo, contando a historia do
colégio e ressaltando sua importancia para a comunidade local e regional. Para
relacionar o aniversario da instituicdo, o lancamento do livro, os ideais do colégio e a

Matematica, foi proposta a seguinte adaptacéo ao problema original:

Quando os primeiros irmdos maristas chegaram a Santa Cruz do Sul, um tesouro
foi enterrado no campo de futebol do Parque Marista Sdo Luis. Os irmaos
confeccionaram um mapa de sua localizacdo. O mapa foi encontrado durante as
pesquisas realizadas para a producdo do livro comemorativo ao 110° aniversario da

escola.
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Nele estdo as instru¢des com a localizagdo do tesouro. Tais instrugfes dizem que,
ao chegar ao campo de futebol, avistam-se imediatamente as duas goleiras e também
uma palmeira. O tesouro esté enterrado em um ponto que pode ser encontrado da forma

descrita abaixo:

“Partindo da palmeira, caminhe até a primeira trave da goleira a sua esquerda,
contando os passos. Chegando 14, gire para a direita 90° e caminhe 0 mesmo nimero de
passos. Aonde chegar, faca uma marca. Voltando novamente a palmeira, ande até a
primeira trave da goleira a sua direita contando os passos. Chegando Ia, gire a esquerda
90° e caminhe 0 mesmo nimero de passos e faga uma marca nesta posicdao. O tesouro
esta enterrado exatamente na reta que liga as duas marcas e a mesma distancia das duas

marcas.”

A seguir, apresentaremos as atividades propostas. Os relatos que serdo expostos
dizem respeito as impressdes do professor diante do trabalho. Além disso, algumas
atividades trazem também a expectativa do docente. Cabe ressaltar a importancia de
contextualizar toda e qualquer atividade. E quando falamos em contextualizar, referimo-
nos ao sentido mais amplo possivel da expressdo. Sugerimos que a contextualizacao
contemple a historia do contetdo, aplicacfes e que tenha relacdo com o cotidiano do
estudante e do local onde o trabalho seréd aplicado. Dessa maneira, as atividades fardo

sentido ao grupo de estudantes que vai realiza-las.



3 ATIVIDADES E RELATOS
3.1 Atividade 1 — Primeiro contato com o GeoGebra
3.1.1 Relato

Os imprevistos sdo constantes no cotidiano de um professor da educacdo basica.
A primeira atividade, descrita nesse trabalho como Atividade 2, estava prevista para a
tarde do dia 6 de maio. A ideia a0 marcar nessa data foi aproveitar a passagem do Dia
da Matematica. Devido a0 mau tempo, a atividade precisou ser adiada. E importante
salientar que, diante da impossibilidade de ser realizada a saida, pudemos utilizar o
laboratério de informaética, o que acabou ndo atrapalhando o andamento do trabalho.

O grupo foi levado ao laboratdrio de informética para comegar uma introducéo
sobre o GeoGebra. Inicialmente, os estudantes tiveram um periodo de aula para que
pudessem manipular o software livremente. Em seguida, no segundo periodo de aula,
foi distribuida uma apostila, conforme Anexo A, que explica algumas ferramentas do
programa. Nos dois periodos desse dia, 0s estudantes tiveram um primeiro contato com
0 GeoGebra. No final do encontro, foi explicado que a atividade proposta exigiria 0 uso
do programa e foi solicitado que todos instalassem o aplicativo em seus computadores

pessoais.

Destacamos a facilidade com a qual os estudantes iniciaram os trabalhos com o
GeoGebra. Isso € mais um indicativo de que o software &, sim, uma ferramenta viavel
para o ensino da Matematica no Ensino Médio. A Figura 6 mostra o laboratério de

informatica do colégio e a turma com a qual o trabalho foi aplicado.
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3.2Atividade 2

O objetivo dessa atividade é obter uma estratégia para determinar um ponto no
plano. Ao final da aplicagcdo, os estudantes serdo desafiados a criarem um esquema,
conforme a Figura 7.

Goleira 1%y,
L

—

Ny |

& Tesouro

Trabalhando em grupo, os estudantes deverdo elaborar uma estratégia para
encontrar um ponto pré-determinado a partir de um ponto de referéncia desconhecido.

Os contetdos desenvolvidos via essa atividade sdo:
i. Ponto médio
ii. Distancia entre dois pontos
iii. Perpendicularidade
iv. Rotacédo

Para que os estudantes consigam realizar essa atividade, o Unico pré-requisito

necessario sera o senso de localizagdo e locomogéo.
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A duragdo da atividade é de trés aulas (150 minutos). Para que a execucdo da
aplicacdo se dé de forma satisfatdria, serdo necessarios os seguintes recursos:

I. Xerox das orientacdes (representando o Mapa do Tesouro)
ii. Transporte da turma até o Parque S&o Luis, local da atividade

Chegando ao Parque, o professor deve dividir a turma em trios. Cada trio recebera
uma cépia das orientacGes para a localizagdo do tesouro. Simbolizando um mapa, as

instrucdes da Figura 8 nortearéo a atividade.

Quando os primeiros Irmaos Maristas chegaram a Santa ~ ****x_
Cruz do Sul, um tesouro foi enterrado no campo de futebol *****

do parque Marista Sao Luis e, em seguida, foi feito um

mapa de sua localizagdo. Hoje, 110 anos depois, um eo oe
mapa foi encontrado durante as pesquisas realizadas w
para a confecgao do livro comemorativo ao 110°

aniversario do Colégio Marista Sdo Luis. O mapa tem MARISTA
instrugdes com a localizagdo do tesouro. Tais instrugdes dizem que ao
chegar no campo do parque, avista-se imediatamente as duas goleiras
do campo e também uma palmeira. O tesouro esta enterrado em

um ponto que pode ser encontrado da forma descrita abaixo:

Figura 8 — Instrucdes para a caca ao tesouro
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Enguanto um dos trios faz a busca, os outros devem ficar na sede social. O
professor deverd acompanhar cada grupo que estiver na caca ao tesouro. Para aumentar

a motivacao, cada grupo deve ter até 20 minutos para achar o tesouro.

Durante a procura, 0 professor devera questionar sobre a existéncia da palmeira
(ponto inicial da procura), fazendo com que os estudantes percebam que ndo existe mais
tal referéncia. A partir dai, os grupos devem buscar uma solu¢do para o problema,
sempre com a mediacdo do professor, que vai persuadir o grupo a escolher um ponto de

partida qualquer.

Para que a atividade forneca ainda mais subsidios para a discussdo final, o
professor deve induzir 0s grupos para que iniciem sua busca pelo tesouro de pontos de

referéncia diferentes.

Depois que todos os grupos ja tiverem terminado a sua caga ao tesouro, um
representante de cada trio (ou dupla) vai explicar para o restante da turma qual foi a
estratégia utilizada para achar o local onde o tesouro estd enterrado. Durante as
explicacdes dos estudantes, o professor deve destacar o ponto inicial que cada grupo
escolheu. Deve ter énfase, nesse momento da atividade, o fato de o tesouro ndo ter sido
trocado de lugar durante a busca. A intencdo é que os estudantes percebam que, mesmo
desconhecendo o ponto inicial, serd possivel encontrar a raridade. Para fechar a
atividade, cada grupo vai comparar a sua solucdo com a apresentada pelos demais

grupos.

Uma observacdo que achamos pertinente € que, durante todo o desenrolar da
atividade, o professor deve fomentar discussdes matematicas, incentivar a troca de
ideias, valorizar as “ideias erradas”, sempre tentando mostrar aos grupos onde esta o
erro e como corrigi-lo. Enfim, o docente deve atuar fortemente no sentido de conduzir
0s grupos e de garantir que os estudantes atinjam o objetivo que ndo € apenas encontrar
0 tesouro, mas pensar e conjecturar acerca do problema. Destaca-se também a
importancia dos registros, tanto por parte do professor como por parte dos estudantes.
Os grupos devem anotar o ponto de partida, 0 nimero de passos que deram até cada

goleira e 0 nUmero de passos das marcas até o tesouro.
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3.2.1 Relato da atividade 2

A atividade, de um modo geral, transcorreu de maneira muito tranquila. A
primeira dificuldade dos trios foi identificar a palmeira (ponto inicial), 0 que esta
ilustrado na Figura 9.

- _ :
Figura 9 — A dificuldade em identificar a palmeira

Alguns procuraram uma palmeira grande. Outros procuraram uma palmeira mais
antiga. Um dos grupos percebeu um tronco de arvore cortado. Como era uma arvore
aparentemente mais antiga, esse grupo escolheu aquele como sendo seu ponto de
partida, conforme Figura 10.

Figura 10 — Grupo associou o tronco cortado ao ponto inicial

Alguns trios se subdividiram para que as chances aumentassem. Depois de
discutirem sobre qual ponto inicial tomar, decidiram escolher trés pontos de partida
diferentes. Foi permitida a mudanga na regra para que eles ficassem curiosos sobre o

fato de todos chegarem ao mesmo local.
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Como a caca ao tesouro foi feita de forma independente, sem que um trio
acompanhasse 0s outros, usamos folhas de caderno com os nomes dos integrantes para

marcar o local final que cada trio chegou apds seguir as instrucoes recebidas.

Quando todos os trios terminaram a cagada, os estudantes foram para 0 campo e
ficaram no ponto que determinaram como sendo o local em que o tesouro havia sido
escondido. Diferente do esperado, nem todos ficaram na mesma posicdo. Na verdade,
apenas dois estudantes de um dos trios que se subdividiu acharam o mesmo lugar.
Todos os demais trios acharam locais diferentes. A diferenca foi pequena, mas houve,
como pode ser percebido na Figura 11.

Figura 11 — Os pontos achados pIo estudantes

Durante a discussdo final, os estudantes que acharam o mesmo ponto final
encabecaram a discussdo tentando convencer os demais colegas de que o ponto inicial
era indiferente. Nesse momento, foi necessaria a intervencao do professor para dizer-
Ilhes que realmente ndo importava o ponto escolhido para iniciar a busca. Ao
compreenderem a explicacdo do professor, a discussdo passou a ser por que houve
desencontro entre os destinos de cada trio. Os estudantes quiseram saber quais motivos
os levaram a lugares diferentes. E eles mesmos elencaram algumas possiveis causas
para o desencontro:

- dificuldade de andar em linha reta;
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- 0 fato de um trio ter escolhido uma palmeira que ficava abaixo do nivel do
campo (portanto, precisou percorrer uma subida até chegar a trave) e isso deu diferenca

no numero de passos dados apds a rotacdo de 90°;
- dificuldade de determinar o angulo de 90°;

- 0 fato de um estudante ter contado os passos até a goleira da direita e outro
estudante ter contado os passos até a goleira da esquerda;

E interessante observar que, quando o professor disse que 0 ponto de partida néo
iria interferir na chegada ao destino correto, todos os estudantes acreditaram. Houve,
sim, um questionamento vindo deles, mas os estudantes acreditaram no professor, sem
nenhuma prova matematica do fato. No momento da discussdo, o professor foi bastante
enfatico ao dizer que eles ndo poderiam ter se convencido com tanta facilidade.
Chamamos a atencdo deles para o fato de que, na Matematica, precisamos provar 0S
fatos e ndo apenas acreditar neles. Destacamos aqui a importancia fundamental de
provar para os estudantes que o ponto inicial é indiferente, e esse € um dos objetivos da

proxima atividade.
3.3Atividade 3

O objetivo dessa atividade é obter, através do aplicativo GeoGebra, uma
ilustracdo da situacdo vivenciada na Atividade 2. A partir dai, utilizaremos o fato de o
GeoGebra ser um aplicativo dindmico, para que o0s estudantes percebam que a arvore

inicial ndo importa para determinarmos o local onde esta enterrado o tesouro.
Nessa atividade, serdo desenvolvidos os seguintes conteldos:
i. Ponto médio
ii. Rotacéo

Para a realizacdo da atividade, além de dominarem o GeoGebra, 0s estudantes

deverdo ter os pré-requisitos abaixo:
i. Nocdes e proposi¢cdes primitivas (ponto, reta, plano)
ii. Segmento de reta

iii. Angulos
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iv. Perpendicularidade
v. Dominio do GeoGebra

A atividade tem duracdo prevista de duas aulas (100 minutos) e sera realizada no
laboratorio de informatica, com a necessidade de ter instalado o GeoGebra nas
maquinas do laborat6rio que serdo utilizadas pelos estudantes.

Chegando ao laboratorio, os estudantes sentardo individualmente. Depois de
retomada a primeira atividade, o professor deve relembrar que cada grupo partiu de uma
das arvores e, mesmo assim, todos acharam o tesouro. O professor vai recordar também
que o tesouro sempre esteve no mesmo lugar e que as goleiras também permaneceram
imoveis. Esses comentarios tendem a chamar a atencdo dos estudantes para o fato de

que existem pontos fixos e pontos moveis na situacao.
Alguns questionamentos que podem guiar esse momento inicial:

- O tesouro foi trocado de lugar de um grupo para outro? (Chamando a atencéo

para o tesouro, que ficou fixo.)

- Depois de escolhida a arvore, qual a primeira acdo a ser feita? (Chamando a

atencdo para as goleiras, que permaneceram fixas.)

- A arvore inicial é importante para que se ache o tesouro? (Chamando a atengédo

para o ponto de partida, que mudou de um grupo para outro.)

- Por que a éarvore inicial ndo interfere na descoberta do tesouro? (Essa € a
pergunta final. Dependendo do andamento da atividade, uma sugestdo para quem quiser
aplica-la é que se pode deixar essa pergunta para depois que os estudantes realizarem a

atividade no GeoGebra.)

Os estudantes terdo um tempo livre para analisar a situacdo e tentar reproduzi-la
no computador. Isto é fundamental para que o estudante analise a atividade inicial e
tente relaciond-la com o ambiente virtual. A atividade é individual, mas é importante

incentivar a discussao entre os colegas.

O professor precisa estar preparado para alguns questionamentos relacionados as
unidades de medidas, pois 0s estudantes terdo os dados da atividade anterior anotados e

poderdo utiliza-los nessa etapa (é importante ndo dizer aos educandos que devem
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utilizar as anotacOes, pois essa ideia deve partir deles, os quais precisam sentir a
necessidade de registrar as atividades). Caso surja essa pergunta, esta deve ser levada
para o grande grupo e deve ser destacado pelo docente que foi a partir de uma
necessidade como essa que surgiu a unidade de medida padrdo. Mas é importante
ressaltar também que, no nosso caso, as medidas variam de grupo para grupo (0s passos
séo, em geral, diferentes de pessoa para pessoa) e que ndo irdo interferir na resolugéo do
problema. Isso ja pode ser uma dica para que os estudantes percebam aonde queremos
chegar.

Antes de apresentar a solucdo esperada que ird acontecer na proxima atividade, o
professor deve reapresentar o problema e dar mais um tempo para que os estudantes
analisem a situacdo. Este € 0 momento de passar nos computadores de cada um e
analisar o que estdo produzindo. Deve-se solicitar a eles que lhe expliguem a sua
estratégia. O docente vai avaliar as constru¢des, mas ainda ndo devera corrigi-las.
Depois de ouvir todos, deve convidar algum deles para apresentar sua solugéo ao grande
grupo. O educador deve pedir para que a turma avalie a solucdo do colega. Fazer isso
com o maior numero possivel de estratégias vai ser importante para que a turma perceba
que, embora todos os grupos tenham feito a mesma atividade, cada um pode ter
percebido a situacdo de uma maneira diferente. Essa troca vai enriquecer a atividade e
alguns estudantes vao instrumentalizar os outros. Depois disso, é importante dar mais
um tempo para quem ainda ndo conseguiu completar a tarefa antes de considerar a acao

terminada. A solucdo esperada sera apresentada na proxima atividade.
3.3.1 Relato da atividade 3

Como ocorre com algumas atividades em que um professor planeja, essa nao
transcorreu totalmente dentro do esperado. Quando a sequéncia de atividades foi
pensada, esse era 0 momento preparado para que se percebesse que era indiferente a
escolha do ponto inicial. Na pratica, isso ndo aconteceu. Na realidade, os estudantes
foram alertados na atividade anterior de que o ponto inicial ndo interferia no ponto final.
Esse fato foi interessante, pois alguns questionamentos sugeridos para o professor
ficaram sem sentido, porém surgiram, por parte dos estudantes, comentarios

interessantes:

- “devemos comegcar a atividade marcando o tesouro no GeoGebra?”
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- “podemos colocar o ponto inicial na origem?”
- “podemos colocar o tesouro na origem?”

De alguma maneira, ja podiamos perceber que os estudantes estavam fazendo a
relacdo da situacdo real com o GeoGebra. Isso esté ilustrado na Figura 12.

Figura 12 — Situacdo retratada por um dos estudantes

Os estudantes sentaram individualmente, mas logo pediram para que 0s trios
fossem retomados. Eles quiseram utilizar o mapa e as anotacdes da atividade anterior.
Mesmo sentados em trios, o professor exigiu que cada estudante criasse sua propria
representacdo no GeoGebra, pois 0 objetivo era fazer com os educandos tivessem
contato com o aplicativo e que conseguissem relacionar os conteddos da atividade com
a préatica. Surgiram diversas sugestdes de solucdo. Poucos quiseram dividir sua solucao
com o grupo, acreditamos que seja pelo medo de ter feito algo errado. O objetivo da
atividade foi atingido, uma vez que os discentes conseguiram retratar, no aplicativo, a

situagdo vivenciada.

3.4 Atividade 4
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Depois de percebermos que a &rvore inicial ndo interfere na localizacdo do
tesouro, vamos partir para a resolucdo matematica propriamente dita. Resolveremos o

problema de trés maneiras:
1) Utilizando o GeoGebra
2) Utilizando Geometria Analitica;
3) Utilizando NUmeros Complexos.

Neste Ultimo caso, usamos o conceito de que multiplicar um nimero complexo

pelo nimero i, a unidade imaginaria, € 0 mesmo que girar 90°.

O professor vai apresentar trés solucdes possiveis para o problema. Serdo

trabalhados os conteudos a seguir:
i. Ponto médio
ii. Distancia entre dois pontos
iii. Perpendicularidade
iv. Rotagéo
v. Ponto médio
Como pré-requisitos da atividade, temos:
i. Nogdes e proposicdes primitivas (ponto, reta, plano)
ii. Segmento de reta
iii. Angulos
iv. Dominio do GeoGebra
v. NUimeros Complexos (rotacéo de 90°)

A atividade sera desenvolvida em dois periodos (100 minutos) em uma sala
equipada com lousa digital para que todos possam acompanhar a solucdo proposta pelo
professor no GeoGebra. A aula sera dividida em trés momentos distintos, um para cada

solugéo.
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Inicialmente, vamos construir uma solu¢cdo geométrica para o problema.
Aproveitando o dinamismo do aplicativo GeoGebra, vamos mostrar aos estudantes que
0 ponto inicial realmente ndo interfere na posicdo final (tesouro). Em seguida,
apresentaremos uma solucdo analitica para que fique provado que o ponto inicial é

irrelevante para a resolugéo do problema (para que o tesouro seja encontrado).
3.4.1 Reproduzindo a situagdo no GeoGebra

Passo 01 — Inicialmente, com a opgdo “Malha” desativada no GeoGebra e com a
janela de algebra fechada, marcamos o ponto de partida da nossa busca (ponto A). Cabe
destacar o fato de a localizagdo do ponto A néo interferir, pois cada grupo partiu de um
local distinto. E importante relacionar os pontos (entes matematicos abstratos) com as
localizagdes geogréaficas dos objetos (arvore inicial, goleiras, tesouro). A Figura 13

ilustra a situacéo.

© mapa_do_tesouro.ggh ==
Arquivo Editar Exibir Disposicdes Opcbes Ferramentas Janela Ajuda

\i/ \i/\i/ \i/\g/\i/ \i/\i/\ﬂ/\:ﬂ/ \i/ Novo ponto: Clique na Janela de Visualiza¢cao ou sobre um objeto
LEc- B~ o 0

Entrada:
Figura 13 — llustracdo do Passo 01

Passo 02 — Marcamos a localizacdo da primeira trave da goleira da esquerda

(ponto B). A Figura 14 ilustra a situacao.
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© mapa_do_tesouro.ggh ==
Arquivo Editar Exibir Disposicdes Opcbes Ferramentas Janela Ajuda
\&/ \i/\i”\i/\g/\g”\é/\l/\ﬁ/\:{/ \i/ Novo ponto: Clique na Janela de Visualizacio ou sobre um objeto &
Liic M- o~~~
A
B
Entrada: o}

Figura 14 — llustracdo do Passo 02

Passo 03 — Para tragarmos uma perpendicular, devemos tracar antes o segmento
AB. A Figura 15 ilustra a situagéo.

¥ mapa_do_tesouro.ggb [E=R =R
Arquivo Editar Exibir Disposicdes Opcbes Ferramentas Janela Ajuda
\&/ \-_",/\i/ \E/\Q/\Q/ \é/\l/\ﬁ/\:{/ \i/ Segmento definido por Dois Pontos: Selecione dois pontos o
Lifc- M- -

A

S

Entrada:

Figura 15 — llustracdo do Passo 03

Passo 04 — Tracamos, por B, uma perpendicular ao segmento AB. (Recordemos
que a instrucdo do mapa mandou girar 90°. Vale lembrar que uma reta € um conjunto

infinito de pontos, por isso ela ndo tem comeco nem fim). A Figura 16 ilustra a situacao.
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77 mapa_do_tesouro.ggh

= e =)
AﬂuivioEdiitar Exibil:ﬁ)ciigéi()ﬁéilﬂ'aﬁntas Janela Ajuda _
\M \-_",Hi/ \ﬁ\g\g‘\ﬂm\ﬂ/\ﬂ \ﬂ Reta Perpendicular &
| #c- M- s
A
Entrada: o]

Figura 16 — llustracdo do Passo 04

Passo 05 — E preciso tracar a circunferéncia com centro em B e raio AB. (Cabe
destacar que a circunferéncia é o lugar geométrico dos pontos equidistantes a um ponto
dado. Utilizamos a circunferéncia porque devemos, segundo o mapa, fazer uma marca

na perpendicular que tenha a mesma distancia de A até B). A Figura 17 ilustra a
situacéo.

%7 mapa_do_tesouro.ggh (= Tre =
Arquivo Editar Exibir Disposicdes Opc¢bes Ferramentas Janela Ajuda -
\i/ \._’{/\i/\i/ \i/\g/ \é/\;/\ﬁ/\:i/ \i/ Circulo dados Centro e Um de seus Pontos &
Fec-O- -

Entrada:

Figura 17 — llustracdo do Passo 05

Passo 06 — Marcamos 0s pontos de interseccdo da reta perpendicular com a

circunferéncia. (Destacamos os dois pontos e questionamos qual deles devemos utilizar.
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Lembramos aos educandos que as instru¢cbes do mapa mandaram girar a direita e
caminhar o mesmo nimero de passos). A Figura 18 ilustra a situacéo.

¥ mapa_do_tesouro.ggb

= e &=
Arquivo Editar Exibir Disposicdes Opcbes Ferramentas Janela Ajuda

\E“\Z/\;/ @@@ @\X/\E/\;/ \E/ Intersecdo de Dois Objetos &
Liicr M~ o~ v

Entrada:

Figura 18 — llustracéo do Passo 06

Passo 07 — Marcamos a localizacdo da primeira trave da goleira da esquerda
(ponto E). A Figura 19 ilustra a situacéo.

7 mapa_do_tesouro, ggb

[E=E ==
Arquivo Editar Exibir Disposicées Opcgbes Ferramentas Janela Ajuda

\Z/\Z/\;/ B@@‘@E\EE}‘@ Mover: Arraste ou selecione um ou mais objetos (Esc)

Fiic- M- -

Entrada:

Figura 19 — llustracdo do Passo 07

Passo 08 — Para tragarmos uma perpendicular, devemos tragar antes o segmento
AE. A Figura 20 ilustra a situacao.
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7 mapa_do_tesouro.ggh

[E=N =l =
Arquivo Editar Exibir Disposicdes Opcbes Ferramentas Janela Ajuda N
\&/ \-_",/\i”\i/\g/\g”\é/\l/\ﬁ/\:{/ \i/ Segmento definido por Dois Pontos: Selecione dois pontos o
Liic- W~ -
Entrada: o}

Figura 20 — llustracéo do Passo 08

Passo 09 — Tracamos, por E, uma perpendicular ao segmento AE. (Pois as
instrucdes do mapa mandam girar 90°. Lembremo-nos de que uma reta € um conjunto

infinito de pontos, por isso ela ndo tem comec¢o nem fim). A Figura 21 ilustra a situacao.

% mapa_do_tesouro.ggh =R =
Aﬂuiv_oEd_itar Exibl[ﬁ)ciigéi%éilﬂaﬁntas Janela Ajuda -
\M \i’\i/ M@@‘\QN\E}H \ﬂ Reta Perpendicular &
L Hc-H- s

Entrada:

Figura 21 — llustracdo do Passo 09

Passo 10 — Tracamos a circunferéncia com centro em E e raio AE. (Destacamos
novamente que a circunferéncia é o lugar geométrico dos pontos equidistantes a um

ponto dado. Utilizamos a circunferéncia porque devemos, segundo o mapa, fazer uma
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marca na perpendicular que tenha a mesma distancia de E que o A). A Figura 22 ilustra

a situacao.
%2 mapa_do_tesouro.ggh ==
Arquivo Editar Exibir Disposicbes Op¢des Ferramentas Janela Ajuda
‘ Circulo dados Centro e Um de seus Pontos &
L#Ee-O- °
Entrada: o
Figura 22 — llustracéo do Passo 10
Passo 11 — Marcamos 0s pontos de interseccdo da reta perpendicular com a
circunferéncia. (Questionamos qual dos dois pontos devemos utilizar. E preciso lembrar
que 0 mapa mandou girar a esquerda e caminhar o0 mesmo numero de passos). A Figura
23 ilustra a situacéo.
7 mapa_do_tesouro.ggh o= )
Arquivo Editar Exibir Disposi¢cbes Op¢des Ferramentas Janela Ajuda
Bl Intersegao de Dols Objetos e
LlEc- M- o~ -
F

Entrada: o]

Figura 23— llustracdo do Passo 11
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Passo 12 — O mapa trouxe a seguinte informacdo: “O tesouro esta enterrado

exatamente na reta que liga as duas marcas...” Vamos tragar a reta que liga os pontos C
e G. A Figura 24 ilustra a situagao.

77 mapa_do_tesouro.ggb

[E=8 = |
Arquivo Editar Exibir Disposicdes Opc¢bes Ferramentas Janela Ajuda

=4 = %15 c] [0 PN S 2

LiEc- -

Segmento definido por Dois Pontos: Selecione dois pontos &

Entrada:

Figura 24 — llustracdo do Passo 12

Passo 13 — Segundo a instru¢do do mapa que diz: “...e a mesma distancia das duas

marcas”, marcamos 0 ponto médio entre G e C, denotado por H. A Figura 25 ilustra a
situacéo.

7 mapa_do_tesourc. ggb

=S
Arquivo Editar Exibir Disposicdes Opcdes Ferramentas Janela Ajuda

| ‘ Ponto Médio ou Centro )

LEc M- »- -

1@

[ 1]

Entrada:

Figura 25 — llustracdo do Passo 13
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Passo 14 — Para facilitar a visualizagdo, podemos ocultar o tragado de apoio. A
Figura 26 ilustra a situacéo.

7 mapa_do_tesouro.ggh [oll& ==
Arquivo Editar Exibir Disposicdes Opc¢des Ferramentas Janela Ajuda -
L/\i/\,_»_/ &/\g\g‘\ﬂ\;}\ﬂ\:ﬂ/ \i/ Mover: Arraste ou selecione um ou mais objetos (Esc) %
L #Hecr

Entrada:

Figura 26 — llustracéo do Passo 14

3.4.2 Relato da Atividade 3.4

Quando a situagdo foi reproduzida no GeoGebra pelo professor, os estudantes
ficaram bastante curiosos. A discussdo foi ampla. Todos queriam saber o porqué de o
docente ter elegido aquela sequéncia de pontos para marcar. Voltou a pauta a
curiosidade com relacdo a qual ponto deve ser marcado primeiro. O interessante € que,
depois das discussoes, eles entenderam que a situacdo apresenta 3 pontos fixos (as duas
goleiras e o tesouro) e um ponto movel (o ponto inicial). Um dos momentos mais
interessantes foi quando os préprios estudantes concluiram que o sistema cartesiano era
“algo muito relativo”, pois poderiamos ter escolhido outros eixos de referéncia e outra
origem. Eles perceberam que podemos representar uma mesma situacao de inimeras

maneiras, dependendo da escolha de cada um.

Por ser 0 GeoGebra um software dinamico, o professor p6de movimentar o ponto
inicial (ponto A) sem que o tesouro mudasse de lugar. Essa manipulacdo, mudando o
ponto inicial de lugar, sem que o ponto final (ponto H) se alterasse, foi fundamental

para “convencer” os estudantes de que todos deveriam ter chegado ao mesmo local,
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independente de onde comecassem a busca ao tesouro. Esse foi, desde o inicio, o grande
objetivo do trabalho. Até entdo, os estudantes ja sabiam que o ponto de partida ndo

interferiria na chegada, mas ainda ndo haviam sido convencidos disso.

Depois da construcdo feita, comentamos que até agora nada havia sido provado.
Haviamos construido uma conjectura. Precisavamos, portanto, de um método
matematico rigoroso para que nossa conjectura fosse comprovada. Retomamos o
comentario feito por um estudante sobre o plano cartesiano ser “algo muito relativo”. A
partir dai, introduzimos a ideia da Geometria Analitica e aproveitamos para inserir a

solucgéo seguinte.
3.5.2 Resolvendo o problema utilizando Geometria Analitica

01 — Inicialmente, analisamos a Figura 27, uma foto aérea do local que retrata a

situacdo-problema.

Pt
-

Goleira 1

£ %

Fiura 27 Foto aérea do local (Foto: ogle)

02 — Trazendo presentes 0s conceitos de Geometria Analitica ja estudados, vamos
enquadrar a situagdo acima no sistema cartesiano. O professor deve promover a
discussdo de onde colocar os eixos para que a Geometria Analitica seja uma aliada na
resolucdo. Também é preciso construir com 0s estudantes a ideia de que a melhor
maneira é definirmos o eixo horizontal como sendo a reta que une as duas goleiras,

conforme a Figura 28, com a origem na Goleira 1.
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igura 28 — O eixo horizontal -

03 — Por definicdo, os eixos do sistema cartesiano s&o ortogonais. Assim,
podemos tracar o eixo vertical em O, conforme Figura 29.

Arvore

Figura29 — O eixo vertical

04 — Com isso, temos a seguinte situacao, retratada na Figura 30:
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Arvore

Goleira 2 a
X

o

*
," Tesouro
*

Figura 30 — A representacao no sistema cartesiano

05 — Vamos agora, conforme a Figura 31, determinar as coordenadas de cada um
dos pontos do esquema acima, relacionando os entes matematicos com 0s respectivos

pontos reais que representam:
Origem — Goleira 1
Ponto A — Goleira 2
Ponto B — Ponto de partida (arvore inicial)
Ponto C — Marca cuja distancia até A é igual a medida de AB

Ponto D — Marca cuja distancia até O € igual a medida de OB
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.
il

o

=,

e

.
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H

H

CLLLLLLEY) FETERYEYY (.-

i " C@-dec-a)
: % TESOURO
D (d, -¢c)

Figura 31 — As coordenadas dos pontos

06 — Usando a definicdo de ponto médio, vamos calcular as coordenadas do ponto

T_((a—d+d) (c—a—c)]_(g —_aj
- 2 2 272

O tesouro estd enterrado em um ponto cujas coordenadas dependem

que representa o Tesouro:

exclusivamente de a, que é a distancia entre as goleiras. Assim, quaisquer que sejam as

coordenadas (c, d) do ponto B, o ponto T ndo mudara de lugar.
3.5.3 Relato da Atividade

Quando apresentamos a primeira imagem da situacdo (Figura 27 — a foto aérea do
local com a representacdo da situacdo), questionamos onde seria 0 melhor ponto para
escolhermos como referéncia, como origem. Alguns disseram que deveria ser escolhida
a palmeira, mas logo a prépria turma percebeu que ndo seria uma boa escolha, pois cada
trio havia escolhido um local diferente como inicio. Além disso, nossa ideia era mostrar
que o local de indicacdo da palmeira era indiferente. Logo, seria invidvel usarmos um
ponto que € indiferente como sendo nossa referéncia, pois era um ponto que mudava de
grupo para grupo. Para ser nossa referéncia, segundo conclusdo do grupo, deveriamos

escolher um ponto fixo.
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Como a turma era composta por estudantes das trés séries do Ensino Médio, a
discusséo foi muito rica, pois quem estava no 3° ano conseguiu contribuir um pouco
mais. A0 mesmo tempo, 0s estudantes do primeiro ano e do segundo ano tiveram um
primeiro contato, bastante intuitivo, com a Geometria Analitica. A parte mais delicada
dessa explicacdo foi chegar as coordenadas dos pontos C e D. Foi um dos momentos em
que os estudantes tiveram bastante dificuldade. Depois de muita discusséo,
conseguimos chegar as coordenadas procuradas. Calcular o ponto médio foi simples.

3.5.4 Utilizando Numeros Complexos

O professor deve associar 0os pontos da situacdo real com Numeros Complexos
representados no plano de “Argand-Gauss” (ver Figura 32) e a trajetoria percorrida
pelos estudantes a vetores, uma boa oportunidade para retomar soma e subtracdo de

vetores e ainda associa-las a uma interpretacdo geomeétrica.

ot C
«* TESOURO

D

Figura 32 — Situacdo ilustrada em um plano de Argand-Gauss
Pretendemos determinar o nimero complexo associado ao ponto onde estd o

tesouro. Como ja sabemos que ele é o ponto médio entre C e D, temos a necessidade de
determinarmos os Numeros Complexos associados aos pontos C e D. Aqui aparece uma
situacdo concreta na qual se faz necessaria a multiplicacdo de Numeros Complexos.
Retomando a ideia de rotacdo, cuja multiplicacdo de um vetor pela unidade imaginaria i

faz com que ele sofra uma rotacdo de 90° (ou de —90° caso seja multiplicado por —i),
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podemos relacionar as coordenadas dos pontos B e D e dos pontos B e C. Vamos
generalizar o ponto B(a, b) e o ponto A (c, 0), de acordo com a Figura 33.

ot C
y" TESOURO
D

Figura 33 — As coordenadas

A partir de B, temos z = a + bi

O vetor w é obtido rotacionando o vetor z em — 90°, ou seja, multiplicando o vetor

Z por —i.
W = 7.(-i)
w = (a + bi).( i)
w=b - ai

Logo, o ponto D esta associado ao complexo w = b — ai e, consequentemente, ao

ponto (b, —a), conforme a Figura 34.
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A (¢, 0)

e VW

o C
‘, |
++*" TESOURO
D(b, -a)

Figura 34 — As coordenadas do ponto D

Agora, vamos determinar o complexo C, representado pelo vetor u. Para isso,

precisamos primeiro determinar o vetor v =B — A e, em seguida, multiplica-lo por i.
Determinando o vetorv=B —A
v = (a + bi) — (c + 0i)
v=(a—c)+hi

Conhecendo o vetor v, basta rotaciona-lo 90° (multiplica-lo por i) e obteremos o

vetor u.
u=v.i
u={[(a-c)+hbil.i

u=-b+ (a-ci

Como o vetor u = C — A, temos:
b+ (@-c)i=C-(c+0i)
C=(c-b)+(@a-co)i

Com isso, obtemos as coordenadas de C e D, conforme a Figura 35.
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A (c, 0)

= 4

«* C(c-b, a+c)
‘¢’ FTESOURO
D(b, -a)

Figura 35 — As coordenadas do ponto C

A partir das coordenadas de C = (c —b, a —¢) e de D = (b, —a), podemos calcular
as coordenadas do ponto onde esta enterrado o tesouro através do ponto médio entre C e
D.

c-b+b a-c-a cC —-C
Tesouro = , = -, —
2 2 2 2

3.5.5 Relato da Atividade 3.5.4

Essa parte da atividade, relacionada a aplicacdo dos Numeros Complexos, foi a
mais complicada. Apenas o0s estudantes do 3° ano do Ensino Médio conheciam o
assunto. Mesmo assim, havia pouco conhecimento sobre vetores e operagfes com
vetores. Decidimos dar um embasamento para 0 grupo antes de partir para a solugédo
propriamente dita (conforme ANEXO A). Foi dificil justificar aos estudantes a ligacao
entre o plano cartesiano e o plano de Argand-Gauss; como eles pouco sabiam sobre

vetores, rotacionar um vetor também foi trabalhoso.

Numa préxima aplicacdo, seria necessario trabalhar mais profundamente os
conceitos exigidos para compreensdo dessa atividade. Além disso, possivelmente nédo

apresentariamos esse desafio aos estudantes do 1° ano e do 2° ano do Ensino Médio. Foi
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0 Unico momento, em todo o trabalho, que ndo houve uma discussao entre estudantes e
professor. Os estudantes tiveram muitas ddvidas e pouco acrescentaram. Talvez pelo
fato de que essa aplicacdo (rotacdo) ndo seja um assunto abordado em sala de aula. A
Unica vantagem vista pelos estudantes foi visualizar as coordenadas do ponto D (em
relagdo ao ponto B). Realmente, essa solucédo ficou longe da compreensao da turma.

3.5.6 Atividade 5 — Encerramento

Essa atividade foi planejada com o objetivo de entregar aos estudantes, de maneira
simbdlica, o tesouro que os irmdos maristas enterraram no campo de futebol do Parque
Marista Sdo Luis. Essa atividade serd aplicada apenas futuramente, quando o trabalho
for realizado nas turmas regulares. Quando a atividade for aplicada, a intencdo € de
retornar ao campo e, ai sim, ser descoberto o tesouro. llustrado por um habito, igual aos
que eram usados pelos irmaos maristas ha 110 anos.O tesouro representa a simplicidade

dos cristdos e a disposi¢ao de sempre servir ao proximo (ver Figura 36).

Figura 36 — O habito usado vpe-'li'(')‘s. irmaos marisfé% ha 110 anos

Sob responsabilidade do setor de Pastoral do Colégio Marista Sdo Luis, 0s
estudantes participaram de um momento de formacdo espiritual onde conheceram um

pouco da mistica do habito marista. O encontro durou cerca de 50 minutos e, a partir da
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leitura de um trecho do livro “Vida de José Bento Marcelino Champagnat”, os
estudantes conheceram o sentido do uso do habito pelos antigos irmaos maristas. Esse
momento justificou-se, especialmente, pelo seu papel no que diz respeito a
contextualizacdo do presente trabalho. Essa preocupacdo, de tentar reunir em uma
mesma pratica pedagdgica muitos elementos que estdo presentes no cotidiano dos
estudantes e do local onde a proposta seré aplicada, garante uma contextualizagdo mais

eficaz.



CONCLUSAO

Essa dissertacdo, ao ser proposta, tinha como principal objetivo apresentar uma
atividade que auxiliasse o professor para diminuir a distancia entre os conceitos tedricos
trabalhados em sala de aula e a pratica. A escolha da Geometria deu-se pela nossa
preocupacgdo com a maneira como, de um modo geral, ela costuma ser trabalhada. Ao
adaptar a realidade dos estudantes um problema ja conhecido no meio académico (o
problema do Mapa do Tesouro), o desafio foi dar significado aos conhecimentos
adquiridos ao longo da histéria escolar de cada um. Com isso, o trabalho se tornaria

algo significativo para os jovens.

Depois da motivacdo inicial, na qual apresentamos a proposta e o0 cronograma,
partimos para a realizacdo do trabalho. A saida do colégio, as aulas em diferentes
ambientes, 0 uso do computador como instrumento pedagdgico, a interagdo entre
estudantes de varias séries e as constantes discussfes em torno das atividades criaram
um envolvimento muito grande dos estudantes com a atividade. Ficou claro que se
fazem necessarias praticas inovadoras no ensino da Geometria, uma vez que simples
conceituacOes, muitas vezes desconexas e sem sentido util para o estudante, atrapalham
0 seu amadurecimento. O desafio faz com que o jovem desenvolva o principal

ingrediente do raciocinio logico: a ideia.

Na atividade, percebemos que os estudantes sentiram-se desafiados. A vontade de
descobrir o local exato do tesouro fez com que os conhecimentos matematicos fossem
importantes para eles naquele momento. Sendo assim, passou a fazer sentido ter ciéncia
de conceitos outrora puramente abstratos como, por exemplo, perpendicularidade e
ponto médio. Experimentar os conceitos e, de certa forma, vivencia-los, tornou o
conhecimento significativo, como percebemos nesse momento do trabalho. A
motivacdo (a localizacdo do tesouro) gerou no estudante o principal elemento para o

aprendizado: a vontade de aprender.

Por se tratar de uma geracdo acostumada com o manuseio de novas tecnologias,
retratar a situacdo real em um ambiente virtual foi uma préatica que se mostrou bastante

atil. Diversas foram as contribui¢des dos estudantes, como percebemos no relato da
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atividade. Para a maioria deles, este foi o primeiro contato com o GeoGebra e 0
aplicativo foi bastante explorado. Porém, percebemos a necessidade de trabalhar de
mais aprofundada alguns conceitos geométricos, especialmente quando se trata dos
Lugares Geométricos relacionados a parte dindmica do programa. Sem conhecer, por
exemplo, a definicdo formal de circunferéncia, poucos estudantes pensaram nessa saida
para representar no GeoGebra dois pontos que estavam a mesma distancia de um ponto
dado (o ponto inicial e 0 ponto marcado ap6s caminharem 0 mesmo ndmero de passos

em relacdo a trave).

Quando a atividade foi para a sala de aula e o professor passou a ser o centro do
conhecimento, numa dindmica muito semelhante a encontrada na grande maioria das
salas de aula da educacdo basica no Brasil, foi necessaria uma atencdo especial para ndo
desmotivar os estudantes. A estratégia escolhida foi promover discussdes para utilizar
as ideias dos estudantes. Mais uma vez, a necessidade do embasamento teorico ficou
evidente, uma vez que 0s estudantes com menos bagagem matematica participaram

menos das discussoes.

Concebido como uma sugestdo de proposta pedagogica pratica para professores
de Matematica do Ensino Médio, o presente trabalho passa a fazer sentido no instante
em que um colega professor utiliza as ideias aqui sugeridas fazendo adaptacfes a
realidade do local onde o trabalho sera aplicado. O educador que fizer uso desta
proposta deve ser capaz de relacionar a pratica com a teoria, sempre partindo das
observacOes e apontamentos feitos pelos educandos. O professor € o responsavel por
analisar os resultados obtidos e, a partir deles, conduzir a atividade. Nesse sentido, é
fundamental que o educador tenha dominio total dos conteldos com 0s quais esta

trabalhando.

Uma formacdo coesa é preponderante se quisermos pensar em uma educacao
béasica de qualidade. S6 assim, com muita bagagem matematica, o professor conseguira
propor situactes desafiadoras que propiciem ao estudante generalizar, abstrair, analisar

e interpretar, ou seja, aprender Matematica.
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Anexo A — Numeros Complexos

Forma algebrica dos NUmeros Complexos
z=a+bi,onde a,beR;e i=+-1 é denominada unidade imaginaria.

Na expressdo acima, “a” € chamado de parte real e “b” é denominado parte

imaginaria do nimero complexo z.
Exemplos:
1) 3+ 2i
2) 7 —6i

3) 2i (como a parte real é igual a zero (0 + 2i) , chamamos este de nUmero

imaginario puro)

4) 8 (como a parte imaginaria € igual a zero (8 + 0i), chamamos este de nimero

real)

Outra maneira de representar um nimero complexo

Além da forma algébrica, um nimero complexo z = a + bi pode ser representado
através de um par ordenado (a, b), onde a 12 coordenada representa a parte real e a 22

representa a parte imaginaria.
1)3+2i=(3,2)
2) 7 -6i=(7, - 6)
3)2i=(0, 2)

4) 8= (8, 0)
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Associando um namero complexo a um ponto do plano

Quando tratamos de Geometria Analitica, ja estamos acostumados a fixar um
sistema de coordenadas e a associar um determinado par ordenado (a, b) a um ponto P
do plano, conforme a Figura 37.

A

b e P=(a, b)

>

0 a
Figura 37 — Um ponto no plano

Analogamente, também podemos associar cada ndmero complexo a um

determinado ponto do plano, tal como esté representado na Figura 38.

b ez=a+ bi=(a b=P

| -
Ll

o a
Figura 38 — NUmero complexo associado a um ponto do plano

Na Figura 38, o plano é denominado “plano complexo” ou “plano de Argand-
Gauss”. Comparado ao sistema cartesiano, o eixo x ¢ chamado de “eixo real” e y € 0
“eixo imaginario”. O ponto P é chamado de imagem do nimero complexo z € 0 niUmero

z é denominado afixo do ponto P.
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1.3.5 Associando um nimero complexo a um vetor

Podemos associar um ponto P a um vetor que vai da origem ao ponto P, conforme

ilustra a Figura 39.

>

0 a
Figura 39 — Vetor oP

Portanto, também podemos associar um niimero complexo z = a + bi a um vetor

que sai da origem e vai até o ponto P = (a, b), de acordo com a Figura 40.

.
>

0] a

Figura 40 — Numero complexo associado ao vetor oP

O mais importante, para nosso trabalho, é que consigamos olhar para um nimero
complexo e associa-lo a um par ordenado ou a um ponto do plano complexo ou ainda a
um vetor. Com isso, as operacbes de adicdo e subtracdo entre NUmeros Complexos

podem ser vistas como operagdes entre vetores.
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Interpretacdo geométrica da multiplicacdo pela unidade imaginaria i

Na interpretacdo geométrica, a unidade imaginaria i pode ser vista como o ponto
do plano P = (0, 1); o numero i2 passa a ser percebido como Q = (-1, 0); o nimero
i3passa a ser visto como R = (0, —1); e 0 nimero i* é associado ao ponto S = (1, 0). A

Figura 41 ilustra os pontos P, Q, Re S.

111) i,
Q
> > >
~1 0 1 -1 0 1
1 —1
i=0+Li=(01)=P (P =P =({CTf =~I=—i402=(-10)=0
14
14
>
=] 0 1
S
'R e
-1 —1 0 1
iQ=1 =ii=(-1)i=0-Li=(0-1)=R
== ||

iR=i"=i"i =(-1).(-1)=1=1+0i=(10)=S

Figura 41 — llustracdo da multiplicacdo pela unidade imaginaria i

E importante perceber que cada vez que multiplicamos um dos pontos pela
unidade imaginaria i, ele acaba sofrendo uma rotacdo de 90° em torno da origem do
plano. E este fato é verdadeiro para qualquer nimero complexo. Para ajudar na

compreensdo, observe a Figura 42.
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-b o a

z=a+bi=(a b)
i.z=1i(a+bi)=ai+b.i’
=ai+tb(-1)=ai—-b
=—b+tai=(-b a)=w

Figura 42 — Rotagéo de 90° do nUmero complexo z

Constata-se que, ao multiplicar um namero complexo qualquer z = a + bi por i, ele

sofre uma rotacédo de exatamente 90° em torno da origem.



