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Resumo

Neste trabalho sao apresentadas algumas Desigualdades Aritméticas e Geométricas
que podem ser utilizadas no ensino médio ou ensino universitario. O presente trabalho
visa contribuir com uma pequena parcela das Desigualdades Matemaéticas, contem-
plando a importancia deste tema na resolucao de um grande nimero de problemas.
Entendemos que as Desigualdade Aritméticas e Geométricas sao temas de grande
relevancia e importancia dentro do ensino de matematica. A melhor maneira de
aprender sobre matematica é fazer matematica, entao a melhor maneira de aprender
sobre as desigualdades matemaéticas é faze-las. Neste trabalho apresentamos algumas
desigualdades, que entendemos serem fundamentais para o estudo do tema, e as uti-
lizamos na resolugao diversos problemas.

Palavras-chaves: Desigualdades Aritméticas, Desigualdades Geométricas , En-
sino de Matemaética e Problemas.



Abstract

This work presents some Arithmetic and Geometric Inequalities which can be
used in high school and college education. The present work aims to help with a
small part of the Mathematical Inequalities, contemplating the importance of this
topic to solve a large number of problems. We understand that the Arithmetic and
Geometric Inequalities are topics of great relevance and importance in the teaching
of mathematics. The best way to learn about mathematics is to do mathematics, so
the best way to learn about the mathematical inequalities is to do them. We present
some inequalities in this work that we understand to be fundamental to the studies
of this topic and we have used them to solve a large number of problems.

Keywords: Arithmetical Inequalities, Geometrical Inequalities, Mathematics Te-
aching and Problems.
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Introducao

A matematica sempre esteve presente no dia a dia do homem, desde os tempos
mais remotos, quando vivia como nomades, vivendo apenas da caga e da pesca ja
utilizava a Matematica. Os conhecimentos matematicos estao em constante cresci-
mento, uma vez que a Matematica vem sendo desenvolvida pelo homem em funcao
das suas necessidades.

H&a muitos séculos um dos problemas mais desafiadores de toda a matematica foi
obter os valores minimos e maximos para areas (de regides planas) e volumes (de
sélidos). Alguns problemas simples, como por exemplo, encontrar o retangulo de
perimetro constante que limita a maior area, podem ser resolvidos com matematica
elementar. Esse tipo de problema nos leva a véarios outros problemas cujas solugoes
baseiam-se no estudo de desigualdades algébricas e geométricas, como por exemplo,
a desigualdade entre as médias aritmética e geométrica.

Durante o ensino regular, certamente o aluno tera poucas oportunidades de ter
contato com problemas envolvendo desigualdades e otimizacao. Se pensamos em de-
sigualdades no ensino regular, podemos incluir desigualdades algébricas elementares,
que ajudam na resolucao de diversos problemas, como por exemplo as desigualdades
das médias. Ja as desigualdades geométricas, além da desigualdade triangular que ¢é
de fundamental importancia quando se fala de triangulos, podemos citar também a
desigualdade de Erdos-Mordell, que podem ser facilmente compreendidas e ajudam
no pensar matemaético.

As Olimpiadas de Matematica tém como objetivo principal a busca por novos
talentos e é uma competicao intelectual, utilizando para isto problemas desafiadores
que exigem do aluno a sua capacidade criativa na resolu¢ao dos mesmos. Para que os
alunos consigam resolver boa parte das questoes propostas nas olimpiadas é de suma
importancia o conhecimento de algumas desigualdades algébricas e geométricas. Em
geral, se nao houver uma preparacao especifica, uma boa parte do alunado nao se
sente atraido em participar desse tipo de competicao.

O ponto principal do trabalho é apresentar ao leitor algumas desigualdades algébricas
e geométricas, umas mais conhecidas do que outras, a fim de que sirva como ponto de
partida ao estudo do tema. O trabalho foi organizado em trés capitulos. O primeiro
capitulo é dedicado a apresentar definigoes basicas e as desigualdades algébricas. Para
algumas dessas desigualdades, além da prova, apresentamos alguns exemplos simples
que podem ser facilmente entendidos por alunos do ensino basico. No segundo capitulo
destacamos as desigualdades geométricas. E no terceiro capitulo abordaremos a De-
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sigualdade Isoperimétrica, a qual afirma que o circulo é a curva plana que limita a
maior area entre todas as curvas de mesmo perimetro. Inicialmente abordaremos os
aspectos historicos com a Lenda de Dido, para entao demonstra-la no caso em que
a curva é diferencidavel. A escolha de tal demonstragao deve-se ao fato de ja existir
um Trabalho de Conclusao de Curso do PROFMAT que trata da demonstracao da
Desigualdade Isoperimétrica no caso geral, ver [23].
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Capitulo 1

Desigualdades Aritméticas

Para iniciarmos o trabalho abordaremos algumas desigualdades matematicas en-
volvendo niimeros reais. No conjunto dos niimeros reais as desigualdades estabelecem
uma relacao de ordem entre dois ou mais elementos. Esta relacao é representada pelos
simbolos <, >, <, >, cada um dos quais possui o seu significado. De maneira geral
pode-se utilizar o simbolo #, que representa a diferenca, sem a importancia com a
ordem.

1.1 Definicoes e Propriedades Basicas

Vamos comecar com uma propriedade basica dos niimeros reais. Por serem afirmacoes
bem conhecidas iremos utilizé-la ao longo do texto sem comentarios.

Propriedade 1.1.1. Dados os niumeros reais a e b, valem as sequintes propriedades:

1. Ezatamente uma das afirmacoes € verdadeira:
a) a é positivo;
b) a € negativo;

c) a € zero.
2. Se a e b sdo positivos, entdo a+b e a-b sao positivos.

Defini¢ao 1.1.1. Dados dois nimeros reais a e b, dizemos que, a > b (ou de forma
equivalente b < a) se, e somente se eziste um nimero real positivo h tal que a = b+ h.
Dizemos que a = b (ou de forma equivalente b < a) se, e somente se, existe um
numero real nao negativo h tal que a = b+ h.

1. a > b, lé-se: a é maior do que b;
2. a < b, lé-se: a é menor do que b;

3. a > b, lé-se: a é maior do que ou igual a b;

13



4. a < b, le-se: a é menor do que ou igual a b.

As quatro declaragoes simbdlicas acima sao chamadas de desigualdade. Geome-
tricamente vemos que a > b significa que a esta a direita de b na reta real.

[ Ron
*Q

Figura 1.1: Reta Numérica

Resulta da Propriedade 1.1.1 e da Definicao 1.1.1 que dado qualquer par de
numeros reais a e b, exatamente uma das seguintes declaracoes é verdadeira: a > b,
a=boua<hb.

A seguir iremos apresentar algumas propriedades basicas, porém importantes, que
sao a base para provar varias desigualdades.

Propriedade 1.1.2. Sejam x,y,z € R. Sex >y ey > 2z entao x > z.

Demonstracao. Se x > y e y > z, entao existem numeros reais nao negativos hy e ho
tais que
r=y+h (1.1)

Yy =2+ ho. (1.2)
Adicionando as igualdades (1.1) e (1.2), obtemos
r+y=(y+h)+(2+ ha),
isto é x = z + (hy + ho). Dai, obtemos que

T =z

Propriedade 1.1.3. Sejam z,y,a,b € R. Sex >y ea > b entao x +a > y + b.
Propriedade 1.1.4. Sejam x,y,z € R. Sex >y entaox+ 2 > y + z.

Propriedade 1.1.5. Se x > y e a > b entdo xa > yb, para quaisquer r,y € R, e a,b €
R,.

Propriedade 1.1.6. Se x € R entdo 2> > 0. Vale a iqualdade se, e somente se x =
0.

Propriedade 1.1.7. De modo geral, para A; € Ry e x; € R,i=1,2,...,n tem-se Ayz?+
Ao + ... + A,z > 0 com igualdade se e somente se ¥y = 19 = ... = x,, = 0.

14



Dentre as propriedades acima demonstramos apenas uma e as demais demons-
tragoes sao deixadas para o leitor por serem simples consequéncias da definicao. As
propriedades acima sao uma excelente ferramenta para provar desigualdades, pode-se,
particularmente falar da importancia da Propriedade 1.1.6, que pode ser utilizada em
muitos casos. Vamos ilustrar este fato apresentando alguns exemplos.

Exemplo 1.1.2. Prove que, dados nimeros reais positivos a e b, entao a desiqualdade
7+ g > 2 ¢ vdlida. Além disso, vale a igualdade se e somente se a = b.

Solucao:
Como (a — b)* > 0, temos que

a?—2-a-b+0*>20a*+0>>2a-b,

e como ab > 0, se dividirmos por a-b, obtemos a desigualdade desejada. E a igualdade
ocorre se e somente se a — b =0, i.e. a =0b.

Exemplo 1.1.3. (Desigualdade de Nesbitt) Sejam a, b, ¢ nimeros reais positi-
vos. Prove a desigualdade
a n b n c_ < 3
b+c a+c a+b” 2

Além disso, vale a igualdade se e somente se a = b = c.
Solugao: De acordo com o Exemplo 1.1.2, temos que

at+b b+ec a+c c+b bt+a a-tc
b+c a+b c+b a+c a+c b4+a

Vamos reescrever a desigualdade (1.3) da seguinte forma
a+b+a+c n b+c+a+c n c+b+b+a > 6 (1.4)
b+c c+b a+b b+a a+c a+c
2 2 2b
o)+ (1) + +1)>6. (1.5)
b+c a+b a+c
“ N, c . b < 3
b+c a+b at+c)” 2
que ¢é a desigualdade desejada.

Se esta ultima desigualdade é igualdade, entao (1.3) é igualdade, o que implica do
Exemplo 1.1.2 que a+b=b+c=a+ ¢, ou seja, a =b = c.

>2+4242=6. (1.3)

1.e.

Entao temos

Daremos outra prova desta desigualdade no Exemplo 1.5.4.

15



1.2 Desigualdade Triangular para Numeros Reais

A desigualdade triangular, que é talvez uma das mais importantes desigualdades
da matematica, tem origem na geometria euclidiana e refere-se ao resultado que afirma
que, num triangulo, o comprimento de um dos lados é sempre inferior a soma dos
comprimentos dos outros dois lados. No texto classico Os Elementos, de Euclides,
este resultado é a Proposicao 20 do Livro I.

No conjunto dos ntimeros reais, chamamos de desigualdade triangular, em analogia
ao caso da geometria plana, a seguinte propriedade para nimeros reais.

Proposicao 1.2.1. Sejam a e b dois numeros reais quaisquer, entao

|+ 0] < fa] +b].
Demonstragao. Se a+b > 0, entdo |a+b] = a+ b < |a| + |b]. Caso contrario, se
a+b<0,entdo |a+b =—a—>b< |al + |b]. O

Corolario 1.2.2. As sequintes desigualdades valem para quaisquer niumeros Teais a
eb
la —b] < af + [b] (1.6)

o — 0 = |la] — [b]]. (1.7)
Demonstracao. Note que
la = b| = |a+ (=b)| < |a| + |=b] = [a] + [b]

o que implica a desigualdade (1.6).
Para (1.7), temos
la| = [b+ (a = b)] < [b] + |a — 0]

o que implica que
ja| = [b] < a —b].

Trocando a por b na tltima desigualdade obtemos
[b] = fal < la —b].

Dai, obtemos (1.7). O

1.3 Desigualdade das Médias

Primeiramente vamos definir cada uma das médias. Sejam aq, ao, ..., a,, nimeros
reais positivos. Definimos as médias aritmética, geométrica, harmonica e quadratica

como
a;+as + ... + ay,

n

M, =

16



Mg = \/Qa10G2...0y

n
My = 1y 1
o o Tt

2 2 2
ai +a; + ... +ay
=

respectivamente.

A desigualdade das médias podem ser encontradas em véarios livros textos, como
por exemplo em [19]. Aqui vamos dar uma outra demonstragdo que pode ser encon-
trada em [22]. Inicialmente iremos demonstrar a desigualdade para apenas dois e trés
numeros reais e na Se¢ao 1.7 demonstraremos para o caso geral.

1.3.1 Desigualdade das Médias para dois niimeros reais

Teorema 1.3.1. Sejam a e b € R,. Entao

M, > M, > M, > M,.

q

As igualdades ocorrem se e somente se a = b

Demonstragcao. Provaremos primeiro que M, > M,. Para a e b € R} temos que
(a—b)>>0d+02>2-a-b

S20@+b)=2d®+0*+2-a-b
@2(a2+b2) >(a+b)2

a? + b2 a+b\?
& >
2 ()

- a2+b2>a—|—b
V2 = 9o

Assim M, > M,, com a igualdade se, e somente se,a —b =0, i.e. a = 0.
Além disso, para a e b € Ry, temos

(Vo) 50

Sa+b—2Va-b>0

b
<:>a—2|— >Va-b.

Assim M, > M,, com a igualdade se, e somente se, \/a — Vb=0,ie. a=0b.
E para finalizar vamos mostrar que M, > Mj,.

17



Temos

Sa+b>=2vVa-b
2vVa - b
s 1>
a+b
N 2ab
a+b
2
e Vab >
ath

Assim M, > M,, com a igualdade se, e somente se, \/a — Vb =0,1ie a=bh.
Com isso estd provado que

M, > M, > M, > M,
(|
Exemplo 1.3.2. Se a, b e ¢ sao os lados de um triangulo prove que:
a?(b+c—a)+b(cta—b)+cF(a+b—c)<3-a-b-c (1.8)

Solugao
Sejaxr =b+c—a,y=c+a—bez=a+b—c. Como sao lados de um triangulo,

entao r, y e z sao numeros positivos pela desigualdade triangular para triangulos.
Pela desigualdade das médias aritmética e geométrica temos

x;—y>\/x'ya (19)
x;Z>NM~@ (1.10)
y;Lz >y z. (1.11)

Multiplicando as trés desigualdades (1.9), (1.10) e (1.11) obtemos

x—iry‘y—l—z.a:%—z
2 2 2
Substituindo por x =b+c—a,y=c+a—be z=a-+b— c, obtemos que

=Ty Z.

a-bczb+c—a) - (c+a—0b)-(a+b—c).
Desenvolvendo o segundo membro da desigualdade obtemos
a-b-c>—a®—a*h+ a’c — ab® — b + b2+ ac® + bt — 3 + 2a®b + 2ab® — 2abe,
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simplificando obtemos
a-b-c>—a®+a%+ a’c+ ab® — b + bPc + ac® + b® — & — 2abe,
donde fatorando obtemos
a-b-cza*b+c—a)+b*(cta—b+c*la+b—c)—2-a-b-c
E esta provado que
3-a-b-czad’(b+c—a)+b(c+a—b)+c(a+b—c).

Como a igualdade é valida em (1.9), (1.10) e (1.11) quando x =y, z = z e y = z,
entao temos que a igualdade ¢é valida apenas se a = b = c.

1.3.2 Desigualdade das Médias para trés niimeros reais

Antes de demonstramos a desigualdade das médias para trés nimeros positivos,
iremos demonstrar um teorema auxiliar.

Teorema 1.3.3. Sejam x1, ..., x, numeros positivos. Se xi....x,, = 1, entdo
1+ ...+ 1, =N
Além disso, vale a igualdade se, e somente se, todos os niumeros sao iguais a 1.

Demonstra¢ao. Demonstraremos utilizando o método de indu¢ao matematica.

Primeiramente vamos mostrar que ¢ valido para n = 2, ou seja, demonstraremos
que se
T+ Ty = 1

entao
Ty + X9 2 2.

Para isso vamos analisar dois casos em separado.

1. Se 1 = x5 = 1 entao nao temos nada a demonstrar, visto que x1 + x5 = 2.

2. Se nenhum dos nimeros ¢ igual a 1, entao podemos supor que x; < 1 e x5 > 1,
visto que o produto é igual a 1. Da igualdade

(1—z)(xe—1)=a1+ 29 — 27 - 29 — 1
deduzimos que
i+ wo=x1 20+ 14+ (1 —x1) (22— 1). (1.12)
E tendo em conta que x1 - z9 = 1, obtemos
1+ x2=2+(1—21) (22 — 1).
E finalmente como z; < 1 < 9, entdo (1 —x1)(ze — 1) > 0, o que implica que

T+ 1o > 2.
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Supomos agora que o teorema é valido para para qualquer conjunto de £ nimeros
positivos, isto é, suponhamos que

T1+Tot+x3+ ... +x =k

¢é verdade sempre que
l'l'l'g'xg'...'l'k:l.

Vamos mostrar que a desigualdade serd valida para k 4 1 ntimeros positivos, ou seja,
demonstraremos que a desigualdade

T1+To+x3+ ... +ap+ T = k+1

¢ valida sempre que x1 - To - 3 ... T - Txr1 = 1, onde x; € R,. Note que do fato que
o produto é igual a 1 temos que analisar dois casos:

1. Quando todos os fatores sao iguais a 1. Dai, a soma dos mesmo ¢ igual a k£ + 1,
e nao temos nada a demonstrar.

2. Quando existe pelo menos um fator diferente de 1. Neste caso, entre os fatores
do produto xy - x93+ ...  T) - Tpi1, temMos nimeros maiores € NUMeEros mMenores
que um, visto que se todos os fatores fossem menores ou maiores que um, entao
o produto também seria menor que um ou maior que um, respectivamente.
Podemos supor, por exemplo, 1 < 1 e xx1; > 1. Temos

(X1 Tpy1) XT3+ - =1
e fazendo y; = x1 - £, 1 obtemos
Y1 To T3 T = L. (1.13)

Visto que (1.13) é o produto de k numeros positivos, resulta da hipdtese de
inducao que a soma dos mesmos nao ¢ menor que k, ou seja,

y1+$2+$3++$k21€
Dai,
T+ 2o+ 23+ . T+ Ty = (Y1 F 2+ 23+ o 2p) F T — Y1+ 20,

(y1+x2+x3+...+xk)+xk+1—y1+x1 > k4 xr1 —y1 + 1.
Note que

k+$k+1—y1+$1 = (k‘ -+ 1)—|—xk+1—w1.xk+1—|—m1—1 = (k+1)+($k+1—1)(1—$1)

E visto que 1 < 1 e zx41 > 1, temos (x4 — 1) (1 — 1) > 0 e por consequéncia

rit+xet s+ trptagn = k+1D)+ (21— 1) (1 —2) >k + 1.
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Note que se algum dos nimeros é diferente de 1, entao a desigualdade serd estrita.
Logo, a desigualdade s6 pode ser igualdade se e somente se todos os nimeros sao
iguais a 1.

(|

Visto que ja foi demonstrado um teorema auxiliar, iremos demonstrar agora a
desigualdade das médias para trés ntimeros positivos.

Teorema 1.3.4. Sejam a, b e c € R,. Entao

M, > M, > M

p g = M.
As igualdades ocorrem se e somente se a = b = c.

Demonstrag¢ao. Provaremos primeiro que M, > M,. Para a, b e ¢ € R, temos que

(a—b)* > 04 a®+ b* > 2ab, (1.14)
(a—c)>0ed®+ > 2ac (1.15)
(b—c)> >0 b+ > 2be. (1.16)

Adicionando as desigualdades (1.14), (1.15) e (1.16) obtemos
2 (a® +b° + ) = 2ab + 2ac + 2bc, (1.17)
e adicionando aos dois membros (a® + b + ¢?), temos
3(a?+0*+¢%) = (a+b+c).

Dividindo ambos os membros por 9 e extraindo a raiz quadrada em ambos os mem-

bros, obtém-se
[a% 4+ b? + c2 - a+b+c
3 -3

Segue de (1.14), (1.15) e (1.16) que igualdade ocorre se, e somente se, a = b = c.

Provaremos agora que M, > M,.

Seja M} = a - b - ¢, dividindo por M} obtém-se

a b c ]
My, M, M, o
Pelo Teorema 1.3.3 temos que
a b c
—+t—+—2=3
g g g



Dai

%W > M, = Vabe.

Segue do Teorema 1.3.3 que a igualdade ocorre se e somente se a = b = c.

Provaremos agora que My > My,

Para isso basta fazermos em % > Varbiey, ap = by =
obtemos

e ¢y = ; assim

S

donde

0 que é equivalente a

a

Daremos agora dois exemplos de como utilizar as desigualdades entre as médias
para provar outras desigualdades.

Exemplo 1.3.5. Sejam x, y e z € R, tais que v +y + z = 1. Prove que

2 2 2 2 2 2
x° + +z 2“+x
y+y +
Z T Y

> 2.

Solugao Temos pela desigualdade das médias que

z x Y z x Y z x Y

1 /x z 1 (fyz  zx 1 [z zx
=92 _<_y_|_y_>_|__ y__|__ + — _y_|__
2\ z T 2\ Y 2\ z Y
>2<\/y2—|—\/9€2—|—\/22>:2(:c+y+z):2.

A igualdade ocorre se, e somente se t =y = z = %

x2—|—2 24 22 z2—|—a:2 X A Tz x A Tz
SHNT S >2—y+2y—+2—:2(—y+y—+—)

Exemplo 1.3.6. Dados a, b e ¢ niimeros reais positivos, e sabendo que a?>+b*+c? = 3.

Prove que
1 1 1

> —.
1+ab+1+ac+1+bc/2

w
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Solugao Utilizando a desigualdade das médias aritmética e harmonica, para z; =
1+ab, o =1+ bce x3 =1+ ac, tem-se que

1+ X2+ T3 3
3 > 1411
T xo xs3
o que implica que
1 1 1 9
>

l—i-ab+ 1—|—bc+ 14+ac” 3+ab+bc+ac
E por (1.17) obtemos

9 9
> .
34+ab+bc+ac” 3+a%+ b2+ 2

Dai
1 1 1 9 3

> ==,
1+ab+1—|—bc+1+ac/ 3+a2+b2+c2 2

1.4 Desigualdade de Bernoulli

Teorema 1.4.1. Sejam x;, ©+ = 1,2, ...,n, numeros reais com o mesmo sinal, e mai-
ores que -1, entao temos

(I+az)(14z)...(14+z,) 2 1+x1 + 22+ ... + Ty (1.18)

Demonstracao. Provaremos esta desigualdade por inducao. Para n = 1 temos que
1+ 21 > 1+ x;. Suponha que para algum n = k, e niimeros reais arbitrarios com
xr; > —1,i=1,2,....k, com os mesmos sinais, a inequacao (1.18) é verdadeira, i.e.

(I4+a1)(14+z)...(l4+ap) 2 1+2 + 220+ ... + 2% (1.19)

Para n = k + 1, e nimeros reais arbitrarios com z; > —1,7 = 1,2,...,k + 1, com os
mesmos sinais, temos
(x1 4+ 22+ ... + ) - Tpy1 = 0. (1.20)

Dai, como zp.; > —1, obtemos

(1 + 1171) (1 + CL’Q) (1 + CL’k) (1 + xk—i—l)

(1.18)
> (I+z+ae+ .. +ap) (I4+ap) =142 220+ . + 2% + Tpiq

(1.20)
+(ry+ x4 .o +xp) w1 = 1+x+ 20+ o+ Tpa,

i.e. a desigualdade (1.18) vale para n = k + 1, como queriamos demonstrar.
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Corolario 1.4.2. (Desigualdade de Bernoulli) Sejam n € N, e x > —1 temos
que
(I1+2)" > 1+ nz.

Demonstracao. De acordo com o Teorema 1.4.1, para ©1 = 29 = ... = x, = =,
obtemos o resultado desejado. O

Corolario 1.4.3. Sejam x > —1, er € Q. Temos
1) Para o caso onde 0 < r <1 € vdlida a desigualdade

(1+2) <1+ar

2) Para o caso onde r > 1 é vdlida a desigualdade

(14+2z)" =21+ ar

Demonstracao. Demonstraremos separadamente para cada um dos casos acima.

1) Inicialmente note que se r = 1, entdo nao temos nada a demonstrar. Entao

podemos supor que 0 < r < 1. Seja r = § com mdc (p,q) = 1. E obviamente

p<q, jaquel<r<l.
Sejamay =as=...=a,=14+Teay =ap2=..=0q,=1.
Note que (1 +z) = ¢/(1+ ).

Pela desigualdade das médias aritmética e geométrica temos que

(1+2)f =/ (1+2)..(1+2).l.1= Yaraz..ayapii--aq

st Ao tapntotag I4+z)+.. +Q+2)+1+...+1 q+px

o q q q

:1+Z—9m:1—|—rx.

q

Donde obtemos que
(1+2)" <1+ar

2) Inicialmente note que se r = 1, entdo ndo temos nada a demonstrar. Entao
podemos supor que r > 1. Seja r = § com mdc (p,q) = 1. E obviamente p > g,
ja que r > 1.
Sejam a; =ay = ... =a,=1+7T € ag41 = Agy2 = ... = a, = L.
E claro que se 1 +rz < 0, entao a desigualdade ¢é trivialmente satisfeita ja que
(1+2)" > 0. Entao vamos supor 1+ rz > 0 e como M, > M,, temos

_pr+p qtrqgr+p—q q(l+rr)+p—gq
p p p

1+
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_apt+ag+t ...+ Qg+ Qg1+ Qg T+ T Gy
p

Z §/0103...0q0g 1.0y

= ¢/ (1 +ar)'=1+rz)r,
donde obtemos facilmente (1 +z)" > 1+ rz.
U

Note que na demonstragao do tultimo corolario fizemos uso da desigualdade das
médias no caso geral, a qual somente demonstraremos na Secao 1.6.

Corolario 1.4.4. Sejam x > —1 e a € R.

1) Se 0 < a <1, entdo
(1+2)" <1+ za.

2) Se a > 1, entao
1+2)*>1+za.

Demonstracao. Seja ri,ry,...,r,, ... uma sucessao de numeros racionais que tem «
como limite, com a particularidade de que 0 < r,, < 1. Do Corolario 1.4.3 temos que

(1+2)" <1+r.zx

com x > —1 en € N. Como ja demonstramos para o caso em que o expoente é
racional, deduzimos que

(1+2)%=1lim 1+2)" < lim (1+7r,z) =1+ ax.

Tn—Q Tn—Q

Seja 11,79, ..., Ty, ... UmMa sucessao de numeros racionais que tem « como limite,
com a particularidade de que r, > 1. Do Corolario 1.4.3 temos que

(1+2)">1+r.x

com x > —1 en € N. Como ja demonstramos para o caso em que o expoente é
racional, deduzimos que

1+2)%=1lm (1+2)" > lim (1+r,z) =1+ ax.

rn—Q Tn—Q

a

Daremos a seguir outra demonstracao da Desigualdade de Bernoulli para o caso
geral quando o expoente é um nimero real positivo qualquer. Porém, admitimos que
o leitor conhece o conceito de derivadas e suas propriedades.

Teorema 1.4.5. Sejam x > —1, er € Ry. Temos
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1) Para o caso onde 0 < r <1 € vdlida a desigualdade

(1+2)" <1+ar

2) Para o caso onde r > 1 € vdlida a desigualdade

(14+2z)" =21+ ar

Demonstracao. Considere a fungao f para x > —1 dada por
f(z) =rn(1+2z)—In(1+rz)
cuja derivada é

_r Crldrz—-(1+2)] r(r—1)z
157 it (+o0+m) (roarm

f'(@)
Vamos provar os dois casos acima.

1) Seja 0 < r < 1. Neste caso, note que —1 <7 —1< 0exz > —1. Analisando a
expressao (1.21), temos

f'(x)>0 para —-1<z<0
f'(x)=0 para =0
f'(x) <0 para x>0

Pelo teste da derivada primeira f assume o valor maximo quando x = 0. Assim
f(z) < f(0) =0entao rin(1+z)—1In(1+rz) <0, o que implica que

In(14+2z) <In(l+rzx).
Como a funcao logaritmica é crescente temos que

(1+2) <1+4raz.

2) Para o caso r > 1 analisamos novamente a expressao (1.21) obtemos
fl(x) <0 para —1<z<0
f'(x)=0 para z=0
f'(x) >0 para x>0
Pelo teste da derivada primeira f assume o valor minimo quando x = 0. Assim

f(x) = f(0) = 0 entdo rIn(1+2z) —In(1+rx) > 0, ou seja In(1+xz)" >
In (1 + rz), donde obtemos

(14+2)" >14rzx.
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Exemplo 1.4.6. Demonstrar que para —1 < o < 0 temos

atl _ atl atl _ () _ 1y0t]
(n+1) n <n < n (n—1) (122)
a+1 a+1
Solugao Visto que 0 < a+ 1 < 1, temos que
1 a+1 1
(1 + —) <1497
n n
¢ +1
1\“ 1
(1 - —) <1- 272
n n
Multiplicando as desigualdades acima por n®*!, obtemos
(n+1)*"" <n* 4 (a4 1)n®
e
(n—1)""<nt —(a+1)n
Donde ¢ facil deduzirmos a desigualdade (1.22).
Exemplo 1.4.7. Sejam x, y numeros reais positivos. Prove a desigualdade
2y +y* > 1.
Solugao Vamos mostrar que, para nimeros reais a,b € (0, 1), temos
b a/
R
Pela desigualdade de Bernoulh temos g}l +2)" < 14 rz quando r < 1 e como

a,b e (0,1) temos que ' = (1+a—1)" Fazendo r =a — 1 obtemos

' =14+a-1)""<14+(@—-1)(1—-b)=a+b—ab,

ie.

ab > _*
“a+b—ab
Sex > 1ouy > 1, entao a desigualdade dada é trivialmente verdadeira. Entao

vamos supor que z,y € (0,1). Pela desigualdade anterior temos

x 4+ T+
Y - Y > Y

+ = =1.
r+y—xy r+y—xy r+y—ay r+y

4yt >
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1.5 Desigualdade de Cauchy-Schwarz

Defini¢ao 1.5.1. Dizemos que uma funcao f (x1,xs,...,x,) € homogénea com coefi-
ciente de homogeneidade k, se para um t arbitrdrio, com t € R, temos

f(toy, toy, .. twy) =t f (21, 29, ..., 1) .

Exemplo 1.5.2. A funcdo f (z,y) = 5"211‘5 € homogénea com coeficiente de homoge-
neidade 1, visto que
R N T

tx, ty) = _ ,
f (. ty) 2tx + ty 2r +y

Dizemos que a desigualdade f (z1,xo,...,z,) = g (x1, T9, ..., ,) é homogénea se a
funcao h (1, xs,...,x,) = f (21,29, ..., 2,) — g (21, Ta, ..., T,,) € homogeénea.

Teorema 1.5.3. (Teorema de Cauchy-Schwarz) Sejam ai,as,...,a, € by, ba, ... by,
numeros reais. Temos que

(£:4) (55%) > (50)

(a4 a5+ .. +a) (b + 034 ... +b5) = (b + asbs + ...anby)” .

1.e.

A igualdade ocorre se e somente se existe algum numero real A tal que a; = A\b;
para todo i =1,...,n.

Demonstracao. A desigualdade é equivalente a

\/a% +a3+..+a2- \/b% + 03+ ...+ b2 = |arby + asbe + ... + anby]. (1.23)

Fagamos A = y/a?+a2+..+a2 e B = \/b? + b3+ ... +b2. Se A = 0, temos
a; = as = ... = a, = 0, daf a desigualdade (1.23) segue de imediato.

Entao vamos assumir que A e B sao positivos.

Note que (1.23) é homogénea com coeficiente de homogeneidade 1. Desta forma
se multiplicamos (1.23) por A~'B~! e fazemos z; = A~ 'a; e y; = B~ 'b;, obtemos que
(1.23) é equivalente a

|T1yr + oo+ xpyn| <1,

sempre que
it =yl R =1

Utilizando a desigualdade triangular e a desigualdade entre as médias quadratica e
geométrica para dois nimeros reais temos

|11 4+ Toyp + o+ TYn| < Ty |+ [T2y2| F o A TRyn] <
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$?+y%+$§+y§+ +xi+y§i
. . o

_ @i+ttt Wittty .
i :
Note que vale a igualdade se, e somente se, x; = y; para todo i, ou seja, a; A~ =

b; B! para todo i.

O

Uma das demonstragoes mais conhecidas para a Desigualdade de Cauchy-Schwarz

: ) o 2 )

consiste em considerar o polinémio do segundo grau em ¢, f(t) = (a, — b,t)” que é
sempre nao negativo. Assim, seu discriminante é nao positivo.

Exemplo 1.5.4. Sejam a, b e ¢ > 0. Prove a Desigualdade de Nesbitt
a b c_ < 3

b+c+a—|—c+a—|—b/ 2

Solucao Aplicando a desigualdade de Cauchy-Schwarz para a; = Vb+c¢, as =
Veta, as=+va+b, b = \/b;Ta by = ﬁ e by = ﬁ, obtemos

1 1 1
- -
b+c c+a a+b

((b+c)+(c+a)+(a+b))( )2(1+1+1)2:9.

1.e.

1 1 1
2(a+b+c) + + >9
b+c¢c c¢c+a a-+b

at+b+c a+b+c a+b+c_ 9
+ + >§

b+c c+a a+b =
o a L b . c >9 3_3
b+c¢ c4+a a+b” 2 2

A igualdade ocorre se existe A tal que a; = Ab;, para todo i = 1,2,3, ou seja,
b+c=c+a=a+b= M\ Logo,a=b=c.

1.6 Desigualdade das Médias para n Numeros

Na Secao 1.24 discutimos as desigualdades das médias de duas e trés variaveis. E
nesta iremos mostrar o caso geral para n nimeros.

Teorema 1.6.1. Sejam aq,as, ..., a, numeros reais positivos. Entao
M, > M, > My, > M,.

q

Vale a igualdade se, e somente se, a1 = ... = a,.
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Demonstracao. Primeiramente, vamos mostrar que M, > M, i.e.

a;+ag+ ... +ay
n

> Yajas...ay,. (1.24)

Facamos
a; .
e e

Note que cada x; > 0 e vale a igualdade x;...x,, = 1. Entao a desigualdade (1.24) é
equivalente a

ay 4 a2 NI Qn S
Varas.a,  {Jaias..a, Yajas..a,
ie.
1+ Ty +...+x, =>n, com x1Ty...T, = 1 (1.26)
com igualdade se e somente se xr1 = 9 = ... = x, = 1, que segue do Teorema 1.3.3.

Vamos mostrar agora que a M, > M, ou seja,

n
Yaias...a, =
e Lyli+L
Pela desigualdade M, > M, seque que
1 1 1 11 1 n

—+—4 .+ —=n{/———=

a1 ao an, aas  a, I/aias...a,

i.e. temos
ajay...a, > "
a103...0n 2 7 1 1
. 1o 1 _ 1 : _
e claramente ocorre a igualdade se, e somente se o = 2 = - = -, ousejaa; =
n
a9 = ... = Ap.

Vamos mostrar agora que M, > M,, ou seja,

\/a%—l—a%jt...—l—a% ay +as + ... + a,
> .
n n

Vamos utilizar a desigualdade de Cauchy-Schwarz para as seqiiéncias (aq, as, ..., a,)
e (1,1,...,1). Portanto, temos

(@ +a2+..+a2) (1P+ 12+ .. +1%) = (a1 +az + ... +a,)°

en(dd+ai+..+ad2) > (a1 +2+.. +a,)°,

e dividindo ambos os membros da desigualdade anterior por n? obtemos

n

(a?+ a3+ ...+ a?) - (a1 +o 4. +an)2
- n
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\/a%—l—a%jt...—l—a% ay +as + ... + a,
>
> .
n n
Com a igualdade ocorrendo, se e somente se a; = ay = ... = a,.

Exemplo 1.6.2. Seja a,b,c e d € Ry com abcd = 1. Prove a desigualdade
a2+ +E+d*+ ab+ ac+ ad + be + bd + cd > 10.

Solugao Como M, > M, temos

A+ 0+ +d+ab+ac+ad+be+bd+cd > 10 Va2b2c2d? - ab - ac - ad - be - bd - cd.

Note que 10 Va2b2c2d? - ab - ac-ad - be - bd - cd = 10 Vadbdc3d> = 1 pois abed = 1.
Dali,
a’> + b+ +d*+ ab+ ac + ad + be + bd + ¢d > 10.

A igualdade ocorre apenas quando a =b=c=d = 1.

Exemplo 1.6.3. Seja a,b,c e d € Ry. Prove a desigualdade
a® + 0% + ¢ + d® > abed (ab + be + cd + da) .
Solucao: Note que
a® + b5+ +d° =
é [(2a° + 2% + ° + d°) + (20° 4+ 2° 4+ d° + a®) + (2¢° + 2d° + a® + b°) + (2d° + 2a° + 0° + )] .

Utilizando a desigualdade das médias aritmética e geométrica para cada uma das
parcelas do segundo membro da igualdade acima obtemos

6 6 6 6 6 6 6 6 6 6
2a +2b6+c +d° _a®+a®+b zjrb + 8 +d > Val2b125d5 = a?b2ed.  (1.27)

De modo similar obtemos

2b6 2 6 d6 6
e 6+ ra > Vb12c2d6a5 = b da, (1.28)

2¢5 + 2d° + a® + b°
T 6+ v > Vcl2d12a506 = *d*ab (1.29)

© 2d6 2 6 b6 6
2 6+ re > Vd'2a1265¢5 = d*a’be. (1.30)

Adiconando as desigualdades (1.27), (1.28), (1.29) e (1.30), obtemos

a® 4+ 0% 4 & + d° > a*bPed + bPc*da + Pd*ab + d*a®be = abed (ab + be + cd + da) .
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1.7 Desigualdade de Jensen

O objetivo desta secao ¢ mostrar um dos resultados mais importantes quando se
fala de desigualdades, que é amplamente utilizado nas provas de diversas desigualda-
des, que é a desigualdade de Jensen. Esta desigualdade é sobre as chamadas fungoes
convexas. Primeiramente vamos apresentar algumas defini¢oes e resultados cujas pro-
vas fogem do objetivo deste trabalho. Desta forma, apresentaremos estes resultados
sem prova.

Definig¢ao 1.7.1. Dizemos que uma funcao f : [a,b] — R, € conveza, se para qualquer
x, y € [a,b] e qualquer o € (0,1) temos

flax+ (1 —a)y)<af(z)+(1—a)f(y). (1.31)

Se em (1.31), temos a desigualdade estrita entio dizemos que f € estritamente con-
vexa. Dizemos que uma funcao f é concava se —f € conveza.

Daremos um critério para verificar se uma dada funcao é convexa. Para sua
demonstragao ver [19].

Teorema 1.7.2. Seja f: (a,b) = R duas vezes derivdvel. A func¢ao f € convexa em
(a,b) se e s6 se para cada x € (a,b) temos que f* () > 0. Se f" (x) > 0 para cada
x € (a,b), entao f é estritamente convera em (a,b).

Exemplo 1.7.3. A funcdo f (z) = 2™ é convexa em R para n par. Também f (x) =
x™ é, para n impar, convera em Ry, e € concava em R_. A funcao f (z) = sinx em
(m,2m) € convexa, mas em (0,7) € concava.

Teorema 1.7.4. (Desigualdade de Jensen) Seja f : (a,b) — R uma funcao
conveza. Sejamn € N e ay, o, ..., € (0,1) tais que a; + s + ... + o, = 1. Entao,
para qQUAISquer Ty, Ta, ..., T, € (a,b) temos

i.€.
flarxy + gy + .. + apxy) < o f (x1) + aof (z2) + ... + anf (z,) (1.32)

Demonstra¢ao. Vamos provar a desigualdade (1.32) por indugao matemaética.
E fcil ver que para n = 1 a desigualdade (1.32) é verdadeira, visto que oy = 1.
Sen = 2, entdo (1.32) é verdadeira devido a defini¢ao de func¢ao convexa. Suponha
que para algum n = k, e quaisquer nimeros reais aj,as,...,a, € [0,1] tais que
a; +as+ ... + a, = 1 e quaisquer x1, s, ..., vy € (a,b), temos

flarxy + agwg + .. + agzy) < aq f (x1) + aof (22) + .o + arf (zk) - (1.33)
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Sejam aq, g, ..., g1 € (0,1) tais que oy +ao+...+ag1 = lexy, o, ..., zx € (a,b).
Dai

171 + Qg + o+ Qg1 Ty = (T + Ty + o+ Q) + Q1 Thp

aq Qg Ak
= (1 — ak-Jrl) T+ To+ ...+ —xr | + Ny 1Lf41- (134)
1 — apqq 1 —apn I —apn
Faca
ap Qo Qg
.Z'1—|— $2+...+—$k:yk+1.
1 — apqq I —agqq I —apn

Em seguida, uma vez que x1, T, ..., % € (a,b) deduzimos que

aq Q9 Q.
Yk+1 = 1o ak+1$1 + T o Oék+1x2 + ...+ T a Oék+1$k
P N A N AT N
I — g 1 —agp 1 —agp
< L(al—i—agjt...%—ak):L(l—akﬂ):b.
1 —apq I — gy

Do mesmo modo deduzimos que yx11 > a. Assim yx1 € (a,b). E de acordo com a
Definigao 1.7.1 e por (1.34) obtemos

f oz + ...+ apg + Qg1 Tre1)

= [ (1 = apt1) Y1 + 1@p) < (1= appr) f (Y1) + @irr f (Ta41) . (1.35)
Pela hipétese de inducao e desde que

aq (6] .

I—apn 1—agq I —agq

obtemos

« « «Q
fyerr) = f ( ! T+ 2 To+ ...+ —kxk)

1 — g 1 — agp -
aq (0%) Qg
< —— . 1.36
) ) e ) (136)

Finalmente, de acordo com (1.35) e (1.36) deduzimos

f (OzlfL’l + + ak+1xk+1) < Ozlf (1‘1) + + ()zk+1f ({L‘].H_l) .
Assim, pelo principio da indugao matemaética, (1.32) é valida para qualquer inteiro

positivo n, qualquer que seja aq, ag, ..., a, € [0,1] tais que oy + ag + ... + a, = 1, e
para valores arbitrérios de x1, s, ..., z,, € (a,b). |
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Observagao 1.7.1. Se f € estritamente conveza, entao a igualdade na desigualdade
de Jensen ocorre somente para x; = Ty = ... = T,. Se a fungio f(x) € concava,
temos,

floqzy 4+ oo + oo + apey) = arf (21) + aof (x2) + .. + an f (2)
Exemplo 1.7.5. Dado um ANABC', mostre que
~ ~ ~ 3V3
sinA+sinB+sinC < %_
E mostre quando a igualdade € valida.

Solugao: Seja f(x) = sinz. Note que f”( ) = —sinz < 0 em (0,7), o que implica
que f é concava. Além disso, A+B+C=m. Assim,

A+B+C

%) g™ 3 V3

sin A+sin B+sinC = f( )+f< > (A><3-f< 3 -

~ ~ ~

A igualdade é valida apenas quando A = B = (|, isto é quando o triangulo é
equilétero.

Exemplo 1.7.6. Sejam a,b e ¢ >0 com a+ b+ c = 1. Determine o menor valor de

1\ 10 1\ 10 1\ 10
(a+-) +<b+—) +(c+_) |
a b c

Solugao: Note que 0 < a,b,c < 1. Seja f(x) = (:c—i— i)lo definida em I = (0, 1),
entao f é estritamente convexa em [ porque a sua segunda derivada

f"(x) =90 (x+é)8 (1—%)2+10 ($+é)9 (%)

é positiva em todo o intervalo.
Pela desigualdade de Jensen temos que

1;)910 _3f( ):3f (%b“) < fla)+f (0)+f(e)

Entao o minimo é de X%~ e é obtido quando a = b =c =
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1.8 Desigualdade de Young

Nesta secao vamos apresentar a desigualdade de Young, que recebe esse nome
devido ao matematico William Henry Young. Esta desigualdade sera utilizada para
demonstrar duas desigualdades importantes na matematica, a desigualdade de Holder
e a desigualdade de Minkowski.
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Teorema 1.8.1. Seja a,b > 0 e p,q > 1 numeros reais tais que i + é = 1. Entao

ab b
ab < — + —.
p q

A igualdade ocorre se e somente se aP? = b1.

Demonstragao. Para f(x) = e* temos f'(x) = f"(x) = e* > 0, para qualquer x € R.
Assim, f(x) é convexa em R. Faca x = plna e y = qlnb. Pela desigualdade de Jensen

x 1 1 z,y et eY

f(_+y) <@+ fl) o<+

p q p q p 4q
plna qlnb In aP In b4 p ba
ot & L O e O L T
p q p q p q

Com a igualdade ocorrendo, se e somente se z = y, i.e. a? = b?.

1.9 Desigualdade de Holder

Teorema 1.9.1. Seja aq,as, ..., a,, b1, ba, ..., b,, nimeros reais positivos e p,q > 1 tais
que % + % = 1. Temos

al b ak
Com a igualdade, se e somente se — = —& = ... = .
b{ b by,

Demonstracao. Pela desigualdade de Young obtemos

]

) () (59 ‘()

Adicionando as desigualdades (1.37), para i = 1,2, ..., n, obtemos
> b >a DN
i=1 1 =1 1 =1

v TSP E Tl P oq
e ) (Se) A X
’ — ’ i=1 i=1

i=1

(1.37)
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i.e.

o ($4) (80)

Obviamente a igualdade ocorre quando = Z—? =..= Z—Z? O
2 n
Exemplo 1.9.2. Sejam z,y e z > 0.Prove a deszgualdade
° J - <1 (1.38)

- -
e+ /@ty @tz yr/y+)yta) 2/t ()
Solugao: Pela Desigualdade de Holder paran = 2 e p = ¢ = 2 e fazendo a1 = /z,

az = /Y, by = \/z e by = \/= obtemos

Ve = (A + i) (VA a?)’ = (Ve a)-(Vies)

> aiby + asby = V- V2 + VYV = Vaz + /1y,

donde obtemos

Vi +y) (z+2) > Voz+ay = Vo (Vy+ V7).
1 1
< .
Vi +y) (e+2)  Va(Vy+Vz)

Isto é

Assim, segue que

x x B VT
s Ve a T T VEVI VR VIV VE

De modo similar obtemos que

id VY
?J+\/(z—|—y)(x+y)<\/5+\/g+\/g' (1.40)

2 o vz
/Gy (Et+2)  VEHVIHVE
Adicionando as desigualdades (1.39), (1.40) e (1.41) obtemos a desigualdade (1.38).

Se ocorre a igualdade em (1.38), ent@o as desigualdades (1.39), (1.40) e (1.41) s@o na
verdade igualdades. Logo, pela Desigualdade de Holder, segue que

(1.39)

(1.41)

x y z
PN/ ey e SR/ o sy SR e ¥ ey Bl

Se a igualdade ocorre em (1.38), entao temos igualdades em (1.39), (1.40) e (1.41),
o que implica pela Desigualdade de Holder que =2 4= 3, 2 = ¥ respectivamente.
Sabendo que sao numeros positivos, resolvemos este sistema de equagoes e obtemos

rT=1y=2z.
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1.10 Desigualdade de Minkowski

Teorema 1.10.1. Seja aq,as, ..., a,; b1, bo, ..., b, nimeros reais positivos e p > 1, te-

mos
1 1 1
n p n P n P
} : p § : p E : P
i=1 i=1 i=1
com a igualdade ocorrendo se e somente se 3+ = 2 = ... = =
n

Demonstracao. Para p > 1, escolhemos ¢ > 1 tal que Il) + % =1, isto é, ¢ = z%'
Pela desigualdade de Holder, temos

n n

Z(ai%—bi)p:Z(aH—b)az—l—b Za, (a; + b;)" —I—Zb (a; + b;)"

=1 =1
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Exemplo 1.10.2. Seja p > 1 um numero real arbitrdrio. Prove que, para qualquer
inteiro positivo n temos

1\2
1p+2p+...+np>n~(n_2l— )

Solugao: Sejap > 1. Facaz; =1,20=2,...,0p,=ney;=n,yo=n—1,....,y, = L.
Note que z; +y;, = n + 1.

Pela desigualdade de Minkowski temos

=((z14+y)P+...+(xn + yn)p)l/p

B =

(14+n)’+14+n)’+..+(1+n)P)

(@ 4+ )P (b )P =217 2P 4 np)% :

isto é
n(l+n)? <P (1P +2P+ ... +nP).

Dali,

1 p
1p+2p+...—|—n”>n-(n—2’_ )

A igualdade ocorre quando n = 1.
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Capitulo 2

Desigualdades Geométricas

Neste capitulo falaremos das desigualdades geométricas, abordaremos desde as
bem conhecidas as menos famosas, mas nao menos interessantes.

As Desigualdades Geométricas sao tao antigas quanto a propria geometria. O
Livro 1 de Os Elementos (Euclides) contém diversos resultados sobre desigualdades
entre os lados e os angulos de um triangulo, como por exemplo a Proposicao XX: “A
soma de dois lados é maior do que o terceiro”.

2.1 Angulo Externo de um Tridngulo

Teorema 2.1.1. Um angulo exterior de um triangulo é maior que um angulo interior
nao adjacente a ele.

Demonstracao. Dado o AABC' abaixo, pelo ponto médio dg\B_C’ traga-se o segmento
AA” tal que AM = MA’. Temos que CM = MB, e CMA = A MB por serem
opostos pelo vértice.

Figura 2.1: Angulo Externo maior que angulo interno nao adjacente

Pode-se com isso concluir que ACMA = ABM A’ pelo caso LAL (Lado - Angulo
- Lado). Dai concluimos que m(C) = m(MBA’).
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Podemos ainda concluir que
m(CBD) = m(MBA') + m(A'BD).
Com isso conclui-se que

m(CBD) > m(MBA').

E como R R
m(C) =m(MBA),

pode-se, finalmente concluir que

m(CBD) > m(C).

De forma analoga mostra-se as outras desigualdades entre os angulos.
U

Observacao 2.1.1. Esta desigualdade seque imediatamente do fato que a medida do
angulo externo € igual a soma das medidas dos angulos internos do triangulo nao
adjacentes a ele. Porém, a demonstracao usou apenas congruéncia de triangulos cuja
prova € independente deste fato.

2.2 Desigualdade Triangular

O principal objetivo desta se¢ao é provar que, em todo triangulo, os comprimentos
dos lados guardam uma certa relacao, mas para isso comegamos estabelecendo uma
relacao entre os comprimentos dos lados e as medidas dos angulos a eles opostos.
Vamos mostrar que o maior lado de um triangulo é aquele oposto ao maior angulo.
Para isto faremos uso do fato que a a medida de um angulo externo de um triangulo
¢ igual a soma dos angulos internos nao adjacentes.

Proposigao 2.2.1. Seja 0o AABC' tal que B> 6, entdo AC > AB.

Demonstracao. Como B > C'; podemos tragar uma semirreta intersectando o seg-

mento AB no ponto P tal que CBP = (B;C>. Dai, como a soma das medidas de um

angulo externo de um triangulo é igual a soma das medidas dos angulos internos do
triangulo nao adjacente a ele, segue que

(8+9)

(80
APB = CBP+BCP = ~——+ 4 C = ~—

Mas como




B C

Figura 2.2: Ordem dos lados e angulos de um triangulo

seque que o AABP é isésceles de base BP. Portanto,

AB = AP < AC.

A proposicao a seguir é conhecida como a Desigualdade Triangular.

Proposicao 2.2.2. Em todo triangulo, cada lado tem comprimento menor que a
soma dos comprimentos dos outros dois lados.

Demonstracdo. Seja o AABC tal que AB = ¢, AC = b e BC = a, veja Figura 2.3.
Mostraremos que a < b+ ¢, e a prova de b < a + c e ¢ < a + b segue de maneira
analoga.

—
Marque o ponto D sobre a semirreta C'A tal que A € CD e AD = AB.

D

Figura 2.3: A Desigualdade Triangular

Temos que

CD=AC+AD=AC+AB=b+c
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Pela Proposi¢ao 2.2.1 ¢ suficiente mostrarmos que BDC < DBC. Mas desde que
BDA = DBA, temos

BDC = BDA = DBA < DBA+ ABC = DBC.
(]

Exemplo 2.2.3. Se P ¢ um ponto no interior de um AABC' entdo PB + PC <
AB + AC.

Demonstracdo. Prolonguemos o segmento de reta BP até que a mesma encontre
o lado AC no ponto @, veja a Figura 2.4. E aplicando a desigualdade triangular
sucessivamente aos triangulos C'P(Q) e AB(), obtém-se

PB+PC < PB+ (PQ+CQ)=BQ+CQ < (AB+ AQ) +CQ =AB+ AC

O

B c
Figura 2.4: Consequéncias da Desigualdade Triangular

Exemplo 2.2.4. Quatro cidades rurais, A, B, C e D, estao situadas geograficamente
formando um quadrildtero convexo. Deseja-se constuir uma central de distribuicdao de
energia para as quatro cidades de modo que a soma total das distancias da central a
cada uma das quatro cidades seja a minima possivel. Qual a localizacdo desta central?

Resolucgao:

Mostraremos que a central de energia devera ser colocada no ponto O de inter-
seccao das diagonais do poligono ABC'D. Para isso vamos considerar um ponto P,
diferente de O. Pela desigualdade triangular obtemos que

OA+0C =AC < PA+ PC

e também

OB +0D =BD < PB + PD,

donde seque que

OA+0OC+0OB+0D<PA+PC+PB+PD.
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Figura 2.5: Aplicagao da Desigualdade Triangular

2.3 Desigualdade de Euler

Primeiramente lembraremos algumas definigoes.

Definicao 2.3.1. Incentro - Ea intersecgao das bissetrizes internas de um triangulo
(ver figura 2.6).

Definicao 2.3.2. Circuncentro - E a interseccio das mediatrizes dos lados de um
triangulo (ver figura 2.7).

A

Figura 2.6: Incentro do triangulo Figura 2.7: Circuncentro do triangulo

E facil ver, utilizando congruéncia de triangulos, que o incentro é equidistante dos
lados do triangulo, desta forma o incentro é o centro da circunferéncia inscrita ao
triangulo. Da mesma forma, o circuncentro é equidistante aos vértices do triangulo,
logo ele é o centro da circunferéncia circunscrita.

Lema 2.3.3. Considere um ANABC e I o seu incentro. O centro da circunferéncia
circunscrita ao ABCI € o ponto médio do arco BC como indicado na Figura 2.6.

43



Demonstracao. Nesta demonstracao faremos uso do fato que todo angulo inscrito
em um circulo que subentende o mesmo arco sao congruentes. Dai, obtemos que a
bissetriz do A divide o arco BC em duas partes congruentes, portanto passa pelo
ponto D, veja figura 2.6. Além disso, como D pertence a mediatriz do BC, ja que
esta também divide o arco BC em duas partes congruentes, obtemos que BD = CD,
pois todo ponto pertencente a mediatriz é equidistante dos extremos do segmento.
Resta mostrar que ID = C'D. Para isto, observe que

BCD =BAD == ¢ ADC =B

DO )

pois sao angulo inscritos no circulo que subentendem o mesmo arco. Dai, como

ICB =

[QY)

, obtemos

~ ~

~ s~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ C A
180° = A+B+C = ADC+DIC+ICD = IDC+DIC+ICB+BCD = B+DIC+—+—.

2 2
Assim, DIC = é + g Logo o ACDI é isésceles de base IC, ou seja, ID = CD.
Portanto, D é o centro da circunferéncia circunscrita ao ABIC'. O
A
O
B C
D

Figura 2.8: D ponto médio de BC

Teorema 2.3.4. Dado o NABC', denotemos por O o circuncentro, I o incentro, R
o rato da circunferéncia circunscrita e r o raio da circunferéncia inscrita. Entao

W2 = R?> — 2Rr.
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D

Figura 2.9: Desigualdade de Euler

Demonstracao. Considere a Figura 2.7, onde I é o incentro do AABC' e D é o ponto
médio do arco BC, que pelo Lema 2.3.3 é o centro da circunferéncia circunscrita ao
ABCI. . Seja M o ponto médio de BC e seja @ a projecao ortogonal de I no raio
OD. E con51derando 0s trlangulos retangulos OQI DI Q, OBM e BDM obtemos
respectlvamente OI = OQ + QI DI’ = Q[ + QD OB" = OM" + MB e
BD'=BM +MD".

Temos

O—B2_m220—32_m2+m2_m2
— OM’+MB' —BM' - MD" +QI + QD" -0Q" - QI'
—OM - MD +DQ’ - Q0
= (MO + DM) (MO — DM) + (DQ + QO) (DQ — QO)
= DO (MO - MD+ DQ+ 0Q) =2-DO - MQ.

Construindo por I uma perpendicular a BC obtemos o ponto E. No quadrilatero
TEM@ temos M= Q E= 90°, dai T = 90°. Portanto, ITEM(@ é um retangulo e
MQ=1E. Logo MQ =7 e

OB’ —OI" = R (2MQ) = 2Rr.

Portanto .,
OI = R?> — 2Rr.
O

Como OI é a distancia entre dois pontos temos que OI > 0. Assim obtemos que
R? —2Rr > 0 e como consequéncia do 1ltimo teorema obtemos a seguinte desigual-
dade, a qual daremos uma outra demonstragao.
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Teorema 2.3.5. (Desigualdade de Euler) Considerando a notag¢ao do Teorema
2.3.4 obtemos R > 2r. Além disso, R = 2r se e so se o triangulo € equildtero.

Demonstracao. Vamos utilizar as seguintes férmulas de area

A=+/plp—a)(p—1b) (p—c),

a+b+c
2

onde p é o semiperimetro, dado por p = e a,b e ¢ sao os lado do triangulo.

A=npr

¢ b
abc

A=—

4R’

cuja demonstragao pode ser encontrada em [18] e [17].

Faca
r=a+b—c, (2.1)
y=b+c—a, (2.2)
e
z=a+c—b. (2.3)

De (2.1),(2.2) e (2.3) obtemos que 2a = z+ 2, 2b = x +y, e 2¢ = y + 2. Note que pela
desigualdade das médias temos que x +y > 2\/zy, v + 2 = 2\/xz e y + 2 > 2,/yz.
Multiplicando membro a membro estas trés desigualdades, obtemos

(z+2)(y+2) (@ +y) > 2V/ay 2vaz - 2/yz = 8ayz. (2.4)
Dai, substituindo em (2.4), as equagoes (2.1), (2.2) e (2.3), obtemos
(a+b—c)b+c—a)(c+a—10b) < abe. (2.5)
Porém, de (2.5) temos
(2p — 2a)(2p — 2b)(2p — 2¢) < abc < 8(p — a)(p — b)(p — ¢) < abe.

Dai temos que

2
%<4R-A<:>2A<pR.
p

Como A = pr, entao pR > 2pr, ou seja,

R > 2r.
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2.4 Desigualdade de Leibniz

Antes de falarmos da Desigualdade de Leibniz precisamos falar do Teorema de
Stewart.

O Teorema de Stewart fala de uma relacao entre o tamanho dos lados de um
triangulo e o tamanho de uma ceviana do triangulo (uma ceviana é qualquer segmento
que une um vértice de um tridngulo ao lado oposto). O nome é uma homenagem ao
matematico escocés Matthew Stewart que publicou o Teorema em 1746.

Teorema 2.4.1. (Teorema de Stewart) Sejam a, b e ¢ os lados de um triangulo.
Seja d uma ceviana do lado a. Se a ceviana divide o lado a em dois segmentos de
tamanho m e n (ver Figura 2.8), entdo

b’n + c*m = a(d* + mn).

Figura 2.10: Teorema de Stewart

Demonstragao. Iremos demonstrar o teorema utilizando a lei dos cossenos. Seja 6 o
angulo entre m e d e a o angulo entre n e d. Note que « é o suplemento de 6 e com
isso podemos afirmar que cosa = — cos 6. Pela Lei dos Cossenos obtemos

b = m? + d* — 2dm cos (2.6)

e também que
? =n*+d*> —2dncosa (2.7)

Multiplicando (2.6) por m, e (2.7) por n, e adicionando as duas equagdes obtemos
b’n + *m = nm® + n*m + d*m + d’n. (2.8)

Fatorando (2.8) obtemos
b’n+ c*m = a (d* + mn). (2.9)

a
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Figura 2.11: Baricentro do triangulo

Definigao 2.4.2. Baricentro - ¢ a interseccio das medianas de um triangulo (ver
figura 2.11).

Teorema 2.4.3. Dado um AABC com lados de comprimento a, b e ¢, e com cir-
cuncentro O, baricentro G e raio da circunferéncia circunscrita R, temos que

OG =R — 5 (@40 +¢).

Demonstracao. Vamos utilizar o Teorema de Stewart.

Al

Figura 2.12: Teorema de Leibniz

Aplicando o Teorema de Stewart no AOAA’ para encontrar o comprimento de
OG, onde A’ é o ponto médio de BC, obtemos

AL (OG2 +AG - GA’) — A0 . AG + A0* . CA.
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Como AO = R, AG = 2AA, e GA = $AA', entao, obtemos
. 2 -2 2 1
OC" + = (AX)’ =A0" S+ R

Fazendo em (2.9), d = AA" e n = m = % obtemos b%a + 027“ =a ((M)2 + %) donde
obtemos

——2 2+ A) —a?
AA) = :
() ‘
Aplicando o teorema de Pitdgoras no AA’OC e fazendo A/C = 5 obtemos (W)Q =
R? — % Dai,
2 a®\ 2 1 2 (2(0*+ %) —a?
OG" =(R*—— |- 24+ --R*- 2
(#-5) S5 ()
— a?  2(b*+ ) —a?
OG =R — — —
6 18
0G" = R - a2+l§+02.

Uma conseqiiéncia do ultimo teorema é a seguinte desigualdade.

Teorema 2.4.4. (Desigualdade de Leibniz) Seja NABC com comprimento dos
lados a, b e ¢, e raio da circunferéncia circunscrita igual a R. Entdo temos que

9R? > a® + b* + 2.
A igualdade ocorre quando o triangulo € equildtero.

Demonstracao. Sabemos que OG > 0, e a igualdade ocorre quando o triangulo é
equilatero. Dali,

2 2 2
P +b°+c >0
9
R T T

9

=R > >+ 1% + 2.

Exemplo 2.4.5. Em todo ANABC de lados de medidas a, b e ¢ temos que

9abe

41v3 A < —.
V3 ABC a+b+c
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Solucgao: Sabendo que 4R-A spc = abe, onde R € o raio da circunferéncia circunscrita,
temos as seguintes equivaléncias

2b22 2 b? 2 3ab
OR?> a2+ 02+ & — QC > LA Ee & 4-Aape < e

16 - A% pe 9 va?+ b+ c?

Utilizando a desigualdade de Cauchy-Schwarz temos que

a+b+c<V3Va?+ b+ 2.

Dai seque que
9abc

443 A < —
V3 ABC a+b+c

2.5 A Desigualdade de Erdos-Mordell

A Desigualdade de Erdos-Mordel (1913-1996) foi proposta pelo matemético Paul
Erdos em 1935 e demonstrada no mesmo ano por Louis Mordell (1888-1972) na revista
American Mathematical Monthly, problema nimero 3740. Logo apds surgiram varias
solugoes e alguns artigos sobre a desigualdade, cada uma usando variadas técnicas
como: trigonometria (Louis J. Mordell e P.F. Barrow), desigualdades angulares e se-
melhancas (Leon Bankoff), teorema de Ptolomeu (André Avez e Hojoo Lee), areas
de poligonos (V. Komornik).

Primeiro vamos demonstrar um lema cuja Desigualdade de Erdos-Mordell saira
como consequéencia da desigualdade entre as médias.

Lema 2.5.1. Seja O um ponto arbitrdrio do interior ou pertencente a um dos lados
do NABC'. Sejam p, q e r a distancia de O aos lados do triangulo. Entdo vale as
trés desigualdades ax > br + cq, by = ar +cp e cz = aq + bp.

Figura 2.13: AABC

Uma das igualdades ocorre se e somente se o triangulo € isosceles com a base
correspondente.
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Demonstragao. Para provarmos o Lema 2.5.1. Vamos construir trés triangulos se-
melhantes. Considere o AA’B'C’ semelhante ao triangulo AABC' com razao de
semelhanca x. Considere também os triangulos AA'B'D e ANA'C'E semelhantes aos
triangulos AOAR e AOAQ com razoes de semelhanca c e b, respectivamente.

Figura 2.14: Teorema de Erdos-Mordell

‘Como DA'E = DA'B' + B'A'C' + C'A'E, DA'B' = 90° — oy, BAC' = a; +ae
C'A'E = 90° — a, obtemos que DA’E = 90° — a; + a7 + a+ 90° — o = 180°. Portanto
DEC'B’ é um trapézio retangulo e assim obtemos que

ax = br + cq.

Observe que pela Figura 2.14 obtemos que a igualdade ocorre se e somente se o
triangulo € isosceles com base BC'.

De modo andlogo, pelas figuras 2.14 e 2.15, obtemos

cz =2 aq+ bp

by = ar + cp.
O
Teorema 2.5.2. (Teorema de Erdds-Mordell) Seja O um ponto arbitrdrio no

interior ou pertencente aos lados do ANABC'. Se py, py, Pe SG0 as distancias aos lados
do triangulo BC, AC e AB, respectivamente. Entdo temos

OA+ OB+ 0OC =2+ (pg + py+ pe) -
Com igualdade se e somente se O for o circuncentro do ANABC' equildtero.

Demonstragao. Na figura 2.17 temos o triangulo de Erdés-Mordell. Para facilitar a
demonstracao faremos AO =z, OB=y, OC =z, OP=p, OQ =qe OR=1r
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A
AV,
cz
. D
bp
C
B a az c'
t aq
E

Figura 2.15: Teorema de Erdos-Mordell

B ay 5 c'
ar m
E

Figura 2.16: Teorema de Erdos-Mordell

Figura 2.17: Teorema de Erdos-Mordell

Entao a desigualdade pode ser reescrita como

r+y+z=22(p+qg+r).
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Pelo Lema 2.5.1 temos que

b
x> -r+ Eq, (2.10)
a a
a ¢
y=ar + P (2.11)
) b
a
2> g+ p. (2.12)
¢’ c

E adicionado as desigualdades (2.10), (2.11) e (2.12) obtemos

b ¢ a ¢ a b b a c a c b
r+y+z =z —r+—qt-r+-pt—q+-p=r| -+ < |+q (— + —) +p(-+-). (213)
a a b b ¢ ¢ a b a c b ¢

Pelo exemplo 1.1.2 temos que § + g > 2, para quaisquer dois nimeros positivos a e
b. Dal,

r+y+z=22(p+qg+r).

As trés desigualdades no Lema 2.5.1 sao igualdades se, e somente se, O é o or-
tocentro do AABC. Isso decorre da observagao que o trapézio na Figura 2.16 ¢ um
retangulo, visto que a + ABC' = 90° e ay + BC'A = 90°. O

Exemplo 2.5.3. (IMO, 1991) Sendo P um ponto pertencente ao ANABC. Prove
que, pelo menos, um dos angulos PAB PBC PCA ¢ inferior ou igual a 30°.

Solugao: Sejam A;, By e (1, as projecoes de P sobre os lados BC, CA e AB,
respectivamente. Pelo Teorema de Erdos-Mordell obtemos

PA+ PB+ PC > 2 (P4, + PB, + PCY).

Figura 2.18: Aplicacao do Teorema de Erdos-Mordell

Assim, pelo menos uma das seguintes desigualdades abaixo sera satisfeita.
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PA > 2P0y,

PB > 2PA,,

ou
PC > 2PB,.

Se, por exemplo, PA > 2PC1, podemos deduzir que % > g — sin PAB. Dai,
PAB < 30° ou PAB > 150°. Mas, se PAB > 150°, entido PBC < 30° e, assim, em

ambos os casos, o resultado segue.

2.6 Desigualdade de Ptolomeu

Teorema 2.6.1. (Teorema de Ptolomeu) Dado um quadrilitero ABCD ins-
critivel, temos que

AC-BD =AD - BC + AB-CD.

Figura 2.19: Teorema de Ptolomeu

Demonstracao. No AABD temos que

BD’=AB' +AD’ —2-AB - AD - cos A, (2.14)

E ainda no ABCD temos que

BD =BC +CD —2-BC-CD - cosC. (2.15)
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Visto que cos C = — cos 121\, a igualdade (2.15) pode ser reescrita como

BD'=BC +CD +2-BC-CD - cos A. (2.16)

Isolando 2 cos A em (2.14) e substituindo em (2.16) obtemos

(BDY: = (BO) + (CD)* + ((AB)2 +£1Di— (BD)2>

AB - AD

g
«?
Q
T

donde fatorando obtemos

(BC-CD +AB-AD) BD’ = (AB’ + AD") BC - CD + (BC" + CD’) AB - AD.

(2.17)
Isto implica

~ BC-CD+AB-AD

Analogamente, pela lei dos cossenos aplicada ao AABC e ao AADC', obtemos

E2_AB.AD+BC-CD(
 AB-BC+CD-AD

AB-CD+ BC - AD). (2.19)

Multiplicando (2.18) por (2.19) obtemos

AC-BD =AD - BC + AB-CD.

a

Teorema 2.6.2. (Desigualdade de Ptolomeu) Dado um NABC e um ponto P
qualquer, temos

AB-CP+ BC-AP > AC - BP.

A igualdade ocorre se e somente se o quadrildtero ABC'P ¢é inscritivel.

Demonstracao. Por P trace perpendiculares aos lados BC, AC e AB, intersectando
estes lados nos pontos Ay, By e (1, respectivamente. Trace os segmentos de reta
AC1, A1 By e B1C:. O quadrilatero AB, PC é inscritivel visto que AC’1P + ABIP =
90° +90° = 180°, com AP um diametro da circunferéncia circunscrita. Temos ainda
que OlpBl = 180° — Blel A

Aplicando a Lei dos Senos no APB;C; temos que

B,C,

— = AP.
sin A
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Figura 2.20: Desigualdade de Ptolomeu

BC

Sg entao

E como sin A =

BC - AP
BCy =
101 R
Analogamente, temos que
AC - BP
A, —
16 2R
e — —
AB-CP
A = :
e 2R
Como a menor distancia entre dois pontos é em linha reta entao
A1By + B,Cy = AC,
ie.

AB~CP+BC~AP>AC~BP
2R 2R 7~ 2R

donde obtemos

AB-CP+ BC-AP > AC - BP.

A igualdade ocorre se e somente se A;B; + B1C, = A;C1, ou seja, se e somente
se os pontos Ay, By e (7 estao alinhados e o ponto P pertence ao circuncirculo do
AABC. Assim, o quadrilatero ABCP é inscritivel e a Desigualdade de Ptolomeu
transforma-se no Teorema de Ptolomeu.

(|
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2.7 A Desigualdade de Weitzenbock

Esta desigualdade geométrica foi descoberta por Roland Weitzenbdck, nascido em
Kremsmiinster, Austria no dia 26 de maio de 1885 e faleceu em 24 de julho de 1955.
Foi um matematico austriaco que desenvolveu trabalhos em geometria diferencial.

Teorema 2.7.1. Para qualquer triangulo de lados a, b e c e drea S tem-se

a4+ b* 4+ ¢ > 4V/385. (2.20)

Esta prova surgiu na Olimpiada Internacional de Matematica (IMO) de 1961.
A demonstracao baseia-se na desigualdade triangular, e na desigualdade das médias
aritmética e geométrica e utiliza a férmula de Heron.

Demonstragao. Pela desigualdade triangular sabemos que a+b—c > 0, a4+c—b > 0,
e b+ c—a > 0. Assim, pela desigualdade entre as médias aritmética e geométrica,
temos

a+b—c+a+c—b+b+c—a
3

> Y(a+b—c)at+c—Db)(b+c—a)

donde segue que
(a+b+c)>27(a+b—c)a+c—b)(b+c—a). (2.21)
Por outro lado, para quaisquer a, b, ¢ € R, temos
(a—1b)*>0= a2+ b > 2ab

(a—¢)?>0=a®+ ¢ > 2ac (2.22)
(b—c)*>>0= b+ > 2bc

Adicionando as desigualdades (2.22) membro a membro, obtemos
2(a® +b* + c*) > 2(ab + ac + be) (2.23)
e adicionando (a? 4+ b* + ¢?) aos dois membros da desigualdade (2.23), temos que
3(a® + 0>+ ) > (a* + b* + ) + 2(ab + ac + be),

onde obtemos
3@+ 0+ ) = /(a+ b+t

Dai obtemos

b 3
Q40> \/3(a+b+c)<%+c> . (2.24)
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De (2.21) e (2.24), segue que

A+ +E>3a+b+e)at+rb—c)atc—b)(b+c—a) =

a’ + b+ > /3 2p(2p — 2a)(2p — 2b)(2p — 2¢)
a’+ b+ > +/3-16p(p —a)(p — b)(p — ¢)
a®+ b+ >4-V3-\/plp—a)(p—b)(p—c)
a® + b+ @ > 4V/38.

2.8 A Desigualdade Isoperimétrica

A desigualdade isoperimétrica nos diz que a area de qualquer regiao no plano
delimitada por uma curva com um comprimento fixo nunca pode exceder a area de
um circulo de mesmo comprimento. Além disso, se uma regiao tem area igual a
regiao limitada por circulo de comprimento igual a curva que limita a regiao, entao
esta regiao deve ser a regiao limitada pelo circulo. A desigualdade isoperimétrica
pode ser enunciada de forma precisa de dois modos equivalentes. Vejamos:

Teorema 2.8.1. Entre todas as formas planas limitadas por curvas de mesmo perimetro,
o circulo € o que possui a maior drea.

Teorema 2.8.2. Entre todas as formas planas com a mesma drea, o circulo € a que
possui 0 menor perimetro.

Teorema 2.8.3. Os Teoremas 2.8.1 e 2.8.2 sdo equivalentes.

Demonstracao. Suponha que o Teorema 2.8.2 é falso e o Teorema 2.8.1 é verdadeiro.
Entao existe um dado circulo C' e existe uma figura F' tal que o circulo C' limita uma
area igual a drea de F', porém a curva que limita F' tem comprimento menor que o
comprimento de C. Seja C’ um circulo de comprimento igual a curva que limita F.
Logo, C" é um circulo de mesmo comprimento que a curva que limita F' e area menor
que F. Isto contradiz o Teorema 2.8.1. Logo, se o Teorema 2.8.1 é verdadeiro, entao
o Teorema 2.8.2 é também verdadeiro.

De modo anélogo mostra-se que 2.8.2 implica em 2.8.1. O
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Capitulo 3

O Problema Isoperimétrico

O objetivo deste capitulo é demonstrar o seguinte teorema.

Teorema 3.0.4 (Desigualdade Isoperimetrica). Toda curva fechada de comprimento

12 . . .
além disso, este valor € alcancado apenas

I engloba uma drea menor ou igual a o,
™

para o circulo de raio QL
U

No primeiro momento abordaremos alguns aspectos histéricos do problema isope-
rimétrico. Veremos que de certo modo esta desigualdade ja era conhecida por antigas
civilizacoes. A demonstracao que apresentaremos aqui é para o caso quando a curva
é regular. Para o caso geral ver [1] e [6].

3.1 Aspectos Historicos e a Lenda de Dido

O problema isoperimétrico aparece em escritos gregos, embora a solucao do pro-
blema fosse aceito, nao é conhecida desta época nenhuma demonstragao formal para
o fato de que a circunferéncia é a curva que maximiza a area para um perimetro fixo.

A origem desse problema da-se, segundo a mitologia Romana, a Princesa Dido
(também conhecida como Elisa) filha do Rei Mutto de Tiro, cidade Fenicia, e mulher
de Sigueu, também conhecido por Acerbas. Depois que seu marido foi morto pelo
Principe Pigmaleao, que era irmao de Dido, ela refugiou-se na costa do Mediterraneo,
mais precisamente no Norte da Africa. E, ao chegar 14, dirigiu-se ao Rei Jarbas para
solicitar que o mesmo vendesse certa quantidade de terra, quantidade essa que a Rai-
nha Dido pudesse cercar com o couro de um Touro.

A rainha Dido escolheu terras ao longo do mar, pois ela nao precisaria usar fitas ao
longo da costa. Ao estender o couro em forma de um semicirculo, obteve a maxima
area possivel de terra. Desse modo, ela estabeleceu uma nova cidade, a cidade de
Cartago (atualmente a Tunisia), por volta do século I a.C. Deste mesmo periodo
da-se a apresentagao da Lenda de Dido, presente no épico Eneida do poeta Virgilio,
ilustrando que a solucao do problema isoperimétrico ja era conhecida ha muito tempo
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atras, aparecendo em escritos dos gregos Zenddoro e Pappus. A cidade de Cartago
seria futuramente a rival de Roma. Reza ainda a lenda que, como Cartago prosperou
bastante, Jarbas pediu-a em casamento. Para fugir a esse assédio, a entao Rainha
Dido suicidou-se na frente de seu povo.

O trecho do canto I da obra de Virgilio, no qual se evidencia o problema, é
”Mercam solo (do feito o alcunham Birsa) - Quanto um coiro taurino
abranja em tiras.”

Figura 3.2: Povo de Dido cortando o
Figura 3.1: Dido e Enéias - Séc VI d.C couro para fundacgao de Cartago

Entretanto as referéncias histéricas para a solucao do problema nao ficam apenas
no campo da literatura. Durante a idade média era comum a construcao de muros
de protecao para as cidades.

Ao observar alguns mapas da Idade Média, ndo por acaso, encontramos muros
no formato circular, ou semicircular, o motivo para esse fato é que como os muros
eram feitos de pedras, sua construgao era cara e trabalhosa e utilizar o resultado do
problema isoperimétrico, ja conhecido na época, otimizava a area cercada, para uma
quantidade fixa de material.

Abaixo apresentamos os mapas das cidades de Paris - Franca, Colonia - Alemanha
e Braga — Portugal, que tinha formatos circulares (Braga) ou semicirculares (Paris e
Colonia), quando as cidades eram banhadas por rios.

Figura 3.4: Colonia - Ale- Figura 3.5: Braga - Por-
Figura 3.3: Paris - Franca manha tugal
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3.2 A Desigualdade Isoperimétrica

Dentro da geometria diferencial, os seus fundamentos partem do estudo de pro-
priedades locais de curvas e superficies, ou seja, do comportamento da curva ou da
superficie nas proximidades de um ponto. Para este estudo, os métodos utilizados sao
os métodos do calculo diferencial. Neste contexto, curvas e superficies sao definidas
por fungoes que possam ser derivadas um certo nimero de vezes. Antes de enunciar
o teorema principal, segue algumas defini¢coes basicas.

Definicao 3.2.1. Uma curva diferenciavel plana parametrizada é uma aplicacao di-
ferenciavel o : T — R? onde I C R é um intervalo aberto. A imagem de o (I) C R?
¢ chamada de traco da curva a.

Definigao 3.2.2. Seja a : [a,b] — R? uma curva diferenciavel plana e P uma partigdo
a =ty ty,ta,....t, = b de [a,b]. Entdo, o comprimento de uma curva « : [a,b] — R?
diferencidvel € definido como
b
/ |/ (t)|dt.

Definicao 3.2.3. Uma curva diferenciavel parametrizada o : I — R? € reqular se
o/ (t) # 0 para todo t € I. Dizemos simplesmente que o € uma curva regular.

Definigao 3.2.4. Uma curva plana fechada é uma curva regular o : [a,b] — R? tal
que a (a) = a (b), a'(a) = aD(b), para todo i € N. Diz-se que o é uma curva simples
se o mdo possui outras intersecgoes, isto €, se a é injetiva em (a,b) .

Definicao 3.2.5. (Regido simplesmente conexa) - Uma regiio R é dita simples-
mente conexa se qualquer curva simples fechada contida em R pode ser continuamente
reduzida a um ponto, permanecendo em R. Uma regiao simplesmente conezra € aquela
que nao possui buracos.

Definicao 3.2.6. (Regiao Multiplamente conexa) - Uma regiao € multiplamente
conexa se nao € simplesmente conexa.

Figura 3.6: Regiao Simplesmente Co- Figura 3.7: Regiao Multiplamente Co-
nexa nexa
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Teorema 3.2.7. (Teorema de Green) Sejam P e Q) duas fungoes C> de duas
varidveis x e y definidas em uma regiago simplesmente conexa R do plano. Entao

// <8—P+8—Q> dxdyzfcpdy—cgdx,

onde C' € a fronteira de R.

Teorema 3.2.8. (Desigualdade Isoperimétrica) Seja C' o traco de uma curva
plana regqular, fechada e simples de comprimento l, e seja A a drea da regidgo limitada
por C. Entdo

12> 47 A.

Com a igualdade ocorrendo se e somente se C' é um circulo.

L

Figura 3.8: Desigualdade Isoperimétrica

Demonstragao. Seja « : [0,1] — R? uma parametrizagao de C' por comprimento de
arco. Assim temos que « (s) = (z(s),y(s)) e | (s)] = 1.
Sejam m e n duas retas tais que intersectem C' e C' esteja na regiao limitada por

elas, veja a figura 3.8. Parametrize o circulo K tangente as retas m e n como 3 (s) =

((5), 82 (5)), onde B (s) = —/r? =2 (s)" se 0 < s <so e Ba(s) = /12— (5)]
se so < s < [, aqui r é a metade da distancia entre m e n. Note que /3 (0 ) B ().
Entao, pelo Teorema 3.2.7 temos que

A= //dxdy—//( )dxdy—%/cxdy—ydx
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l
0

5 [ @Oy -y o)

Note que, como x(0) = z(l) e y(0) = y(l), segue por integragao por partes que

Dai,

A:/xdy:—/ydx.
c c

Da mesma forma, para o circulo K, temos que

== [ 567 (s

Assim

A= [ @) ()~ )2 () ds < [ oy~ sl s =
[ o = sawas = [ o7 e s B @i < [\ s (@7 s
:/Ol x2+5§d3:/0l ]ﬁ(s)\ds:/olrds:rl.

Pela desigualdade das médias aritmética e geométrica, obtemos

2
VATr? < Atmr < r_l
2 2
E isto implica em

T212

A7T7”2 < T,

isto é
1?2 > 47 A.

Supondo que I2 = 47 A, obtemos que todas as desigualdades obtidas acima sao na
verdade igualdades. Em particular

A+ar?  rl
VArr? = = —,
mr 5 5

Pela desigualdade das médias, temos A = 7r? e assim [ = 27r.

Além disso, como
! !
/ \/(asy’—ﬁgx/)th:/ rdt
0 0
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e os integrandos sao positivos, obtemos que
((z,52), (v, —2))* = (wy = foa')” = 1°.
Porém, como |(z, B2)| =7 e |(¢/, —2')| = 1 obtemos
((z,82), (', —2")) = |(z, B2)| (¢, —2")| cos @ = r cos O = =+

Assim, cosf = £1 o que implica que § = 0 ou § = 7. Portanto, (z, 32) e (v, —')
sao paralelos. Entao

(x,B2) = 0 (v, —2').
Assim temos o sistema de equacoes diferenciais ordinarias
x==xry
Py = Fra’ . (3.1)
(@) + (y)? =1
Vamos resolver esta EDO para os sinais (+, —), pois para (—, +) segue de forma
andloga.

De |(z, 32)| = r obtemos 3 = r? — x?, 0 que implica da segunda equagao de (3.1)
que

Dai, obtemos

e assim

o que implica em z (s) = rsin (£ + d) .
Como z (s) =rsin (£ +d) e (z)? + (v/)* = 1, entéo

y (s) = Frcos <;+d).

Donde obtemos, a menos de um sinal, que

a(s) = (rsin <§+d) , T COS (;—i—d)) :

Logo, C' é um circulo.
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3.3 Aplicacao da Desigualdade Isoperimétrica

Entre todos os quadrilateros no plano cujos lados medem a, b, ¢ e d, qual limita a
maior area? A resposta é o quadrilatero ciclico, ou seja, aquele inscritivel em algum
circulo.

A prova que demos para a Desigualdade Isoperimétrica foi para curvas dife-
renciaveis. Porém, a desigualdade serve para qualquer curva fechada simples. Aqui
utilizaremos o caso geral.

A

Figura 3.9: Aplicacao da Desigualdade Isoperimétrica

Considere o quadrildtero ABC'D inscrito no circulo I, onde os lados medem AB =
a, BC =b, CD =ce DA = d. Considere um outro quadrilitero EFGH cujos lados
também medem EF = a, FG = b, GH = c e HE = d. Construa sobre o lado EF
um arco de circulo congruente ao arco sobre AB, parte hachurada da figura. Faca
o mesmo para os outros lados do quadrilatero EFGH. Desta forma, obtemos uma
curva « fechada simples de mesmo comprimento do circulo I'. Pela Desigualdade
[soperimétrica obtemos que a area limitada por I' é maior que a area limitada por
«. Como as correspondentes areas hachuradas da figura 3.9 possuem a mesma area,
obtemos que a area do quadrilatero ABC'D é maior que a area do quadrildtero EFGH.
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