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Resumo

Neste trabalho apresentamos um estudo sobre os poliedros regulares, comparando
e discutindo os conceitos e as definicoes que sao dadas no estudo dos poliedros re-
gulares nos livros didaticos mais utilizados nas escolas brasileiras de Ensino Médio.
Provamos o teorema de Euler, calculamos areas de superficies e os volumes dos poli-
edros regulares. Por fim, apresentamos alguns softwares matematicos que podem ser
utilizados pelos alunos e professores de Matematica nas aulas de geometria espacial
como material auxiliar no processo de ensino e aprendizagem deste tema em sala de
aula.

Palavras-chaves: Geometria espacial, Poliedros regulares, Teorema de Euler,
Softwares de Matematica.
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Abstract

In this work we present a study of the regular polyhedra, comparing and discus-
sing the concepts and definitions given in the study of regular polyhedra in textbooks
most widely used in Brazilian high schools. We prove the theorem of Euler, we cal-
culate surface areas and volumes of regular polyhedra. Finally, we present some
mathematical software that can be used by students and mathematics teachers in
the spatial geometry classes as auxiliary material in the teaching and learning of
this subject in the classroom.

Keywords: spatial geometry, regular polyhedra, Euler’s Theorem, Mathematics
Software.
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Notacoes

Notacoes Gerais

e P é um poliedro convexo qualquer.
e A é o0 namero de arestas de um poliedro convexo P.
e [' ¢é o numero de faces de um poliedro convexo P.

e I/ é o niimero de vértices de um poliedro convexo P.

F,, é a n-ésima face de um poliedro convexo.

ng € o k-ésimo lado de uma face.

e V), ¢ a p-ésima aresta que incide num vértice.

S é a area de uma superficie das faces de um poliedro.
e S, é a area da superficie da base de um poliedro.

e S; é a 4rea da superficie das faces laterais de um poliedro.

V é o volume de um poliedro regular.

Vyir € 0 volume de uma piramide.

d ¢ a diagonal maior do icosaedro.

h altura de uma face ou de um poliedro.

a € aresta de um poliedro regular.
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Introducao

Este trabalho tem como objetivo principal analisar a forma de como os poliedros
regulares sao vistos por alguns autores de livros didaticos para o Ensino Médio.
Primeiramente foi realizada uma breve passagem por alguns fatos que podem ter
dado inicio ou marcaram a histéria da Geometria Espacial, nesse mesmo capitulo
veremos os principais geometras que dedicaram-se ao estudo dos solidos geométricos
dentre eles, destaca-se Platao que tem seu nome associado aos poliedros regulares

No capitulo dois iniciamos com algumas defini¢oes para qualquer poliedro em
alguns livros didaticos, depois dividimos os poliedros em dois grupos: os convexos e
0s nao convexos (concavos). O proximo passso foi identificar e classificar os elementos
que compoem um poliedro: faces, vértices e arestas. Com esses elementos definidos
podemos escrever duas relacoes entre eles.

O proximo capitulo utilizamos as relagoes entre os elementos dos poliedros para
demonstrarmos o famoso teorema de Euler, que raramente é demonstrado nos livros
didaticos, mas bastante trabalhado no Ensino Médio quando se estuda poliedros.

No capitulo quatro definimos poliedros regulares utilizando-se de duas definicoes
e com o teorema de Euler demonstrado provamos a existéncia de apenas cinco po-
liedros regulares os solidos de Platao, apresenta-se também os valores das areas das
superficies e volumes desses cinco poliedros em funcao de sua aresta e 4potema. No
fim do capitulo apresentamos um breve resumo de outros poliedros nao regulares
mas que apresentam-se de forma destacada nos livros didaticos.

Finalizamos o trabalho com uma proposta de uso dos softwares Cabri e Poly nas
apresentacoes de contetidos envolvendo poliedros para melhor fixacao e compreensao
do assunto.

xiil



Capitulo 1

Conceito Historico

A matematica desperta o interesse das pessoas desde a antiguidade, ela é uma
das ciéncias mais antigas e sua origem nao tem data fixa, a data precisa de quando
ocorreram os primeiros célculos que envolveram um raciocinio geométrico também
nao é precisa, acredita-se que na pré-historia o homem ja desenvolvia um raciocinio
matematico, contudo nao havia registros de tais feitos.

Podemos citar como um dos primeiros textos matematicos (provenientes 2000
a.C.) o papiro mateméatico de Rhind (matemética egipcia, cerca de 2000 - 1800
a.C.) e o Papiro Matematico de Moscovo ou Moscou (matematica egipcia, cerca de
1890 a.C.). O papiro de Moscovo que foi escrito por um escriba desconhecido contém
vinte e cinco exemplos, quase todos da vida pratica e nao diferenciando muito do
papiro Rhind. Associado ao problema 14 do papiro de Moscovo ha uma figura que
é parecida com um trapézio, porém os calculos associados a ela mostram que o que
se representa ¢ um tronco de uma piramide (veja [5] pagina 14). Esse talvez seja o
primeiro registro de um calculo envolvendo Geometria Espacial.

Figura 1.1: Fragmento do papiro de Moscovo.

Todavia poderiamos ter registros anteriores a esses encontrados no papiro Mos-
covo, contudo a auséncia desses registros tornou a origem da Geometria indetermi-



nada, porém podemos destacar algumas utilizacoes de conceitos de alguns povos na
antiguidade, e que atualmente ainda sao tteis ou servem de inspiracao ou base em
novas propostas de ideias geométricas; como os egipcios e o uso de areas de terrenos
na agricultura e suas construcoes tendo as piramides como exemplo, podemos tam-
bém destacar outros povos antigos como os chineses e sua grande muralha, porém foi
na Grécia, que a Geometria teve seu maior desenvolvimento. Os gregos perceberam
em seus estudos que os egipcios foram capazes de realizar calculos e medidas de
dimensionamento da terra, eles procuraram demonstrar leis acerca do espaco, dai o
nome GEOMETRIA, geo - terra e metria - medida.

Com localizagao privilegiada entre os mares Egeu e Jonio e colonias que se en-
contravam nas margens dos mares Negro e Mediterraneo, além da 6tima localizacao
geografica que garantia poderem viajar aos grandes centros do conhecimento da
época junto a um espirito ousado e imaginativo fez com que os adquirissem infor-
magoes de primeira mao sobre matemética e astronomia. E foi no Egito diz-se que
aprenderam geometria. Foram muitos os gedmetras gregos que podemos destacar
entre eles Tales, Pitdgoras, Euclides e Platao.

Tales frequentemente saudado como o primeiro matematico verdadeiro - origina-
dor da organizacao dedutiva da geometria. Nao h&a documento que prove tal feito,
o mais proximo que podemos chegar a isso digno de confianca é uma mencao 1000
anos depois do tempo de Tales. Um discipulo de Aristoteles chamando Eudemo
escreveu uma historia da matematica, essa se perdeu porém alguém resumiu parte
dela, esse resumo também perdeu-se, porém Proclus filésofo neo-platonico escreveu
parte das informagoes do sumério de Eudemos, nele diz o seguinte sobre Tales. (veja
[5] paginas 34-35).

...Primeiro foi ao Egito e de ld introduziu esse estudo na Grécia. Descobriu
muitas proposicoes ele proprio e instruiu Seus sucessores nos Principios que regem
mustas outras...

Ja Pitagoras, alguns dizem discipulo de Tales, teve também suas contribuigoes
na geometria. Fundador da famosa escola pitagorica e do famoso teorema , proval-
vemente de estudos nas piramides do Egito, no sumério de Eudemo-Proclus lhe é
atribuida a construgao de "figuras cosmicas" (isto é solidos regulares), porém exis-
tem algumas dividas. O hexaedro, o octaedro e o dodecaedro podiam ter sido
observados em cristais, como o da pirita (dissulfito de ferro), mas em Os Elementos
XIII esta dito que os pitagoricos s6 conheciam trés poliedros regulares; o tetraedro,
o hexaedro e o dodecaedro. Sobre o ultimo nao seria improvavel pois eles conheciam
algumas propriedades do pentagono regular. (O pentagrama, simbolo especial da
escola pitagorica, formada tracando as diagonais de um pentagono que é face do
dodecaedro). (veja [5] pagina 37).



Figura 1.2: Simbolo da escola Pitagérica, o pentagrama.

Euclides de Alexandria, assim conhecido por ter ensinado matemética na cidade
de Alexandria, foi outro grande gedmetra grego, escritor de diversas obras (cinco
sobrevivem até hoje) dentre elas destaca-se uma obra do universo matematico que
até hoje tem grande contribuicao e talvez seja uma das maiores obras publicadas
(para alguns matemaéticos a maior) ¢ Os Elementos de Euclides, segundo Avila [1]:
"Nao sabemos se Euclides escreveu Os Elementos para uso no ensino, ou apenas
para reunir o conhecimento matemaéatico da época. Naquele tempo nao havia a
preocupacao pedagogica dos dias de hoje, de sorte que Fuclides alcancou os dois
objetivos; e os Elementos foram muito usados no aprendizado da Matemaética por
mais de dois milénios ". O 1ltimo livro (Livro XIII) é totalmente dedicado aos cinco
solidos regulares, fato que levou alguns historiadores a dizer que Os Elementos foram
compostos como uma glorificacao das figuras césmicas ou platonicas.

Outro com estudos no campo da Geometria Espacial foi Platao, embora nao
tenha dado contribuicao digna de nota a resultados matematicos técnicos, porém
seu entusiasmo pelo assunto o fez conhecido como "criador de mateméticos". Esse
fascinio todo pela matematica certamente veio a partir de uma visita a um amigo
na Sicilia, Arquitas. Talvez & veneracao dos pitagoricos pelo dodecaedro tenha sido
o que levou Platao a considera-lo como um simbolo do universo. Os cinco poliedros
regulares foram constantemente chamados de "corpos cosmicos" ou "sélidos plato-
nicos" devido a maneira pela qual Platao os aplicou para explicacdo de fendmenos
cientificos, talvez também seja responsavel por alguns calculos encontrados sobre os
poliedros regulares no livro Os Elementos. (veja |5] paginas 62-63).

Tivemos outros matematicos gregos, e claro de outros povos, que contribuiram
para o desenvolvimento da Geometria Espacial, porém os gregos absolviam muitos
elementos de outras culturas, de outra forma nao teriam aprendido tao depressa de
modo a ter passado a frente de seus predecessores, mas a tudo que tocavam davam
mais vida. (veja [5] pagina 34).



b Tetragdra o Icgsoedro Octoedro
Terra Fogo 1 Cozmos Agua i

Figura 1.3: So6lidos Platonicos e seus respectivos elementos da natureza.

Dentre todos os ramos da matemaética a Geometria é a que mais sofre mudancas
de gosto de uma época para outra. Seu auge foi na Grécia classica e caiu junto
com Roma, teve uma recuperacio na Arabia e na Europa da Renascenca, no século
dezessete esteve no limiar de uma nova era, mas novamente foi esquecida, ao menos
pelos pesquisadores matemaéticos, por quase mais dois séculos, através de esforcos de
Monge e Carnot houve um reavivamento da geometria pura no periodo da revolucao
Francesa, porém no século dezenove ela teve uma redescoberta como ramo vivo da
matematica. (veja [5] pagina 387).

Hoje, como no passado, a Geometria continua a ser uma fonte de enriquecimento
de raciocinio e dos habitos de pensar, que permitem justificar as nossas afirmacoes
(veja [14] pagina 306) suas aplicacoes sdo intmeras. Os solidos geométricos sao
observados, por exemplo, em diversos lugares seja em construgoes ou em objetos de
uso diario.

Figura 1.4: Piramides do Egito e a Piramide do museu do Louvre, formas poliédricas.



Capitulo 2

Os poliedros nos livros didaticos

Varias sao as definicoes para os poliedros dispostas nos livros didaticos.

Segundo Bianchini e Paccola [4], pagina 205, definimos poliedro como a regido
do espago limitada por poligonos planos, e tais que cada uma das arestas desses
poligonos pertenca a dois e somente dois deles.

Em Barroso [3], pagina 164, é chamado de poliedro o sélido formado pela reuniao
de uma superficie fechada com todos os pontos do espaco delimitados por ela.

Em Dante [6], pagina 360, diz que o poliedro é formado pela reunidao de um
nimero finito de regioes poligonais planas chamadas faces e a regiao do espaco
limitada por ela, assim como Ribeiro [15], pagina 68, poliedros sao solidos limitados
por superficies planas poligonais.

Para lezzi |9], pagina 457, temos poliedro como solidos limitados por por¢oes de
planos - poligonos planos - denominados faces.

As defini¢oes nem sempre sao suficientes para que a maioria dos aluno tenham
uma ideia sobre o que ¢ um poliedro, a apresentacao de ilustracoes facilitam sua
compreensao, mas ainda, é necessario um estudo das féormulas que produzem areas
de superficies e volumes dos poliedros, bem como o classico teorema de Euler, que
raramente ¢ demonstrado nos livros didaticos do Ensino Médio.

Vamos utilizar as defini¢des de Lima [12] p4gina 283.

Definicao 2.1 Poliedro ¢ uma reuniao de um niumero finito de poligonos planos
chamados faces onde:

a) Cada lado de um desses poligonos é também lado de um, e apenas um, outro
poligono.

b) A intersecio de duas faces quaisquer, ou é um lado comum, ou € vértice ou é
Vazia.

c) E sempre possivel ir de um ponto de uma face a um ponto de qualquer outra,
sem passar por nenhum vértice, ou seja, cruzando apenas arestas.



O que consideraremos como poliedro é a superficie poliédrica formada pelos poligo-
nos nao a regiao interna limitada por eles.

Figura 2.1: Figuras Poliédricas.

De fato é facil encontrarmos formas poliédricas no nosso dia a dia, assim torna-
se facil para que o aluno associe a definicao de poliedro, porém existem também
figuras que estdo no R?, mas nao seguem algum ou alguns dos itens da Definicdo
2.1, chamaremos de figuras nao poliédricas.

-

Figura 2.2: Figuras nao Poliédricas.

Assim todo poliedro no sentido da Definicao 2.1 limita uma regiao do espaco
chamada interior desse poliedro, essas figuras geométricas estao no R3,

Na educacao béasica os poliedros tém maior énfase no segundo ano do Ensino
Médio, porém alguns autores ja introduzem o assunto no primeiro ano com alguns
conceitos basicos como elementos e classificacoes dos poliedros. Segundo Palha-
res [14]| pagina 306, é urgente e fundamental que a Geometria reflita, porventura,
hoje mais do que no passado recente, as preocupacoes educacionais de relevancia e
realismo, nomeadamente através de:



2.1. POLIEDROS CONVEXOS

e Verdadeiros problemas do dia-a-dia que envolvam ideias geométricas, em vez
de aplicacoes artificias;

e Exploracao de formas de representacao do meio ambiente, por muito compli-
cado que isso pareca. O uso de plantas, de mapas ou de fotografias parece-nos
apropriado, uma vez que no mundo onde a crian¢a se movimenta a Geometria
é, em primeiro lugar, Espacial, antes de ser plana;

e Trabalhos geométricos com o recurso as novas tecnologias.

2.1 Poliedros convexos

No inicio desse capitulo revisamos as varias e equivalentes maneiras como os poli-
edros sao definidos nos livros didaticos usados no Ensino Médio. A seguir, tratamos
dos chamados poliedros convexos.

Conforme Janos [10], pagina 84, um poliedro convexo encontra-se inteiramente
de um lado do plano que contém qualquer uma de suas faces. Na figura abaixo
podemos observar que o poliedro nao convexo apresenta um plano que contém uma
de suas faces e corta outra.

Poliedro convexo Poliedro nao convexo

P

Y

Figura 2.3: Poliedros.

Para Ribeiro [15], pagina 70, um poliedro é dito convexo quando um segmento
de reta que liga quaisquer dois de seus pontos esta inteiramente contido nele. Além
disso, um poliedro é convexo se toda reta nao paralela a nenhuma das faces corta suas
faces em dois pontos no maximo. A figura abaixo apresenta exemplos de poliedros
CcONVeX0 € Nao COnvexo.

Segundo Lima [11], pagina 284, um conjunto C contido no plano ou no espaco,
diz-se convexo, quando qualquer segmento de reta que liga dois pontos de C esté
inteiramente contido em C. Assim podemos imaginar esse conjunto C tanto no espaco
tridimensional ou bidimensional, como nossa fonte de estudo é no R* podemos usar
a seguinte defini¢ado também proposta por Lima [11], pagina 284.
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P
Ve,

Figura 2.4: Poliedros nao convexo (a esquerda) e Poliedro convexo (a direita).

Defini¢ao 2.2 Um poliedro é dito convexo se qualquer reta (ndao paralela a nenhuma
de suas faces) o corta em, no mdzrimo, dois pontos.

2.2 Elementos dos poliedros

Nesta secao veremos os elementos que compoem os poliedros.

e Faces

Os poligonos 2, 3, 4 e 5 da figura abaixo sao triangulos, enquanto o poligono 1 é
um quadrado, podemos uni-los formando um poliedro P, ao formar o poliedro

P esses poligonos limitarao uma regiao do espago, assim podemos definir faces
de um poliedro.

poligonod 2

Figura 2.5: Poligonos no plano.

Definicao 2.3 As faces de um poliedro sao os poligonos que limitam o polie-
dro.



2.2.

ELEMENTOS DOS POLIEDROS

Conforme a Defini¢ao 2.1 os poliedros tém um ntimero finito de faces.

Arestas

Os lados do poligono 1 A1 By, B1C4, C1 Dy e DA serao comum com os lados
dos poligonos 2, 3, 4 e 5 A3Bs, BoCs, C5D5 e Dy A, respectivamente. Esses
lados comuns formarao as arestas AB, BC', CD e DA do poliedro P.

Figura 2.6: Poliedro P planificado.

Definicao 2.4 Aresta ¢ o nome dado a cada lado da face do poliedro, a qual
¢ comum a somente duas faces.

Vértices

Podemos observar que na figura acima os vértices do poligono 1 serdo comuns
com os vértices dos poligonos 2, 3, 4 e 5; (por exemplo o vértice A; e By do lado
A1 B; do poligono 1 serdo comuns com os vértices A; e Bs, respectivamente,
do lado A3Bs do poligono 3).

Figura 2.7: Vista superior do poliedro P.
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Definicao 2.5 Vértice de um poliedro é cada um dos pontos de intersecao de
3 ou mais arestas.

O vértice de cada face tambhém é vértice do poliedro P.

Aqui, temos algumas defini¢coes encontradas em livros didaticos do Ensino Médio,
para os elementos que compoem o poliedro.

Segundo Dante [6], pagina 360, cada poliedro é formado pela reunidao de um
numero finito de regides poligonais planas chamadas faces e a regiao do limitadas
por elas. Cada lado de uma dessas regioes poligonal é também lado de uma outra
Unica regiao poligonal. A interseccao de duas faces quaisquer ou é uma lado comum,
ou é um vértice, ou é vazia. Cada lado de uma regiao poligonal, comum a exatamente
duas faces é chamado aresta do poliedro, e cada vértice de uma face é um vértice do
poliedro.

Para Ribeiro [15], pagina 68, faces sdo os poligonos que limitam os poliedros.
Todo poliedro tem uma quantidade finita de faces. Aresta é o nome que se da a
cada lado de uma face do poliedro. Cada aresta de um poliedro é comum a somente
duas faces. Vértice é cada um dos pontos de interseccao de 3 ou mais arestas. O
vértice de cada face também é o vértice do poliedro.

2.3 Relacoes entre os Elementos dos Poliedros

Podemos relacionar os elementos de um poliedro convexo qualquer. As relacoes
descritas foram baseadas naquelas apresentadas por Lima [12], paginas 284 - 285.

Na secao anterior definimos os elementos que compdem um poliedro, vamos aqui
representa-los como A, o nimero de arestas, V' o ntmero de vértices e por F o
nimero de faces de um poliedro qualquer.

Podemos ainda verificar que as faces de um poliedro podem ser compostas por
poligonos diferentes, representaremos por F, o nimero de faces que possuem n
lados, com n > 3, assim temos Fj face triangular, F) face quadrangular e assim
sucessivamente. Segue da Definicao 2.1 que o nimero F' de faces é finito, e além
disso

F=FI34+F+..+F,.

Da mesma forma podemos verificar que para cada vértice V' de um poliedro
concorrem p arestas, como para cada vértice o menor niimero de arestas que con-
correm para ele é trés, temos que p > 3 e V,, o niimero de vértices que concorrem
p arestas, por exemplo V3 é o niimero de vértices no qual concorrem trés arestas,
V, o namero de vértices no qual concorrem quatro arestas e assim sucessivamente.
Podemos concluir que

10
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V=Vst+Vit..+V,

2.3.1 Faces e Arestas

Vamos imaginar um poliedro com todas as suas faces separadas e dispostas so-
bre um plano. Se quisermos saber quantos lados possuem todos os poligonos que
forma um poliedro basta multiplicarmos as faces triangulares (triangulos) por trés,
as faces quadrangulares (quadrilateros) por quatro, e assim sucessivamente e depois
somarmos todos os resultados, porém cada aresta do poliedro é lado comum de exa-
tamente duas faces, assim a soma de todos os lados das faces resulta o dobro de
arestas. Logo,

3Fy + 4F, +5F + - = 24,
nF

Podemos concluir que: nF = 2A, vale para todo poliedro regular, onde n é o
ntimero de lados de cada face.

2.3.2 Vértices e Arestas

Podemos também determinar o niimero de arestas com a observagao nos vértices
de um poliedro. Se contarmos quantas arestas concorrem em cada vértices vamos
observar que cada aresta serd contada duas vezes, em um extremo e no outro, assim
se somarmos o resultado das arestas que concorrem em cada vértices teremos o dobro
do numero de arestas. Assim temos,

3V + 4V, +5Vs 4 - = 24,

pV

Podemos concluir que: pV = 2A, vale para todo poliedro regular, onde p é o
ntmero de arestas que concorrem em cada vértice de um poliedro.
Segue das relagoes acima que podemos compara-las e concluirmos que:

2A =nF =pV.

2.3.3 Relacao de Euler

Nesta secao serd demonstrado o teorema de Euler, que pela sua aplicacao sim-
ples, deixa os alunos curiosos principalmente quando eles tem em maos um poliedro
convexo qualquer e fazem a contagem dos elementos. Para tal demonstragao foi
utilizada a apresentada por Lima [12], paginas 287-290, vale salientar que ela seguiu
quase integralmente a publicada pelo professor Azambuja Filho [2].

11
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Teorema 2.1 Dado um poliedro convexro com A arestas, V vértices e F' faces, tem-
se

V+F—-A=2.

Prova: Inicialmente vamos calcular a soma dos angulos internos de todas as faces
de um poliedro convexo P, essas faces serao numeradas da seguinte forma Fy, Fy, Fj,
..., F}, e um niimero n que representa a quantidade de lados correspondentes as faces
ni, Ng, N3, ..., ng. Para calcular a soma dos angulos internos de um poligono temos
S; = 180" - (n — 2) formula vista no Ensino Fundamental, ou seja, S; = m(n —2). A
soma de todos os angulos internos do poliedro P é dada pela expressao

Si = (i —2)+7(ne —2)+ ...+ 7(ng — 2)
= m(ni+ne+..+ng) —7(2+2+...+2).

Como cada aresta de um poliedro é comum a apenas duas faces, logo a soma dos
n;’s lados de um poligono é igual ao dobro do nimero de arestas, ou seja (ny + ns +
...+ ng) = 2A. O outro paréntese compostos por soma de 2 pode ser reescrito assim
:2(1+1+..1) onde a soma de parcelas uns é a quantidade de faces que compdem
o poliedro, dai concluimos que (2 + 2 + ... + 2) = 2F. Entao temos

S; = m2A— m2F
= 2m(A—-F). (2.1)

Para o proximo passo da demonstragao vamos tomar um plano H horizontal sob
o poliedro P e uma reta r perpendicular ao plano H tal que a reta r nao seja paralela
a nenhuma das faces do poliedro P.

Colocamos sobre o poliedro P uma fonte luminosa (para melhor compreenssao
do exemplo imagine o sol a pino, ou seja, o ponto mais elevado do sol) essa fonte
produzira sobre o plano H uma sombra P’ do poliedro P. Essa sombra P’ tem
contorno de um poligono convexo K’ sombra de um poligonal fechada K, a qual
chamaremos de contorno aparente do poliedro P, formada por arestas de P.

Cada ponto do poligono K’ é um tunico ponto do poliedro P, ja a sombra P’ é
sombra de exatamente dois pontos de P. Um desses pontos fica na regiao iluminada
de P, regiao que fica mais proxima da fonte luminosa a qual chamaremos de P; todo
ponto dessa regiao é chamado de ponto iluminado e o outro ponto ficard na regiao
menos iluminada de P, regiao que fica mais proxima do plano H, a qual chamaremos
de P, todo ponto dessa regiao sera chamado de ponto sombrio.

Depois dessas consideracoes vamos calcular novamente a soma dos angulos in-
ternos de todas as faces de P. Devemos lembrar que a soma dos angulos internos
de uma face de P é igual soma angulos internos da sombra dessa face.

12
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Assim temos, V = Vo + Vi + V5 onde Vg, Vi, V5 sao respectivamente a quantidade
de vértices do contorno aparente, a quantidade de vértices de P; e a quantidade
de vértices de P,. Para calcular a soma dos angulos internos do poliedro P temos
S; = 51+ S, onde S; é a soma dos angulos internos da regiao iluminada e S5 é a
soma dos angulos internos da regiao sombria. Dadas por

Sl :277"/14—71'(‘/0—2)

Analogamente temos

52:27T‘/2—|—7T(‘/0—2)

Entao

S; = S1+ 5,
= [27Vi 4+ 7(Vh —2)] + [27nVa 4+ w(Vh — 2)]
= 2tVi+27Vo + (Vo — 2) + m(Vpy — 2)
= 27Vi+ 27V +27(Vp — 2)
= 2t(Vi+ Vo + V4 —2).

Ora, V1 + Vo + 1V = V. Dai temos

Si =2m(V —2). (2.2)
Usando as equacoes (3.1) e (3.2):

Si =S
2n(A—F) = 2n(V —2)
A-F = V-2

V_A+F = 2

dessa forma concluimos a prova.

13



Capitulo 3

A Relacao de Euler

Neste capitulo sera demonstrado o teorema de Euler, pela sua aplicacao sim-
ples deixa os alunos curiosos principalmente quando eles tem em maos um poliedro
convexo qualquere fazem a contagem dos elementos. Para tal demonstracao foi uti-
lizada a apresentada por Lima [12] paginas 287-290, vale salientar que ela seguiu
quase integralmente a publicada pelo professor Azambuja Filho [2].

Teorema 3.1 Dado um poliedro convexo com A arestas, V vértices e F' faces, tem-

se
V+F—-A=2.

Prova: Inicialmente vamos calcular a soma dos angulos internos de todas as faces
de um poliedro convexo P, essas faces serao numeradas da seguinte forma Fy, Fj,
F3, ..., F}, e um nimero n que representa a quantidade de lados correspondentes as
faces ny, ng, ns, ..., ni. Para calcular a soma dos angulos internos de um poligono
temos S; = 180° - (n — 2) vista no ensino fundamental, ou seja, S; = m(n — 2). A
soma de todos os angulos internos do poliedro P é dada pela expressao

Si = i —2)+7(ne —2)+ ... + (g — 2)
= m(ni+ng+..+np) —m(24+2+ ... +2).

Como cada aresta de um poliedro é comum a apenas duas faces, logo a soma
dos n (enes) lados de um poligono é igual ao dobro do niimero de arestas, ou seja
(ny +ng + ... + i) = 2A. O outro paréntese compostos por 2 pode ser reescrito
assim : 2(1 4+ 1+ ...1) onde a soma de parcelas uns é a quantidade de faces que
compdem o poliedro, dai concluimos que (2 + 2+ ... +2) = 2F. Entao temos

S,L' = m2A — m2F
= 21(A—F). (3.1)
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Para o proximo passo da demonstracao vamos tomar um plano H horizontal sob
o poliedro P e uma reta r perpendicular ao plano H tal que a reta r nao seja paralela
a nenhuma das faces do poliedro P.

Colocamos sobre o poliedro P uma fonte luminosa (para melhor compreenssao
do exemplo imagine o sol a pino) essa fonte produzira sobre o plano H uma sombra
P’ do poliedro P. Essa sombra P’ tem contorno de um poligono convexo K’ sombra
de um poligonal fechada K, a qual chamaremos de contorno aparente do poliedro
P, formada por arestas de P.

Cada ponto do poligono K’ é um tnico ponto do poliedro P, ja a sombra P’ é
sombra de exatamente dois pontos de P. Um desses pontos fica na regiao iluminada
de P, regiao que fica mais préoxima da fonte luminosa a qual chamaremos de P; todo
ponto dessa regiao ¢ chamado de ponto iluminado e o outro ponto ficara na regiao
menos iluminada de P, regiao que fica mais proxima do plano H, a qual chamaremos
de P, todo ponto dessa regiao sera chamado de ponto sombrio.

Depois dessas consideracoes vamos calcular novamente a soma dos angulos in-
ternos de todas as faces de P. Devemos lembrar que a soma dos angulos internos
de uma face de P é igual soma angulos internos da sombra dessa face.

Assim temos, V = Vy+ Vi 4+ V5 onde Vp, Vi, V5 sdo respectivamente a quantidade
de vértices do contorno aparente, a quantidade de vértices de P; e a quantidade
de vértices de P». Para calcular a soma dos angulos internos do poliedro P temos
S; = 51+ S, onde S; é a soma dos angulos internos da regiao iluminada e S5 é a
soma dos angulos internos da regiao sombria. Dadas por

Sy =27Vi + 7 (Vo — 2).

Analogamente temos

Sy =27V + (Vo — 2).

Entao

S = S1+ 5
= [27Vi+7(Vh —2)] + [27nVo + w(Vp — 2)]
= 2tV +2nVo + (Vo — 2) + 7(Vp — 2)
= 27Vi+ 27V +27(Vp — 2)
= 2r1(Vi+ Vo + Vo —2).

Ora, Vi + Vo + Vy = V. Dai temos

Si =2m(V —2). (3.2)
Usando as equacoes (3.1) e (3.2):
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Si

2n(A—F)
A—F
V—-A+F

dessa forma concluimos a prova.
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2n(V —2)
V-2
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Capitulo 4

Poliedros regulares

Neste capitulo serdo definidos os poliedros regulares (ou poliedros de Platao) e a
demonstracao da existéncia de somente cinco deles. Abaixo seguem duas definicoes
de poliedros regulares, a primeira para Tizziotti [19] pagina 347 e a segunda de
Palhares [14] pagina 306.

Definicao 4.1 F o poliedro no qual as faces sao poligonos requlares congruentes e
0s dngulos poliédricos sao congruentes.

Definicao 4.2 E um poliedro convexo cujas faces sao poligonos regulares, todos
wguais e onde em cada um dos vértices concorre o mesmo nimero de arestas.

Uma caracteristica é comum para os dois autores que sao as faces formadas por
poligonos regulares, porém o primeiro complementa sua definicao citando angulos
poliédricos, que segundo Paiva [13| pagina 381 sao por¢oes do espaco cuja superficie
¢ a reuniao dos angulos das faces que tém um mesmo vértice. Enquanto o segundo
cita as arestas que concorrem nos vértices.

Os poliedros regulares também sao conhecidos como sélidos Platonicos.

4.1 Existéncia de cinco poliedros regulares
A demonstracdo abaixo foi baseada no livro de Dante [6] pagina 363.

Teorema 4.1 FExitem somente cinco poliedros requlares.

Prova: Vamos considerar um poliedro regular com A arestas, V vértices e F' faces,
onde n é o nimero de lados em cada face e p é o niimero de arestas que concorrem
em cada vértice. Usando as relacoes dos elementos dos poliedros temos

2A =nF =pV.

17



4.1. EXISTENCIA DE CINCO POLIEDROS REGULARES

Vamos escrever A e V em funcao de F, temos

nk

A= : 4.1
: (11)
‘ 24
V=—. (4.2)
p
Combinando (4.1) com (4.2), obtemos
2nF
—l
2p
F
= (4.3)
p
Vamos substituir as equagoes (4.1) e (4.3) na relagao de Euler.
2 = V-A+F
F F
_ nF_nF
[ 2
assim temos
2nF —pnF +2pF  4p
2p 2
Colocando F' em evidéncia no primeiro membro temos
F(2n —pn+2p) =4p
o que implica que
4
J . — (4.4)
2n —pn+2p

Para que tenhamos um ntmero F de faces precisamos ter o denominador 2n —
pn + 2p > 0, dai

2n > np — 2p
colocando p em evidéncia
2n > p(n — 2)
2n
= —>p. 4.5
5 > (4.5)

Como vértice é cada um dos pontos de interseccao de 3 ou mais arestas, temos
p > 3. Comparando com a equagao (4.5), temos:

18
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2
S>3
n—2

=n < 06.

Como o menor nimero de lados de uma face é trés (face triangular), temos que
n > 3, mas temos também que n < 6, assim os valores de n sao 3, 4 e 5. Vamos
substituir os valores de n na equagao (4.4)

Para n = 3 obtemos

4p
2-3-3p+2p
4p
= — 4.6
> (4.6)

F =

Observando a equagao (4.6) podemos concluir que p < 6 (para satisfazer a equa-
¢ao0), como p é o numero de arestas que concorrem em cada vértice e p > 3, temos
3<p<6.

Para p = 3 segue que

ou seja,
F=4.

Como n = 3 (faces triangulares), F' = 4 (quatro faces iguais) e p = 3 (em cada
vértice concorrem trés arestas) temos o tetraedro.

Figura 4.1: Tetraedro (esquerda) e uma representacao planificada (direita).

Para p = 4 segue que
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temos

F =8

Como n = 3 (faces triangulares), F' = 8 (oito faces iguais) e p = 4 (em cada
vértice concorrem quatro arestas) temos o octaedro.

Figura 4.2: Octaedro (esquerda) e uma representagio planificada (direita).

Para p = 5 obtemos

dessa forma
F = 20.

Como n = 3 (faces triangulares), F' = 20 (vinte faces iguais) e p = 5 (em cada
vértice concorrem cinco arestas) temos o icosaedro.

Figura 4.3: Icosaedro (esquerda) e uma representagao planificada (direita).

Agora vamos verificar o valor de n = 4.
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Para n = 4 obtemos

4
F= b
2-4—4p+2p
4
- (4.7)
8—2p

Observando a equagao (4.7) podemos concluir que p < 6 (para satisfazer a equa-
¢ao), como p é o numero de arestas que concorrem em cada vértice e p > 3, temos
4p
8 —2p’

3 < p < 6, porém os valores p = 4 e p = 5 nao satisfazem a equagao F' =

pois torna F' negativo, assim vamos utilizar apenas para p = 3.
Para p = 3 obtemos

ou seja,

F =6.

Como n = 4 (faces quadrangulares), F' = 6 (seis faces iguais) e p = 3 (em cada
vértice concorrem trés arestas) temos o hexaedro.

Figura 4.4: Hexaedro (esquerda) e uma representagio planificada (direita).

E por fim vamos verificar o valor de n = 5.
Paran =5

4
F= D
25— 5p+2p

_
10-3p’

(4.8)
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Assim como para n = 4, temos que da equagao (4.8), podemos concluir que p < 6
(para satisfazer a equacao), como p é o numero de arestas que concorrem em cada
vértice e p > 3, temos 3 < p < 6, porém os valores p = 4 e p = 5 nao satisfazem a

equacao F' = %7 pois torna F' negativo, assim vamos testar apenas para p = 3.
—Jp
Para p = 3 segue que
4-3
F=—
10-9
temos
F =12

Como n = 5 (faces pentagonais), F' = 12 (doze faces iguais) e p = 3 (em cada
vértice concorrem trés arestas) temos o dodecaedro.

Figura 4.5: Dodecaedro (esquerda) e uma representacao planificada (direita).

Assim provamos a existéncia de apenas cinco poliedros regulares.

A tabela abaixo mostra a quantidade de arestas (A), vértices (V), faces (F'), o
namero de arestas que concorre em cada vértice (p) e o nimero de arestas em cada
face (n).

’Poliedro\A\V\F\p\n‘
Tetraedro 6 | 44133
Hexaedro |12 8 | 6 | 3| 4
Octaedro | 12| 6 | 8 | 4|3

Dodecaedro | 30 | 20 | 12| 3 | b
Icosaedro |30 |12 (20| 5| 3

Tabela 4.1: Poliedros
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4.2 Areas e Volumes

Nessa secao vamos calcular os valores das areas dos poliedros regulares e volumes
das regioes do espaco delimitadas pelos poliedros regulares em fungao de uma aresta
a.

4.2.1 Areas

Para calcular as areas (das superficies) dos poliedros de faces triangulares basta
calcular a drea de um triangulo e depois multiplicar pelo niimero de faces, assim dado
um triangulo DEF de lado « (aresta do poliedro) e ponto médio M do lado EF
temos que para o calculo da area do triangulo precisamos da altura DM. Podemos
determiné-la pelo triangulo DM F'.

Figura 4.6: Triangulo DEF' de lado «.

DF — MF + DM’

o que implica que

DM — DF - MFE".

Substituindo DF por o e MF por % temos
— 9 o2
DM~ = o*——
¢y
2
L DM = /3%
4
a
=—V3 4.9
: (19)
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Para determinar area da superficie S do triangulo de lado «, basta multiplicar
a (base) pela altura (4.9) e dividir o produto por 2

.23
g _ 2

e portanto,

(4.10)

Entao para calcular a area da superficie de um tetraedro, octaedro e icosaedro
de aresta o basta multiplicar por 4, 8 e 20 respectivamente (ntimero de faces) pela
equagao (4.10) assim para a area do tetraedro temos que

a?V/3
4

S=4.

e portanto

S = a?V/3.

A area do octaedro ¢ dada por

2
§og. XV3

e portanto

E por fim a area do icosaedro é dada por

2
S:QO-O‘f

e assim temos

S = 5a2V/3.

Para calcular a area da superficie S de um hexaedro de lado « (aresta do poliedro)
basta determinar a &drea de uma face e multiplicar por 6.
Como as faces sao quadrados temos que a area do quadrado é dada por

S=JG GH.
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Figura 4.7: Quadrado de lado a.

Substituindo JG e GH por o temos
S =a’ (4.11)

Entao para calcular a area da superficie de um hexaedro basta multiplicar por 6
(nimero de faces) a equagdo (4.11), assim para a area do hexaedro temos

S = 6a2.

E por fim, calculando a area da superficie de um dodecaedro de aresta ov. Como
suas faces sao pentédgonos vamos dividi-los em triangulos isosceles ligando os vértices
ao centro da circunferéncia circunscrita de raio ON = R e o raio da circunferéncia
inscrita de raio OP = r, onde P é o ponto médio de um lado do pentagono.

Figura 4.8: Pentagono JKLMN de lado a.

Observa-se que o triangulo OPN tem como lados os segmentos ON (raio da
circunferéncia circunscrita ao pentdgono), NP (metade do lado do pentigono) e
OP (raio da circunféncia inscrita ao pentagono). O raio r também ¢é chamado de
apotema do pentagono. A defini¢do de apotema abaixo é dada por Iezzi [9] pagina
471.

Definicao 4.3 Apdtema de um poligono reqular € o segmento que une o centro do
poligono ao ponto médio de um lado.
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4.2. AREAS E VOLUMES

Observando o triangulo OJN temos: JN ¢ a base do triangulo e OP a altura do
triangulo, assim para calcularmos a area da superficie S do triangulo OJ N temos

= —. (4.12)

Como queremos calcular a area da superficie S do pentadgono de aresta A preci-

samos multiplicar a equagao (4.12) por 5.
a-r
S=5.-—.
2

Como temos doze pentédgonos no docecaedro sua area é dada por:

Como podemos observar a area da superficie do pentagono estd determinada
pela aresta a e pelo apotema r esse fato deve-se por ficar mais compreensivel e facil
de determina-la, porém ela poderia ser expressa apenas com a aresta .

S — 3a24/25 + 10v/5.

4.2.2 Volumes

Os calculos dos volumes, assim como os das areas, também serao em funcao da
aresta a. O volume ¢é a regiao limitada pelo poliedro.

..

Figura 4.9: Tetraedro de aresta .

Com o tetraedro basta multiplicar a drea da base pela altura e dividir por 3, pois
trata-se de uma piramide (ver se¢ao 4.3). Ja temos a area da base da equagao (4.10).
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4.2. AREAS E VOLUMES

A altura do poliedro pode ser calculada utilizando o triangulo DGF' retangulo em
G onde DG segmento que corresponde a altura do poliedro, DF = o e GF =

2
ga pois é o baricentro da base. Para provar GF = -a basta trabalhar com o

poligono que forma a base. Como o triangulo é equilatero, incentro (encontro das
bissetrizes), baricentro (encontro das medianas) e ortocentro (encontro das alturas)
todos se encontram num tnico ponto, no exemplo o ponto G.

Figura 4.10: Triangulo da base do tetraedro de aresta .

Dai temos que no triangulo formado pelos pontos F, G e O que é ponto médio
do lado FH. O angulo GFO mede 30° , pois temos uma bissetriz como reta suporte
do segmento FG. Utilizando-se da relagao COSSeNo

o

cos30° = 2
FG
ro-2t

2
Equivalente a = da altura de uma face. Agora usando o triangulo DG'F podemos

determinar a altura do poliedro, onde

DF° = DG +FG

-~ DG = DF -FG.

_ _ 3
Onde substituindo os valores de DF = a e FG = av3

concluimos que

_GO“/_
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Assim o volume do tetraedro DEFH é

a?V3 a6
__4 3
v 3

ou seja,

av/2

V="

Para o hexaedro basta multiplicarmos a area da base que ja temos da equacao
(4.11) pela altura, que é o proprio a.
Assim o volume para um hexaedro de aresta o temos

V=a’a
ou seja,
YV = a’.

Para o octaedro podemos observar que ele é formado por duas piramides de base
quadrada, assim precisamos calcular o volume de apenas uma e logo em seguida
multiplicarmos por 2.

Como a base é quadrada temos sua area da equacdo (4.11), precisamos apenas
da altura da piramide, ja sabemos a altura de uma face triangular regular de aresta
a pela equac ao (4.9) e o apotema da base GM serd a metade da aresta a.

Figura 4.11: Octaedro de aresta «.
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4.2. AREAS E VOLUMES

Para calcular a altura de uma das piramides podemos trabalhar com o triangulo
DGM onde DM = %\/3 e GM = %, assim podemos determinar DG da seguinte

forma

DG =DM’ —GM°

—o  a?3 o
= DG = — — —
4 4
logo,
— 2
DG — %‘

Assim o volume de uma piramide é

2
Vpir B —
dai podemos concluir que para o volume do octaedro temos

3
V:z-o‘\/§

ou seja,

Agora vamos calcular o volume de um dodecaedro de aresta «, algumas infor-
magoes foram utilizadas por Sérgio, (veja [16]). Primeiramente vamos dividir o
dodecaedro em outros poliedros conforme ilustra a figura

Figura 4.12: Dodecaedro decomposto em outros poligonos.

O dodecaedro fica dividido em um cubo e seis outros poliedros congruentes,
primeiramente vamos determinar a aresta do cubo. Observando a divisao do dode-
caedro podemos perceber que o pentagono é dividido da seguinte forma. A reta s
secciona o pentagono no segmento K M no qual torna-se aresta do cubo. Para deter-
minar KM tracamos uma perpendicular ¢ pelo ponto L onde teremos um triangulo
isosceles KLM. Como o angulo K tem medida igual a 108" (angulos do pentagono)
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4.2. AREAS E VOLUMES

Figura 4.13: Reta s seccionando o pentagono JKLMN.

e sabendo que o triangulo K LM ¢é is6sceles concluimos que os outros dois angulos
sdo congruentes, cada um medindo 36 °.

Agora observando o triangulo PK L onde em P temos um angulo reto, podemos
aplicar a relacao do cosseno do angulo de 36° para determinar o valor de K P que
é metade de KM a aresta do cubo.

c0536°:£
KL
1+v5 KP
= = —,
4 «
logo
— 1
P = +\/S-04.
4
— KM
Como KP = segue que
— 1 5
= Y5 (4.13)

2

Para facilitar a manipulacao dos cédlculos que seguem. Vamos fazer a seguinte
substituicao

1+v5
-

B (4.14)

segue que

KM =3-a. (4.15)
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Agora precisamos determinar o volume dos outros poliedros, para melhorar a
compreensao vamos determinar apenas o volume de um dos poliedros, o resultado
podemos multiplicar por 6. Vamos dividi-los em outros poliedros. Um prisma reto e
as duas partes laterais que juntas formam uma piramide. Agora precisamos escrever
o volume desses poligonos em funcao da aresta do dodecaedro a. Vamos determinar
JT (ou NU) altura da piramide de base IKMO.

Figura 4.14: Prisma reto no meio e a jungao dos poliedros das laterais formam uma
piramide.

Antes vamos escrever os segmentos envolvidos por letras, apenas para facilitar
os célculos, segue que KM = ¢, KR = SM = b, RS = JN = «a, JT' = NU = h,
JR =J@Q = NS = PN = d. Dai temos

c—a
b= : 4.1
. (116)
o = b+ d°. (4.17)
Da equagao (4.17) isolando d? e substituindo b por (4.16) ficamos com
d2 — 042 _ b2
2
5 c—«
= — . 4.18
- (5°) (118)
Agora vamos utilizar a equagao
e 2
& = (§> + B2, (4.19)

Isolando h? e substituindo o valor da equacao

2 2
2 2
desenvolvendo as poténcias no segundo membro e agrupando os termos seme-
lhantes ficamos com

_3-&2—2-02+2-a-c

h2
4 ;
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mas ¢ = KM e pela equagao (4.15) temos que

2:3-a2—2-(ﬁ-a)2+2-a-ﬁ-a

h
4

2

= b= [3-2- (8- 1)]

onde podemos substituir 5 verificando a equacao (4.14). Depois agrupando os termos
semelhantes e resolvendo as operagoes chegamos a
h= % (4.20)

Como temos o valor da altura h podemos calcular os valores do volume do cubo
V1, dos seis prismas Vs, e das seis piramides V3 em funcao da aresta o que formam
o dodecaedro. Assim o volume do dodecaedro V sera igual a

V=V+6 V46 V. (4.21)

Escrevendo os volumes dos outros poliedros em funcao do valor de o e 8 temos
que

V) = (a-B)? (4.22)
a’- B

Vo= (4.23)

y = B 5? —1) (4.24)

Substituindo na equagao (4.21) os valores de Vi, Vy e V5 das equagoes (4.22),
(4.23) e (4.24), respectivamente, ficaremos com

o’ j o’ B(B—1)

Ty o 6

3-0%-1
2

V=(ap)>+6

=V=o 5+ +a® - B(B—1)

assim temos que
1
V:a3-6(52+ﬁ+§).

Para finalizar basta substituirmos o valor de 8 da equagao (4.14)

V:oz3-<1+\/g>- <1+\/5> L1VE Ll

2 2 2 2

resolvendo as operacoes e agrupando os termos semelhantes temos que o volume de
um dodecaedro em funcao da aresta a.
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4.2. AREAS E VOLUMES

15+ 74/15
_ 3
V=« (—4 ) )

E por fim vamos determinar o volume de um icosaedro de aresta «, algumas par-
tes da demonstragao foram baseadas em Granja e Costa (veja [8]). Para tal vamos
dividir o icosaedro em 20 piramides de bases formadas pelas faces do icosaedro (tri-
angulos equilateros) e arestas laterais que tocam no ponto C' no centro do icosaedro,
esse ponto estd na maior diagonal do icosaedro e divide essa diagonal ao meio.

G

Figura 4.15: Dividindo o icosaedro em 20 piramides.

Para isso vamos observar a poligonal K PQRM S formada pelas alturas h das
faces e arestas a e o pentagono regular JKLMN. J& temos o valor do segmento
KM da equacao (4.13).

Figura 4.16: Poligonal K PQRM S e pentagono regular JKLMN.

Assim pela poligonal KPQRM S podemos calcular o valor da diagonal d do
icosaedro.
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w
]
=

Figura 4.17: Diagonal d do icosaedro.

Pelo teorema de Pitdgoras temos que
&= (B a)+a’

=a*(B*+1).

Substituindo o valor de 8 da equagao (4.14) ficamos com

2
d* = o? <1+\/5> +1

2

Resolvendo parénteses, cochetes e isolando d chegamos ao valor da diagonal do
icosaedro.

2(5 + /5)

d—
@ 2

Ja sabemos que as arestas A das piramides tém valores 5 ou seja

2(5 + /5)

A=
@ A

Agora calculando o valor do volume de uma das 20 piramides que formam o
icosaedro. Como a base ¢ face do icosaedro temos um triangulo K LT equilatero de

a . . .
lado « e altura , porém ainda falta calcular o valor da altura da piramide, mas
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a3

— . 2
podemos utilizar o triangulo KGC, onde KG é 3 da altura do tetraedro ou

(visto no calculo do volume do tetraedro). Temos que CG é a altura do tetraedro

[+

Figura 4.18: Altura C'G de uma das 20 piramides que formam o icosaedro de aresta
a.

e C'K aresta lateral A da piramide, por uma das relacoes métricas do triangulo
retangulo podemos afirmar que

K =CG +KG°

-G =CK - K&
substituindo os valores ficamos com

2

e [o (00| (n3)
4 3

Resolvendo as operagoes necessarias obtemos

_ 6(7 + 3v/5)

Calculando o volume de uma piramide (um tergo da area da base vezes a altura),

temos
a3 6(7 + 3v/5)
< 4 )'a' 12

Vpi’r =

35
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resolvendo as operagoes obtemos o volume de uma piramide vale

2(7 + 3v/5)

Viir = @ 48

Assim o volume do icosaedro é 20 vezes o volume de uma piramide, portanto
teremos

2(7 + 3v/5)

=20-o°
)% Qo 18

(14 + 6+/5)
12

Porém

14+6vV5=9+6V5+5=(3+V5)

Portanto temos que o volume do icosaedro de aresta o é

YV=5-a° <3+\/3).

12

4.3 Outros Poliedros

Os capitulos e secoes anteriores apresentaram historia, definicoes, elementos e
relacoes entre eles e planificacoes dos poliedros convexos regulares, porém alguns
poliedros convexos mas nao regulares sao bem importantes e estudados tanto quanto
os poliedros regulares, aqui faremos um breve comentario sobre esses poliedros.

e Poliedros Semirregulares

Neste capitulo estudamos os poliedros que possuem suas faces formadas apenas
por um tunico tipo de poligono regular, porém existem outros poliedros que
sao formados nao necessariamente com um tunico tipo, esses poliedros sao
chamados de poliedros semirregulares. A definicao abaixo ¢ dada por Janos
[10] pagina 87.

Definicao 4.4 Um poliedro é dito semirreqular quando € formado por poli-
gonos requlares, mas pode existir mais um tipo de poligono em cada poliedro
(geralmente dois tipos).
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Um dos estudiosos desse grupo de poliedros foi Arquimedes, ele descobriu 13
poliedros com essas caracteristicas, eles podem ser obtidos realizando cortes
nos poliedros de Platao e considerando que as superficies obtidas sejam poli-
gonos regulares. Alguns objetos apresentam semelhanca ou aplicagdes como
os da figura abaixo. Um utilizado como assento, principalmente para criancas,
pois os triangulos equildteros e octaedros que o compoem quando coloridos
chamam a atencao, ja o outro tem a semelhanga (ja que usa os mesmos poli-
gonos ) com a bola utilizada na copa de 70.

Figura 4.19: Poliedros Semirregulares

e PirAmides

Definicao 4.5 Considere uma regiao poligonal, por exemplo ABCDE, con-
tida em um plano H e um ponto V exterior ao plano da regiao poligonal.
Tracamos os segmentos VA, VB, VC, VD e VE. Cada dois vértices conse-
cutivos de ABCDE determinam como V uma regido triangular. Essa regioes
triangulares, juntamente com a regiao poligonal ABCDE, determinam um
poliedro chamado pirdmide de base ABCDE e vértice V.

B

Figura 4.20: Piramide
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A definigao 4.5 de Dante [6] pagina 373 nos mostra o exemplo de uma piramide
de base pentagonal, assim classificamos as piramides de acordo com a poligonal
formada, (triangular, quadrangular, pentagonal, e assim sucessivamente).

As piramides exercem fascinio sobre o ser humano desde a Antiguidade, a
forma piramidal tem ressurgido na aquitetura moderna em edificios de grande
imponéncia. As piramides do Egito, a piramide do museu do Louvre ou mesmo
piramides decorativas, sao belos exemplos desse s6lido no nosso cotidiano.
(veja |3] pagina 183)

Area | S,+ 5
Sy - h
3

Volume

Tabela 4.2: Area e volume de uma piramide.

e Prismas

A definigao a seguir foi baseada no livro de Dante [6] pagina 364.

Definicao 4.6 Considere uma regiao poligonal, por exemplo ABCDE, con-
tida em uma plano H. Escolha um ponto A’ qualquer nao pertencente a H.
Por A" trace o plano J paralelo a H. Pelos demais pontos B, C, D, E trace
retas paralelas a AA' que cortam J nos pontos B', C', D', E'. Essas retas sao
paralelas entre si.

N

Figura 4.21: Prisma

Tome dois segmentos consecutivos assim determinados, por exemplo AA’ e
BB'. O quadrildtero AA'BB' ¢ plano, pois seus lados AA" e BB' sdo parale-
los. Isso acarreta que AB e A'B’ também sio paralelos (pois estio contidos em
retas coplanares que nao se intersectam por estarem contidas em planos para-
lelos). Logo, o quadrilitero AA'BB’ é um paralelogramo. As regioes limitadas
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por paralelogramos assim determinados, juntamente com as regioes poligonais
ABCDE e AAB'C'D'E’, determinam um poliedro chamado prisma de bases
ABCDE e AAB'C'D'E’.

Assim como nas piramides, os prismas tém suas classificacoes baseadas nas
poligonais formadas nas bases (triangular, quadrangular, pentagonal, e assim
sucessivamente), no exemplo acima temos um prisma de base pentagonal.

Os prismas sao os poliedros que talvez sejam um dos mais facéis de visualizacao
no dia dia, desde uma caixa para sapatos, leite, suco a um comodo de uma
casa ou um prédio sao exemplos de prismas.

Area [2-S,+5
Volume Sy - h

Tabela 4.3: Area e volume de um prisma.
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Capitulo 5

Prospostas de Softwares

Por mais que algumas pessoas resistam é inegavel que a tecnologia criou um
grande leque de oportunidades de aprendizagem. Na mateméatica como em qualquer
outra area do conhecimento nao foi diferente, podemos tomar como exemplo mais
simples a calculadora, que antes tinha uso restrito, hoje de acesso facil, pode ser
usada como uma grande ferramenta para dicentes e docentes. A proposta desse
capitulo é apresentar algumas dessas novas ferramentas que podem ser utilizadas na
apredizagem do aluno.

5.1 Cabri

Cabri-Geometry é um software de construcao em geometria desenvolvido pelo
Institut d’Informatiqe et de Mathematiques Appliquees em Grenoble (IMAG) e é
o resultado da colaboracao constante de cientistas da informatica, especialistas em
educacao e professores.

Software Cabri foi distribuido em todo o mundo h& mais de 20 anos. Conhecido
por seu foco pedagogico, os produtos de software Cabri ja sao usados por mais de 100
milhoes de usuarios. Desenvolvido para o ensino médio e os alunos do ensino médio,
este software permite que os alunos a manipular diretamente os objetos mateméticos
(4lgebra, analise, geometria, trigonometria...) ou objetos fisicos (mecanica, optica.)
Para que os alunos possam mais facilmente compreender os conceitos.

As informacoes do software estdo disponiveis no endereco eletronico
http:www.cabri.com [17], 14 encontramos versées disponiveis para download, trei-
namento on-line, apoio entre outras informacoes que ajudam na instalagao e uso do
softaware.

Existem vérias versoes do cabri aqui utilizamos o cabri 3D, nele podemos cons-
truir varios poliedros convexos, na barra de ferramentas encontramos algumas jane-
las, nelas teremos toda as informacoes para construirmos um poliedro.
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% Arguivoe Editar Exibir Documento Janela Ajuda

cm

M~

b [~ w1 48]

Tetraedro regular

Cubo
Octaedro regular

Dodecaedro regular

| lcosaedro regular

Figura 5.1: Janelas do Cabri 3D.

Na figura observamos que a janela selecionada foi a dos poliedros regulares, nela
encontramos todos os cinco poliedros, selecionando algum deles podemos observar
seus vértices, arestas, faces, planificacoes entre outras informacoes que facilitam a
compreensao dos elementos e relacoes encontradas nos poliedros.

Na figura 5.2 vemos um hexaedro (cubo), podemos planifica-lo, rotacioné-lo entre
outras opgoes, é interessante que o aluno possa manusear (principalmente os que
tém maior dificuldade) caso apenas o professor tiver acesso ao software de forma a

perceber caracteristicas na formacao do poliedro.

Figura 5.2: Planificando o cubo.

5.2 Poly

Outro software capaz de mostrar os poliedros de maneira bem dinamica é o Poly.
As informagoes sobre o softaware estao disponiveis em http://www.peda.com/poly
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[18] nele encontramos como fazer download do software, informagoes sobre a empresa
entre outros produtos oferecidos.

Poly é um programa shareware (que esta disponivel de forma gratuita e, muitas
vezes informalmente distribuido para avaliacao, ap6s o qual a taxa pode ser solici-
tada para uso continuado), para exploracao e construgao de poliedros . Com Poly, é
possivel manipular os solidos poliédricos no computador em uma variedade de for-
mas. A manipulacao do Poly é bem facil nele temos uma barra de ferramentas com
poucas opc¢oes, mas com muitas possibilidades para visualizacoes.

VA Poly Pro 1.11 & — ‘

File Edit View Help

I\ Tetahesron mr) m==iS |

MA T A

[ Platonic Solids v|

Tetrahedron v|

Figura 5.3: Barra de ferramentas do Poly.

Nela temos todos os poligonos regulares, semirregulares, prismas e anti-primas
entre outros poliedros, opgoes de planificacdes como da figura abaixo.

2% Icosshedron E@ /Y Icoszhedron EI@

b o
D Icosahedron [ || @) |[w3a] | | £ Icosahedron [ || @1 [weza]

Figura 5.4: Planificando o icosaedro.

5.3 Outros Softwares

Além do Cabri e Poly (e suas versoes) temos outros softwares capazes de auxiliar
no trabalho em sala de aula tanto na Geometria Plana e Espacial as informacoes
foram colhidas no site da UFRGS [7], nele temos como realizar o download dos
softwares entre outras informacoes. Alguns exemplos:
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CINDERELA - Software de construcao em geometria desenvolvido por Jiirgen
Richter-Gebert & Ulrich Kortenkamp comercializado por Sun Microsystems,
Inc. E um software de construcdo que nos oferece "régua e compasso eletro-
nicos", semelhante ao Cabri. Um diferencial deste software é que permite que
se trabalhe também em geometria hiperbolica e esférica. E mais: tem a opcao
de salvar como péagina da web automaticamente.

DR GEO - Software de construgdo em geometria desenvolvido por Hilaire
Fernande Grenoble e que nos oferece "régua e compasso eletronicos", sendo
a interface de menus de construcao em linguagem classica da Geometria. Os
desenhos de objetos geométricos sao feitos a partir das propriedades que os
definem e mantém estabilidade sob o movimento.

GEOSPACE - Software de construgao e exploragao em geometria que trabalha
0S conceitos espaciais. Desenvolvido pelo Centre de Recherche et
d’Expérimentation pour I’Ensignement des Mathématiques CREEM.

GREAT STELLA - Software que trabalha com a visualizacao, rotagdo e cons-
trucao de poliedros convexos € nao convexos.

SKETCHPAD - Software de construgdao em geometria desenvolvido por N.
Jackiw e S.Steketee comercializado por Key Curriculum Press, nos oferece
"régua e compasso eletronicos", sendo a interface de menus de construcao em
linguagem classica da Geometria. Os desenhos de objetos geométricos sao
feitos a partir das propriedades que os definem e mantém estabilidade sob
o movimento. E possivel converter seus arquivos em linguagem JAVA, de
maneira que sejam disponibilizados na rede.

WINGEOM - Software que permite construgoes geométricas bidimensionais e
tridimensionais.

Trazemos aqui algumas questoes que podem servir para verificagdo de aprendi-
zagem do aluno, claro que o professor pode adequé-la de acordo com a necessidade
de sua turma, algumas das questoes podem ser resolvidas com o uso de software e
claro que se o aluno tiver acesso a um deles deixar que ele manusei.

1.

2.

Defina Poliedros

Com auxilio de uma régua desenhe um poligono convexo e outro nao convexo
que tenham a mesma quantidade de lados.

Cite os nomes dos cinco Poliedros Regulares

Complete a tabela:
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Poliedro | Tipo de Face | Nimero de arestas que incidem em um vértice

Tetraedro

Hexaedro

Octaedro

Dodecaedro

Icosaedro

5. Planifique de dois modos diferentes um cubo.

6. Uma pessoa que observa um objeto que estd numa sala e verifica que esse é um
poliedro convexo e que todas as faces sao triangulares e que em cada vértice
incidem quatro arestas, esse objeto tem a forma de um:

a) octaedro

b) prisma de base pentagonal
¢) dodecaedro

d) prisma de base octogonal
e) icosaedro

7. Sabendo que um poliedro possui duas faces pentagonais e cinco faces retangu-
lares, determine quantos vértices possue esse poliedro.

8. Um poliedro convexo possue seis arestas a mais que o ntmero de vértices,
quantos vértices esse poliedro possue sabendo que ele tem 4 faces hexagonais
e 4 faces triangulares.

9. Observe a planificacao abaixo:

Analisando a planificacdo podemos afirmar que trata-se de:
a) uma piramide de base triangular

b) um prisma de base triangular

¢) uma piramide de base quadrangular
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d) um prisma de base quadrangular
e) um poliedro regular

10. Determine a area da superficie de um octaedro e um icosaedro de arestas 5 cm
e 2,25 cm respectivamente.

11. Calcule a area da superficie e o volume de uma piramide que tem como base
um triangulo equildtero de medida 8 cm e arestas laterais com 10 cm.

12 Uma caixa dégua tem forma de um cubo de aresta 2,5 m calcule a capacidade
maxima, em litros, de armazenamento dessa caixa.
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