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Resumo

Nesta dissertacao, apresentamos algumas defini¢coes do conjunto de Julia de uma
funcao polinomial complexa de grau maior que ou igual a 2 e demonstramos a
equivaléncia entre elas. Além disto, algumas propriedades topoldgicas sao estudadas.
Abordamos a familia F das fungoes quadraticas em C dadas por f.(z) = 22+c, onde
¢ ¢ uma constante complexa e definimos o conjunto de Mandelbrot como o conjunto
dos parametros ¢ tais que o conjunto de Julia J(f.) é conexo. Mostramos que esta
definicao é equivalente & orbita do ponto critico de f. ser limitada. Definimos o
conjunto de Julia preenchido de f., cuja fronteira é igual a J(f.) e utilizamos os
softwares MatLab e GeoGebra para visualizar uma figura aproximada do conjunto

de Julia preenchido de f. e do conjunto de Mandelbrot.

Palavras-chave: conjunto de Julia, conjunto de Mandelbrot, iteracao de funcao

complexa.



Abstract

At this dissertation, we present some definitions of Julia set of a complex
polynomial function of degree greater than or equal to 2 and demonstrate the
equivalence between them. In addition, some topological properties are studied.
We approached the family F of quadratic functions on C given by f.(2) = 2% + ¢,
where c¢ is a complex constant and define Mandelbrot set as the set of parameters
¢ such that Julia set J(f.) is connected. We show this definition is equivalent to
the orbit of the critical point of f. to be limited. We define filled Julia set of f.,
whose border is equal to J(f.) and use MatLab and GeoGebra softwares to view an

approximate figure of filled Julia set of f. and Mandelbrot set.

Keywords: Julia set, Mandelbrot set, iteration of complex function.
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Introducao

O conjunto de Julia surgiu com o estudo de iteracao de funcoes complexas.
O matematico francés Gaston Maurice Julia (1893-1978) publicou sua obra prima
“Mémoire sur T’itération des fonctions rationnelles” em 1918 no “Journal de
mathématiques pures et appliquées”, onde introduziu o conceito do conjunto que
atualmente conhecemos por conjunto de Julia. A obra o tornou famoso entre os
matematicos da época, sendo Gaston Julia um dos precursores da moderna teoria
dos sistemas dinamicos complexos.

Simultaneamente aos trabalhos de Gaston Julia e de forma independente, o
matematico e astronomo francés Pierre Joseph Louis Fatou (1878-1929) desenvolveu
véarios trabalhos na area de iteracdo de funcoes complexas. Em sua homenagem, o
complementar do conjunto de Julia, no plano complexo, ¢ denominado conjunto de
Fatou.

Os trabalhos dos matematicos Julia e Fatou foram relativamente esquecidos até
as descobertas do mateméatico Benoit B. Mandelbrot (1924-2010) no final dos anos
setenta. Ele utilizou computadores graficos para visualizar conjuntos de Julia que
possuem formas fractais. Em 1980, ao estudar os conjuntos de Julia de funcoes da
forma f. = z?+c, denominou de Conjunto de Mandelbrot o conjunto dos parametros
c tais que o conjunto de Julia de f. é conexo.

No primeiro capitulo definiremos o conjunto de Julia de uma funcao polinomial

complexa de grau n > 2 como a fronteira da bacia de atragao de um ponto fixo
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atrator de f. Para isto, apresentaremos alguns conceitos de sistemas dinamicos
complexos. Definiremos também o conjunto de Julia preenchido, cuja fronteira é
igual ao conjunto de Julia. Abordaremos a familia F das func¢oes quadraticas da
forma f : C — C dadas por f.(z) = z? + ¢, onde ¢ é uma constante complexa e
definiremos o conjunto de Mandelbrot. Na tltima secao, os softwares MatLab e
GeoGebra serao utilizados para visualizar uma figura aproximada do conjunto de
Julia preenchido e do conjunto de Mandelbrot.

No segundo capitulo apresentaremos outra definicao para o conjunto de Julia de
uma func¢ao polinomial complexa de grau n > 2 e estudaremos algumas propriedades
topologicas. Mostraremos a equivaléncia entre as definicoes adotadas. Na tltima
secao nosso estudo sera voltado as fungoes quadraticas e mostraremos que a definicao
do conjunto de Mandelbrot, apresentada no capitulo 1, é equivalente a 6rbita do
ponto critico de f, ser limitada.

O leitor nao familiarizado com alguns toépicos de Varidveis Complexas pode
consultar o apéndice, o qual fornece definicoes e resultados sobre: limites de
sequéncias; algumas nocoes da topologia de C; func¢ao, limite e continuidade; funcao

analitica e conjugacao topologica.



Capitulo 1

Conjunto de Julia: definicao e
métodos computacionals para

visualizar uma figura aproximada

Neste capitulo apresentaremos alguns conceitos de sistemas dinamicos complexos
e definiremos o conjunto de Julia de uma funcao polinomial complexa de grau n > 2
como a fronteira da bacia de atracao de um ponto fixo atrator de f. Definiremos
também o conjunto de Julia preenchido, cuja fronteira ¢é igual ao conjunto de Julia.
Abordaremos a familia F das funcgoes quadraticas da forma f : C — C dadas
por f.(z) = z® + ¢, onde ¢ ¢ uma constante complexa e definimos o conjunto
de Mandelbrot. Na tultima secao, apresentamos métodos computacionais para
visualizar uma figura aproximada do conjunto de Julia preenchido e do conjunto

de Mandelbrot, utilizando os softwares MatLab e GeoGebra.



Sistemas dindmicos complexos CAPITULO 1

1.1 Sistemas dindmicos complexos

Definicao 1.1 Um sistema dindmico consiste de um conjunto X de estados
possiveis, juntamente com uma regra que descreve como o sistema evolui ao longo
do tempo. Quando o tempo assume valores naturais ou inteiros, o sistema dindmico
€ dito discreto. Quando o tempo assume valores reais, o sistema dindmico € dito

continuo.

Estudaremos sistemas onde a regra que o descreve é uma funcao f: X — X.

Nesta dissertacao, denotaremos o conjunto dos nimeros naturais por N e o

conjunto dos nimeros naturais nao nulos por N\ {0}.

Dado um conjunto X e uma funcao f : X — X, a k -ésima iterada de f é

definida por
fo(z) = =,
ff(x) = f(ff¥(z)), para k > 1.

Em um sistema dindmico discreto, denotemos o tempo por k e o sistema é

especificado pelas equacoes

z(0) = o,
z(k+1) = f(z(k)).

Usando a notagao x(k) = xj, e a definicao de iterada de uma funcao f podemos

escrever

To = fo(xo)a

Tepr = flag).
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Desta forma,

zo = f*(x0)
1 = f(xo)
zy = f(a1) = f(f(20)) = f*(o)
w3y = f(a2) = f(f*(20)) = f*(w0)

e = [(@-1) = [ (2o)) = fF(20)

Definigao 1.2 Sejam a funcao f : X — X exg € C. A orbita de xo por f € a

sequéncia de pontos o, x1 = f(x0), T = f2(20), 3 = f3(10),..., 76 = f*(x0), ...

Definicao 1.3 Sejam a funcio f : X — X exg € C. A drbita de x¢ por [ €
limitada se existe M > 0 tal que |f*(xo)| < M, para todo k € N.

Abordaremos sistemas dinamicos discretos onde f ¢ uma funcao complexa de
uma variavel complexa. FKEspecificamente, funcao polinomial de grau n > 2 com

coeficientes complexos, ou seja, f : C — C dada por
f(2) = anz™ + an_12" P+ an_02" 2+ a2 + arz + ao.

Estamos interessados no comportamento da orbita de pontos zg € C.

Exemplo 1.1 Seja f : C — C dada por f(z) = 2%  Vamos observar
geometricamente a orbita de pontos pertencentes a trés regioes disjuntas que dividem
o plano complexo. Sejam

R ={2€C; |z2|] <1}, R ={2€C; |2l =1} eR3 ={z € C; |z] > 1}.

Vamos determinar os cinco primeiros elementos da drbita de zo = 0,9+ 0,17 € Ry,
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visualizd-los no plano complero (ﬁgum e calcular o modulo de cada um deles.

2 = 0,940,114

21 = f(z)=0,840,18i

z = f*(zo) =0,6076 +0,288i

23 = f3(x0) = 0,28623376 + 0, 34997764

2y = fHwo) = —0,0405545551380224 + 0, 200350808727552i

2] 220,91 > |21 =0,82 > |2| = 0,67 > |z5] 20,45 > |z] 220,20

Observe que a cada iteracao da funcao f obtemos um nimero complexo com maddulo

menor que o anlerior.

we
T WGI
w, Wy
05
o3
! Zy 022 \
f . ol \
|f o7
| . |
%1 0s z |O 05 Il
\ /
0.5
W
— .
—
Wy

Figura 1.1: Iteracao de 20 =0,940,12 e wy=0,6 + 0, 8.

Na figura também podemos visualizar os seis primeiros elementos da orbita
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de wg = 0,6+0,8i € Ry e na figura[l.3, os qualro primeiros elementos da drbita do
ponto po = 1,35+ 0,317 € R3.

P3 12

Figura 1.2: Iteracao de py = 1,35+ 0, 314.

Note que a escolha das regides nao foi arbitraria. Podemos provar que pontos
pertencentes ao interior da circunferéncia de centro na origem e raio 1 possuem
orbitas cuja sequéncia de pontos converge para a origem. Por outro lado, pontos
sobre a circunferéncia originam sequéncias que permanecem sobre a circunferéncia
e pontos no exterior originam sequéncias que tendem ao infinito. De fato, como
fE(z) = 2% e lim ‘fk(z)‘ = lim ‘22 ‘ = lim |z|*", analisando o comportamento

k—o0 k—o0 k—o0
limite da o6rbita de pontos do plano complexo pertencentes a R, Ry e R3, obtemos:
~ k
Se |z| < 1, entdo |(f*) (z)| = |2|* — 0 quando k — oc.

Se [z| =1, entdo | (f*) (z)| =1 para todo k.

7
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Se |z| > 1, entao |(f*) ()| = 12| = 00 quando k — oc.

Se restringirmos nossa atencao para pontos reais, ou seja, zp € R e observarmos
as iteradas f*(zy), podemos analisar o comportamento da orbita através de um
procedimento geométrico denominado andlise grdfica.

Inicialmente devemos fazer em um mesmo plano cartesiano o grafico de f e da
fun¢do identidade g : R — R dada por g(z) = z (figura [1.3). A partir do ponto
(20,0) tracemos um segmento de reta paralelo ao eixo das ordenadas intersectando
o grafico de f no ponto (zg, f(20)). Com origem neste ponto, tracemos um segmento
de reta paralelo ao eixo das abscissas até intersectar a reta g(z) = z no ponto
(f(20), f(20)). E a partir deste ponto tracemos uma reta paralela ao eixo das
ordenadas até intersectar o grafico de f no ponto (f(20), f%(z0)). Continuando este

procedimento obtemos uma sequéncia de pontos sobre o grafico de f

(20, f(20)), (f(20), f*(20)) » (f*(20), f*(20)) » (% (20), f*(20)) - -

cuja projecao sobre o eixo das abscissas nos fornece elementos da orbita de zg.

\
\ /
\ 9 /f
. AN /
(z0, f(z0)) ///
\ 05 /
N\ /
0.4 (fr‘[l/fj(u”
034
024
(=), f¥(z0))
. 0.1+ ’//
T~ _—
— _ '_7 —— (IA(LHJA f’fiui)
0 ot ° (=) 12(za) flz0)

Figura 1.3: Analise grafica da érbita de 2y € R pela fungao f(z) = 2°.
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Na figura podemos ver os quatro primeiros elementos da orbita de zo = 0, 8.
Observe que as figuras[I.3|e[I.4 nos ajudam a descrever o comportamento da érbita
de pontos reais pela func¢ao f(z) = 2% A orbita de pontos 2o com |z| < 1 converge
para a origem, enquanto a Orbita de pontos com |zy| > 1 escapa para o infinito. Os

pontos 0 e 1 possuem orbitas constantes. Note que eles satisfazem f(z) = z.

»
»
z? /
2 f"
/!
/
/
18 |
/
/
/
/
/
16 /
/
/
/
/
/
|
1.44 !
/.r
12 %
/
- - - - - - - _ _______
|
|
o0& |
|
|
0.6 / |
/ I
~ I A
0.44 |
|
|
0.2 |
|
. |
— 0| " L
T T T T T T T T T
0 0.2 0.4 0.6 og 1 1.2 1.4 16 1.8 2 22 g

Figura 1.4: Analise grafica da érbita de 2y € R pela fungao f(z) = 2°.

Definicao 1.4 Sejam z € C e f uma funcao polinomial complexa. Dizemos que
a) z é um ponto de fizo de [ se f(z) = z.

b) z € um ponto periddico de f se existir um inteiro p > 1 tal que fP(z) = z.

O menor inteiro positivo p tal que fP(z) = z é chamado o periodo de z.
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Defini¢ao 1.5 Sejam z um ponto periddico de f de periodo p e X = (fP)'(2).

O ponto z é denominado

superatrator se A= 0;
atrator se 0 <A <1;
indiferente se |\ =1;

repulsor se |\ > 1.

Considerando a fun¢ao do Exemplo f : C — C dada por f(z) = 2% os
pontos fixos finitos podem ser determinados resolvendo a equacao z? = z, o que nos
dar z =0e 2z = 1. De f'(z) = 2z, segue que |f'(0)] = 0e |f(1)] =2 > 1. Logo,
z =0 é um ponto fixo atrator e z = 1 é um ponto fixo repulsor de f.

Como vimos no Exemplo os pontos pertencentes ao interior da circunferéncia
de centro na origem e raio 1 possuem orbitas cuja sequéncia de pontos converge para
a origem. Podemos interpretar esta regiao como sendo uma bacia de atragao com
ponto atrator z = 0. Por outro lado, pontos no exterior da circunferéncia de centro
na origem e raio 1 originam sequéncias que tendem ao infinito, sendo esta regiao a

bacia de atragao do infinito.

O infinito é também um ponto fixo de f(z) = 22, e definimos \ =

Logo, o infinito é um ponto fixo atrator de f.

Definigao 1.6 Seja w um ponto fixo atrator de f. A bacia de atracao de w,
denotada por As(w), é o conjunto de todos os pontos cujas drbitas tendem a w,
ou seja, Ap(w) = {z €C; f*(z) > w quando k — oo}. A bacia de atragio do

infinito, A(00), € definida do mesmo modo.

Para a funcao f : C — C dada por f(z) = 2%, temos A;(0) = {2z € C; |z| < 1} e
Af(o0) ={2€C; |z| > 1}.

10
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O teorema seguinte sera 1til para mostrar que a bacia de tracao é um conjunto

aberto.

Teorema 1.1 (do ponto fixo atrator) Sejam A C C e w um ponto fizo atrator
da funcao f : A — A. FEntao existe uma bola aberta de centro em w e raio d na
qual a sequinte condigio € satisfeita: se z € Bs(w) N A, entio f*(2) € Bs(w)N A e
f5(2) = w quando k — oo.

1+ |f (w)]

Demonstragdo:  Como |f (w)| < 1, tome r = ——=——>. Desta forma,
|f'(w)| < r < 1. Por definicdo, f/(w) = lim M Portanto,
Ve>0, 30 >0 talque 0<|z—w|<d = ‘W—f’(w) <e.

Pela desigualdade triangular,
‘f(z)_f(w)‘_|f/(w)|< ’f(z)—f(w) _f/(w) < 10g07 'f(z)—f(w) <€—|—|f/(UJ)|

Z—w z—w z—w

Tome € =7 — | f'(w)| > 0. Com isto,

‘W‘ <r paratodo z€ A\ {w} com |z—w|<d.
Consequentemente, para z € A com |z —w| < 0, temos
1f(z) —w| <rlz—w| <rd, onde 0<r<1. (1.1)

Isto significa que f(z) esta mais proximo de w do que z. Portanto, f(z) € Bs(w)NA.
Observe que f%(z) = f(f(2)), com f(z) € Bs(w)NA. Aplicando a desigualdade
duas vezes, obtemos

1f2(2) —w| = |f(f(2) —w| <7|f(2) —w| <rrlz —w| < 7?8, onde 0<r<1.

11
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Logo, f%(z) € Bs(w) N A.
Por indugdo em k, para z € A com |z —w| < J, temos |f*(2) — w| < r*.4,
onde 0 < r < 1. Portanto, f*(z) € Bs(w) N A. Quando k — oo, ¥ — 0 e

consequentemente, f*(z) — w. [ |

Teorema 1.2 (do ponto fixo repulsor) Sejam A C C e w um ponto fizo repulsor
da funcao f: A — A. Entao existe uma bola aberta de centro em w e raio d na qual
a sequinte condigdo € satisfeita: se z € Bs(w)NA e z # w, entdo existe ng € N\ {0}
tal que f"(z) ¢ Bs(w) N A para todo n > ny.

Demonstracao: Anéloga a do teorema anterior. ]
Proposicao 1.1 Aj(w) € um conjunto aberto.

Demonstragao: Como w ¢ um ponto fixo atrator de f, pelo Teorema |1.1] existe
um conjunto aberto V' contendo w tal que V' C Af(w) (se w = oo, podemos tomar
{#; |z| > r}, para r suficientemente grande). Isto implica que As(w) é aberto.
Com efeito, se z € As(w), entdo f*(z) € V para algum k, logo z € f~%(V), o qual

é aberto. ]

1.2 Conjunto de Julia: definicao e exemplo

Existem formas equivalentes de definir o conjunto de Julia de uma funcgao f.
Nesta secao definiremos o conjunto de Julia utilizando o conceito de bacia de atracgao.

No capitulo 2 veremos outra definicao e demonstraremos a equivaléncia entre elas.

Definicao 1.7 Sejam [ wma funcao polinomial complexa de grau n > 2 e w um
ponto fizo atrator de f. O conjunto de Julia de f, denotado por J(f), é a fronteira
da bacia de atracdo de w. O complementar do conjunto de Julia é denominado

conjunto de Fatou, F(f).
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Para a fungio f : C — C dada por f(z) = 22

, vimos que A;(0) =
{z € C; |z] < 1} e Af(c0) = {2 € C; |z| > 1}. Portanto, 0A;(0) = 0As(o0) =
{z € C; |z| = 1}. Logo, o conjunto de Julia de f é a circunferéncia de centro em 0
e raio 1 e o conjunto de Fatou de f e a uniao disjunta entre o interior e o exterior
desta circunferéncia.

Ainda considerando o Exemplo [1.1]} observe que os pontos z € C tais que |z| < 1
possuem oOrbitas limitadas, também denominadas prisioneiras e os pontos tais que

|z| > 1 possuem orbitas ilimitadas, ou seja, Orbitas que escapam para o infinito.

Desta forma, temos a seguinte definicao:

Definicao 1.8 Seja f uma funcao polinomial complera de grau n > 2. O
conjunto prisioneiro ¢ o conjunto de escape para o funcao [ sao definidos,
respectivamente, por
K(f)={z€C; |f¥(2)| » oo quando k — oo}, e
E(f)={z€C; |f*(z)| = oo quando k — co}.

Observe que C é a unido disjunta entre K(f) e E(f). Isto nos leva a uma

dicotomia: o plano complexo ¢é dividido em dois subconjuntos cuja intersegao ¢ vazia.

Note que o conjunto E(f) = Af(co) e no Exemplo Int(K(f)) = Az(0).

Na ultima secao deste capitulo utilizaremos métodos computacionais para

visualizar uma figura aproximada do conjunto definido a seguir.

Definicao 1.9 Seja f uma funcao polinomial complexa de graun > 2. O conjunto
de Julia preenchido da funcao f é definido por
K(f)={z€C; |f*(z)| » oo quando k — co}.

Observagao 1.1 Como J(f) = 0As(o0) = OE(f) = OK(f), seque que o conjunto

de Julia de f € a fronteira do conjunto de Julia preenchido.
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Afirmacao 1.1 O conjunto de Julia e o conjunto de Julia preenchido sao fechados.

Demonstracao: O conjunto de Julia é fechado por ser fronteira de um conjunto.
Pela Proposicao [I.I, Af(co) é aberto. Como Ap(oc) = E(f) e K(f) sdo

complementares, segue que o conjunto de Julia preenchido ¢é fechado. [ ]

Para a fungao complexa f(z) = 22 temos, J(f) = {# € C; |2] = 1} e
K(f)={2€C; |z| < 1}.

Note que neste exemplo o conjunto de Julia é um objeto da geometria euclidiana,
nao sendo, portanto, um fractal. No entanto, este é um caso especial, pois a maioria

dos conjuntos de Julia é um fractal.

Afirmacgao 1.2 O conjunto de Julia é simétrico em relacao a origem.

Demonstracao: Devemos mostrar que z € J(f) se, e somente se, —z € J(f). Seja
2 € C. De f5(z) = fE1(fu(2) = fE (=2 4 ) = FEN(=2)2 4 ) = [ (fu(—2) =
fk(—2), segue que f¥(z) — oo se, e somente se, f¥(—z) — oco. Logo, z € K(f.)
se, e somente se, —z € K(f,). Portanto, o conjunto de Julia preenchido de f. e

consequentemente sua fronteira, J(f), sdo simétricos em rela¢ao a origem. ]

1.3 Conjunto de Mandelbrot

Seja F a familia das fungoes quadraticas da forma f. : C — C dadas por

f.(2) = 2% + ¢, onde ¢ ¢ uma constante complexa.

Veremos no proximo capitulo que “toda funcao quadratica é topologicamente
conjugada a algum membro da familia quadratica F ” [Proposicao . Isto significa
que ao estudarmos os conjuntos de Julia de f., com ¢ € C, estudamos os conjuntos

de Julia de todas as fungoes quadraticas.
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Definicao 1.10 O conjunto de Mandelbrot M € o conjunto dos pardametros c tais

que o conjunto de Julia J(f.) é conezo, isto é
M ={ceC; J(f.) é conexo}.

A definicao acima nao é 1til para fins computacionais. Com este objetivo vamos

considerar uma defini¢do equivalente (Teorema [2.3).

Definicao 1.11 O conjunto de Mandelbrot M € o conjunto dos pardmetros c tais

que a orbita do ponto critico de f. € limitada.
M = {ceC; {ff0)}rs1 € limitado}

Observacao 1.2 De acordo com a Afirmacao a orbita do ponto critico ser
limitada € equivalente a orbita do ponto critico nao tender ao infinito. Desta forma,

temos a igualdade entre os sequintes conjuntos:

M ={ceC; {fi(0)}i>1 € limitado} = {c € C; fF(0) » oo quando k — oo} .

Os resultados seguintes serao tteis aos métodos computacionais da préxima

Secao.

Lema 1.1 Sejam z € C e f.(2) = 2% + ¢, onde ¢ é uma constante complexa. Se

|z| = |c| e |z| > 2, entdo existe nimero real positivo € tal que |f*(2)| = (1 +¢&)"|z|.

Demonstrac¢ao: (Indugio em n)
De |z| > 2, segue que existe ntmero real positivo £ com |z| = 2 + .
Consequentemente, |z| —1=1+c¢.

Para n = 0, |f2()] = |2 > (1+2)7]2].

Paran =1, |f.(2)] = |2* + ¢|.

Da desigualdade triangular, temos |2?| = |22 +c—c| < |22 +c|+]|—c| = |22 +c|+]c|.
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Logo, |fe(2)| = 2%+ c| = 2] = [e| = [2* = lc] 2 |2* — |2] = (|2] = 1)|2| = (1 +¢)|2].
Para n = 2, |f2(2)| = [fo(fe(2))].
De acordo com o caso anterior, |f.(2)| = (1+¢)|z] > |z] =2 +e.
Como |z| = |c| e |z]| > 2, segue que |f.(2)| = |c| e | fe(2)] > 2. Portanto, podemos
usar o caso anterior para o complexo f.(z).
12 = Ifelfe(2))] = A+ e)lfe(2)] Z (L+2).(1+ )|z = (1 +€)?2].
Suponha que a afirmacao é verdadeira para algum n = k. Ou seja,
&) = (1 +e)"2l.

Como |f¥(2)] = ¢ e |f¥(2)] > 2, podemos escrever

P = 1L D] = (L) A 2 (L4 e).(L+ )] = (1+ )2,

Portanto, pelo Principio de Inducao Matematica, a afirmacao é verdadeira para

todon € N. ]

Proposic¢ao 1.2 Sejam z € C e f.(z) = 2%+c, onde ¢ € uma constante complera.
Se |z| = |c| e |z| > 2, entao lim |f(2)] = oo (ou seja, a drbita de z tende ao
n—oo

infinito).

Demonstragao: De acordo com o Lemal|l.1] existe niimero real positivo € tal que

lf2(2)] = (1+¢)"|z]. Como lim (14 ¢)" =00, temos
n—o0

T 172G 2 Jim (1402l = ¢l Jim (142" = oo,
Portanto, a 6rbita de z tende ao infinito se |z| > ¢ e |z| > 2. u

Corolario 1.1 O conjunto de Julia de f. estd contido no circulo de centro 0 e raio

r. = max{|c|, 2}.

Demonstracgdo: De acordo com a Defini¢ao J(fe) = 0A(00), onde As(o0) é
aberto (Proposi¢ao . Logo, os pontos do plano complexo que sao iterados para
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o infinito ndo pertencem a J(f.). Desta forma, pela Proposi¢io , 0 conjunto de

Julia de f. esta contido no circulo de centro 0 e raio r. = max{|c|, 2}. n

Corolario 1.2 O conjunto de Julia preenchido de f. estd contido no circulo de

centro 0 e raio r. = max{|c|, 2}.

Demonstragao: Pela Proposicao [1.2], os pontos fora do circulo de centro 0 e raio

r. sao iterados para o infinito, logo nao pertencem a K.. [ ]
Afirmacgao 1.3 O conjunto de Julia preenchido de f. € compacto.

Demonstracao: Pela proposicao anterior, K, é limitado e pela Afirmacao[I.1] é

fechado. ]

Corolario 1.3 Sejam z € C, f.(z) = 2% + ¢, onde ¢ ¢é uma constanle compleza
e 1. =max{|c|, 2}. Se para algum n € N for satisfeita a expressao |fI(z)| > re,

entao a orbita de z tende para o infinito.

Demonstragao: Seja ng € N tal que |fI0(2)| > r..

Como r. = max{|c|, 2}, segue que 1. > |c| e . > 2. Portanto, |f(2)| > ||
e |fM(z)] > 2. Logo, w = f"(z) satisfaz as hipoteses da Proposi¢io Assim,
lim |f'(w)| = lim [f7(f2°(2))] = lm [f77(w)] = oo.
n—oo n—oo n—oo

Portanto, a érbita de w tende para o infinito. O mesmo acontece com a 6rbita

de z, uma vez que a 6rbita de z contém a o6rbita de w. [ ]

Corolario 1.4 O conjunto de Mandelbrot pertence ao circulo de raio 2.

Demonstragao: De acordo com a Observagao [1.2
M ={ceC; f¥0) » co quando k — oo} .

Tome ¢ € C tal que |¢| >2 e z=0. Observe que r. = max{|c|, 2} = |c|.

17
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Como f.(0) = 0% 4+ ¢ = ¢, temos |f.(0)] = |c| = 7.. Mas f2(0) = f.(f.(0)) =
f(c)=c®+¢, e neste caso,
le|>2
1f200)| = | 4| = || = |e| = |e]* = |c| = |e|(le] = 1) > |c| = re.

De acordo com o Corolério [1.3] a 6rbita de z = 0 tende para o infinito. ]

1.4 Métodos computacionais para visualizar uma
figura aproximada do conjunto de Julia

preenchido e do conjunto de Mandelbrot

Daremos continuidade ao estudo do conjunto de Julia das funcoes pertencentes
a familia F, ou seja, fungoes da forma f, : C — C dadas por f.(z) = 2® + ¢, onde
¢ ¢ uma constante complexa.

Como veremos nesta secao, nao é possivel fazer uma representacao grafica do
conjunto de Julia preenchido de f. e nem do conjunto de Mandelbrot. Utilizaremos
os softwares MatLab e GeoGebra para visualizar uma figura aproximada destes

conjuntos.

Para plotar o conjunto de Julia preenchido de f, utilizaremos o teste seguinte.

Teste para verificar se um ponto z pertence a K.

Denotemos o circulo de centro 0 e raio r. = max{|c|, 2} por B,.(0). De acordo
com o Corolério [1.2] os pontos fora deste circulo nao pertencem a K.. Logo,
precisamos apenas verificar quais pontos de T(O) pertencem ao conjunto de Julia
preenchido. Para isto, utilizaremos o Corolario da seguinte forma:

Escolhemos um ponto z € B, (0) e verificamos se para algum k € N\ {0},

|f5(2)] > r.. Em caso afirmativo, a orbita de z tende para o infinito e

consequentemente z ¢ K.
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No entanto, h4 um problema neste teste.

Sejam z € B, (0) e ko € N\ {0} tais que |f*~1(2)| < r. e |f*(2)| > r.. Para
valores grandes de ky nao teremos como realizar as ky iteracoes para concluir que
z ¢ K,.

Com 100 iteracoes por exemplo, teremos uma porcentagem de pontos
classificados corretamente como nao pertencentes a K., ou seja, pontos tais que
|fR=1()] < r. e |[f*(2)] > r., para algum ky € {1,2,3,...,100}. No entanto,
se apos as 100 iteragoes |f¥(z)] < r. para todo k € {1,2,3,...,100}, ndo
teremos certeza se z € K., pois pode ocorrer de |f1t(z)| > r. para algum
j € N\ {0}. Quanto maior o nimero de itera¢oes, maior serd a porcentagem
de pontos classificados corretamente. Para obter um resultado com todos os
pontos classificados corretamente teriamos que realizar infinitas interacoes, o que

¢ computacionalmente impossivel. Desta forma, teremos apenas uma figura

aproximada do conjunto de Julia preenchido.

Teste para verificar se um ponto ¢ pertence a M

Denotemos o circulo de centro 0 e raio 2 por B(0). De acordo com o Corolario
1.4] os pontos fora deste circulo nao pertencem a M. Logo, precisamos apenas
verificar quais pontos de m pertencem ao conjunto de Mandelbrot. Para isto,
utilizaremos o Corolario da seguinte forma:

Escolhemos um ponto ¢ € By(0) e verificamos se para algum k& € N\ {0},
|f5(0)] > 2. Em caso afirmativo, a orbita de 0 tende para o infinito e

consequentemente ¢ ¢ M.

O teste acima apresenta o mesmo problema descrito no teste anterior.
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1.4.1 Cddigos do Matlab

Codigos utilizando os comandos for e if para plotar o conjunto de Julia

preenchido de f.
Inicialmente devemos definir:
e O valor da constante c.
e A quantidade ¢ de iteracoes a serem realizadas.

e O intervalo da parte real, o intervalo da parte imaginiria e o comprimento
d das subdivisoes desses intervalos. Por exemplo, x = —2 : d : 2 significa
que serao considerados os seguintes valores de z : =2, -2+ d, -2+ d+ d =
—242d,—2+3d,...,2 — d,2. O ntimero d deve ser escolhido de modo que o
intervalo [-2, 2| tenha uma quantidade inteira de subintervalos de comprimento

d.

e Uma cor para os pontos pertencentes a K. e outra para os pontos que nao

pertencem.

Conjgunto de Julia preenchido de f., onde ¢ = 0,27334 — 0,00742i

A figura foi gerada através do codigo seguinte substituindo ¢ = 100 iteracoes
por 20. Uma melhor aproximagao do conjunto de Julia preenchido é obtida com
100 iteragoes (figura . No entanto, o computador levara mais tempo para gerar
a figura. O computador pode travar dependendo do ntimero de iteracoes e da sua

capacidade de processamento e memoria.
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hold on
q=100;
d=0.005;
c=0.27334-0.00742x%1;
r=max (abs (c),2);
for x=-2:d:2;
for y=-2:4:2;
Z=x+y*1i;
W=z;
if abs(w)>r
plot(x,y,’b.?)
else
for cont=1:q
w=w~2+cC;
if abs(w)>r
plot(x,y,’b.?)
break;
end
end
end
if abs(w)<=r
plot(x,y,’r.?)
end
end
end
hold off

axis equal;
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Figura 1.5: K., com ¢ = 0,27334 — 0,00742¢ e ¢ = 20 iteragoes.

Figura 1.6: K., com ¢ = 0,27334 — 0,007427 e ¢ = 100 iteracoes.
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Codigos utilizando os comandos for e if para plotar o conjunto de

Mandelbrot

Inicialmente devemos definir:
e A quantidade ¢ de iteracoes a serem realizadas.

e O intervalo da parte real, o intervalo da parte imaginaria e o comprimento
d das subdivisoes desses intervalos. Por exemplo, z = —2 : d : 2 significa
que serao considerados os seguintes valores de z : =2, -2+ d,—2+d+d =
—2+2d,—-2+4 3d,...,2 — d,2. O namero d deve ser escolhido de modo que o

intervalo |-2, 2| tenha uma quantidade inteira de subintervalos de comprimento

d.

e Uma cor para os pontos pertencentes a M e outra para os pontos que nao

pertencem.

A figura foi gerada através do codigo seguinte substituindo ¢ = 100 iteracoes
por 20. Uma melhor aproximagao do conjunto de Mandelbrot é obtida com 100
iteracoes (figura [L.§).
hold on
q=100;
d=0.005;
z=0;
for x=-2:d:2;

for y=-2:d:2;
c=x+y*i;
W=z
if abs(w)>2

plot(x,y,’b.?)
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else
for cont=1:q
W=w"2+cC;
if abs(w)>2
plot(x,y,’b.?)
break;
end
end
end
if abs(w)<=2
plot(x,y,’r.?)
end
end
end
hold off

axis equal;

-2
-248

Figura 1.7: Conjunto de Mandelbrot, ¢ = 20 iteracoes.
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Figura 1.8: Conjunto de Mandelbrot, ¢ = 100 iteragoes.

Codigos utilizando os comandos for, while e if para plotar o conjunto

de Julia preenchido de f. e o conjunto de Mandelbrot

As figuras obtidas com os codigos abaixo sao muito parecidas com as figuras

geradas pelos codigos anteriores com ¢ = 100 iteragoes.
Conjgunto de Julia preenchido de f., onde ¢ = 0,27334 — 0,00742:

hold on
q=100;
d=0.005;
c=0.27334-0.00742x*1;
r=max (abs (c),2);
for x=-2:d4:2;

for y=-2:d:2;

Z=Xti*y;

W=z;
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cont=0;

while (cont<q) & (abs(w)<=r)
cont=cont+1;
W=w"2+cC;

end

if (cont==q) & (abs(w)<=r)
plot(x,y,’r.?)

else
plot(x,y,’b.”)

end

end
end

hold off

Congunto de Mandelbrot

hold on

q=100;

d=0.005;

z=0;

for x=-2:4:2;

for y=-2:4:2;
C=xXt+i*y;
W=2Z;
cont=0;
while (cont<q) & (abs(w)<=2)
cont=cont+1;

W=w~"2+cC;
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end

if (cont==q) & (abs(w)<=2)
plot(x,y,’r.?)

else
plot(x,y,’b.?)

end

end
end

hold off

Coédigos utilizando comandos mais avancados para gerar o conjunto de

Julia preenchido e o conjunto de Mandelbrot

Os codigos seguintes além de mais eficientes sao mais rapidos em relacao aos

codigos anteriores.

Congunto de Julia preenchido de f., onde ¢ = 0,27334 — 0,00742i

As cores na figura [1.9sao obtidas através do nimero minimo de iteracoes para a

6rbita de z tender para o infinito. Ampliagoes desta figura podem ser visualizadas

nas figuras e

c= 0.27334-0.00742%1;

qg = 150;

v = 1000;

r = max(abs(c),2);

d = linspace(-r,r,v);

A = ones(v,1)xd+i*(ones(v,1)*xd)’;
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W=A;
M = zeros(v,v);

[linhas ,colunas] = size(A);

for a = 1:1linhas
for b = 1:colunas
for s = 1:q
if (abs(A(a,b))>r)
break;
else
M(a,b) = M(a,b)+(abs(A(a,b))<=r);

end

ACa,b) = A(a,b)xA(a,b)+c;
end
end

end

s=pcolor (real (W) ,imag (W) ,M);
set (s, ’edgecolor’,’none’)
axis ([-r r -r r])
set(gca,’xtick’,[-2:0.5:2])
set(gca,’ytick’,[-2:0.5:2])
xlabel (’Re(z) )

ylabel (’Im(z) )
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Imiz)

2
-2 1.5 -1 05 a ns 1 1.8 2
Re(z)

Figura 1.9: K., com ¢ = 0,27334 — 0,00742i e ¢ = 150 iteracoes.

Iniz)

Re(z)

Figura 1.10: Ampliagao da figura 1.9.

29



Métodos computacionais CAPITULO 1

Iz}

Relz)

Figura 1.11: Ampliacao da figura 1.10.

Congunto de Mandelbrot

As cores na figura [I.12] sao obtidas através do nimero minimo de iteracoes para

a orbita de 0 tender para o infinito.

q = 150;

v = 1000;

d = linspace(-2,2,v);

C = ones(v,1)*xd+i*x(ones(v,1)*d) ’;
Z = zeros(v,v);

M = zeros(v,v);

[linhas ,colunas] = size(Z);
for a = 1:1inhas
for b = 1:colunas
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for s = 1:q
if (abs(Z(a,b))>2)
break;
else
M(a,b) = M(a,b)+(abs(Z(a,b))<=2);
end
Z(a,b) = Z(a,b)*Z(a,b)+ C(a,b);
end
end

end
s=pcolor (real(C),imag(C) ,M);
set(s,’edgecolor’,’none’)
axis ([-2 2 -2 21)
set(gca,’xtick’,[-2:0.5:2])
set(gca,’ytick’,[-2:0.5:2])

xlabel (’Re(z) )
ylabel (’Im(z) )
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Imiz)

2 1.5 -1 05 a ns 1 1.8 2
Re(z)

Figura 1.12: Conjunto de Mandelbrot, ¢ = 150 iteracoes.

Iniz)

-1 0.4 1] 0.5
Re(z)

Figura 1.13: Ampliacao da figura 1.12.
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1.4.2 Utilizando o GeoGebra para plotar o conjunto de

Mandelbrot e o conjunto de Julia preenchido de f.

O GeoGebra é um software de matematica que reuni Geometria, Algebra,
Calculo, Probabilidade e Estatistica. Além de ser livre é multi-plataforma, ou

seja, funciona em qualquer sistema operacional. Utilizamos a versao 4.4, obtida

em www.geogebra. org.
As atividades desta subsecao foram adaptadas de [19] e [20].
Conjunto de Mandelbrot

Inicialmente devemos exibir a planilha de calculo do GeoGeobra. Para isto,

devemos clicar no menu “Exibir” e escolher a opgao “Planilha” (figura [1.14)).

Arquivo Editar |Exibir | Opces Ferramentas Janela Ajuda

% A Janela de Algebra Ctrl+Shift+A
L]

. EEE Planilha Ctrl+Shift+5
b Janela de Al

x=| Janela CAS Ctrl+Shift+K
Janela de Visualizagdo Ctrl+Shift+1
Janela de Visualizagio 2 Ctrl+Shift+2
g Protocolo de Construcdo Ctrl+Shift+L
Teclado
Campo de Entrada

¢ Layout ..

@ Atualizar Janelas Ctrl+F

Recalcular Todos os Objetos Cirl+R

Figura 1.14: Menu “Exibir” do GeoGebra.

Ao digitar um nimero complexo em uma célula da planilha obtemos o ponto
correspondente na janela grafica, o qual terd rétulo de acordo com a célula. Por
exemplo, o ponto referente ao ntimero complexo da célula Al terad rotulo Al.

Na janela grafica, ao clicar sobre o ponto Al é possivel arrasta-lo, obtendo outro

numero complexo na célula Al.
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Devemos digitar um niimero complexo na célula Al da planilha que possa ser
visualizado na janela grafica, por exemplo —1+i. Este nimero corresponde a
constante complexa ¢ da fun¢ao f.(z) = 2% + c.

Para este exemplo, determinaremos cem elementos da oOrbita do zero e

colocaremos na coluna A, ou seja

Al = f(0)=0*4+c=c

A2 = f3(0) folc) = 4 c=(A1)? + Al

A3 = f2(0) = f(f2(0)) = fo(® + ) = (¢ + ¢ + ¢ = (A2)° + Al
(0)

A4 = fH0) = £(f30) = f((F+ ) +¢) = [(62 +c)? + 0}2 +c=(A3)* + Al

IR\
(@)
Il
=
—~
s
S
(@)
N—
N—r
Il

A100 = f£199(0) = (A99)* + A1l

Na célula A2 devemos digitar =A1"2+A$1. O simbolo $, neste caso, tem a
funcao de fixar o valor da célula A1l para calculos em outras células.

Podemos obter outros elementos da orbita do zero copiando o conteido de A2
nas células A3 até A100.

Quando o ntiimero complexo de uma célula possui parte real e parte imaginaria
muito grande, o GeoGebra coloca o simbolo 7+7i.

Devemos atribuir uma cor ao ponto Al conforme ele pertenca ou nao ao conjunto
de Mandelbrot. Os pontos A2, A3, ..., A100 servem para nos auxiliar nesta tarefa,
nao sendo necessaria a exibicao dos mesmos, uma vez que utilizaremos apenas o
modulo de A100 para concluir se Al pertence ou nao ao conjunto de Mandelbrot.

Para desabilitar a exibi¢cao dos niimeros correspondentes as células A2 até A100
devemos seleciona-las, clicar com o botao direito do mouse sobre a selecao, escolher
a opcao “Propriedades”, clicar na aba “Béasico”, retirar a selecao de “Exibir objeto” e

clicar no botao “Fechar”.
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Usando também a opcao “Propriedades” podemos clicar na aba “Basico” e
habilitar a funcao “Exibir rastro” para o ponto Al. Além disto, podemos clicar
na aba “Estilo” e mudar o “T'amanho do Ponto” para “1”.

Para atribuir uma cor ao ponto Al devemos clicar na célula A1 com o botao
direito do mouse, escolher a opgao “Propriedade”, clicar na aba “Avancado” e digitar

na regiao referente as “Cores Dinamicas” os seguintes dados:

Vermelho: Selabs(A100)<=2,0,1]
Verde: 0
Azul: 0

Com isto, se o valor absoluto do nimero complexo em A100 for menor ou igual
a 2, entao Vermelho recebera 0, se nao, receberd 1. No caso da cor vermelha receber
zero, o ponto Al teré cor preta, indicando que pertence ao conjunto de Mandelbrot.
Se receber 1, o ponto Al nao pertencera a M e o ponto terd cor vermelha.

Ao arrastar o ponto Al, o seu rastro pintard os pontos do plano complexo que

pertencem ao conjunto de Mandelbrot de preto e os que nao pertencem de vermelho.

o

Figura 1.15: Pincel horizontal.

Para agilizar a pintura dos pontos do plano complexo vamos criar um “pincel

horizontal” (figura[1.15)) formado pelo ponto Al e por pontos obtidos através de um
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incremento na parte real de Al. Vamos digitar em B1, =A1+0.01, e seguir todo
processo realizado anteriormente, obtendo os elementos B2, B3, B4,..., B100. Além
disto, devemos retirar o rétulo de B1. Na célula C1 devemos digitar =B1-+0.01 e
seguir procedimento andlogo até a coluna Z. Desta forma, teremos uma planilha com

colunas de A a Z e 100 linhas (a figura apresenta parte da planilha).

¢ Planilha

A E c D E F E H ! J K L W[ w

1 10 R+l 82+l 103+ 104+ 105+ 108+ 107+ 108+l 102+ LA+l 411+ 112+l 113+ -
[2 | 1430 102+ 3 | 106+ 3| 108+ 3| 112+ 3| 145+ 347 118+ 3| 121+ 30| 126+ 3. | 128+3. 131+320 124+3. | 137+3. 141+3.
Bl T 05+ T | T+ T | T4+ T | TAO T | T2+ 8| T2T 8| T3+ 8| T35+ 8| T30+ | 742+ 0. | T4B+0. | T4+ T52+1.
[ | 1-971| 1451 407-1.| GBT-1.| QB4-1. A3-116. 16.36-. 1891-. 2RET-. | 27E5-. 3185-. 3627-. -4093-. 45E4-.=
|5 | 04071937 | 10151 +...| 10946.2.. | 11761.4...| 12605.0...| 13475.0... | 14389.0... | 15284.2.. | 152172 | AT1841.. | 181204.. | -19081.1.. | 200403... | 209915.
5 | 88454401 + 36311031 | 1031695.. | 1180810.. | 1361017.. | 1539626.. | 1723451.. | 1907094.. | 2087315.. | 2253766.. 2307692 2507103.. 2567312 2560533 2465430

7 | 7810095147272264 + 6423740...| 1060626...| 1383330.. | 1728096.. | 2057496.. | 2209782.. | 2346231.| 2032323. 1121643 T13367.. -301179..| 904402 -168274.. 28131
| & | 505990163519025200000000... | 1109758...| 1715475...| 2075317...| 1265913...| -267734.. | 133412.. | 363811..| 791563 | -148096... | -241082. 330084.. | -40334.
| 9 | 357153528730397000000000...| 1163303...| 1426098...| 662374...| 485445.. | 161367...| -238986... | 6542807... | 5861050.. | 2162993.. | 4242799. 535636.. | 2631%1.
| 10 | 112766268297678440000000... | 1017009...| 158206...| 144437...| 2044201...| 2120717...| -239279...| 311543.. | 2420086... | 4413170.. | 134821 . 53.. | 6909282.
| 11 | 515860956956344900000000... | 785931...| 1050458...| -121357...| 1130110...| 53 911641...| 3638250.. | -207515... | 1450087... -228541. 6. 673... | 4725327.
|12 | -2 -2 -2 -2 -2 -2 i -2 -7
[ 13 | -2 o -2 -2 -2 -2 -2 -7
|14 | -2 o -2 -2 -2 -2 -2 -7
| 15 | -2 o -2 -2 -2 -2 -2 -7
| 16 | -2 o -2 -2 -2 -2 -2 -7
[ 17 | -2 o -2 -2 -2 -2 -2 -7
[ 18 | IR 2% IR IR IR IR IR 2.2
[ 19 | -2 o -2 -2 -2 -2 -2 -7
| 20 | -2 o -2 -2 -2 -2 -2 -7
|21 | -2 o -2 -2 -2 -2 -2 -7
|22 | -2 o -2 -2 -2 -2 -2 -7
| 23 | -2 o -2 -2 -2 -2 -2 -7
| 24 | -2 o -2 -2 -2 -2 -2 -7
? ?-9 2 ?-9 ?-9 ?-9 ?-9 ?-90 I

.

1.16: Planilha do GeoGebra.

Pode ocorrer do GeoGebra preencher algumas células da dltima linha com o
ntimero zero. Neste caso, devemos localizar nessa linha a dltima célula com niimero
nao nulo e copia-la para a célula seguinte. A nova célula com nimero nao nulo deve
ser copiada para a seguinte e assim por diante.

Observe que na janela grafica aparecem os pontos Al, B1, C1,..., Z1, mas apenas

AT possui rotulo.

Agora é s6 clicar no ponto Al e arrasta-lo, pintando os pontos do plano complexo

(figura [L.17)).
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Caso alguns pontos nao sejam pintados, no menu “Opgoes” devemos selecionar

a opg¢ao “Pontos sobre a malha” e posteriormente a opcao “Desabilitar”.

Figura 1.17: Conjunto de Mandelbrot no GeoGebra

Atribuindo cores aos pontos préximos do conjunto de Mandelbrot

Podemos atribuir cores aos pontos proximos do conjunto de Mandelbrot
analisando a quantidade de iteragoes necessarias para obter o primeiro elemento
da o6rbita do zero com modulo maior que 2.

Para o préximo exemplo, vamos obter 25 elementos da orbita do zero e contar
quantos possuem moédulo menor ou igual a 2. Se for 25, serd atribuida ao ponto cor
preta, indicando que pertence ao conjunto de Mandelbrot. Caso contrario, receberé
cor de acordo com a quantidade de elementos que possuem modulo menor ou igual
a 2. Com isto, se a quantidade for igual a 5, por exemplo, significa que apds cinco
iteragoes todos os elementos da orbita do zero possuem moédulo menor ou igual a
dois e que na sexta iteracao obtemos um elemento com modulo maior que 2.

Vamos fazer uma planilha com 25 linhas e colunas de A a N, como no exemplo
anterior, com excecao do contetido digitado em “Cores Dinamicas”.

Devemos formar uma lista com os valores dos modulos de cada ntmero

complexo da coluna A. Para isto, devemos digitar na caixa de “Entrada”
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Listal={abs(A1), abs(A2), abs(A3), abs(A4), abs(Ab5), abs(A6), abs(A7), abs(A8),
abs(A9), abs(A10), abs(A11), abs(A12), abs(A13), abs(Al14), abs(A15), abs(A16),
abs(A17), abs(A18), abs(A19), abs(A20), abs(A21), abs(A22), abs(A23), abs(A24),
abs(A25)} e teclar Enter. Logo em seguida digitar também na caixa de “Entrada”
ContarSe[x<=2,Listal]. O GeoGebra ird nomear o resultado pela letra a.

Devemos realizar procedimento anélogo com as colunas de B a N (figura [1.18)).

b Janela de Algebra
= Lista
- Listal ={1.41, 3.16, 9.9, 97.01, 9408.98, 88528899.04, 7837365965265482, 6142430527350170000000001
- Lista10 = {1.48, 3.43, 11.74, 136.73, 18693.46, 349445481.16, 122112144301942896, 1491137578601852:
- Lista11 ={1.49, 3.46, 11.97, 141.95, 20149.24, 405991752.9, 164829303422180192, 27168699266641140(
Lista12 = {1.49, 3.49, 12.19, 147.35, 21712.83, 471446833.86, 222262117154155616, 4940044872184761(
Lista13 ={1.5, 3.52, 12.42, 152.95, 23391.78, 547175251.73, 299400756108139650, 89640812758125790(
Lista14 = {1.51, 3.55, 12.65, 158.73, 25194.14, 634744443.26, 402900508245857660, 1623288195447704
Listaz = {1.42, 3.19, 10.09, 100.83, 10165.24, 103332166.11, 10677536553578778, 1140097286853010950(
Lista3 = {1.43, 3.22, 10.29, 104.79, 10979.46, 120548583.98, 14531961099175138, 211177893387939430(
J  Listad4 ={1.44, 3.25, 10.49, 108.89, 11855.84, 140560949.09, 19757380410408288, 3903540806815852001
_ Listab={1.44, 3.28, 10.69, 113.14, 12798.87, 163811053.42, 26834061221573896, 7200668416431760001
ListaG = {1.45, 3.31, 10.89, 117.53, 13813.35, 190808505.19, 36407885653808424, 132553413778078940(
Lista7 = {1.46, 3.34, 11.1, 122.09, 14904.39, 222140827 .46, 49346547226081856, 2435081723135927000(
Listag = {1.46, 3.37, 11.31, 126.8, 16077.47, 258485013.33, 66814502114689064, 4464177692833790000(
J Lista9={1.47, 3.4, 11.53, 131.68, 17338.42, 300620741.25, 90372830072002992, 3167248415223128000(
= Ndmero
-0 a

2 b
Joc
d
e

===z
o

=3
%
L

Figura 1.18: Listas no GeoGebra

Para a célula A1 vamos digitar em “Cores Dinamicas” os seguintes dados:

Vermelho: Sela=25,0,e"(a"2)]
Verde: Sela=25,0,e+e"a|
Azul: Se[a=25,0,e"a)

Para as outras células da primeira linha devemos digitar em “Cores Dinamicas”

dados analogos, substituindo “a” de acordo com a coluna correspondente.
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Ao clicarmos em Al e arrasta-lo obtemos a figura [1.19

Figura 1.19: Conjunto de Mandelbrot no GeoGebra, n°2

Podemos obter uma ampliacao da figura [1.19| criando um “pincel horizontal”
com pontos mais proximos utilizando um incremento de 0.001 ao invés de 0.01. Em
seguida, devemos ampliar a visualizacao dos eixos na janela grafica de modo que os
pontos do “pincel horizontal” nao apresentem espacos visiveis entre eles. Na figura

temos uma ampliacao de uma parte da figura anterior.
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Figura 1.20: Ampliagao do conjunto de Mandelbrot no GeoGebra

Conjunto de Julia preenchido de f.

Inicialmente devemos digitar na caixa de “Entrada” a constante complexa ¢ da
fungdo f.(z) = 22 + ¢. Na janela grafica teremos o ponto ¢ correspondente, para o
qual devemos desabilitar a opcao “Exibir objeto”.

Na célula A1 da planilha devemos digitar um nimero complexo que possa ser
visualizado na janela gréfica, por exemplo —1+i.

Para este exemplo (ﬁgura, determinaremos os cem primeiros elementos da

orbita do nimero complexo da célula Al e colocaremos na coluna A, ou seja

Al
A2 = f(Al) = (A1) +¢
A3 = fIUAL) = fo(fo(A1)) = fo(A2) = (A2)* + ¢
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A4 = fA(AL) = fo(f2(AD) = fo(A3) = (A3)" +¢

A100 = f2(A1) = (A99)? + ¢

Os procedimentos seguintes sao analogos aos citados para plotar o conjunto de

Mandelbrot.

Figura 1.21: K., com ¢ = 0,27334 — 0,00742¢ e 99 iteracoes no GeoGebra

Podemos atribuir cores aos pontos proximos do conjunto de Julia preenchido
(figura [1.22)).

Na figura[I.23] podemos ver, para diferentes valores de ¢, a localizagao do niimero
complexo ¢ em relacao ao conjunto de Mandelbrot e o conjunto de Julia preenchido
correspondente. Observe que para ¢ € M, J, é conexo e para ¢ ¢ M, J. é desconexo.
Em particular, o conjunto conexo K., com ¢ = —0, 122 4 0, 7457, é chamado coelho
de Douady, em homenagem ao matemaético francés Adrien Douady.

O software MatLab foi utilizado para gerar figuras aproximadas dos conjuntos

de Julia preenchido em [1.23]
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Figura 1.22: K., com ¢ = 0,27334 — 0,00742¢ e 99 iteracoes no GeoGebra, n° 2

=-05+055
c 0.5+ 0.55 =-0,122 +0,745i

c=-1+005

c=028+0.54

c=-02+01i

c=047+0,07i

c=-031-0.58

Figura 1.23: Conjuntos de Julia preenchido para diferentes valores de ¢ e a posicao
de c em relacao ao conjunto de Mandelbrot.

42



Capitulo 2

Algumas propriedades topologicas do

conjunto de Julia

Apresentaremos neste capitulo outra definicao para o conjunto de Julia de uma
funcao polinomial complexa de grau maior ou igual a 2 e mostraremos a equivaléncia
com a definicao adotada no capitulo 1. Algumas propriedades topologicas serao
estudadas. Na tltima se¢do nosso estudo serd voltado as fungoes da forma f.(z) =
22 + ¢ e mostraremos que a Definicao do conjunto de Mandelbrot é equivalente
a orbita do ponto critico de f. ser limitada.

A referéncia principal deste capitulo é o livro do matematico K. J. Falconer [4].

2.1 Propriedades topolbgicas

Existem formas equivalentes de definir o conjunto de Julia de uma funcao f.

Neste capitulo adotaremos a seguinte:

Defini¢ao 2.1 O conjunto de Julia J(f) € o fecho do conjunto dos pontos periddicos

repulsores de f. O complementar do conjunto de Julia é denominado conjunto de

Fatou F(f).
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Exemplo 2.1 Seja f : C — C definida por f(z) = 22. Logo, f*(z) = 2% e
() ()] = 2412
Os pontos periddicos de f satisfazem fP(z) = z, ou seja, 2" = z com p € N\ {0}.

Se z = 0, entao }(fp)' (0)} =2r.0=0 e f(0) =0. Logo, z =0 € um ponto fixo

atrator, consequentemente ndao pertence ao conjunto de Julia (conforme Proposi¢cao

2.
2P—1

Se z # 0, podemos escrever =z = 1, de onde seque que

z € uma raiz da unidade e o0s pontos periodicos nao nulos de [ sdo

2k Qk - 2km
cos o ) isen ()0 k< -2y = {FT o<k -2},
1 1

Como |z| = 1, temos |(f?)' (z)| = 2¢ > 1. Logo, as (2P — 1) raizes da unidade sdo

pontos periodicos repulsores de f. Quando p — oo, obtemos um conjunto denso de
pontos periddicos repulsores em C' = {z € C; |z| = 1}. Tomando-se o fecho, temos
a circunferéncia de centro 0 e raio 1 como conjunto de Julia de f. O complementar
de J(f) é o conjunto F(f)={z€C; |z| <1 ou|z| > 1}.
Para simplificar a notacao, representaremos J(f) por J, quando a funcao € clara.
Neste exemplo tem-se f(J) = J e f~Y(J) = J, ou seja, J = f(J) = f~1(J).
Veremos mais adiante que isto significa, de acordo com a Definicao [2.4, que o

conjunto de Julia de [ € completamente invariante por f.

Seja f uma fungao polinomial complexa de grau n > 2. Mostraremos que o

conjunto de Julia de f possui as seguintes propriedades topologicas:
a) J(f) é um conjunto compacto;
b) J(f) é um conjunto ndo vazio;
¢) J(f) é um conjunto completamente invariante por f;

d) J(fP) = J(f), para todo inteiro positivo p;
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e) Se z € J(f), entao J(f)

U )
k=1
f) J(f) tem interior vazio;

g) J(f) é um conjunto perfeito.

Para estabelecer as propriedades basicas dos conjuntos de Julia utilizaremos a
defini¢do de familia normal de funcdes analiticas e o Teorema de Montel'] abordado

na teoria de funcoes complexas.

Nesta secao, quando nao especificado, f representard uma funcao polinomial

complexa de grau n > 2.

Definicao 2.2 Seja U um conjunto aberto em C, e seja g : U — C wma familia
de fungoes analiticas complexas. Dizemos que a familia {gr} é normal em U se toda
sequéncia de funcoes selecionadas de {gp} possui uma subsequéncia que converge
uniformemente em cada subconjunto compacto de U, ou para uma funcao analitica
limitada ou para co. A familia {g} é normal no ponto w de U se existe algum

subconjunto aberto V de U contendo w tal que {gx} € uma familia normal em V.

Observacao 2.1 Seja U um conjunto aberto em C, e seja gy, : U — C uma familia
de fung¢oes analiticas complezas. A familia {gr} nao é normal em U se existe uma
sequéncia de fungoes selecionadas de {gr} que nao possui subsequéncia que converge
uniformemente em todos os subconjuntos compactos de U. A familia {gr} nao é
normal no ponto w de U se para todo subconjunto aberto V de U contendo w, {gx}

nao € uma familia normal em V.

!Paul Antoine Aristide Montel (1876 — 1975), matemético francés.
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H& mais de uma versao do Teorema de Montel. Utilizaremos a mais adequada
para demonstrar as propriedades basicas do conjunto de Julia. A demonstracao

deste teorema serd omitida por nao fazer parte do escopo desta dissertacao.

Teorema 2.1 (Teorema de Montel) Seja {gr} uma familia de fungées analiticas
complezas num dominio aberto U. Se {gr} nao é uma familia normal, entio para
todo w € C, com no mdzimo uma excecio, temos gr(z) = w para algum z € U e

algum k.

Demonstragdo: Consulte [21]. n

Definicao 2.3 Seja f uma funcao polinomial complexa de grau n > 2. Definamos
Jo(f) = {z € C; a familia {f*}1>0 ndo é normal em z}. (2.1)

Usaremos o Teorema de Montel para mostrar que Jo(f) é igual ao fecho dos
pontos periodicos repulsores de f, ou seja, Jo(f) = J(f). Em alguns textos é

tomado como definicao do conjunto de Julia.

Representaremos o complementar de Jyo(f) por Fy(f). Observe que

Fo(f) = C\ Jo(f)

= {2 € C; eziste um conjunto aberto V com z € V e {f*}is0 normal em z}.

Afirmacao 2.1 Fy(f) € aberto.

Demonstragao: Seja z € Fy(f). Logo, existe V C C tal que z € V e {f*} ¢
normal em V. Note que V C Fy(f). Com efeito, seja w € V. Como {f¥} ¢ normal

em V', segue que w € Fy(f). u
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Lema 2.1 Seja f uma funcdo polinomial de grau n > 2, tal que para algum r,

|z| > r implica | f(2)| > 2|z|. Entao |f*(z2)| > 2%|r|, onde k € inteiro positivo.

Demonstragdo: (Indugao em k)
Por hipotese, para k£ = 1 a afirmacao é verdadeira. Suponha que vale para k = n,
ou seja, |f"(z)| > 2"|z|.
H.I H.I
Podemos escrever |f"T1(2)| = [f(f™(2))] > 2.|f"(2)] > 2.2"r=2""1r.
Portanto, pelo Principio de Inducao Matematica, a afirmacao é verdadeira para

todo inteiro k£ > 1. ™

Proposicao 2.1 Seja f uma funcdo polinomial de grau m > 2, entao Jo(f) €

compacto.

Demonstragdo: Pela Afirmagdo C\ Jo(f) = Fo(f) é um conjunto aberto,

logo o seu complementar, Jy(f), &€ um conjunto fechado.

Seja
f(Z) = anzn + anflznil + an722n72 +...+ CL222 + a1z + ag.
Para 2z # 0,
An—1 Ap—2 as ay ag
=an2" + ”( + 4+t + —)
f(2) 2 = e
Tome

2
s = ﬁ(lanl + |an_1| + |an—2| + ... + |ag| + a1] + |ao])
2|an| 2
= + — (|an—1] + [an—2| + ... + |az| + |a1| + |ao|)
|an| |an| N ~~ d
S
2
=24+ —85>2
’an’
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1
A4\ 1
e r=max\ s, (—) .
|an|
Para |z| > r, temos |z| > s e consequentemente
1>i:2|a”|+2‘9 |
2| |an]|2| |an]|2
De onde segue
la,| S
—_— > . 2.2
Como n>2 e |z| >r > 2, entao
|z|" > |z]. (2.3)
Com isto,
Ap—1 Ap—2 Qo aq Qo . .
nz + 22 +- 4 pr + pros i e pela desig. triang.
an—1 Qp—2
z ‘ ‘—l— z”2’+z”1‘+‘ por
Uy Uy a a a
| 1| _|_| n—2| +...+M+M+M:
2| || E{ I {1
|an—1| + |an—2| + ... +]ao] + |a1] +[ao] S laa]

|| e

Utilizando o resultado anterior e a desigualdade triangular,

Ay — Ao a
7= fonz 42 (2 4 P2 2 DIk
Un—1 Ap—2 a ag
VanHZ\n—Mn\ 2 Tt BN
Vv
- [l
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faul _ o]

L e
4 \ 1 4
Como |z| > r > (—> , temos |z|"7t > —.
|an| ‘an‘
Multiplicando a desigualdade anterior por |z|,
2.2
|z|" > — - |z|, de onde segue que MM” > 2|z].
|an| 2
Portanto, para |z| > r temos |f(2)| > |a2—n||z|” > 2|z|.

Pelo lema 2.1 | f*(2)| > 2*|z|, onde k é inteiro positivo. Desta forma, f*(2) — oo
uniformemente no conjunto aberto V = {z;|z| > r}. Portanto, f* é normal em V.
Consequentemente, V' C Fy(f). Entao, pela Teoria dos Conjuntos, (Fo(f))¢ C V¢,
ou seja, Jo(f) C C\V ={z; |z| <r}. Logo, Jo(f) é limitado. Como j& vimos que

Jo(f) é fechado, segue que é compacto. [

Lema 2.2 Se Fy(f) = C, entdo Vr >0, {f*} € normal em B,(O).

Demonstracdo: Seja r > 0. B,(0) é compacto e Fy(f) = C, logo existe uma
cobertura finita de abertos V; com i € {1,2,...,m}, tal que {f*} é normal em V;.
Seja {f"'j} uma sequéncia de fungoes escolhidas de {f*}, logo possui uma
subsequéncia { f""h} que converge uniformemente em cada subconjunto compacto
de V;. Considere em V5 a sequéncia {f’“h } Por hipotese, esta sequéncia possui uma
subsequéncia { fkjlﬂ} que converge uniformemente em cada subconjunto compacto
de V5. Considere, em V3, a sequéncia {fkj1»2} que, por hipdétese, possui uma
subsequéncia {fkjl,?ﬁ } que converge uniformemente em cada subconjunto compacto
de V3. Continuando o processo até V,,, teremos a subsequéncia {fk“ﬂ»&---}m} que

converge uniformemente em cada subconjunto compacto de V,,.
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Seja K um subconjunto compacto de B,.(O). Entao K; = K NV, é compacto em
V.

Como {fkjl,Z,S,...,m} C {fkjl,Q,S,...,mfl} C {fkjl,Q,B,...,m72} cC ... C {fkh,z,s} C
{fk-“v?} c {ff} c {f%} < {f*}, a subsequéncia {fk-flﬂ»?’wm} converge

uniformemente em U K; C K. Portanto, {f*} é normal em B,(O). m

=1

Proposigao 2.2 Seja f uma fungao polinomial de grau n > 2, entao Jo(f) # 0.

Demonstracdo: Suponha Jy(f) = (. Logo, Fy(f) = C. De acordo com o Lema
2.2 para todo r > 0, a familia {f*} é normal em B,(0). Como f ¢ uma fungio
polinomial de grau n > 2, podemos tomar r suficientemente grande de modo que
B,(0) contém um ponto z tal que |f¥(2)| — oo (pela demonstragio da Proposicao
).

Seja w um ponto fixo de f, ou seja, f(w) = w (a existéncia de w é garantida
pelo Teorema Fundamental da Algebra). Logo, f*(w) = w para todo k.

Considere R > max{r,|w|}. Desta forma, z e w pertencem a bola aberta
Br(0O). Seja K = {2z} U{w} subconjunto compacto de Br(O). Quando k — oo,
ff(z) — oo e fF(w) — w, portanto ndo existe subsequéncia de {f*} que
convirja uniformemente para uma funcao analitica ou para infinito nesse compacto,

contradizendo a normalidade de {f*} em Bgr(O). Logo, Jo(f) # 0. n

Definicao 2.4 Sejam E C X C C e uma funcao g : X — C. O conjunto E ¢é
completamente invariante por g se g(E) =FE e g7 (E) = E.

Afirmacgao 2.2 Sejam E C X C C e uma funcao g : X — C. Se g € sobrejetiva e

g Y(E) =E, entao E é completamente invariante por g.

Demonstragdo:  Pelo item (e) da Afirmagao g(¢g (F)) ¢ E. Como
g Y(E) = E, entao g(F) C E.
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Se ¢ € E, entao pela sobrejetividade de g, existe p € ¢g7'(E) tal que g(p) = ¢.
Como g~ !(E) = E, temos que existe p € E para o qual g(p) = ¢q. Consequentemente,
q € g(E), de onde segue E C g(F). u

Proposicao 2.3 Os conjuntos Jo(f) e Fo(f) sao completamente invariantes por f.

Demonstragdo:  Para simplificar a notacdo, representaremos Jo(f) por Jy e
Fy(f) por Fy.

Pela afirmagdo anterior, é suficiente provar que f~1(Jy) = Jy e f~1(Fy) = Fy.
Sendo Jy = C\ Fp, de acordo com o item (b) da Afirmacao se provarmos que
f7H(Fy) = F,, segue que f~(Jo) = fTHC\ Fy) = C\ f7}(Fp) = C\ Fy = Jo. Assim,
basta mostrar que f~1(Fy) = Fy.

Seja p € Fy. Logo, existe um conjunto aberto V contendo p e {f*} ¢
normal em V. Seja {f*} uma subsequéncia de {f*}. Por hipotese, {f*} possui
uma subsequéncia { fk;“} que & uniformemente convergente em cada subconjunto
compacto de V.

Como f é uma funcao aberta, f(V') é aberto. Seja D compacto contido em f(V).
Pela Proposicao f é uma funcao propria, logo f~(D) é compacto em V, pela
Proposigao [A.7} Seja f(z) € D, logo z € f~(D).

Observe que f’“; (f(z) = f’“;“(z). Como para todo z pertencente ao subconjunto
compacto f~1(D) deV, {f’“;“} converge uniformemente, segue que {fk/} converge
uniformemente em D. Com isto, {f*} ¢ normal em f(V). Desta forma, f(p) € Fy.
Logo, f(Fy) C Fy. Pelo item (d) da Afirmagdo [A.1] £y C f~1(f(Fy)) C f~1(Fp).
Ou seja, Fy C f~1(Fp).

Resta mostrar que f~1(Fy) C Fy.

Sejam ¢ € Iy e escolha ¢ € f~'(q). Logo, existe um conjunto aberto W contendo
q e {f*} ¢ normal em W. Seja {f*} uma subsequéncia de {f*}, logo possui uma

/
subsequéncia { fkj’l} que converge uniformemente nas partes compactas de W.
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Como f é uma fungdo continua, f~1(W) é aberto e f(D) é compacto em W para
cada compacto D contido em f~1(W).

Paratodow € f(D) C W, existe w € D tal que w = f(w). Observe que fk;’l(w)
converge uniformemente, mas podemos escrever fk;_l(w) = fk;_l(f(ﬁ])) = fk;(u?)
Logo, para todo w € D, fk; (1) converge uniformemente. Portanto, {fk;} converge

uniformemente em D. Com isto, {f*} ¢ normal em f~'(WW). Desta forma,

f~Xq) C Fy. Logo, f~Y(Fy) C Fo. -

Proposicao 2.4 Jy(f?) = Jo(f) para todo inteiro positivo p.

Demonstracao: Como Fy(f) = C\ Jo(f), segue que Jo(fP) = Jo(f) se e somente
se Fy(f?) = Fyo(f). Portanto, é suficiente mostrar a tltima igualdade.

Seja 2 € Fy(f). Logo, existe um aberto V contendo z e {f*} ¢ normal em
V. Portanto, toda subsequéncia de {f*} possui uma subsequéncia uniformemente
convergente em V.

Seja {fpk/} uma subsequéncia de {fP*} c {f*}. Logo, {fpk’/} possui uma
subsequéncia uniformemente convergente em V. Consequentemente, { fP*} é normal
em V. Portanto, z € Fy(fP). Disto segue que Fo(f) C Fo(fP).

Se K é um conjunto compacto e {gx} uma familia de func¢oes uniformemente
convergentes em K para uma funcao analitica ou para infinito, entao pelo Corolario
o mesmo ¢ verdade para a familia {h o g}, onde h é uma funcao polinomial
(consequentemente continua) qualquer de K em C.

Seja w € Fy(fP). Logo, existe um aberto W contendo w e {fP*};>, é
normal em W, entdo também ¢ normal a familia {7 o fP*};>; = {fP"}is
onde r € {0,1,2,3,...,p — 1}. Desta forma, qualquer subsequéncia {f* };.ca de
{f*}1>1 deve conter uma subsequéncia infinita de {fP*™"};>; para algum inteiro
r € {0,1,2,3,...,p — 1}. De fato, como A é um conjunto de indices contido em

N\ {0}, cada elemento de A ao ser dividido por p deixa resto r pertencente ao
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conjunto {0,1,2,3,...,p—1}, logo podemos escrever A = AgUA; UA;U...UA, 4

onde os elementos de A, sao os nimeros de A que deixam resto r ao serem divididos
p—1

por p. Portanto, A = U A,. Como A é infinito e igual a uma uniao finita de

r=0
conjuntos, Ag deve ser infinito para algum s € {0,1,2,3,...,p—1}. Seja Ay = A,\B

onde B é o conjunto formado pelos elementos de A, que sao menores que p.
Esta subsequéncia contém uma subsequéncia uniformemente convergente para uma
funcdo limitada ou para infinito em subconjuntos compactos de W. Assim, {f*} é

normal em W. Consequentemente, w € Fy(f). Portanto, Fy(f?) C Fo(f). u

Lema 2.3 Sejam v € C e f uma funcao polinomial de grau n > 2 tal que a dnica

solugdo da equacio f(z) —v =0 év. Entdo v & Jo(f).

Demonstragdo: Pelo Teorema Fundamental da Algebra, f(z) —v = c¢(z — v)"
para alguma constante nao nula ¢ € C.

Defina V' = {z; |z —v| < (2|c )%11} Logo,

|F5(2) = o] = | F(FF12) — o] = e (FF71 (=) — )| =
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Assim, se z € V, entdao f¥(z) —v — 0 quando k — oo, e a convergéncia é

uniforme. Portanto, {f*} é normal em v. Consequentemente, v ¢ Jo(f). n

A proposicao seguinte nos diz que as vizinhancas dos pontos em Jy sao

dispersadas em todo o plano complexo pelos iterados de f.

Proposicao 2.5 Sejam f uma funcao polinomial de grau n > 2, w € Jo(f) e U

uma vizinhanca de w. FEntao W = U fk(U) € todo C, exceto possivelmente um
k=1
tnico ponto. Tal ponto excepcional nao estd em Jo(f) e nao depende de w e U.

Demonstracao: Como [ é uma funcao polinomial, segue que f é analitica.
De w € Jo(f) segue que a familia {f*}4>0 ndo é normal em w, logo para todo
subconjunto aberto V de U contendo w, {f*} ndo é uma familia normal em V. Em
particular, se V = U, podemos concluir que {f*} nao é uma familia normal em U.
Pelo Teorema de Montel, para todo z € C, com no m;éoximo uma exce¢ao, temos
f¥(u) = 2 para algum u € U e algum k. Logo, W := U f*¥(U) & todo C, com no
maximo uma excecao. =

Se ha essa excecao, seja v € C\ W.

Sendo f uma funcao aberta, W ¢é uniao infinita de conjuntos abertos. Pela
Proposicao , W & aberto. Como f é sobrejetiva, existe Z € C com f(2) = w.
Entdo zZ ¢ W, pois f(W) C W.

Como C \ W consiste de no méximo um ponto, segue que Z = v. Desta forma,
f € um polindémio de grau n tal que a tnica solugao de f(z) —v =0 é v. Pelo Lema
2.3 segue que v ¢ Jy(f).

Desde que v € C\ W, v nao depende de U e nem de w. [ ]

Corolario 2.1 Seja f: C — C uma fungao polinomial de grau n > 2.

a) Se U é um conjunto aberto que intersecta Jo(f), entio, para todo z € C com

no mdzimo uma excecio, f*(z2) intersecta U para infinitos valores de k.
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b) Para todo z € C com no mdzimo uma exce¢ao, Jo(f) C U F7*(2).
k=1

c) Se z € Jy(f), entao Jo(f) = U f75(2).

Demonstragao:

a)

Seja z € C tal que z nao é o ponto excepcional da Proposicao , entao
existe k; tal que z € f¥(U) e portanto f~%1(z) intersecta U. Seja k > k.
De Jo(f) = Jo(f*), resulta U N Jo(f*) # 0. Entdo existe a; inteiro maior ou
igual a 1 tal que z € (f¥)* (U) = f*(U). Considere ky = ka; > ki. Seja
k > ky. De Jo(f) = Jo(f*), resulta U N Jo(f*) # 0. Entdo existe a, inteiro
maior ou igual a 1 tal que z € (%)™ (U) = f*2(U). Considere k3 = kas > ko.
Usando este processo repetidas vezes obtemos uma sequéncia infinita {k; }ien

com [ (z) intersectando U para todo 1.

Seja w € Jo(f) e U uma vizinhanga de w tao pequena quanto se queira. Entao

pelo item (a), f~%(z) intersecta U para algum k. Portanto, w é ponto de

aderéncia de [OJ f7*(2). Logo, Jo(f) C D f75(2).
k=1

k=1
Como z € Jy(f), z ndo ¢ o ponto excepcional da Proposi¢ao 2.5 Entao, pelo
item (b), Jo(f) € | f7*(2).
Por outro lado, collcrrzl(l) Jo(f) é completaor?ente invariante, pela Proposicao
f7%(2) C Jo(f) e consequentemente, U f*(z) € Jo(f). Como Jo(f) é um

k=1

conjunto fechado (Proposi¢ao ), segue que U 52 c Jo(f).
k=1
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Corolario 2.2 Se f uma fun¢ao polinomial de grau n > 2, entao Jo(f) tem interior

Va210.

Demonstracao: Sejaw € Jy(f). Suponha que exista uma vizinhanca aberta U de

w contida em Jy(f). Como Jy(f) é completamente invariante (pela Proposigao [2.3),
segue que fH(U) C Jo(f) para todo k. Logo, U f¥(U) € Jo(f). Pela Proposicio

k=1

o0
25| W = U f¥(U) é todo C, exceto possivelmente um tinico ponto. Assim W é
k=1

ilimitado e consequentemente Jy(f) por conter W, o que contradiz a propriedade de

Jo(f) ser limitado (Proposigao [2.1]). ]

Proposicao 2.6 Jy(f) é um conjunto perfeito.

Demonstragao:  Pela Proposicao , Jo(f) é compacto, consequentemente é
fechado. Resta mostrar que Jy(f) nao possui pontos isolados.

Seja v € Jo(f) e U uma vizinhanca aberta de v. Devemos mostrar que existe
w € Jo(f)NU e w # v. Observe que w nao pode ser o ponto excepcional.

Consideremos trés casos:

i) v ndo é ponto periddico de f.
Pelo Corolario item (a), f~%(v) intersecta U para algum k > 1. Seja
w € f~*(v) N U. Pela Proposicio 2.3] f~*(v) C Jo(f). Logo, w € Jo(f) N U.
Além disso, w # v, pois v nao é ponto periédico de f. Com efeito, se w = v,
como w € f~*(v), entdo f¥(v) = f*(w) = v, o que contradiz o fato de v nao

ser ponto periodico de f.

ii) v é ponto fixo de f, ou seja f(v) = v.
Se f(z) = v ndo tem outra solu¢ao exceto v, entao pelo Lema v é Jo(f).
Logo, existe w # v tal que f(w) = v. Consequentemente, w € f~'(v). E pela

Proposicao , w € Jo(f). Portanto, w também n&o é o ponto excepcional da
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Proposicao [2.5

Pelo Corolario , item (a), existe u € f~%(w) N U para algum k > 1, e pela
Proposi¢ao u € Jo(f) (pois f7F(w) C Jo(f)). Além disso, u # v. De
fato, se u = v, como u € f~*(w), f*(v) = f¥(u) = w # v, o que contradiz

fEw) = .

iii) fP(v) = v para algum p > 1.
Pela Proposigao Jo(f?) = Jo(f), assim aplicando o item (ii) para f?
observamos que U contém algum ponto de Jo(f?) = Jo(f) e este ponto é

diferente de v.

Teorema 2.2 Seja f uma func¢do polinomial de grau n > 2, entao J(f) = Jo(f).

Demonstragao: Seja w um ponto periddico repulsor de f de periodo p. Desta
forma, w é um ponto fixo repulsor de g = f°. Suponha que {g*} ¢ normal em w,
entdo w tem uma vizinhanga aberta V na qual a subsequéncia {g*} converge para
uma fungio analitica gy (ndo pode convergir para oo, pois ¢*(w) = w para todo k).

Por um resultado de analise complexa, a derivada também converge,
(gki), (2) = gi(z) se z € V.

Usando a regra da cadeia e o fato de w ser ponto fixo repulsor de g,

(9" (w))’ g (")) (¢ (w))’

= (g (4" ()’

kifc:trores
Como |¢'(w)| > 1, ‘(gki(w))/ = ‘(g’(w))ki — 00. Isto contradiz a finitude de

gh(w), assim {g*} nao pode ser normal em w. Portanto, w € Jo(g9) = Jo(f?) = Jo(f),

a7



Propriedades topologicas CAPITULO 2

pela Proposigao [2.4]

Desde que Jy(f) é fechado, segue que J(f) C Jo(f).

Seja K = {w € Jy(f); existe z # w com f(z) = w e f'(z) # 0}. Suponha que
w € K e seja z # w tal que f(z) = w. Entao, pelo Teorema da Fungao Inversa,
existe uma vizinhanga aberta W de z na qual f é um difeomorfismo. Seja V' C f(WW)
uma vizinhanca aberta de w tal que f~'(V)NV = (). E possivel obter tal vizinhanca,
pois z # w. Assim podemos encontrar uma inversa analitica local f~1: V — C\V
tal que f (f~!(z)) = z, para todo z € V.

Definamos a familia de fungoes analiticas {hy} em V por

o) = LG22
(f71(2) — 2)

Seja U uma vizinhanga aberta de w com U C V. Desde que w € Jy(f), a
familia { f*} e consequentemente, por defini¢io, a familia {h;} nao sdo normais em
U. Pelo Teorema de Montel, hy(z) assume o valor zero ou assume o valor 1 para
algum k e algum 2z € U. No primeiro caso, f*(z) = z para algum z € U; no segundo
caso, f¥(z) = f~Y(z), portanto f**'(z) = z para algum z € U. Logo, U contém
um ponto periédico de f de periodo k ou k + 1. Desta forma, w é limite de uma
sequéncia de pontos periddicos de f. Como o niimero de pontos periodicos nao
repulsores ¢é finito (consulte [1]), w é limite de uma sequéncia de pontos periodicos
repulsores. Consequentemente, w € J(f). Logo, K C J(f). Tomando fechos,
K c J(f) = J(f). Porém K contém todo Jo(f) exceto um nimero finito de pontos.

Com efeito, a derivada de f tem grau n — 1 e a equacdo f’(z) = 0 tem no maximo

n—1 solu¢oes distintas. Desde que Jy(f) ndo possui pontos isolados (pela Proposicdo

R6), Jo(f) =K c J(f). .

Os resultados seguintes serao tuteis para demonstrar a equivaléncia entre as

Definigoes [1.7] e
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Proposicao 2.7 Se w € ponto fizo atrator de f, entio w € Fy(f).

Demonstragao: Pelo Teorema [1.1] existe uma bola aberta de centro em w e
raio § na qual a seguinte condigdo é satisfeita: se z € Bs(w), entdao f*(z) € Bs(w)
e f*(z) = w quando k — oo. Portanto, a familia {f*} ¢ normal em w. Logo,

w ¢ Jo(f) = J(f) e consequentemente w € Fy(f) = C\ Jo(f). n

Lema 2.4 Se 2y € J(f), entio f*(z0) nao pode convergir para um ponto fizo atrator

de f.

Demonstragao: Seja w ponto fixo atrator de f. Suponha que f*(25) — w quando
k — o0o. Como z € J(f), entdo pela Proposicao2.4] f*(zy) € J(f) para todo inteiro
positivo k. Desta forma, para cada k, f*(z) ¢ limite de uma sequéncia {z*} de
pontos periddicos repulsores de f.

Considere a sequéncia {y;} onde y; = :Eg, com j € N\ {0}.

ly; — w| = o] —w| = [&] — f7(20) + [/ (20) — w| <

]:cg — 7 (20)| + |/ (20) —w| < &j +&; < ¢, onde € = 2. max{&j, ¢,}.

Logo, y; — w. Disto segue que w ¢é limite de uma sequéncia de pontos

periodicos repulsores de f. Consequentemente, w € J(f). Mas isto é absurdo,

pois w & Jo(f) = J(f) pela Proposi¢io m

A proxima proposicao demonstra a equivaléncia entre as Defini¢oes e2.0]

Proposigao 2.8 Seja w um ponto fizo atrator de f. Entao 0Af(w) = J(f). O

mesmo € verdade se w = 00.

Demonstragdo: Seja z € J(f). Pelo Lema 2.4] f*(zy) ndo pode convergir para

w. Consequentemente, 2o ¢ Af(w). Porém, se U é uma vizinhanca de 2y, o conjunto
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f¥(U) contém pontos de Af(w) para algum k, pela Proposigao . Com isto, ha
pontos arbitrariamente proximos de zg os quais sao iterados até w. Com efeito, seja
r um inteiro positivo tal que f7(U) contém pontos de As(w). Seja f"(z1) um desses
pontos. Entdo f**7(z) = f*(f"(21)) — w quando k — oo. Consequentemente,
f¥(z1) — w. Logo, 21 € Ap(w). Desta forma, z; € U e f*(z;) — w. Portanto,
20 € Ap(w) e como zg ¢ Ap(w), segue que 2y € dAf(w). Logo, J(f) C A (w).

Suponha que um ponto zy € 0A;(w) nao pertenca a J(f) = Jo(f). Entdo z
tem uma vizinhanca aberta V na qual a familia {f*} é normal. Sejam U C V uma
vizinhanca aberta e conexa de zy, e A = UNAf(w). O conjunto A é nao vazio. Com
efeito, como zy € 0Af(w), toda vizinhanga de z, intersecta As(w). Além disto, o
conjunto A é aberto por ser intersecao de dois abertos.

A sequéncia {f*} possui uma subsequéncia {f*} que converge uniformemente
em cada subconjunto compacto de U para uma funcao analitica ou para co. Em
particular esta subsequéncia converge para w em cada subconjunto compacto de A,
logo converge para w em A. Desta forma, {f*} ndo pode convergir para oo em U.
Considere g a funcio analitica para a qual {f*'} converge em U.

Afirmamos que g : U — C ¢ a fun¢do constante g(z) = w. Com efeito, seja
h : U — C dada por h(z) = w, para todo z € U. Observe que g e h sao duas
fungoes analiticas em U, o qual é aberto e conexo, e além disso, g|4 = h|a. Como A
é aberto, todo ponto de A é ponto de acumulacao. Entao, pelo Corolario g=h
em U. Com isto, todos os pontos de U sao aplicadas em Ag(w) por iterados de f.
Consequentemente, U C Ay(w). No entanto, isto contradiz o fato de zy pertencer a

fronteira do conjunto aberto Af(w). Portanto, dAs(w) C J(f). n
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2.2 Funcoes quadraticas e o conjunto de

Mandelbrot

Seja F a familia das funcoes quadraticas da forma f. : C — C dada por

fo(z) = 2% + ¢, onde ¢ é uma constante complexa.

De acordo com a proposicao seguinte, ao estudarmos os conjuntos de Julia de

fe, com ¢ € C, estudamos os conjuntos de Julia de todas as funcdes quadraticas.

Proposicao 2.9 Toda fun¢ao quadrdtica € topologicamente conjugada a algum

membro da familia quadrdtica F.

Demonstracgao: Seja f : C — C uma funcao quadratica com coeficientes
complexos dada por f(z) = asz? + a1z + ag, com ay # 0. Seja h : C — C definida

por h(z) = az+ 3, com a € C\ {0} e § € C. Observe que h é¢ uma bije¢ao continua,
Z —

com funcao inversa h=1(z) = . Entao,
W (fe(h(2))) = b7 (felaz + B)) = B ((az + B)* + )

= h ' (a?2® + 2082 + 5% +¢)
a?22 4+ 2aBz+ % +c—f
- )

Portanto,

W (fe(h(2))) = a2® + 22 +

W (2.4)

Escolhendo valores apropriados de «, 8 e ¢, podemos transformar a expressao [2.4
em uma funcao quadratica arbitraria f.

Tgualando 2.4 a f(z) = asz + a1z + ag, obtemos

61



Funcdes quadraticas e o conjunto de Mandelbrot CAPITULO 2

« = Q2
20 =
B2+c—p
!
De onde segue
a = ag
_u
p=3 2
a a
c=—F%+ 8+ aa = —Zl+3l—l—a2a0.
Portanto, a funcao f(z) =asz4+ a1z +ay € topologicamente conjugada a
2 ai | @
fe(z2) =2+ (—— 4+ = + ao)
4 2
E a funcdo h(z) =az+ B =az + %
é a conjuncao topoldgica entre f e f,. [ ]

Proposicao 2.10 Seja f : C — C uma funcao polinomial de grau dois com
coeficientes complexos e f. € F tal que f ¢é topologicamente conjugada a f. pelo
homeomorfismo h. Entao

a) A sequéncia dos iterados {fk(z)} de um ponto z por f € a imagem por h™!

da sequéncia dos iterados { f¥(h(2))} do ponto h(z) por f..
b) z € ponto p-periddico de f se, e somente se, h(z) € ponto p-periddico de f..

Demonstracgao:

a) Por hipotese, ho f = f.oh e pela Proposicao|A.13} ho f¥ = ffoh. Desde que
h é invertivel, kY (ho f) = h™'(f.oh), ou seja, f = h™to f,oh. E além disto,
h=l(h o f*) = h=Y(f* o h), isto é, f* = h™' o f¥ o h, para todo k € N\ {0}.

Consequentemente, f*(z) = h™!(f*(h(2))) e o resultado segue.
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b) Se z é ponto p-periddico de f, entdo fP(z) = z. Pela Proposicio [A.13]
fP(h(2)) = h(fP(2)). Como fP(z) = z, segue que fP(h(z)) = h(z). Portanto,
h(z) é ponto p-periddico de f..

Por outro lado, se h(z) é ponto p-periddico de f., entao fP(h(z)) = h(z). Pela
Proposigao [A.13] f?(h(z)) = h(f?(z)). Logo, h(fP(z)) = h(z). Como h é
invertivel, h=' (h(f?(2))) = h™' (h(2)). De onde resulta f?(z) = z.

[ |
De acordo com a proposi¢ao acima, o conjunto de Julia de f é a imagem por

h=' do conjunto de Julia de f,.

Como o homeomorfismo h ¢é uma transformacao de similaridade, o conjunto
de Julia de toda funcao quadratica é geometricamente similar ao de f., para algum

ceC.

Os resultados seguintes serao titeis na obtencao de uma caracterizacao alternativa

do conjunto de Mandelbrot em termos dos iterados de f..

14+ +/1+4 |

Afirmacao 2.3 Seja C = {w € C; |w| = a}. Se a > 5 ,

fHC) € interior a C.

entao

Demonstragao: Seja z € C tal que f.(z) = w € C. Logo, z € f~H(w) C f~1(C).
2 =|w—¢c e z=+yw—c Com isto,

De 22 + ¢ = w, segue que |z|*> = |z

fHw) = {\/w —c, —y/w — c}.

Afirmamos que |w|* > |w| + |¢|. Com efeito,

1\* 1 1\* [1+4]
2— — :2— —_ g _ - —_— = — _— - —_ _—
= fol ~ld =a* ~a=ld = (a=3) -4 = (e=3) - ().
) 1
, ou seja, a — — >

14+ +/1+4 | V1+4 _
2 2 2 ‘

Elevando ao quadrado a primeira desigualdade da tltima expressao, obtemos

Por hipotese, a >
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1\* _ 1+4
(a—§) > +T|C| Com isto, |w|*> — |w| — |¢] > 0. E consequentemente,

|w]? > |w] + |c].
Da desigualdade triangular temos que |w—¢| < |w|+|c|, e utilizando o resultado
anterior, podemos escrever |w — c| < |w|?>. Logo, |2]? < |w|*> e consequentemente

|z| < |w|. Desta forma, |f~!(w)| < |w|. Concluimos que f~'(C) ¢ interior a C. m

1++y/1+4
Observacgao 2.2 Sejar > max{Q, el i 2+ M} e x=]|c| >0.

1+/1+4 ] 1+9
5 _

5 = 2. Neste caso,

e Sex =2, entao

€ 0 mesmo que 1T > 2.

r > max {2, |c],

14+ 144 |c|
2
e Se 0 < x < 2, entao 0 < 1+4r < 1+42 =9 e1+4x < 3. De

1++v1+44
onde seque que 1 + /1 +4x < 4, ou seja, % < 2. Neste caso,

€ 0 mesmo que 1T > 2.

1++/1+4
T>max{2, |e|, i 2+ |C|}

o Sex>2 entdodr.(r —2) >0 42> -8 >0 4 —dr+1 >4+ 1

4a? — 4z +1 20 — 1
———— >1& (f(x)*>1 onde f(r)=———= >0 para = > 2.
P (f(2)) @) = =t p
_ 20 — 1
De onde segue que f(x) > 1. Com isto, ——= >1<2rx—1>/1+4dr &

V1+4x
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1++v1+4 1+4/1+4
> % Neste caso, v > max {2, el + 2+ g } € 0 mesmo
que 1> |c|.

Afirmacao 2.4 Seja p o menor natural tal que | fP(0)] > max{2, |c|}. Entao,
a) [fE0)] > [f2(0)] para todo k > p.
b) 1£2(0)| < [f2(0)] para todo k < p.

Demonstragao:

a) Sejak=p+r, reN\{0}.
[1EO)] = [£257(0)] = [f7(£2(0))]. Como |£2(0)] > max{2, |c[}, pelo Lema
existe um nimero real positivo € tal que | f7(f?(0))| = (1+¢)"[fP(0)| > |f2(0)|.
b) Suponha que exista ko < p tal que |f*(0)| > [fP(0)|]. Seja p = ko + r,
r € N\ {0}. Podemos escrever |f(0)] > |f2(0)] = |f2*7(0)] = [f2(f&(0))].
Como | f¥(0)| > |f2(0)| > max{2, |c|}, pelo Lema[1.1] existe um nimero real
positivo & tal que | f7(f%(0))] = (14&)" |f(0)| > |f*(0)|, o que é absurdo.

Com o objetivo de obter uma caracterizacao alternativa do conjunto de
Mandelbrot em termos dos iterados de f., precisamos saber o efeito da transformacao

fe em curvas suaves.

Definicao 2.5 Sejam a,b € R, com a < b. Uma curva em C € a imagem de uma
funcao continua 7y : [a,b] — C. A func¢do vy € designada por parametrizacao da curva

(de parametro real t) e
V(t) = x(t) +iy(t), t€lab]

por equacao paramétrica da curva.
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Dada uma curva parametrizada por v(t) = x(t) +iy(t), t € [a,b], e ty € |a, b],

0 vetor

V' (to) = 2'(to) + iy'(to)
¢ denominado vetor tangente a curva no ponto t = tg.

Observe que 7 é uma aplicacao de variavel real. Portanto, a existéncia de /()

implica que existam as derivadas das fun¢oes reais de variavel real z(t) e y(t).

Quando nao houver perigo de ambiguidade, iremos nos referir & curva ~ para

mencionar a curva parametrizada por +.

Podemos também utilizar a notacao 7 (t) = r(t)(cost+isent), onde (r(t)) cost =

z(t) e (r(t))sent = y(t).

Definigao 2.6 Uma curva v é denominada suave (ou regular) quando as fungoes
x(t) e y(t) tém derivadas continuas no intervalo [a,b] e o vetor +'(t) nao se anula
em |a, b].

Uma curva v continua no intervalo [a,b] € denominada seccionalmente suave
(ou seccionalmente reqular) se existir uma particao do intervalo |a,b], ou seja, um
numero finito de wvalores reais ag, ai,..., ,, com ay = a < a; < ... < a, = b,
tal que as restrigoes v; = ’y|[a]._1,aj], com j € {1,2,....,n}, sdo curvas suaves. Neste

caso, v € a uniao de um niumero finito de curvas suaves.

Definicao 2.7 A curva v : [a,b] — C € denominada
a) fechada se y(a) = v(b);

b) simples se nao possui ponto de auto-intersecdo, isto €, se y(t) # (tN) sempre

que t #t, com t,t € [a,b];

c) simples e fechada se é fechada e ~(t) = fy(f) para t # 1 apenas no caso

{t,t} = {a,b};
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d) fechada suave se 375 : R — C tal que 5 € periddica de periodo b — a (ou seja,

F(t+b—a) =7(t), T(t) A0 paratodot R e 7|, =7

Definicao 2.8 Denominaremos lago uma curva suave, fechada, simples no plano
complexo. Vamos nos referir as partes de C dentro e fora dessa curva como o interior
e o exterior do laco. Uma figura de oito € uma curva fechada seccionalmente suave

com um 1unico ponto de auto-interseccao.

A partir de agora, os lagos considerados sao parametrizados por uma ou mais

funcoes do tipo 7 : [0, Q—W} — C, onde
a
v(t) = r(t)(cos(at) + i sen (at)), V a € R\ {0}.

2
Como podemos reparametrizar v por 7yoh, onde h:|[0,27] — {O, —W} dada
a

t
por h(t) = —, sem perda de generalidade, iremos considerar
a

v(t) = r(t)(cost + i sent), t € [0, 27].

Para o préximo lema, precisaremos da seguinte observacao:

Observagiao 2.3 A imagem inversa da fungio fo(z) = 2? é a fungio plurivoca

fot(2) = V/z. Escrevendo o mimero complero z na forma polar, z = r(cosf +

i senf), tem-se

com k € {0,1}.

0+ 2m.k ¢9+27T.k)
2

fot(z) =z = r(cos—+isen

0 0
Para k =0, obtemos /1 (cos 3 + 17 sen 5)
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+ 17 sen

0+ 2 0+ 2
e para k=1, obtemosﬁ<cos R i ﬂ)

g 7 : 0 7
N COS§ cosw—sen§ senm | +1 Sen§ COST + senm cos§ =

—\/T COS€+iSGH€
2 2/

Portanto, a funcio plurivoca fy'(2) = /2 possui dois ramos

Fo(z) = /1 (Cosg + i sen g) e

Go(z) = —/r (cosg + i sen g)

Lema 2.5 Seja C' um lago no plano complezo.

a) Se c estd dentro de C, entdao f7'(C) é um lago e a imagem inversa do interior

de C € o interior de f71(C).

b) Se c estd sobre C, entio f,*(C) é uma figura de oito e f. aplica o interior de

cada metade da figura de oito no interior de C.

Demonstragio: Note que f;(z) = (z — ¢)2 ¢ derivavel e ndo nulo se z # ¢, com

derivada (f71)'(2) = %(z — o) s,

a) Afirmamos que se escolhermos um dos dois ramos de f; !, o conjunto f1(C)
é localmente uma curva suave, sempre que ¢ ¢ C. De fato, por hipotese C' é uma
curva suave, fechada, simples no plano complexo, logo existe 7 : R — C tal que %
é periodica de periodo (2 — 0), 7'(t) # 0 para todot € R e 7‘[0, or] =7 onde
~v(t) = r(t)(cost + isent).

Observe que ¥(t) =J(t +2m) e 7' (t) =7 (t + 2n).
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Quando t = 0, 7(0) = 7(0).(cos0 + isen0) = r(0) e quando t = 2w, v(27) =
r(2m).(cos 2w + isen2w) = r(2m). Como C' é uma curva fechada, v(0) = v(27) e
consequentemente, r(0) = r(2m).

Seja Fc|c : C — C, onde F. ¢ um dos ramos de f;'. Observe que F.o~ :
[0,27] — C ¢é uma parametrizagao da curva F.(C). Como (f71)'(z) = %(2 — )2
ec¢ C, Fl(z) # 0 para todo z € C. Com isto, (F. o) (t) = [Fi(v(t))].7(t) # 0.
Disto resulta que F,.(C) é uma curva suave, sempre que ¢ ¢ C.

Suponha que c esta dentro de C.

Sem perda de generalidade, podemos tomar ¢ = 0, pois f.(z) = 2% + ¢ é uma
translagao de fo(z) = 22

Tomemos um ponto inicial w = v(0) em C' e escolhamos um dos dois valores de
fi ' (w), por exemplo, Fy(w), onde Fy(z) = /z.

Pelos célculos acima, Fy(7(t)) é uma curva continua e suave.

Observe que (t) = r(t).(cost +isent) e v(0) =y(2m). Além disto,
t t
Fo(v(t)) = /7(t) = /r(t) (COS§ + isen 5) com t € [0,2n].

t
Quando t varia de 0 até 2, 5 varia de 0 até m. Com isto,

Fo(1(0)) = v/4(0) = /r(0) <cosg + disen g) — )1 = /r0)  (25)

Fy(y(2m)) = /~(27) = /7 (27) <(305277T + isen 27”) = —/r(27) (2.6)

Considerando o outro ramo de f;*(z), Go(z) = —/z, temos

Go(y(1)) = —/~(t) = —+/r(t) <cos % + isen %) com t € [0, 27].
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Logo,

Go(7(0)) = —/7(0).1 = —+/7(0) = —/r(27) (2.7)
Go(v(2m)) = —/r(2m).(=1) = \/r(27) = \/r(0) (2.8)

Seja 3 : R — C tal que 3 & periddica de periodo (47 — 0), B/(t) # (0 para todo
tEReB‘[ = [ onde

0, 47|

B(t) = Fo(v(t)) se 0<t<2rm
Go(y(t —2m)) se 2m <t <dm

Observe que B(t) = B(t +2m) e [B'(t) = 5'(t + 2m).

Fazendo f,'(z) variar continuamente quando z percorre C' (com 0 < t < 27),
B(t) traca uma curva suave. No entanto, quando t = 2w, z retornaa w e fi ' (w)
toma seu segundo valor, Go(w), de acordo com as expressoes 2.3 e 2.4. Quando
21 <t < 4w, z atravessa novamente C' e [(t) traga seu caminho suave o qual
fecha quando t = 47 e consequentemente, z retorna a w pela segunda vez, de
acordo com as expressoes 2.2 e 2.5.

O mesmo ocorre para f.(z) = 22 + ¢, uma vez que f.(z) é uma translagao de
fo(z).

Por hipotese, ¢ ¢ C, entdo 0 ¢ f.1(C). Logo, f.(z) #0 em f'(C). Assim,
pelo Teorema da Fungao Inversa, f. é localmente uma transformacao bijetiva suave
para pontos proximos em f, '(C). Em particular, a curva f.!(C') nao possui ponto
de auto-intersecao, pois se z € f.1(C) fosse um ponto desse tipo, f(z) seria um
ponto de auto-intersecao de C', o que contradiz a hipotese de C' ser um laco.

A fungdo continua f. aplica o lago f.,'(C), e nenhum outro ponto, no lago C,
ou seja, f, O = C.

o)
Note que f. aplica o interior e o exterior de f,!(C) no interior e exterior de
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C, respectivamente. Com efeito, f. é uma aplicagao aberta, logo f.(Int(f;}(C)))
e f(Ext(f-1(C))) sdo conjuntos abertos. Como f. é continua, aplica o conjunto
compacto B = [f,1(C) UInt(f,1(C))] no compacto f.(B) = (CUInt(C)). Portanto,
f(Int(f71(C))) € o interior de C'e f.(Ext(f71(C))) é o exterior de C'. Com isto, f, !

aplica o interior e o exterior de C no interior e exterior de f.'(C), respectivamente.

b) Suponha que ¢ esta sobre C.
Usaremos um método analogo ao da parte (a).
Seja v uma parametrizagao da curva C' como descrita na parte (a), sendo w = c.
Seja F, o C — C, onde F, é um dos ramos de f;!, sendo f.(z) = 2° + c.
Observe que F. o~ : [0,2r] — C é uma parametrizacdo da curva F.(C) e como

c € C, F, existe e ¢ diferente de zero para z # c¢. Com isto,

(Foy)(t) = [(F) ((t)].7/(t) # 0 para ¢ £0.

Disto resulta que F.(C') é uma curva suave, sempre que z # ¢, 0 MeSMO OCOITe
para G.(C). Logo, f.}(C) é uma curva seccionalmente suave.

Sendo ¢ o ponto inicial em C, ¢ = v(0), escolhamos um dos dois valores de
[ Y(w), por exemplo, F.(w), onde F.(z) = /z — c.

Observe que y(t) = r(t).(cost +isent) e c¢=v(0) =~(2n). E

Fo(v(t)) = V(1) —c,

G.(v(t)) = —/7(t) — ¢, onde G. é o outro ramo de f;'.

Observe que

A0 e = i =0 e Fy(2m) = AT —¢ = ve=t = 0.

Portanto, F, (C’) = D; é uma curva fechada. O mesmo se verifica para G.(C) = Ds,
pois G.( —/70)—c = Ve—c =0 e G(y27) = —\/7271) —¢c =

c—c=0.

Sejam B, B2 : [0,27] — C dadas por Bi(t) = F.(v(t)) e Ba(t) = Ge(v(t)).
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Observe que f;'(C) possui um tnico ponto de auto-interse¢io no zero. Temos

assim a figura de oito (ver figura [2.1)).
F,
C: — T
Ve \_/ [ |
/ GC \\j
0 27

{—]\/

182 :GCD}/

B =F, oy

Figura 2.1: Figura de oito f.!(C)

A funcao continua f. aplica a figura de oito f,!'(C), e nenhum outro ponto, no

L f7HC) = C.

[

laco C, ou seja, f.

(o)
Por argumentos analogos aos descritos na parte (a), f. aplica o interior de Dy

no interior de C' e aplica o interior de Dy no interior de C. [ ]

Afirmacdo 2.5 {f¥(2)}, _, ¢ limitado & f¥(z) » oo.

Demonstragdo: Se fi(z) — oo, entdao {fi(2)},., ¢ ilimitado. Isto prova que:
se {ff(z)}k>l é limitado, entdo f*(2) » oco.
Se {fk(z)} for ilimitado, entdo para todo r > 0 existe ko € N\ {0} tal que
| ff(2)| > r. Logo,
P ()] = £ ()], onde [fRo(z)] > .
Pelo Lema [2.1} segue que

|fo(fR0(2))] > 2| fRo(2)] > 2r.
Além disto,
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|2 ()| = 1fe (£ (2) | > 2|8 ()] > 2.2r = 2°r.
——

>2r
Por inducao, temos ‘fc’m*p(z)’ > 2Pr. Quando p — oo, 2Pr — oo. Portanto,
fk(2) = oo quando k — oo.

Isto prova que: se f(z) - oo, entdo {f¥(z)},_, € limitado. n

A afirmacao anterior demonstra a igualdade entre os conjuntos
{c e C; {f¥0)} izt € limitado} = {c € C; fF(0) » oo quando k — oo}

que aparecem no enunciado do proximo teorema.
Teorema 2.3
M ={ceC; {fi(0)}i>1 € limitado} = {c € C; fF(0)» oo quando k — oo} .

Demonstragao: a) Vamos mostrar inicialmente que se {f*(0)} é limitado, entdo
J(fe) é conexo.
Como {f*(0)} ¢ limitado, existe M € N\ {0} tal que |f*(0)| < M.

Seja C' um circulo em C de centro na origem e raio r tal que:
i) Todos os pontos f¥(0) estejam dentro de C'.

ii) f.71(C) é interior a C.

iii) Os pontos fora de C sejam iterados por f* para oo.

Vamos determinar r» de modo que as condicoes acima sejam satisfeitas.
Se r > M + 1, o item (i) segue.

Se r > LFA 12+ 1 |C|, pela Afirmacéao o item (ii) é satisfeito.

Se r > max{2, |c|}, pela Proposi¢ao [1.2] o item (iii) ¢ satisfeito.

Pela Observagao 2.2 podemos tomar r > max{M + 1, 2, |c|}.
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Note que f1(0) = 0> + ¢ = ¢. Logo, pela condigao (i) acima, ¢ = f.(0) esta
dentro de C.

Pelo Lema segue que f~1(C) é um lago e a imagem inversa do interior de C
¢ o interior de f71(C).

Da maneira como C foi definida, f~'(C) esta contido no interior de C. Além
disso, como f2(0) = f.(f.(0)) = f.(c), segue que f.(c) esta no interior de C' e pela
segunda parte do item (a) do Lema sua imagem inversa estd no interior de
[7HC), ou seja, f1(f.(c)) D c esta no interior de f71(C). Entdo, pelo item (a)
do Lema 2.5, f-1(f71(C)) = f,*(C) é um lago e a imagem inversa do interior de
fHC) é o interior de f72(C).

Afirmamos que f%(C) esté no interior de f,}(C). Com efeito, seja z € C. Existe
w tal que f.(w) = z, ouseja, w € f1(z) C f71(C). Desta forma, w € Int(C). Entao
[N (w) € Int(f71(C)). Observe que f1(w) € f72(z) C f73(C). Logo, f2(C) esté
no interior de f;1(C).

Continuando desta maneira, temos que {f.*(C)} consiste de uma sequéncia
de lagos, contendo cada um o seguinte no seu interior (ver figura , obtida com
c=-0,3+0,3i) ecom ce Int(f *(C)) para todo k.

Denote By(C') o conjunto fechado formado pelos pontos que estao sobre ou dentro
do lago f7K(C).

Seja K = n By (C). Observe que K # (), pois ¢ € K.

k>1
Se z € C\ K, para algum ko > 1, fko(z) fica fora de C. Com efeito,

suponha que z € C\ K, e para todo k, f¥(z) € (CUInt(C)). Desta forma,
z € f7F(f52) c f7F(CUunt(C)) = Bi(C) para todo k. Assim, z € K,
o que é absurdo. Logo, pela condicdo (iii), f¥(z) — oo. Com isto, segue que
C\ K C Ay(o0) = {2z € C; f¥(2) = w quando k — oo}.

Se w € Af(00), entdo w ¢ K. Com efeito, se w € K, f¥(w) € (C UInt(C)), para

todo k, e consequentemente, f¥(w) ¢ limitado, o que contradiz o fato de w € Af(00).
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Portanto, As(co) C C\ K.

Figura 2.2: Iterados inversos de um circulo C' por f., com ¢ = —0,3 + 0, 3i. Fonte

4l

Podemos escrever Af(co) = C\ K. Pela Proposicao 2.8) J(f.) ¢ a fronteira de
C\ K o qual é, de fato, igual a fronteira de K. Mas K é a interse¢ao de uma sequéncia
decrescente de conjuntos fechados simplesmente conexos (isto é, conjuntos conexos
que possuem complementar conexo). Logo, K ¢é fechado e simplesmente conexo,
portanto tem fronteira conexa. Consequentemente, a fronteira de C \ K é conexa.

Logo, J(f.) é conexo.

b) Seja ¢ tal que {f*(0)} é ilimitado. Vamos mostrar que J(f.) ndo é conexo.

14+ 144 |
5 .

Pela Observagao podemos tomar r > max{2, |¢|}. Desta forma, todos

Seja C' um circulo de centro na origem e raio r > max < 2, |c|,

os pontos fora de C sao iterados para oo e f~1(C) estd dentro de C. Além

disso, este circulo C' deve satisfazer a seguinte condicao: para algum p, o ponto
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fP(c) = fP1(f.(0)) = fP(0) € C, onde f¥(0) fica dentro ou fora de C, segundo
k seja menor ou maior que p. De acordo com a Afirmacao basta escolher p o
menor natural tal que |f?(0)| > max{2, |c|}.

Assim, como na primeira parte da demonstragao, construimos uma série de lacos
{f7*(C)}, contendo cada um o seguinte no seu interior (ver figura obtida com
c=-0,9+0,5%).

Figura 2.3: Iterados inversos de um circulo C' por f., com ¢ = —0,9 + 0, 5i. Fonte

Al

De f2-(c) = f27(£.(0)) = f2(0) € C, segue que ¢ € fo""V(f#7Y(c)) C
£7%D(C). Portanto, o argumento falha quando obtemos o lago fo *~(C) =
f1=P(C), pois ¢ € f17P(C) e nao se aplica o item (a) do Lema Mas, pela
primeira parte do item (b) do lema citado, temos que E = f~!(f17?(C)) = f77(C)

é uma figura de oito.

Observe que E esta dentro do lago f'7P(C) que o antecede.

Note que se z estd fora do interior dos lacos de E, z é iterado para o infinito,
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pois neste caso fP(z) estara fora do interior de C, dai |fP(2)| > max{2, |c|, M +1},
o que implica, pelo Corolario[I.3] que z é iterado para o infinito. Logo, o conjunto

de Julia est& contido no interior dos lacos de F, e este interior é desconexo.

Afirmamos que existem pontos do conjunto de Julia no interior de cada um dos
lagos de E. Com efeito, seja z € J(f.), entdo z € Int(E) C C. Como J(f.) &
invariante por f,!, segue que se z € J(f.), entdao f71(z) C f7HJI(f.)) = J(f.). Pelo
item (b) do Lema[2.5 f. aplica cada metade do interior de E no interior de C, logo
para z € J(f.) C C, f.7'(z) tem elementos nas duas componentes conexas de E.
Com isto, o conjunto de Julia esti no interior dos dois lagos de E, sendo portanto

desconexo. =

Exemplo 2.2 Seja f : C — C dada por f(z) = 2z? — 2. Vamos determinar o
conjunto de Julia de f.

Os pontos fizos de [ satisfazem f(2) = z, ou seja, z2*> —2 = z. Portanto, —1
e 2 sao pontos fizos de f. Como |f'(2)| = |22] = 2|z|, temos |f'(2)] = 4 > 1,
assim 2 € ponto fixo repulsor de f. Por definicao, J(f) € o fecho dos pontos

periddicos repulsores de f, disto seque que 2 € J(f). Pelo item (¢) do Coroldrio

2.4, J(f) = |JFHQ2). Sez e [-2,2], entio fH(z) = £(z +2)7 € [-2,2].

Consequentemente, f~%(z) € [—=2,2] para todo k € N. Portanto, J(f) = G 7*2)
estd contido no fecho de [—2,2]. Logo, J(f) C [-2,2]. =

Para mostrar que [—2,2] C J(f), observe que f(0) = —2, f2(0) = f(f(0)) =
f(=2) = 2. Como 2 € ponto firo de f, seque que f¥(0) = 2 para k = 2,3,4,...,
de onde resulta f*(0) + oo. Pelo Teorema[2.8, —2 € M e J(f) é conexo. Temos
2e€ J(f) e —2€ J(f), uma vez que f~1(2) = {2, =2}, e sendo o J(f) subconjunto
conezo do intervalo [—2,2], seque que J(f) = [—2,2]. Observe que o conjunto de

Julia de f nao é um fractal.
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Apéndice A
Variaveis complexas

O objetivo deste apéndice é apresentar conceitos e resultados introdutorios sobre
Variaveis Complexas. Utilizamos as seguintes referéncias bibliograficas: [, [3], [4],

18], [9], [0, 1], [12], [14] e [18].

A.1 Limites de sequéncias

Definigao A.1 Uma sequéncia num conjunto U é uma funcao ¢ : N\ {0} — U,
que associa a cada numero natural nao nulo n um numero complexo z,, chamado o

n-ésimo termo da sequéncia.

A notagao (p,)n>1 € utilizada para designar a sequéncia .
A nocao de limite de uma sequéncia de pontos em R? se traduz naturalmente no

caso de sequéncia em C a partir da identificacdo de C com R2.

Definicao A.2 Diz-se que o nimero complexo z é limite da sequéncia (z,)n>1
quando, para todo nimero € > 0 pode-se obter ng € N\ {0} tal que todos os termos

zp com indice n = ng satisfazem a condigao |z, — z| < €.
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Simbolicamente, escreve-se

z=lim 2z, = Ve >0 3ng e N\ {0}; n>ny= |z, — 2| <e.

n—o0

Se o limite de uma sequéncia existe, a sequéncia é denominada convergente.
Note que |z, — z| < € significa que z, pertence a bola aberta de centro z e raio

£, OU seja, z, € B.(2).

Definicao A.3 Dizemos que uma sequéncia (z,),>1 em C, é limitada, se eziste

M >0 tal que |z,| < M para todo n > 1.

Definicao A.4 Dizemos que uma sequéncia (2,)n>1 em C tem limite infinito se
para todo r > 0, existe ng € N, tal que se n > ng, entdo |z,| > r. Neste caso

escrevemos lim z, = oo, limz, = 00, ou 2z, — Q.
n—oo

A.2 Algumas nocgoes da topologia de C
1) Bola aberta de centro zg € C e raio 7 > 0 é, por defini¢do, o conjunto

B, (20) = {2z € C; |z — 2| <1}

2) Bola fechada de centro 2y e raio r > 0 é, por defini¢do, o conjunto

Bi(20) ={2 € C; |z — 2| < r}.

3) Interior de um conjunto.
Dado A C C, o interior de A é o conjunto
Int(A) = {z € C; existe r > 0 tal que B,(z) C A}.

4) Quando z € Int(A) diz-se que o conjunto A é uma vizinhanga do ponto z.
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5) Conjunto aberto

Um conjunto A C C é aberto quando A = Int(A).

6) Diz-se que um ponto z é aderente ao conjunto A C C quando z é limite de

alguma sequéncia de pontos z, € A.
7) Chama-se fecho de um conjunto A C C ao conjunto A formado por todos os
pontos aderentes a A.

Pode-se demonstrar que A = {z € C; para todo r > 0 tem-se B,(z) N A # @}
8) Conjunto fechado
Um conjunto A C C é fechado se é igual ao seu fecho.

Pode-se demonstrar que A é fechado se, e somente se, o seu complementar é aberto.

9) A fronteira de um conjunto A C C é o conjunto

JA = {z € C; para todo r > 0 tem-se B.(z) NA# (@ e B.(z2) N (C\ A) # 0}.
10) Dizemos que um ponto z € C é ponto de acumulagdo de A C C quando
toda vizinhanga V' de z contém algum ponto de A diferente do préprio z.

Representa-se com A’ o conjunto dos pontos de acumulagao de A.

11) Se z € A C C ndo é ponto de acumulacdo de A, diz-se que z é um ponto

isolado de A.

12) Um conjunto A C C é perfeito se é fechado e ndo possui pontos isolados.

13) Seja M C C. Dizemos que A C M ¢ um aberto relativo de M (respec-
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tivamente fechado relativo de M), se A = U N M, onde U é um aberto de C

(respectivamente fechado de C).

14) Seja A C C. Uma cobertura de A ¢ uma familia ¢ = (Cy),., de subcon-

juntos de C tal que A C U Cy.
XeL
Quando cada conjunto C,, A € L, é aberto em C, a cobertura A C U Cy ¢

eL
denominada aberta.

A cobertura A C U Cy diz-se finita quando £ é um conjunto finito.
AeL
15) Um conjunto A C C é compacto quando toda cobertura aberta de A pos-
sui uma subcobertura finita.
Pode-se demonstrar que A C C é compacto se, e somente se, é fechado e limi-

tado. Consulte [I1].

16) Uma cisdo de um conjunto M C C é uma decomposicio M = AU B de
M como uniao de dois subconjuntos abertos de M disjuntos A e B.

As condigoes M = AUB e AN B = () equivalem a dizer que A = M \ B e
B = M\ A. Portanto, numa cisao M = A U B, os conjuntos A e B sdo abertos e
fechados em M.

A cisdo M = AU B é dita trivial quando um dos abertos, A ou B é vazio.

17) Um conjunto M C C é conexo quando a tnica cisdo possivel em M é a ci-

sao trivial.

Proposicao A.1 Seja (Ay),., uma familia arbitraria de conjuntos abertos

A, Cc C. A reuntao A = U Ay € um conjunto aberto.
AEL

Demonstracdo: Consulte [I1]. u
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A.3 Funcao, limite e continuidade

A.3.1 Funcao complexa de uma variavel complexa

Seja A um subconjunto de C. Uma funcao complexa de uma variavel
complexa, f : A — C, é uma correspondéncia que associa a cada elemento z € A
um tUnico elemento w € C, chamado imagem de z por f ou valor de f em z e
denotado por w = f(z). O conjunto A é denominado dominio de f e o conjunto de
valores que f assume é denominado imagem de f.

Observe que a cada z corresponde apenas um tnico valor de w. Neste caso, o
termo fungao univoca é utilizado para designar funcao.

Se a cada z corresponde mais de um valor de w, dizemos que w é uma funcao
plurivoca de z. Uma funcao plurivoca pode ser considerada como uma colecao de
funcoes univocas, e cada uma delas ¢ denominada um ramo da funcgao plurivoca.

Nesta dissertacao, a menos que se afirme o contrario, o termo funcao corresponde

a funcao univoca.

Definicao A.5 (Fungao aberta) Sejam M e N subconjuntos de C. Uma funcdo
f M — N chama-se aberta quando para cada aberto A C M, f(A) é um
subconjunto aberto de N.

Analogamente, f ¢é dita fechada se para cada fechado B C M, f(B) é um

subconjunto fechado de N.

Definicao A.6 Uma funcao f: C — C ¢ uma transformacgao de simzilaridade

de raio ou escala ¢ > 0 se |f(x) — f(y)| = c|lx — y| para todo z, y € C.

Uma similaridade transforma um conjunto de pontos em outro geometricamente

similar com todos os comprimentos multiplicado pelo fator c.
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A.3.2 Imagem inversa

Seja f uma fungao de X em Y e B um subconjunto de Y. A imagem inversa
de B pela fun¢ao f é o conjunto f~!(B), formado por todos os z € X tais que
f(x) € B.

J7H(B) = {x € X; f(x) € B}.

Em alguns textos encontramos o termo pré-imagem para indicar imagem inversa.

Afirmacao A.1 Sejam f : X — Y uma fungao, A e B subconjuntos de Y e C
subconjunto de X. Entao,

a) f[TH{AUB) = fT(A) U f(B)

b) f7HY\B) =Y\ f7(B)

¢) [7H(B) C f7H(Y)

d) [7H(f(C)>C

e) f(f71(B)) C B

Demonstracao: Consulte [10]. u

Proposigido A.2 Seja f : X - Y e BCY. f € sobrejetiva < f(f~1(B)) = B,
para todo B C Y.

Demonstracao: Consulte [10]. n

A.3.3 Limites de funcoes

Definicao A.7 Sejam X C C e zg € X' um ponto de acumulacao do conjunto X.
Diz-se que w € limite de f(z) quando z tende a 2y, e escreve-se lim f(z2) = w,
Z—20

quando para todo € > 0 dado arbitrariamente, pode-se obter 6 > 0 tal que se tem

|f(2) —w| < e sempre que z € X e 0 < |z — 2| <.
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Proposicao A.3 Seja f: C — C. Se lim f(z) = L, entdo lim |f(2)| = |L].
Z—Ww

Z—w

Demonstracao: Consulte [I1]. n

A.3.4 Funcao continua

Definicao A.8 Sejam M e N subconjuntos de C. A func¢ao f: M — N € continua

no ponto w € M quando, para todo € > 0 dado, € possivel obter 6 > 0 tal que
|z —w| <d=[f(z) - flw)] <e.

Proposicao A.4 Se f € uma fungao polinomial complexa, entao f é continua.
Demonstracao: Consulte [12]. u

Proposicao A.5 Sejam M e N subconjuntos de C, K C M compacto e

f: M — N wuma fungdo continua. Entao f(K) € um conjunto compacto.
Demonstracao: Consulte [11]. n

Definicao A.9 Sejam M e N subconjuntos de C e f: M — N wuma funcdo
continua. A funcao f ¢é denominada fung¢ao propria quando

lim z, =00 em M = lim f(z,) =00 em N.
n—oo n—o0

Proposicao A.6 Seja f: C — C wma funcao polinomial nao constante. Entao f

¢ uma funcao propria.
Demonstracao: Consulte [11] n

Proposicao A.7 Sejam M e N subconjuntos de Ce f: M — N uma fungao
propria. Entao, para todo K C N compacto, f~1(K) é um subconjunto compacto de

M.

Demonstragdo: Consulte [I1]. u
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Teorema A.1 Se K ¢ um subconjunto compacto de C, entao toda funcao continua

f: K — C € uniformemente continua.
Demonstragdo: Consulte [I1]. n

Proposicao A.8 Sejam M e N subconjuntos de C e h : M — N uniformemente
continua. Se a sequéncia de funcoes f, : X — M converge uniformemente

para f : X — M, as funcoes ho f, : X — N convergem uniformemente para

hof:X — N.

Demonstracao: Consulte [I1]. n

Corolario A.1 Sejam M subconjunto compacto de C, N subconjunto de C e
h : M — N continua. Se a sequéncia de funcoes f, : X — M converge
uniformemente para f : X — M, as funcoes ho f, : X — N convergem

uniformemente para ho f : X — N.

Demonstracao: Consulte [I1]. n

A.4 Funcao analitica

Definicao A.10 Seja f uma funcao complexa de varidvel complera definida num
conjunto aberto U e seja zo € U. Defini-se a derivada de f em zq, e denota-se

por f'(zy) como sendo o limite

fI(ZO) — lim f(Z) — f(ZO)

z2—20 Z— 2

(caso exista). Se f tem derivada em zy, entio f diz-se derivdvel em zg.

Escrevendo h = z — 2y, obtemos

fl(Zo) = lim

h—0

f(z0+h) = f(20)
h
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d
A derivada f'(z) algumas vezes é representada por (d—f) (20)-
2

Proposicao A.9 Seja f uma funcao complexa de varidvel complexa definida num

conjunto aberto U e seja zg € U. Se f € derivavel em zy, entao f é continua em zj.

Demonstracao: Consulte [14]. n

Definicao A.11 Seja f uma funcao complexa de varidvel complexa definida num
congunto aberto U e seja zg € U. A funcao f diz-se analitica em zg se é derivdvel
em zg e numa certa vizinhanca de zy. Se f € analitica em todos os pontos de U,

entao diz-se analitica em U.

Proposicao A.10 Sejam ag,aq,...,a, € C. Toda func¢io polinomial f : C — C
dada por f(2) = ap2™ + an 12"+ an 22" 2+ ...+ a2’ + a1z + ag € uma funcao

analitica, com f'(z) = na,z" '+ (n—1)a,_12" 2+ (n—2)a, 22" 3 +...+2a22+a;.

Demonstracao: Consulte [14]. n

Definicao A.12 Seja f : C — C uma funcao polinomial de grau n > 1. Um ponto

z € C ¢ denominado ponto critico de f se f'(z) =0.

Proposicao A.11 Seja f : C — C uma fun¢ao polinomial de grau n > 1. Entao f

tem no mdximo d — 1 pontos criticos em C.

Demonstracao: Consulte [I]. m

Proposicao A.12 (Regra da Cadeia) Sejam f: A — C e g: B — C funcdes
analiticas, onde A e B sdo subconjuntos abertos de C e f(A) C B. FEntao,
gof:A— C dada por (go f)(z) = g(f(2)) é analitica e (go f) (2) = ¢ (f(2)).f'(2).
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Demonstracao: Consulte [14]. n

Teorema A.2 (Teorema da Funcao Inversa) Sejam A um subconjunto aberto
de C e f: A — C funcio analitica. Se [ é continua e f'(z) # 0, entdo
existe wma vizinhanca aberta U de zy e uma vizinhanga aberta V de f(zo) tais

que f: U — V € bijetiva e sua funcao inversa f~! é analitica com derivada dada

por %f‘l(w) = %, onde w = f(z).
Ef(z)

Demonstracao: Consulte [14]. u

Teorema A.3 Seja f: U — C uma func¢do analitica. Seja zy € U tal que f(z)) =0

e f nao é identicamente nula em uma vizinhanga de zy. Entao zy é um ponto isolado

de f71(0).
Demonstracao: Consulte [12]. n
Corolario A.2 Seja f : U — C uma fun¢ao analitica, onde U é aberto e conexo.

Se f71(0) possui algum ponto de acumulagio em U, entao f~1(0) = U, ou seja,

f=0.
Demonstragdo: Consulte [12]. u
Corolario A.3 Sejam f,g: U — C duas fungoes analiticas em U, onde U € aberto

e conexo. Se f e g coincidem num subconjunto A de U com ponto de acumulacdo

em U entao f =g em U.

Demonstracao: Consulte [12]. n

Definicao A.13 Sejam M e N subconjuntos de C. Uma funcio f : M — N
¢ um homeomorfismo de M sobre N se f € bijetiva, continua e possui inversa

f7t: N — M também continua. Neste caso, diz-se que M e N sio homeomorfos.
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Definicao A.14 Sejam M e N subconjuntos de C. Uma funcio f : M — N €
um difeomorfismo de M sobre N se f € bijetiva, diferencidvel e possui inversa

f~t: N — M também diferencidvel.

Teorema A.4 (Teorema Fundamental da Algebra) Todo polinémio complexo

nao constante possui pelo menos uma raiz.
Demonstracao: Consulte [12]. n

Corolario A.4 Seja p(z) um polinémio complero de grau n > 1 e raizes z1, 2o,

23,. .., Zn (ndo necessariamente todas distintas), entdo
p(z) =c(z —21)(2 — 22) (2 — 23) ... (2 — 2),

onde ¢ € uma constante complexa nao nula.

Demonstracao: Consulte [12]. n

A.5 Conjugacao topologica

Definicao A.15 Sejam as funcoes f : M — M e g: N — N onde M e N
sao subconjuntos de C. Entao [ € topologicamente conjugada a g se existe um
homeomorfismo h : M — N tal que ho f = go h. Neste caso, h € denominada

conjugacao topoldgica entre f e g.

Podemos representar esta relacao de conjugacao topologica pelo diagrama

comutativo:

M1

>
=
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Observagdo A.1 Como h é invertivel, R~ (h(f(2))) = f(z). Desde que hof = goh,
podemos escrever h™(g(h(z))) = f(2). Ou seja, h'ogoh=f.

Proposicao A.13 Se a funcio [ € topologicamente conjugada a g pelo
homeomorfismo h, entao f" € conjugada a g pelo homeomorfismo h para todo

n € N\ {0}.

Demonstracao: Consulte [3]. n
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