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Resumo

Este trabalho tem como objetivo demonstrar a irracionalidade de varios niimeros que
envolvem raizes nao exatas e representar nimeros racionais e raizes quadradas nao exatas
na forma de uma fracao continua, além de apresentar exercicios envolvendo esses temas
e que podem ser utilizados pelo professor do ensino basico em sala de aula. Havera de-
monstragoes de irracionalidade de numeros da forma {/z, (a + 2)" e /1 £ /T2 e,
utilizando alguns conhecimentos de nivel superior, provaremos a irracionalidade das ex-
pressoes (a+b %/x)", ¥/x =+ {/y e da constante de Euler e. Além disso, serdo apresentadas
técnicas que permitem gerar outros niimeros irracionais que envolvam raizes nao exatas,
através de resultados provenientes do estudo dos polindmios. Veremos também, que exis-
tem métodos iterativos que permitem escrever nimeros racionais e raizes quadradas nao
exatas como uma fracao continua. Neste segundo caso, tal representagdo pode ser uma
fragao continua simples ou nao, que permite aproximar o valor da raiz quadrada o quanto
quisermos, através de calculos simples, que podem facilmente ser efetuados por alunos de
ensino fundamental e médio.

Palavras-chaves

Irracionalidade, raizes nao exatas, fracoes continuas.



Abstract

The main goal of this work is to demonstrate the irrationality of several numbers
involving non-exact roots and how to represent rational numbers and non-exact square
roots in the form of continued fractions. In addition, we present exercises involving
these topics, which can be used by secondary school teachers in their classroom. The
irrationality of numbers in the form 3/z, (a + /z)" e /1 £ /T2 will be demonstrated
and, using university-level Mathematics, we will prove the irrationality of the expressions
(a+b%/x)", ¥/r+ /y and of the Euler constant e. Moveover, we will present techniques
allowing the construction of other irrational numbers involving non-exact roots related
to results obtained in the study of polynomials. We will also see that there are iterative
methods that allow us to write rational numbers and non-exact square roots as continued
fractions. In the latter case, such representation may be simple or not and it allows us to
approximate the value of the square root as much as we wish, using simple calculations,
which can be easily done by primary and/or secondary students.
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Introducao

No estudo dos conjuntos numeéricos, o conjunto dos niimeros irracionais é certamente
o menos explorado nos ensinos fundamental e médio. Em geral, quando um professor
trabalha com esse conjunto, um exemplo bastante utilizado sao o das raizes nao exatas.
Quando dizemos que uma raiz nao exata é um namero irracional, concluimos que ela é
representada por uma dizima nao periddica. Em sala de aula, para mostrar esse fato,
o professor escreve algumas casas decimais desse niimero e afirma nao ter um padrao
(periodo) nas infinitas casas decimais que nao foram escritas, o que nao justifica que
esse nimero seja uma dizima nao periddica, ou seja, nao justifica sua irracionalidade. A
demonstracao da irracionalidade das raizes nao exatas é um tema que pode ser trabalhado
nos ensinos fundamental e médio e que, além de aumentar o conhecimento do aluno
com relacao a numeros irracionais, leva-os a uma experiéncia de demonstrar algo em
matemaética, e nao apenas aceitd-lo, como se fosse uma verdade absoluta. Um outro
ponto tratado no conjunto dos numeros irracionais, ¢ o de aproximar o valor de uma
raiz (quadrada, geralmente), por meio de um nimero racional, uma vez que é impossivel
descrever um nimero irracional, pelo fato de ele ter infinitas casas decimais que nao tem
nenhum periodo em sua representacao. Uma das formas de escrever, por exemplo, as 3
primeiras casas decimais do nimero /5, é descobrir dois niimeros "consecutivos" com 3
casas decimais, digamos z e y, de modo que z < /5 < y, e dai considerar « como sendo
essa aproximacio. No caso de v/5, basta fazer os passos:

1. Como 22 =4<5e32=9>5 entdo 2 < v5 < 3
2. Como 2,22 =4,84 <5¢2,32=5,20> 5, entdo 2,2 < V5 < 2,3
. Como 2,232 =4,9729 < 5 e 2,242 = 5,0176 > 5, entdo 2,23 < /5 < 2,24

- W

. Como 2,236% = 4,999696 < 5 e 2,237 = 5,004169 > 5, entdo 2,236 < /5 < 2,237

Portanto = = 2, 236 é uma aproximacao com 3 casas decimais para v/5. Porém, usando
esse método, os calculos a serem utilizados podem vir a ser muito trabalhosos a medida
que aumentamos o nimero de casas decimais na aproximacao, fazendo com que o aluno
demore muito tempo para achar tal aproximacao ou se perca ou erre algum calculo.

O presente trabalho, além de conter demonstragoes de irracionalidade de vérios ni-
meros envolvendo raizes nao exatas, apresenta também métodos menos trabalhosos para
aproximacao de raizes quadradas nao exatas, através do estudo das fracoes continuas e
de seus convergentes.

Portanto, o objetivo final do trabalho, é dar, ao professor que o ler, a possibilidade
de trabalhar mais com niimeros irracionais em suas aulas, tanto no uso de demonstracoes
de irracionalidade, como no uso de fragoes continuas, mostrando outros métodos de apro-
ximacao, além de diversos outros problemas envolvendo niimeros irracionais, que podem
ser encontrados em olimpiadas de mateméatica, ENEM, vestibulares, entre outros.



1 Preliminares

Esta secao contém defini¢oes, propriedades e demonstragoes de alguns resultados que
serao usados para o desenvolvimento deste trabalho.

1.1 Conjuntos numéricos
1.1.1 O conjunto dos ntimeros naturais

Esse conjunto surgiu pela necessidade de contagem de objetos, quando o homem
desenvolveu o comércio e o sistema de trocas. No comeco eram usados os dedos, pedras,
ou n6s de uma corda para realizar uma contagem ou fazer uma medi¢ao de terra. O
proximo passo foi a criacao e o uso de simbolos para representar uma certa quantidade,
que sao os numerais. Com a evolucao da matematica, o homem foi aprimorando essas
representacoes, e introduzindo ao mundo o conceito de niimero natural, até que no século
XIX, através dos axiomas de Peano, foi construido o conjunto dos ntimeros naturais, com
todas as caracteristicas que conhecemos hoje. Esse conjunto serviu como base para a
criacao dos outros conjuntos numéricos. O conjunto dos niimeros naturais é representado
por

N =1{1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,...}.

1.1.2 O conjunto dos nimeros inteiros

Com o inicio do Renascimento surgiu a expansao comercial, que aumentou a circula-
¢ao de dinheiro, obrigando os comerciantes a expressarem situagoes envolvendo lucros e
prejuizos. Com isso, os nimeros naturais nao eram suficientes para representar qualquer
quantidade, uma vez que, para cada nimero natural, poderia ser representado o ganho
ou a perda dessa quantidade. Dessa forma, surgiram os nimeros negativos e um novo
conjunto numérico, o conjunto dos nimeros inteiros, que é representado pela letra Z, ou,
mais comumente, pelo simbolo Z. Segue abaixo a representacao do conjunto dos niimeros
inteiros:

Z=A...,—5—-4,-3,-2,—1,0,+1,4+2,+3,+4,+5,...}.

Os niimeros com o sinal de menos (—) na frente sao chamados de niimeros negativos e
indicam perda, prejuizo. Os nimeros com o sinal de mais (+) sdo chamados de nimeros
positivos e indicam ganho, lucro. O sinal de + é facultativo nos ntimeros positivos.



Neste conjunto o zero é um elemento central, pois para cada nimero a sua direita,
h& um respectivo oposto a sua esquerda (inverso aditivo). Utilizamos o simbolo C para
indicar que um conjunto esté contido em outro. Como o conjunto dos nimeros naturais é
um subconjunto do conjunto dos niimeros inteiros, temos que N C Z. Podemos também
dizer que o conjunto dos nimeros inteiros contém (D) o conjunto dos nimeros naturais

(Z O N).

Para representarmos os niimeros inteiros excluindo o zero, utilizamos a seguinte nota-
Gao:

Z*={..,—5—-4,-3,-2,-1,1,2,3,4,5,...}.

Temos ainda outros subconjuntos especiais dos niimeros inteiros, cujas representacoes
e significados sao:

Zy=140,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,...} - Conjunto dos ntiimeros inteiros nao negativos.
Zr ={1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,...} - Conjunto dos niimeros inteiros positivos.

zZ ={..,-10,-9,-8,-7,—6,—5,—4,—3,—2,—1,0} - Conjunto dos ntimeros intei-
ros nao positivos.

7z ={...,-10,-9,-8,—-7,—6,—5,—4, -3, -2, —1} - Conjunto dos niimeros inteiros
negativos.

Note que Z7, = N.

1.1.3 O conjunto dos niimeros racionais

Analisando os conjuntos ja mencionados, podemos observar que a soma e a multi-
plicacao de dois ntimeros naturais quaisquer, d4 um ntmero natural como resposta e a
soma , subtracao e multiplicacao de dois niimeros inteiros quaisquer d4 um niimero inteiro
como resposta. Isso equivale a dizer que o conjunto dos niimeros naturais é fechado para
as operacoes de adicao e multiplicacao e o conjunto dos ntimeros inteiros é fechado para
as operagoes de adigao, subtracao e multiplicagao. Verifica-se, no entanto, que esse fato
nao vale para a operacao de divisao, uma vez que, o resultado da operacao "2 dividido
por 4", por exemplo, nao tem resposta no conjunto dos nimeros inteiros. Para "fechar" a
operacao de divisao também, é necessario abordar outros nimeros, denominados fracoes,
cuja notagao é dada por ¢, que representa o resultado da divisao de a por b, sendo a e b
nimeros inteiros. Nota-se que b # 0, pois % ¢ uma indeterminagao (infinitas solugoes) e
G nao existe, para qualquer inteiro a # 0. Tem-se ainda que, a é chamado de numerador
e b de denominador da fragao. Note também que, se b = 1, entao { ¢ um niimero inteiro,
pois { = a. Temos entao que o conjunto formado pelas fragoes, que é fechado para as
quatro operacoes bésicas, é chamado de conjunto dos niimeros racionais e é representado

pela letra Q, ou pelo simbolo Q, que pode ser descrito da seguinte forma:



Q—-{§:abcZeb#0}.

Além da forma fracionaria, um nimero racional pode ser escrito na forma decimal.
Para passar uma fracao para a sua forma decimal, basta dividirmos o numerador da
fracao pelo denominador. O quociente dessa divisao sera a forma decimal da fragao.
Por exemplo, a forma decimal da fracao % ¢ o nimero decimal 0,4, pois 2+5 = 0,4.
Em alguns casos, o processo de divisao de um niimero inteiro por outro nunca termina,
fazendo com que a parte decimal do quociente seja infinita, como por exemplo na fragao
%, cujo numero decimal equivalente ¢ 9,3333..., que é um nimero decimal com infinitas
casas decimais iguais a 3. Esse niimero é dito uma dizima periodica, cujo periodo é igual
a 3. Os periodos de uma dizima periddica podem ter mais de um algarismo, como por
exemplo a dizima -14,34783478..., cujo periodo é formado por 4 algarismos. Tal dizima

também pode ser representada por -14,3478.

Além da forma decimal, toda fracao pode ser escrita na forma de uma fracao irreduti-
vel, ou seja, uma fra¢do que ndo tem como mais ser reduzida (ou simplificada). Reduzir
uma fracao, nesse caso, é o ato de dividirmos o numerador e o denominador de uma, fra-
¢ao por um divisor comum (diferente de +1) desses dois ntimeros. Quando isso nao for
possivel, entao a fracao estard na forma irredutivel. Por exemplo, a fracao % pode ser
reduzida para a fracao g, pois dividimos o numerador e o denominador por 2, que é um

2

divisor comum de 12 e 18. A fracao g pode ser reduzida para a fragao 3, basta dividir 6

e 9 por 3. A fracao § nao pode mais ser reduzida, pois 2 e 3 nao tem divisores comuns

diferentes de £1. Portanto % ¢ uma fragao irredutivel e as fragoes %, g e % sao fracgoes

equivalentes, pois representam a mesma quantidade, que é o ntimero decimal 0,6.

1.1.4 O conjunto dos nimeros irracionais

Como o proprio nome ja diz, um numero ¢ irracional quando ele nao é racional, ou
seja, quando nao puder ser representado na forma de uma fracao. Para representar o
conjunto dos niimeros irracionais, utilizamos a letra I, ou ainda o simbolo I. Portanto,
temos que:

I ={a : a ndo é racional}.

Fazem parte do conjunto dos niimeros irracionais as dizimas nao periodicas, que sao
numeros que tem infinitas casas decimais, porém nao possuem periodo. Dois nimeros
irracionais bastante conhecidos na matemaética sao o nimero m = 3,1415..., que é a
uma constante que representa a razao entre o comprimento de uma circunferéncia e o
seu diametro e é bastante utilizada em trigonometria, e temos também a constante e =
2,718281..., que aparece no estudo de fun¢oes exponenciais. Além dessas duas constantes,
outro exemplo de niimeros irracionais sao as raizes nao exatas, como \/§, V3e \?/E, ou
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seja, solugoes nao inteiras de {/x. A demonstraciao da irracionalidade dos ntimeros da
forma %/x é um dos temas principais desse trabalho e seré feita em capitulos posteriores.

Diferentemente do que acontece com os nimeros racionais, a realizacao de qualquer
uma das quatro operagoes aritméticas entre dois ntimeros irracionais quaisquer nao tera
obrigatoriamente como resultado também um nimero irracional. Por exemplo v/5-v/5 = 5

_2r

e —=% = —2. Portanto, o resultado de qualquer umas das 4 operagoes principais entre
irracionais podera tanto pertencer a Q, quanto pertencer a I.

1.1.5 O conjunto dos nimeros reais

O conjunto dos ntmeros reais, que estd representado pela letra R, ou pelo simbolo
R, é a uniao entre o conjunto dos nimeros racionais e o conjuntos dos nimeros irracio-
nais. Portanto, podemos fazer as seguintes relagoes entre os conjuntos numéricos vistos
anteriormente:

e NCZCQCR
e QNI=10

1.2 Nocoes de teoria dos niimeros

Para a demonstragao da irracionalidade de raizes nao exatas e suas representacoes
como fragoes continuas, usaremos (diretamente ou indiretamente) alguns resultados pro-
venientes da teoria dos ntimeros, dos quais serao enunciados e, alguns deles, demonstrados
nesse capitulo.

1.2.1 Indugao matematica

O principio de indugdo matematica (efeito domino) é um método usado para de-
monstrar que uma propriedade (P(n);n € N) é valida para todo nimero natural maior ou
igual a um ntmero natural dado. Existem dois principios da indugao que sao geralmente
utilizados em tais demonstracoes:

e 1° principio da indugao
Dado P(n) uma propriedade referente a niimeros naturais, temos que se:
(i) P(ng) é valido, para algum ny € N;

(ii) Supondo que, se P(n) é valido para algum n > ng (Hipotese de indu¢ao), entao
P(n+ 1) também é valido.

Entao P(n) é valido para todo n > ny.

11



Exemplo 1. Demonstrar, pelo 1° principio da inducao, que

=1

Fazendo P(n) : Z :"("H , temos:

1
(i) i=1= w, ou seja, P(1) € vdlida
i=1

(ii) Vamos supor que P(n) € vdlida para algum n > ny. Entdo:

n+1 n
Y =yitntl= ) 4 g 4] = Bl (D)D)

= P(n+1) € vdlida.

Portanto, temos que

St =" yp e N

i=1
2° principio da inducao
Dado P(n) uma propriedade referente a niimeros naturais, temos que se:
(i) P(1) é valida;

(ii) Dado ng € N e supondo P(n) vélida para todo n < ng, implica que P(n + 1) é
valida.

Entao P(n) é valido para todo n € N

Exemplo 2. Considere a sequéncia A, = 4A, 1 — 4A,_ 2, com termos iniciais
A =2 e Ay =4. Entao A,, = 2".

Sendo P(n) : A, = 2", temos:

(1) Ay =2 =2, portanto P(1) é vdlida.

(it) Dado ng € N, ng > 1, vamos supor que P(n) € vdlida para todo n < ngy. Entao
temos que:

Apar = 44, —4A,_ =4-27 — 4. 201 = on#2 _ontl — gntl(g _ 1) = g+l
= P(n+1) € vdlida.

Portanto, pelo 2° principto da inducao, temos que:

A, =2"VYn eN.

12



1.2.2 Divisibilidade de niimeros inteiros

Proposigao 1. (O algoritmo da divisao)

Sejam a, b dois nimeros naturais. Entao existem unicos niumeros naturais q e r tais
que:

a=qgb+re0<r<b

onde q se chama quociente e v 0 menor resto nao-negativo na divisao de a por b

Demonstracao. Existéncia de g e r

Se a = 0, entao basta escolher ¢ = r = 0. Vamos supor entao que a > 1. Dai, temos
3 casos:

e Caso 1 (a < b): Nesse caso, basta escolher ¢ = 0 e r = a, verificando assim, as
condicoes:

a=0-b+a,onde 0<a<b

e Caso 2 (a = b): Nesse caso, basta escolher ¢ = 1 e r = 0, verificando assim, as
condicoes:

a=1-b+0
e Caso 3 (a > b): Seja X o conjunto
X={aeN:a=¢b+r,comgeNe0<r<b}

Note que 1 € X, pois 1 = 1.1+ 0.

Vamos supor, como hipotese de inducao, que £ € X, para todo 1 < k < a, ou seja,
que {1,2,...;a—1} € X. Como a > b > 0, temos que 0 < a — b < a e também,
pela hipotese de inducgao, que existem ¢ e r nimeros inteiros, tais que

a—b=qb+r,com0<r<b

Fazendo ¢ = ¢; + 1, temos:
a—b=(qg—1b+r=a=¢b+r,com0<r<b

Portanto, pelo 2° principio da indugao, temos que a € X,Va € N, ou seja,

13



a=¢qgb+r,comqgeNel<r<b

para todo a € N.

Como ja haviamos provado para o caso a = 0, entao podemos concluir que
a=gb+r,comgeNeO0<r<b

para todo a € N.
Unicidade de g e r

Suponhamos que existam ¢, g2, 71 € 7o € N tais que a = ¢10+1r1 e a = ¢2b+ ry. Logo:
pb+ri=q@bt+ro= (1 —@)b=r—mn

Como 0 <ry <be0<ry<b, entao:

O—r <r—r<b—r=-b<ry—r <b(pois =b< —-rieb—r; <b)
=0<|rs—m|<b

Sendo assim, temos:

rg — 11| <b=|q1 —q|b<Db

=g —q| <1

Como ¢ e ¢z sdo naturais, entao |q; — ¢2| = 0, ou seja, ¢1 = go. Dessa forma, ro—r; =0
e ry = ro também. Portanto, se a = bg+1r, com g € Ne 0 < r < b, entao g e r sao tinicos.

O
Exemplo 3. Para a =100 e b=7, temos ¢ =14 er = 2, pois 100 =7 - 14 4 2
Para a =17 eb=2, temosq=8 er =1, pois 17T=2-8+1
Para a =48 eb=12, temos q=4 er =0, pois 48 =12-4+0
Para a =22 eb =39, temos q =0 e r =22, pois 22 =39 -0+ 22

Definigao 1. Dizemos que um inteiro b € divisivel por um inteiro a (também a divide b
ou b é multiplo de a) se existe q € 7, tal que b = aq.

Observagao 1. Escrevemos a | b se a divide b e atb, se a nao divide b.
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Propriedades: Para todos os nimeros a, b, c,d € Z, valem as seguintes propriedades:
1.a|0,1]b,a]a.

2.a|lea=%1e0]bsb=0.

w

. Seal|bec|d, entao ac| bd.

W

.Seal|beb]|c, entao a | c (Transitividade).

ot

.albeblas a=+b.

j=p)

.Seal|beb#0,entao |a| < |b].

~J

.Sea|bealc, entao a|bxr+ cy,Vr,y € Z.
Exemplo 4. /| 20, 3| -6, -10 | 200. Porém 4} 10, 19} -47.

Definicao 2. Sejam a,b € Z, com pelo menos um deles diferente de zero. O mdzimo
divisor comum entre a e b € o nimero natural

d = mdc(a,b)
definido pelas duas propriedades:

1. d|aed|b (i.ed é divisor comum de a e b).

2. Se algum ¢ € N dividir ambos a e b, entao c | d.

Em outras palavras, d € o maior divisor comum de a e b

Teorema 1. Sejam a,b € Z, nao ambos nulos e seja d = mdc(a,b). Entao eristem x1,
Y1 € Z tais que

ary + by1 =d.

Definigao 3. Os nimeros a,b € Z chamam-se relativamente primos (ou primos entre si)
se mdc(a,b) = 1.

Exemplo 5. mdc(15, —46) = 1, logo 15 e —46 sao primos entre si.

a

Observagao 2. Uma fragao § € irredutivel se a e b forem primos entre si.

Proposicao 2. Os nimeros a,b € Z, nao ambos nulos, sao relativamente primos, se e
somente se exristem x1,Yy; € Z tais que
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axr, +by; =1

Demonstragao. Seja d = mdc(a,b). Entao, se d = 1, existem x1, y; tais que axy+by; = 1,
pelo Teorema 1. Reciprocamente, se existem xq,y; tais que ax; +by; =1 e como d | a e
d | b, entao d | ax; + by, entdo d | 1, e portanto d = 1, ou seja, a e b sdo primos entre
si. ]

Corolario 1. (Lema de Euclides) Sejam a,b,c € Z, tais que a | bc e mdc(a,b) = 1.
Entao a | c.

Demonstra¢ao. Como a | be e mde(a,b) = 1, entdo existem r,x e y tais que ar = bc e
ar + by = 1. Temos entao que:

¢ = clax + by) = cax + cby = cax + ary = a(cx +ry) = a | c. O

1.2.3 Numeros primos

Definicao 4. Um nidmero inteiro p > 1 é chamado primo, se ele tem exatamente 2
divisores positivos, a saber 1 e p. Indicamos por

P={peN|p éprimo}

o conjunto de todos os nimeros primos.
Um nimero n > 1 € dito composto, se ele nao é primo.
Exemplo 6. 2,3,5,7,11,15,17,19,23,29 sao niumeros primos.
4,6,8,9,10,12,14,15,16,18 nao sao numeros primos.
Observacao 3. 2 € o unico numero primo par.
Observacao 4. O numero 1 nao € primo nem composto.

Proposicao 3. Seja p € P. Entao
Va,b €N, se p | ab, entdo p|a oup|b.

Ou seja, se um nimero primo divide um produto de 2 fatores, entao ele divide um dos
fatores.

Demonstra¢ao. Vamos supor que p | ab e p{ a. Entao mdc(a, p) = 1, logo, pelo Corolario
1, segue que p | b. ]
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Teorema 2. (O teorema fundamental da aritmética) Para todo nimero inteiro
n > 1 existem unicos primos distintos pi,...,pr, tais que p1 < py < -+ < P, € UNiCos
numeros ay, . ..,a, € N tais que

— 1,02 a
n_pl p2 ...pr'f‘

Este produto é chamado de decomposi¢cao primdria de n.

1.3 Polinémios

Definigao 5. (Polinémio)

Um polinémio P(z) de grau n (notagao: gr(P) = n) em uma varidvel x € uma
expressao da forma

P(x) = apz" + ap_ 12"+ - - + a1z + ag, com a, # 0

Os niumeros ag,ay,...,a, sao chamados de coeficientes do polindmio. Se todos os
coeficientes pertencem a um conjunto numérico K, entao dizemos que P(z) € Klz|. Se
um polinomio € da forma P(x) = ag, com ag # 0, entao dizemos que P tem grau 0. Se
P(xz) =0 (polinomio nulo), entao nao € definido grau para esse polindémio, usando assim
a notagao gr(P) = —oo.

Observacgao 5. Em um polinémio P(z) = a,a™ + ay,_ 12" 1+ - -+ ayx + ag, o coeficiente
a, € chamado de coeficiente lider de P(x), e o coeficiente ay é chamado de coeficiente (ou
termo) independente de P(x).

Observagao 6. Se um polinomio P(x) tem coeficiente lider igual a 1, entao P(x) €
chamado de polinémio monico.

1.3.1 Operagoes entre polinémios

As operacoes entre polindomios sao feitas da seguinte maneira:

Adigao: Dados dois polinomios A(z) = > a;z' e B(z) = Y bja’? (Vamos supor, sem
i=0 =0
perda de generalidade, que m < n), temos que o polinomio C(z) = A(z) + B(z) é dado
por:

C(z) = (an +bp)x"™ + (a1 + bp_1)2" L+ -+ (a1 + b1)x + (ag + bo) = > (ar, + by)a®
k=0

17



Neste caso, by = 0, para k > m.

Exemplo 7. Dados A(z) = 52 + 1222 — 2 + 1 e B(x) = 2? + 14z, calcular C(z) =
A(x) + B(z). Entao, temos que:

Clz) = (54+0)2 + (124 Da® + (=1 + 14)x + (1 4 0) = 52% + 1322 + 13z + 1.

a;z' e B(z) = > bjz? (Vamos supor, sem
i=0 j=0

perda de generalidade, que m < n), temos que o polinomio C(z) = A(z) — B(z) é dado

por:

Subtragao: Dados 2 polinoémios A(z) =

n

n

C(.T) = (an — bn)x" + (an_l — bn_l).Tn_l + -+ ((11 — bl)x -+ (Clo — bo) = kz::O(CLk — bk)xk

Neste caso, by = 0, para k > m.

Exemplo 8. Dados A(z) = 52 + 1222 — 2 + 1 e B(x) = 2* + 14z, caleular C(z) =
A(z) — B(z). Entao, temos que:

Clz)=(5-02%+ (12— a2 + (=1 — 14)z + (1 — 0) = 5z® + 112% — 15z + 1.

Multiplicagdo: Dados 2 polinomios A(z) = > a;z* e B(z) = Y bja?, temos que o
i=0 i=0
polinémio C(z) = A(x)B(x) é dado por:

Cla) = <§0 a:c) (ijo bﬁ) _ ti: (ﬂzk aib]) o

Exemplo 9. Dados A(x) = 52% + 1222 —x + 1 e B(x) = 22 + 14z, calcular C(x) =
A(x)B(x). Entao, temos que:

C(z) = (5.1)2%+ (5.14+ 12.1)2* + (5.0 + 12.14+ (—1).1)23 + (12.0+ (=1). 14+ 1.1)2? +
((-1).0+ 1.14)z + 1.0

= 525 4+ 94z* + 16723 — 1322 + 14x.

n m
Divisao: Na divisao entre 2 polinémios, A(xz) = ) a;,x* e B(x) = > b;a?, encontra-
i=0 j=0
mos tnicos polindmios, Q(x) e R(z), tais que

A(z) = B(z)Q(x) + R(x), tal que gr(R(z)) < gr(B(z)).

18



O polinomio Q(z) é chamado de quociente da divisao e R(z) de resto da divisao.

Observagao 7. Assim como acontece entre niimeros naturais, se na divisao de A(x) por
B(x), o resto for o polinémio nulo, ou seja, se existe Q(z) tal que

entao dizemos que B(x) | A(x).

Para efetuar a divisao de A(z) e B(x), vamos supor que n > m, pois se n = m, entao
Q(x) =1e R(z) =0esen < m,entdao Q(zr) = 0 e R(x) = A(x). Depois, fagamos o
algoritmo abaixo:

1. Divida o monomio de maior grau na composicao de A(x) por b,z™. Chame-o de
K(x);

2. Armazene o valor de K (z);
3. Calcule o polinomio C(x), onde C(x) = A(z) — K(x)B(x);
4. Defina A(z) := C(x) e volte para o passo 1;
Repetindo esse ciclo até obter C(x), tal que gr(C(x)) < gr(B(zx)), finalizamos a
operacao e ai temos:
Q(z) = soma dos K(z)’s armazenados e R(z) = C(x)

Exemplo 10. Dados A(x) =523+ 1222 —x +1 e B(x) = 22 + 14z, calcular Q(z) e R(x)
tais que A(z) = B(z)Q(x) + R(x). Temos que:

1% iteragdo: K(x) = 52%/2* = bx e C(x) = 523 + 1222 —x + 1 — (bx)(2? + 14x) =
—582% —x + 1

2% iteragdao: K(x) = —58z?/x® = —58 e C(x) = —58x* —x + 1 — (—58)(a? + 14x) =
811z + 1

Como gr(8llx + 1) =1 < 2 = gr(B(x)), entdao a opera¢ao termina na 2% iteragao e:
Q(z) =bxr — 58 e R(x) = 811z + 1.

Em uma divisao da forma A(x)/B(z), tal que B(z) = x—t, e t € R, temos um método
alternativo para realizar a divisao, que é chamado de método de Briot-Ruffini, criado por
Charles Auguste Briot e Paolo Ruffini que é descrito pelo seguinte algoritmo:

1. Crie uma tabela 2 x (n + 2), onde n = gr(A(z)). Na 1* coluna da primeira
linha coloque o nimero real ¢ e nas n + 1 colunas restantes, os coeficientes de A(x),
Gp,yQp_1,--.,01, 09, exatamente nesta ordem.
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2. Obtenha os coeficientes ¢, com k variando entre 0 e n — 1 e o polinémio constante
R(z), de maneira que :

Cn—1 = 0p
ck:ckﬂ-t—i—ak+1,parak:O,...,n—2
R(z) =co-t+ ag

U an | apq | - a1 | ag
Cno1 | Cno | -+ | co | R(x)

Temos entdo que Q(z) = ¢, 12" ' 4+ ¢, 92" 2 + -+ - + 17 + ¢ é 0 quociente e R(x) =
co.t + ag € o resto da divisao de A(z) por B(x) =z — t.

Exemplo 11. Vamos achar o quociente e o resto da divisio de A(z) = 12z* — 423+ 222 —
9z + 10 por B(z) = x — 9, usando o método de Briot-Ruffini:

9112 —4 2 -9 10

12 112-9—-4=104 | 104-9+2 =938 | 938-9 — 9 = 8433 | 8433 -9 + 10 = 75907

Portanto, o coeficiente e o resto sao, respectivamente, Q(z) = 122° + 104x? + 938z +
8433 e R(x) = 75907. Portanto, temos que:

1224 — 42% + 222 — 92 + 10 = (z — 9).(122° + 10422 + 938 + 8433) + 75907.

1.3.2 Igualdade de polin6mios

n . m .
Dizemos que os polinoémios A(x) = > a;z" e B(x) = Y, b;a’ sdo iguais (ou idénticos),
i=0 =0

se eles tém mesmo grau (ou seja, n = m) e ax = by, para todo k =0,...,n.

Exemplo 12. Sejam A(z) = (m+n+p)z* — (p+ 1)a* + ma® + (n —p)z +n e B(z) =
2ma3 + (2p + 7)2% + bmx + 2m. Quais sio os valores de m,n e p para que se tenha
A(z) = B(x)?

Temos entao que:
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(m+n+p=0
—p—1=2m
m=2p+7
n—p=>om

\nz?m

que nos dim=1,n=2ep=—3.

1.3.3 Raiz de um polindmio

Temos que um niimero real a é dito uma raiz de um polinémio P(z), se P(a) = 0.

Proposigao 4. Um nimero real a € raiz de um polinémio P(x) se, e somente se,
(x —a) | P(x).
Demonstrac¢ao. Se (z — a) | P(z), entao existe Q(z) tal que P(z) = Q(z)(x — a). Entao:
P(a) = Q(a)(a —a) = 0.

Portanto, a é raiz de P(x).

Suponha agora que a é raiz de P(x). Dividindo P(z) por = — a, temos:
P(z) = Q(z)(z — a) + R(x),

em que R(z) é um polinémio cujo grau é menor do que 1. Entao R(z) = ¢, com ¢
constante. Entao

Como a é raiz de P, entao temos que:

Pla)=0=Q(a)(a—a)+c=0=c=0

e entdo P(z) = Q(z)(z — a), logo (z — a) | P(x).
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1.3.4 Polindmios irredutiveis

Seja K um conjunto numérico. Dizemos que um polindémio P(x) é irredutivel em
K|[z], se nao é possivel escrever P(x) = A(x)B(x), onde A(z), B(z) € K[x], e ambos
tenham graus maiores ou iguais a 1. Caso um polindmio nao seja irredutivel em KJz],
dizemos que o polindomio é redutivel em K|x].

Proposigao 5. Se P(x) é um polinémio irredutivel em K[z, entao ele nao possui raizes
em K.

Demonstra¢ao. Uma maneira equivalente de se enunciar essa proposicao, ¢ dizer que, se

um polindémio possui raizes em K, entdo ele é redutivel em K[x] (contra-positiva). Seja
n

entdo P(x) = ) a;x' um polinémio que tem raizes em K. Sejam ainda z1,...,z, € K
i=0

(nao necessariamente distintas) tais raizes. Entao, temos que:

ou seja, P(x) é o produto de n polinémios de grau 1, tal que cada polinémio tem coefici-
entes em K. Portanto P(x) é redutivel em K{z]|. O

Observacao 8. A reciproca da proposicao 5 nao é verdadeira. Um polindmio que nao
contém raizes em K pode ser redutivel em Klz]. O polinomio x* + 4, por ezemplo, ndo
tem raizes inteiras, porém pode ser escrito como (x* — 2z + 2) (2 + 2x + 2).

Observagao 9. Todo polinémio é redutivel em Clz], onde C € o conjunto dos niimeros
complezos.

Exemplo 13. 1. As raizes do polinomio P(x) = x*> — 5z + 6 sao 2 e 3, portanto P(x)
é redutivel em Z[x], Q[z], R[x] e C[z].

2. As raizes do polinomio Q(x) = x> — 2 sdo V2 e —v/2, portanto Q(z) é redutivel
em R[z]e C[z]. Por outro lado, se tentarmos escrever x?> — 2 como produto de 2
polindmios com coeficientes racionais, ambos com grau maior ou igual a 1, teriamos
0 sequinte:

2? — 2= A(x)B(z).

Como P(x) € monico e de grau 2, entao seque que A(x) e B(x) também sao monicos,
ambos com grau 1. Logo

22 —2=(r—a)(x—0),
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onde a e b sao nimeros racionais. Entao temos que (x — a) | P(z) e (x — b) |
P(z). Logo, pela proposi¢ao 4, temos que a e b sao raizes de P(x), o que é um
absurdo. Portanto, nao € possivel escrever P(x) como um produto de polinémios
com coeficientes racionais e com graus maiores ou iguais a 1. Portanto, P(x) €
irredutivel em Q[z], logo, irredutivel também em Z[z].

Definigao 6. (Polinémio primitivo)

Um polinomio P(x) € Z[z| é dito primitivo se o mdc entre os seus coeficientes for
wgual a 1.

Exemplo 14. O polinémio 23+ 22* — 5x + 10 € primitivo, pois mdc(1,2,—5,10) = 1. Jd
o polindmio 2z* — 8 ndo ¢ primitivo, pois mdc(2,0,0,0,—8) = 2.

Proposicao 6. Sejam F(z) e G(x) dois polindmios. Temos que F' e G sao primitivos se,
se somente se, F'G € primitivo.

Demonstragdo. Sejam F(z) = > a;a* e G(z) = Y bja? polindémios, tal que FG ¢ pri-
i=0 =0

mitivo. Suponha que F' ou G nao seja primitivo (digamos F'). Entao existe p primo tal

que p | a; para todo ¢ = 0,1,...,n, entdo segue que p | ¢, coeficientes de F'G, para

todo k = 0,1,...,m + n, logo FG nao é primitivo (Absurdo!). Entao F(z) e G(x) sao

primitivos.

Vamos supor agora que F(z) e G(z) sejam primitivos. Seja p um namero primo, i o
menor natural tal que p{a; e p | ax, para todo k < i e j o menor natural tal que p{b; e
p | ax, para todo k < j. Seja ¢, um dos coeficientes de F'(z)G(x). Temos que

Ci+j = G/Qbi+]’ + albi+j_1 + -+ &ibj + -4 OJH_]'_lbl + (ZH_jbo.

Temos entao que p nao divide o termo a;b;, porém divide todos os restantes da soma
acima. Portanto p { ¢;1;. Como p é qualquer, entao segue que nao existe um p primo que
divida todos os coeficientes de F'(z)G(z). Portanto F(z)G(z) é primitivo. O

Vamos usar o conceito de polindbmio primitivo para demonstrar o seguinte lema.
Lema 1. (Gauss)
Se P(z) € Z[x] € um polinémio irredutivel em Z|x], entao P(x) também é irredutivel

em Qlx].

Demonstra¢ao. Vamos supor por absurdo, que P(x) é redutivel em Q[z]. Entao exis-
tem polinomios G(x), H(z) € Q[z], ambos com grau maior ou igual a 1, tal que P(x) =
G(z)H(z). Como G e H sao polindmios com coeficientes racionais, entdo cada um desses
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coeficientes sao representados por fracoes irredutiveis. Sejam m; o mmc dos denomina-
dores dos coeficientes de G(z) e my 0 mme dos denominadores dos coeficientes de H(z).
Temos entao que m; e ms sao 0s menores naturais tais que m;G(x), moH(x) € Z[x]. Seja
p1 um primo tal que p; divide todos os coeficientes de m1G(x), entao %G(m) € 7Z, o que
contraria a minimalidade de m;. De maneira analoga nao existe um primo que divida
todos os coeficientes de moH (x). Portanto m;G e moH sao primitivos. Temos ainda que:

mimeP(z) = miG(z)moH (x)

onde o lado direito da igualdade ¢ um poliné6mio primitivo, pois representa o produto
de polindmios primitivos. Entao o lado esquerdo da igualdade ¢ também um polindmio
primitivo. Mas isso s0 ¢ possivel se m; = mgo = 1. Dai, temos que G(x), H(z) € Z[z],
o que é um absurdo, pois p(x) é irredutivel em Z[x] por hipotese. Portanto, P(z) é
irredutivel em Q.

]
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2 A irracionalidade das raizes nao exatas

Nesse capitulo, iremos demonstrar a irracionalidade dos nimeros da forma %/z, onde
{/r é uma raiz nao exata, ou seja, nao existe um namero inteiro a, tal que a™ = .
Mas antes, veremos demonstracoes de irracionalidade de outras raizes, que vao auxiliar
na demonstra¢ao de que {/z ¢ irracional.

2.1 Irracionalidade de V2

A irracionalidade de v/2 ¢ demonstrada de forma bem simples e interessante a0 mesmo
tempo, onde se usa a prova por absurdo. Vamos supor, nesse caso, que /2 é um nimero
racional e chegar em uma contradicao. Digamos entao que:

V2 = %,Combséo,(l)

onde § é uma fragao irredutivel (mdc(a,b) = 1). Elevando ambos os lados da igualdade

(1) ao quadrado, obtemos:

2
a
— =2 = a? = 20 = a? ¢ um namero par.

b2

Segue que se a? é par, entdo a também ¢é par. Para demonstrar isso, utilizamos outra
demonstracao por absurdo:
Demonstra¢ao. Vamos supor que a é impar, entao temos que:

a é impar = a = 2k + 1, para algum k£ € Z

= a® = (2k +1)?

= a?® =4k*> + 4k + 1

= a® = 2(2k* + 2k) + 1

=a*=2q+1,q€Z

= a? é impar,

o que é um absurdo, pois partimos da hipotese de que a? é par. Entdo, se a? for par, nao
tem como a ser impar, portanto a também é par. O
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Sendo assim, se a é par, entao existe um inteiro ¢, tal que a = 2¢. Logo, temos que:
a? = 20* = (2¢)* = 20* = 20* = 4c* = b? = 2¢°

= b% é par

= b é par

Mas se a e b sdo pares, entdo mdc(a,b) # 1, ou seja, a fragao § nao é irredutivel, o que
contradiz a hipétese de que 7 é irredutivel. Entao, partindo do pressuposto de que V2 é
racional, chegamos & uma contradico, portanto, v/2 nio é racional, logo v/2 é irracional.

2.2 Irracionalidade de ,/p, com p primo

Vamos agora generalizar o argumento anterior para todos os nimeros da forma ,/p,

onde p é um namero primo. A demonstracio é parecida com a da irracionalidade de v/2.
Vamos supor que /p € Q. Logo, temos que:

\/ﬁzg(b#Oemdc(a,b)zl)ép:‘Z—j
= a® = pb?
= p | a?

Usando a Proposigao 3, do Capitulo 2, temos que, se p | a?, entdao p | a. Portanto,
podemos escrever que a = kp, para algum k € Z. Entao, temos:

a* = pb* = (kp)* = pb*

= k%*p* = pb?
= b =k%p
=p|b?
=pl|b

Dessa forma, p | a e p | b, contrariando a hipotese de que mdc(a,b) = 1. Portanto /p
nao pode ser racional, logo ,/p ¢é irracional.

2.3 Irracionalidade de {/p", com p primo e r < m

Generalizando um pouco mais, vamos agora demonstrar que {/p” é um nimero irra-
cional, onde p é primo, r,m € N, m > 1 e r < m. Como fizemos em situacoes anteriores,
vamos supor que {/p” € Q. Entao temos:
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"= § (b#Oemdc(a,b)zl)épT:a—
=a"=pb"

=p" | a™

=pl|a™

= p | a (Proposicao 3)

Entao a = kp, para algum k € Z. Dali, temos
(kp)™ = p"b™ = k™p™ = p'b™

= b" =k"p*, onde s =m —r >0 (pois m > r)
=p°|b"

=pl|b™

=pl|b

Daip | aep| b, masisso contradiz o fato de que mdc(a,b) = 1, logo ¥/p" é irracional.

2.4 Irracionalidade de {/pi'ps’---p;'

Vamos agora demonstrar a irracionalidade de 3/pi'py*---p;*, onde py,...,p; s@o
primos distintos, r1,...,7 € N e r, < m, para todo k = 1,...,t. Suponnha entao que

R/pitpy’ - pit € Q. Dai, temos que:
T T Tt a r r - a’m
m\/pllpf‘“pt =3 (b#oemdc(a,b)zl) :>p11p22...pt :b_m

= a™ = b"pitpy - py
=pita™

=p | a™

=pa

Portanto a = kp;, para algum k € Z e

(kpy)™ = 0"pi'py - - pi = K"py" = 0"y - pf
= k™p] = b"pyps® - pt, onde s=m —r; >0

= pi | 0"y PS5 - pft
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= p1 | V"py’ps - py!
Como py,pa, ..., pr sao primos distintos, entao segue que py { py*ps® - - - pit. Portanto,

pela Proposigao 3, segue que p; | b™, portanto py | b.

Logo, p1 | a e p; | b, que contradiz o fato de que mdc(a, b) = 1. Portanto {/pi'ps? - - - p;*
é irracional.

2.5 Irracionalidade de %/z, com x € N

Vamos considerar valores de z, de modo que nao exista um ntumero inteiro (logo,
racional) que, elevado a m, dé x como resultado.

Pelo Teorema Fundamental da Aritmética, podemos garantir que existem primos dis-
tintos p1, pa, ..., p, € nimeros naturais cq, cs, . . ., Cp,, tais que

_ C1,C2 C
T=Dpr Py Py

Para garantir ainda que, §/x nao seja uma raiz exata, devemos ter que pelo menos um
¢i, © = 1,2,...,n nao seja multiplo de m. Caso contrario, todos os ¢;’s seriam miltiplos
de m e assim, todos os primos pq, po, ..., p, seriam extraidos do radicando, fazendo com
que %/x fosse um numero inteiro.

Digamos entao, sem perda de generalidade, que, dos n primos que compdem a forma
fatorada de x, t deles, digamos py, po, ..., p:, tém expoentes que nao sao multiplos de m
e o restante, pii1,Pii2,-- -, Pn, 1M expoentes que sao miltiplos de m. Note que ¢ varia
entre 1 e n. De acordo com o algoritmo da divisao (Proposi¢dao 1 do Capitulo 2), temos
que:

ci=mq +r;,com0<r,<mparai=1,2...,1

cj=mqg;, paraj=t+1,t+2,....n
Dessa forma, temos:

— m /[ C1C2 | \Ct Ct4+1,Ct+2 ¢
Y = \/p1 Y2 Dt Pi41 Pry2 n'

_ m/, mqi+ry,_mqa+re mqr+re, Mqe41, MGe4-2 MGn
\/P1 2 R t+1 Piy2 " Pn

_ m mqi, r1 maqz, T2 mqe, r¢\, Mqi+1, Mqi42 Mqn
= /() (0 Pp?) - (o i pr Pl e
— 41,92 m 71,72 T
=pi Dy PR/ PPy Dy
a1, a2

que equivale ao produto de um nimero racional nao-nulo (p{*pd* - - - p?) com um nimero
irracional ( {/pi'py*---pi'), que é um namero irracional (demonstragao na segao 3).
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3 Gerando outros niimeros irracionails

Vimos na se¢ao anterior a irracionalidade de ntimeros da forma %/x, com z,m € N
e m > 1. Neste capitulo, veremos algumas técnicas que permitem gerar outros nimeros
irracionais que envolvem raizes nao exatas.

3.1 Irracionalidade de (a + /z)"

Vimos no capitulo preliminar, que o conjunto dos niimeros racionais é fechado para
as 4 operagoes bésicas. Portanto, se a e b sdo nlimeros racionais, entao a+b, a—0b, abe 7,
com b # 0 sao niimeros racionais também. Vimos também que o mesmo nao acontece no
conjunto dos nimeros irracionais. No entanto, vamos mostrar que sao irracionais nimeros
da forma a £ 6, af e %, onde a é um racional nao nulo e # é um irracional.

Observacao 10. O caso g, a # 0 se equivale ao caso ab, pois g = %.0 = bl, onde b € Q.

e Irracionalidade de a & 6

Para demonstrar tal irracionalidade, vamos supor que a+ 6 = b, onde b € Q. Como
a € Q. Dai, temos:

a+0=b=0=>b—a=0¢cQ (Absurdo!)
Portanto a + 6 é irracional.

Substituindo 6 por —0, mostramos que a — # também ¢é irracional.

e Irracionalidade de a#
Neste caso, supondo que af = b, com b € Q, temos que:
ba
ad=b=0=-"20ecQ (Absurdo!)
a

Portanto a6 é irracional.

1
e Irracionalidade de —

0
1
Supondo que 7= b, com b € Q, temos:
1
5:b:>9:%:>96Q(Absurdo!)

1
Portanto — é irracional.

0

Com isso, vamos verificar a irracionalidade de numeros da forma (a 4+ /x)", tal que
a€Q,\/xr elen e N. Sabemos que:
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i (,)a"_ia:% = A+ Bz

=0

=
+

B
| |

onde A= > (’?)a”_ix%, B= Y  avii'T eqQr

i par,i<n 7 impar,j<n

Como A e B sdo racionais, entdo segue que By/x é irracional (pois /z é irracional) e
A+ By/z é irracional, pois equivale a uma soma de um ntimero racional com um nimero
irracional. Portanto (a + /x)" é irracional.

3.2 O critério de Eisenstein

O critério de Eisenstein permite provar a irredutibilidade de alguns polindmios em
Z|x], fazendo com que esse critério se torne uma poderosa ferramenta para achar infinitos
nimeros irracionais.

Teorema 3. (Critério de Eisenstein)

Seja F(z) = apx™ + -+ + a1z + ag € Z[x] um polinémio de grau n > 1. Suponha que
exista um primo p tal que:

e pta,

epla;,parai=0,1,....,n—1

* p’fag

Entao F nao pode ser escrito como um produto de polindmios em Z[z] cujos graus sao

maiores ou iguais a 1. Em outras palavras, F € irredutivel em Z[x], logo, pelo Lema de
Gauss, irredutivel em Q|x].

Demonstra¢ao. Vamos supor por absurdo, que F(z) = G(x)H(z), onde G, H € Z[z],
ambos com grau maior ou igual a 1. Podemos escrever:

G(.T) = bT.TT + br_l.%T_I +---+ bll' + bo € H(.CE) = CSI'S —+ Cs_ll's_l + - 4z + o,

onde r,s > 1 er+s=n. Como existe um primo p, tal que p | ag, mas p? { ag, temos que:
p|ag=p|boco=p|byoup| cy mas nao ambos (pois p* { ap)
Vamos supor, sem perda de generalidade, que p | by e p 1 ¢o. Entao, temos:

pla =byci +bico=p|bico=p|b
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p|a2:b002+b161+5200:>p|b200:>p’b2

P | G = boCpy + b1Cp1 + -+ - 4 brp_161 + buco = p | by
onde m = min(r, s). Dai, temos 2 casos:

Caso 1: r < s: Nesse caso, temos:

m=r=p|b. = p|bcs =a, (Absurdo!)

Caso 2: r > s: Entao r = s+ k, com k > 0. Dai, temos:
m=s=-p|bs

Logo:
Pl asi1 =bics +bacs 1+ -+ bser + bsy1co = p | bsiy

D | Gsy2 = bacs + b3cs—1 + -+ + bsp101 + bsioco = p | bsio

plar=asy =bpcs + bprics_1+ -+ b_1c1 +bcog = p | by
Mas p | b, = p | bycs = a,, (Absurdo!)

Portanto, supondo que F' é redutivel, chegamos a uma contradicao, logo, F' é irredu-
tivel.

]

Dessa forma, podemos concluir que as raizes reais de certos polinomios sao irracionais,
como nos exemplos abaixo:

Exemplo 15. Seja F(x) = 2? + 100 — 5. Temos que:

e 511
¢ 55510
e 52f -5

Portanto, pelo critério de Eisenstein, F' nao tem raizes racionais. Resolvendo a equa-
cao F(x) =0, temos:

31



—10++/102—4.1-(—5)

?+10x—-5=0=2z= 5T

N —10:|:2\/120

- = —10122\/30

=z =-5++v30
= —5+ /30 e =5 — /30 sao niumeros irracionais.
Exemplo 16. Seja G(x) = 2* — 1122 — 33 = 12 + 023 — 1122 + 0z — 33. Temos que:

o 1111

e 11| —33,11|0,11 | —11e11|0

o 1124 -33

Portanto, pelo critério de Eisenstein, G nao tem raizes racionais. Resolvendo a equa-
cao G(x) =0, temos:

rt— 1122 - 33=0= 9> — 11y — 33 =0 (Fazendo y = x?)

11£4/(—11)2—4.1.(—33)
- 2.1

11++/253
=y = HEe

+ 11:|:2\/253' Portanto 11++/253 e — /11+2\/253

Como x = £,/y, entio seque que T = 5

840 NUMEros irracionais.

Além de gerar nimeros irracionais, o critério de Eisenstein ajuda a mostrar, em alguns
casos, se um dado nimero real é irracional ou nao. Por exemplo:

Exemplo 17. Mostre que \/ /3 + 1 é um nimero irracional.

Para mostrar esse fato, vamos descobrir um polinémio que tenha \/ /3 + 1 como raiz.
Para isso, temos:

T = \/§+1

Elevando ambos os lados ao quadrado, obtemos:
?=V3+1=22-1=+3

Elevando novamente os 2 lados ao quadrado, obtemos:
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2t =22+ 1=3=22—222-2=0

Portanto, \/V/3 + 1 ¢ raiz do polinomio x* — 2z% — 2, que, de acordo com o critério
de Einsenstein, ¢ irredutivel em Q[z]. Logo, \/\/3 + 1 ¢ um niimero irracional.

Uma outra demonstracio para a irracionalidade de \//3+ 1 é a sequinte: Suponha

que V3+1= 3 rredutivel e a,b > 1. Entao temos:

2
V1= = VB4 =

= /30 = a? - 1?

= V/30% = (a+ b)(a —b)

= 3b* = (a +b)*(a — b)?

Como (a,b) =1, entio ((a + b)%,b*) = (a® + 2ab + b*,b*) = 1, entdo temos que:
(a+0)?* 3= (a+b)?><3

= a+b< 3 <2 (Absurdo!)

pois a+b>1+4+1=2. Portanto V3 +1 € irracional.

3.3 Irracionalidade de /71 & /73

Vimos no capitulo anterior, que a adicao ou subtracao de nimeros irracionais nao
garante que o resultado ¢ também um ntmero racional. Vamos demonstrar, nessa secao,
que ntmeros da forma /7y £ /73 € um ntmero irracional, onde /71 e /72 sao nlimeros
irracionais e x; # xp. Para demonstrar primeiramente a irracionalidade de \/zy + /72,
vamos descobrir um polinomio com coeficientes inteiros que tenha o nimero /ry + /72
como raiz. Temos entao que:

VI VE=1 S I =1
Elevando ambos os lados ao quadrado, temos:

1 :m2—2\/x_2x+x2:>a:2—(x1—x2) = 2\/Tyw

Elevando novamente ambos os lados ao quadrado, temos:

ot =2z — 29)2? + (11 — x9)? = dwox® = 2t — 2(xy + 22) 2% + (1 — 22)2 =0

Entao \/z1 + /T3 é raiz de 2* — 2(z1 + 22)2? + (71 — 22)? = 0. Note que o critério de
Eisenstein ndo se aplica nesse polinomio, pois caso exista um primo p, tal que p | (x;—3)?,
entdo p | (x; — x2), logo p? | (z1 — 22)?%, 0 que ndo poderia acontecer para poder se aplicar
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o critério. Vamos entao supor que x* — 2(z1 + x9)x? + (21 — 22)? tenha uma raiz racional
g. Substituindo x por 1—; no polinémio em questao, temos:

() = 2(z1 + 22)(B)* + (21 — 22)* = 0 = p" — 2(z1 + 22)p?¢* + (21 — 22)%¢" = 0

= [p? — (z1 — 22)¢?]* — 4bp** =0
= [p? — (21 — 22)¢%)? = 4bp*¢?
= p? — (21 — 22)¢® = £2p°¢* /72 (2)

Temos entao que o lado esquerdo da igualdade (2) é um namero racional e o lado

direito ¢ um namero irracional (pois é o produto entre um nimero racional nao nulo

(£2p?¢*) com um ntimero irracional (y/Z3), 0 que é uma contradi¢do. Portanto x? —

2(xy + z9)2% + (21 — 12)? ndo possui raizes racionais, logo V1 + /T2 é irracional.
Substituindo /7y — /72 nesse mesmo polinomio, temos:
ot —2(z1 + 22)2? + (21 — 12)* = (Va1 — /T2)" — 2(z1 + 22) (V1 — V/22)2 + (21 — 22)?
= 2] —421/T1Tg+ 621209 — dxo\ /T1 T2+ 235 —2(24 —|—$2)(:v1—2\/m+x2)+x%—2x1m2+x%

= 21’% + Qx% 4+ 4dx1x9 — 4x14/T109 — 4Toy /X129 — Qx% + 4x1/T1x2 — 201209 — 22122 +
4xo/T1X0 — 2x%
=0

Portanto, \/T1 —+/Ts também é raiz de * —2(z1+x5)x*+(x1 —22)?%, que é um polindomio
que nao possui raizes racionais. Logo, \/r; — /72 também é um ntimero irracional.

Para demonstrar a irracionalidade de /z; — /T2 a partir da irracionalidade de /x| +
/T2, poderiamos também, supor que /r; — /x5 € racional, dai teriamos que

(VT + V) (VA1 — T) €T,

pois terfamos uma multiplicagao entre um ntimero racional e um irracional. Mas isso é um
absurdo, pois (y/Z1 + /7T2)(\/ZT1 — \/T2) = T1 — T2, que é um numero racional. Portanto,

V/T1 — /23 é irracional.

3.4 Um Teorema sobre raizes racionais

Um outro método importante para descobrir se um ntimero é irracional, é utilizando
o seguinte teorema, que vamos chamar de Teorema das raizes racionais.

Teorema 4. (Teorema das raizes ractonais) Seja § uma fracao irredutivel, tal que §
€ raiz de um polinémio com coeficientes inteiros f(r) = apx™ + ap_12™ '+ -+ ayx + ag,
com a, # 0. Entao:
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plaoeq]an

Demonstracao. Temos que:
Léraiz de f= au(B)" +apa(B)" T+ +ai(B) +ag=0

anp"+an_1p" tqttapp®q?F 4+ taipg" " +aog” 0
= D —=

= App" + Ap1p" g+ ap T 4+ aipg™ T + agg™ = 0
Temos entao que:
pl0=p]| (anp™ + an1p" g+ +ap" 4+ apg" ! + aog™)

Como app™ + ap_1p" tq 4 -+ app®qF + -+ a;pg” ! é miltiplo de p, entdo segue
que:

p | aoq" = p | ag (pois mdc(p,q) = 1).
Temos ainda que:
q|0=q| (@ap™ + an-1p" g+ + @ + -+ arpg™ ! + aog™)

Como Gp_1p" g + an_op™ 3¢ - + app® ¢ 4+ - + apg” ' + apq” é miltiplo de g,
entao segue que:

q | anp” = q | a, (pois mde(p, q) = 1)
O

Vejamos alguns exemplos onde podemos verificar a irracionalidade de um nimero
através desse teorema:

Exemplo 18. Mostre que &/1+ \/LQ € um numero irracional

Fazendo /1 + \% =z, temos:

¥ 1+\/L§:x:>1+\%:x3

1 _ .3
= 1=a-22%+1
:>x6—2x3+%:0

=20 — 422 +1=0

Portanto, /1 + \/ié ¢ raiz do polinémio 225 — 43 + 1. Supondo que /1 + \% seja um
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numero racional da forma § irredutivel, temos entao, pelo teorema das raizes racionais,

que p |1 eql|2. Issonos di:

Porém, temos que /1 —l— 5 > 1= 1, logo
1+ L A Es e 1+ £+
Portanto $/1 4 \} nao pode ser um numero racional, logo ¢/1 + f é irracional.

De forma geral, supondo que /1 + %& = g, onde g ¢ fragao irredutivel e /a € 1,
temos

It wp =G =4 =r"—¢"
= ¢ =a(p" —q")"

n\m mn

=" —q")"|q

)
Mas como (p,q) = 1, entao mde((p™ — ¢™*)™, ¢™) =1, logo (p™ — ¢")™ = 1, portanto

¢"" =a=q" = Ya= q" €1 (Absurdo!)

Portanto /1 + f € irracional.

Exemplo 19. Mostre que </13 + V10 — 2¢/3 ¢ um nimero irracional.
Fazendo </13 + V10 — 2v/3 = z, temos:
{/13+ V10-2V3=2= V1023 =2"—-13

= 10 — 2¢/3 = 2% — 39210 + 5075 — 2197

= —2v3 = (2 + k(z)) — 2207, onde k(x) = 5072° — 39x'°
=12 = (2 + k(2))? — 2(2'® + k(x)).2207 + 2207°
= 250 4 2k(2)2'"® + k(z)? — 441425 — 2207k (x) 4 4870837 = 0

= 230 + f(z) + 4870837 = 0, onde f(x) = 2k(x)z" + k(z)* — 4414x'° — 2207k(z) €
um polindmio cujo grau € menor do que 30 e seu coeficiente independente € nao nulo.
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Entao i/l?) + V10 — 2V/3 € raiz do polinémio x> + f(x) + 4870837. Percebam que
mesmo sem saber os coeficientes de f(x), podemos analisar as raizes racionais do poliné-
mio 230 + f(x) + 4870837. Pelo Teorema das raizes racionais, temos que, se uma fragao
irredutivel £ ¢ raiz de 230 + f(x) + 4870837, entdo p | 4870837 e q | 1. Como 4870837 é
primo, entao as possiveis raizes racionais do polinomio dado sao:

P — 11 ou £4870837
q

Mas, temos que:

V13+10-9 < \5/13+ V10 — 23 < /13 4+ /10 — 2
= V14 < {/13+ V10— 23 < /15

Portanto {)/13 + v/ 10 — 2v/3 nao pode ser igual a nenhum dos candidatos a raiz raci-
onal de um polindomio do qual ele é uma das raizes. Logo \5/13 + /10 — 2v/3 € irracional.
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4 Fracoes continuas

Definigao 7. (Fragédes continuas)

Uma fracao continua € uma expressao da forma

onde ay € um numero inteiro e ay, ag, ..., b1, by, ... sao nimeros naturais. Se todos os b;’s
forem iguais a 1, entao a expressao

serd chamada de fra¢ao continua simples, que pode ser representada também como |ag; aq, asg, . .

Jad a expressao

b1

ag + 5
a1+—2b3
ag+——>——

‘e an71+%
€ chamada de fracao continua finita, assim como a erpressao

1
a
0 a1+ L
ag+

1

.. 1
'an71+ﬁ

€ uma fracao continua simples finita, cuja representagao é dada por [ag;ay, . . ., ay).
4.1 Representando um nimero racional como uma fracao conti-
nua

Dado um ntumero racional § positivo e irredutivel, tal que p > ¢ > 1, temos, pelo
algoritmo da divisao que, existem tUnicos inteiros ag, by tais que

P = qag + by,

38

).



onde ag # 0 (pois p > q) e 0 < by < ¢q. Note que by # 0, caso contrario p seria um multiplo

de q e isso contradiz o fato de que § é irredutivel.

b
Portanto,%:%:%_k%o:ao_ké
bo

Afirmacao: % é irredutivel.

Demonstragao 1. Suponha que mdc(q, by) = d. Em particular, d | p. Daid | mdc(p,q) =
1, implicando que d = 1. Portanto % € irredutivel.

Sendo assim, podemos repetir o processo feito com £ para a fracao -L, pois ¢ > by e

q by’
% é irredutivel. Entao existem inteiros positivos a; e by tais que

q= boafl + bl>

onde a; #0 e 0 < by < by.
Dai, temos que

b b b 1
1 — Oal()*l:al—i-%:al—i—b—.

bo b be
1

Logo

P _ 1 1

s =q —_— =

q 0+% 0+a1+1’

onde a fracao z—‘; é irredutivel e by > by.

Portanto, podemos repetir novamente esse processo para a fragao Z—(l’, obtendo inteiros
as e by tais que by = bias + by e assim concluir que %11 =as + ﬁ
b
Esse processo termina quando chegamos a uma equacao da forma b, o = b,_1a, +
b,, onde b, 1 = 1,b,_5 = a, e b, = 0. Dai basta considerarmos os n + 1 quocientes
encontrados ag,ay,...,a, e escrevermos a fracao como uma fracao continua, que fica
assim:

p _ 1

S =aq

q 0+a1+ T
ag+

1

. .an72+*11,
an—1tg,

Temos entdo que toda fracdo da forma Z irredutivel, tal que p > ¢, pode ser escrita
como uma fracao continua simples finita. Para estender para todas as fracoes, incluindo
as fracoes ’;1’, tal que p < ¢, basta provarmos a seguinte afirmacao:

Afirmacao: Se § = lag; a1, as, ..., a,], § irredutivel e p > ¢, entao ;—’7 = [0; ap, a1, az, . .., ay).
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Demonstragao. § = |ap; ay,ag, ..., a, = § = ag + L

a1+a2+ T
' 1
“ap_o+
an—2 ”‘n71+$
qg 1 __ 1 _ 1 — [n-
=, =T = o7 T =0+— T = [0; a0, ay, as, . . . , ay)
q R T LI 1
1 1 1 1
ag+ ag+
. 1 : 1
“an_o+ o+
an—2 anfl+ﬁ An—2 an—l*#
O
. . D .. .
Sendo assim, podemos concluir que .= [ag; a1, as, ..., a,), onde ag,ai,...,a, sdo os

quocientes obtidos nas divisoes sucessivas de p e ¢, para toda fracao irredutivel.

T LT85 hmo fracoes continuas simples.

Exemplo 20. Vamos escrever as fragoes 5, =7, —42, 53

e 7=32+1-—3=13+0
=1=2+1=[2;3]

¢ 101 =T41+27T — T74=272420—27T=2014+7—20=7246 — 7=
61+1—6=1.6+0
=9 =1+ 57— =[1;2,1,2,1,6].

I
2+ 1+
1+6

o 768 =43.17+37T—43=3714+6—37T=66+1—6=1.6+4+0

768 __ _ .
= I8 — —1”?;% =[-17;1,6,6].

e 15=310+15—31=1524+1—15=1.1540

= B =04 5 = 0:2,15].

4.2 Representando uma raiz quadrada nao exata como uma fra-
cao continua

Sabemos que um nimero racional pode ser representado por uma fracao continua
simples e finita. E como serd que se comportam os nimeros irracionais? Em particular,
como se comportam as raizes nao exatas? Sabemos que, caso possamos representar um
numero irracional como fracao continua, essa representacao é infinita, pois toda fracao
continua finita corresponde a um numero finito de adi¢oes e divisoes entre fracoes, cujo
resultado é um nimero racional.

Para descobrir uma representacao em fracao continua de uma raiz quadrada nao exata,
por exemplo, vamos relembrar a seguinte regra de fatoracao

(a+b)(a—10b)=a*—b*Va,beR.
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Substituindo @ por v/2 e b por 1, temos o seguinte:

V2+1D)(V2-1) =22 -1=(V2+1)(2-1)=1

1
V241"

Adicionando 2 nos dois lados da equagao, obtemos:

=V2-1=

;»2+\/§—1:2+\/§1+1

_ 1
=>V2+1=2+ 7.

Percebam que a expressio /2 + 1 aparece dos 2 lados da igualdade. Podemos entio

substituir v/2 + 1 por 2 + \/§1+1 do lado direito da igualdade, obtendo:

V2+1=2+4 1.
+\/§+1

Fazendo novamente esse processo, obteremos:

_ 1
\/§+1—2+2+—1

1
2 -
T2

Seguindo infinitamente esse processo, teremos:

_ 1
\/§+1—2+W

24

2+L

Portanto
V2=1+437—+— (3)
1
o
que também pode ser representado por [1;2,2,2,...] ou ainda por [1;2].

Porém a repeticao infinita do processo nao é uma prova consistente para a igualdade
(3). Para demonstrar essa igualdade, vamos assumir que:

_ 1 _ 1

2_’_# 2+L
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Temos ainda que:

1 1 1
2-|-2+ T z—1 2_5_7”L

241
Combinando as igualdades (4) e (5), concluimos que x é um nimero tal que:

s+

Resolvendo essa tltima igualdade, temos:
(z+D)rz-1)=1=22>-1=1=22=2=0=4/2
Como = > 0, entdo concluimos que = = /2.

Agora, seja x uma fracao continua definida como:

2a+ b 5
2a+——
onde a e b sao numeros naturais. Temos que:

_ b

r—a= 2a+—2 (6)
2a+

E também temos que:
b b

x+a ~ 2q+—2L (7)

2a+

Combinando as igualdades (6) e (7) temos:
:E—a:x—iaé (x+a)(r—a)=0
=22—a’=0D

= r=4+vVa2+b.

Como a e b estao definidos como niimeros naturais, entao x > 0. Logo:

x=+a?+b.

42



Podemos entao concluir que:

\/ﬁ:a%—ﬁ,a,bEN(S)

2a+-b_

Observe que a igualdade (8) equivale a igualdade (3) para a =b =1, pois 2 = 12+ 1.
Temos entao que a igualdade (8) prova que toda raiz quadrada nao exata pode ser escrita
como uma fracao continua infinita, podendo ser simples ou nao, pois todo ntimero natural
pode ser escrito na forma a? + b. A representacao de uma raiz quadrada nao exata sera
representada por uma fracao continua simples se b = 1, ou seja, se o radicando for sucessor
de um quadrado perfeito, por exemplo, 2, 5, 10, 17, 26, etc. Caso contrario, utilizando
esse método, a raiz quadrada nao exata serd escrita como uma fracao continua infinita
nao simples.

Temos ainda que uma mesma raiz quadrada nao exata pode ser escrita como uma
fracao continua de mais de uma maneira. Isso porque a equagao

a?+b=n

com a,b,n € N, n fixo, pode ter mais do que uma solu¢ao (a,b). Por exemplo, a equagao
a’? + b =>5 tem duas solu¢oes naturais, (1,4) e (2,1). Portanto

_ 4 — 1
\/5_1+—2+2+‘; ou \/3_2+4+4+L'

Ja /200 tem 14 maneiras distintas de se escrever como uma fragdo continua (nesse
método), uma vez que a equagao a®+b = 200 tem 14 solugdes naturais distintas: (a, 200 —
a?), paraa=1,2,3,...,14.

4.3 Convergente de uma fragao continua

Uma aplicacao interessante na representacao de uma raiz quadrada nao exata como
uma fracao continua é o fato de podermos aproximar o valor da raiz o quanto quisermos.
Para isso, dado
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uma fra¢do continua infinita, vamos considerar como (¢, )neny uma sequéncia de nimeros
racionais, onde:

Co — Qo

by
ai

by

Co = ag +

Cn = Qg +
n 0 a1t b2b3
ag+——-""——

Cada termo ¢ da sequéncia é chamado de convergente ou fragao parcial de . Quanto
maior o indice do convergente, mais proximo ele esta do valor de z.

Como cada convergente é escrito como uma fragao continua finita, entao ele é um

numero racional. Digamos que ¢, = Z—:, k € N. Entao, dado uma fracao continua com

coeficientes ag, ay,... e by, by, ..., temos:

Co = ag, portanto po =ag e qgo =1

apa1+by

——+, portanto p1 = apar + bieqgi=a

b
61:a0+a—11:

= by _ _ b biaz  __ apaias+tagbetbias _ az2(agai+bi)taobs
€2 = Qo + a1+bf2 = Qo + ajagtby T o + ajas+by aiaz+bs - aiaz+bs.1
ag ag
__ azp1+bapo _ —
= o ear bortanto py = asp1 + bapo € g2 = azq1 + b2qo.

Vamos supor que a expressao encontrada para c; seja valida para algum ¢, k£ > 2, ou
seja

__ agpr—1+bppr—2
T apQr—1+brqr—2 (9)

Dai, temos que:

_ by
c =ap+
k+1 0 a1+ bo
.. by
cap 1+ —F—
ap—1 “k*gﬁﬁ

na equagao (9), podemos concluir que:

Substituindo a; por a; + bzf

Ak+1
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(ap+ 250y py +bpr_o

c _ api1 _ Ok410kPE—1Fbk41Pk—1+0k410kPR—2 _ Gk+1(0kPr—1+DkPE—2)+bk41PE—1
kt1 (ap+ 22;: Yak—1+bpar—2 a4 10kqk—1+0k 110K —1+ak+1bpqE—2 ap+1(akqr—1+bppPr—2)+brr1qr-1

_ k4 1Pk tbrr1Pe—1
419k +br1qr—1 "

Portanto, pelo 1° principio da indugao, segue que os convergentes

Ccn = ag +
n 0 a1+—b3
ag+——"——

de uma fracao continua

podem ser escritos como:
_ D _ .
Cp = q_:’ onde Pn = GpPn—1 + bnpnf2 € 4n = AnQn—1 + ann727

onde py = ap,qo = 1, p1 = apar + b1 e 1 = a;.

Teorema 5. Para todo n > 0 wvale a relagao

PnQn—1 — Pn—19n = (_1)n+1 H bi;
=1

by
bo

b.
a2+73

onde zﬁ € 0 n-ésimo convergente da fracao continua ag + =
n al

Demonstracao. Temos que:
1
P1go — poq1 = (apa1 +b1).1 —ag.a; = by = (—1)1+1 I1 bs
i=1

Vamos supor agora que seja verdadeira a igualdade:

k
PeGe—1 — Pe—1qx = (—1)* [T by,
i=1
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para algum £ > 0. Entao temos que:

Pi1Gk — PrQi+1 = (Qkr1Pk + brg1Pk—1) @k — Pr(@hr1Gr + Dey1Gu—1)

k
= bk+1<pkfIQk _kakfl) = bk+1(_1)(kak—1 - pkfIQk) = bk+1(_1)(_1>k+1 H bi
i=1

o ==
(—1) -—H1bl'

Portanto, pelo 1° principio da inducao, temos que:
Pndn—1 — Pn—1Gn = (_1)n+1 H bi;
i=1

para todo n > 0.

Teorema 6. A sequéncia c,,, satisfaz as sequintes propriedades:
(1) con < Cant2,Vn € N
(ii) cont1 > Conys, Vn € N

(Z’L’L) Cop < Copya < czn+1,‘v’n eN

Demonstracao.

(i) Temos que:

C —c — P2n+2 _ Db2n — P2n+292n —P2nd2n+2
2n+2 2n q2n+2 q2n q2nq2n+2

_ (a2ny2pont1+bont2pon)qen—p2n(a2n2g2n+1+bont2g2n)

q2nq2n+-2
( ) 2n+1
a — a
— 92n+2(P2n+192n—P2nq2n4+1) __ 2n+2 (_1)2n+2 H bz > 0.

q2nqg2n+2 q2nq2n+2 =1
Portanto, co, < co,42,Vn € N.
(i) Temos que:

__ Db2n43 _ P2n+1 — P2n+392n+1—P2n+192n+3

02n+3 - 6277/"!‘1 - q2n+3 q2n+1 q2n+192n+3

_ (a2n+3p2nt+2+b2n+3P2n+1)92n+1—P2n+1(a2n+3¢2n+2+b2n+3G2n+1)

q2n+192n+3
2n+42
_ 02n43(P2n+2@2n+1—P2n41@2n42) __ _ 2043 (_1)2n+3 H b, <0
@2n+19¢2n+3 @2n+1¢2n+3 et v )

Portanto, co, 11 > Conys, Vn € N,
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(iii) A desigualdade co,, < cop,12 ja foi mostrada no item (i). Vamos entao mostrar que
Conia < Copy1. Temos que:

c —c — P2nt2  Pontl __ P2n+2G2n+17P2n+192n42
2n+2 2ntl q2n+2 q2n+1 q2n+192n+2

_ (a2ny2pont1+bon2p2n)qent1—P2nt1(a2n4292nt1+bon2q2n)
q2n+192n+2

2n+2
_ —bonyo(Pant1@2n—Pandent1) . _ —bony2 (_1)2n+2 H b, <0
Q2n+192n+2 2n+192n+2 i—1 i

Portanto co, 0 < Cony1, logo, cop < Copio < Copi1, Vn € N.

4.4 Aproximacgao de raizes quadradas usando os convergentes

Utilizando o Teorema 6 e a expressao va? + b= a+ ﬁ podemos concluir que:
2a+i

Conp < V a? +b< 02n+1,Vn eN

onde ¢, sao os convergentes de va? + b. Analisando esses convergentes temos o seguinte:

Co — a

— b b __ b
:>Cl_a’+2a_a+a+a_ +a+co

— b _ b _ b
:>Cz_a+2a+% _a_‘_a—i-a—i—% _a+a+61

= ¢, = a+ —2>— (10)

a+cp—1
Utilizando a recursao da equagao (10), vamos resolver alguns exemplos.
Exemplo 21. Achar uma aprozimacao de /2, com um erro menor do que 10~*.

Ou seja, achar as 4 primeiras casas decimais de \/2. Devemos entdo achar 2 con-
vergentes consecutivos, cuja representacao na forma decimal tenha as 4 primeiras casas
decimais iguais, que serdo também as J primeiras casas decimais de \/2. Logo, temos:

V2=1[1,2] = ¢ =1

:>01:1+ﬁ:

o
|
[S—
ot

:$@=1+ﬁ§=1+§=§—L4
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_ 1 5 17 __ 3
:>03—1+@—1+1—2—1—2—1,416

=c =1+ =1+2=24l>~1 41379

1+g 29 — 29

=c=14 o =1+ 5 = 5 = 1,41428571

29

=ce=1+ =14 {5 = 255 =1,4142012

o 39 169

Como cg < V2 < cs (Teorema 6), entdo podemos concluir que:
V2 21,4142

com um erro menor do que 1074,
Exemplo 22. Achar uma aprozimacao de \/35, com um erro menor do que 107°.

Devemos, primeiramente, encontrar a e b naturais tal que a®>+b = 35. Vamos escolher
a=>5 eb=10. Analisando 0s convergentes de /35, temos:

\/35—5++—:>C():5
10+-10
=a=5+75=5+1=6

=S =5+%=5+12=9%—150909

=3 =5+ 5w =5+ =5 =596

= e =5+ 5 =5+ 53 = 137 =5,91603053
=05 =5+ 5+% =5+ 154 = 310 =5 91608392
:$c6—5+5+% =5+ 1300 = 9285 =~ 5 91607944
= =5+ o =5+ 125 = i = 5,91607981

1561

Como cg < V35 < ¢z, entao podemos concluir que:
V35 = 5,916079

com um erro menor do que 1076,
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4.5 Escrevendo uma raiz quadrada como fragao continua simples

Vimos que, para um nimero natural n ndo quadrado perfeito, tal que n = a® + b,
tem-se que

Dessa forma, apenas os sucessores de quadrados perfeitos teriam suas raizes quadradas
escritas como fracoes continuas simples, pois teriam b = 1 na sua representacao. Nessa
se¢ao, vamos buscar um método para escrever qualquer raiz quadrada como uma fracao
continua simples.

Vamos considerar entao  como sendo uma raiz quadrada nao exata. Seja ay 0 maior
namero natural menor do que x (Notagao: ag = |x]). Temos que:

T =ap+x— ag,
onde ag > 1 (pois x > 1) e 0 < x — ap < 1. Fazendo z; = z_—zo, temos:

Tr=ag+ =—.

Como 0 < z — ag < 1, entdo segue que 1 = -—— > 1. Dali, seja a1 = |z1]. Entao
temos:

T =ap+ x — ag,

1

Fi—ay’ temos:

onde a; > 1 (pois 1 > 1) e 0 < x; — a; < 1. Fazendo x5 =

1
T

1
rn=a1+ =T =a+

al‘i’g
tal que xo = xlial > 1. Seguindo esse processo um numero finito de vezes, obtemos:
T =ag+ L T
)
a1+a2+%
’ 'an—lJFﬁ
onde z, = —+—— > 1.

Tn—1—0aAn—-1

Sendo assim, poderiamos desenvolver infinitamente esse processo, obtendo:
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1
xr = ag+ T
a1+a2+L

Vamos entao obter a fracao continua simples de algumas raizes quadradas:

Exemplo 23. Obter as fracées continuas de v/3 e de /7.

o \/§:L\/§J+\/§—L\/§J:1+(\/§—l):>a0:1exlzﬁ:‘/g;rl

L 4B =14 Y g =T em = 25 =V3+1

VB+1=24(V3+1)—2=2+(V3-1) = a =2 cxy= 45 = V3.

Perceba que s = x1, 0 que implica que x4 = o, T5 = T3, ..., OU S€JA, Tirs = T;,1 €
N, fazendo com que ajio = a;,j € N também. Dessa forma, a representacao de V3
como uma fragao continua simples fica:

\/3:1+#:[1;1,2,1,2,...]:[1;@].

24

1
1 R S—
o

o VT=2+(\VT7-2)=a=2 6331:\/71—2:\/7;2

2

w

VT2 VT2 _ V-1 _ 3 \TH
T+—1+T+—1—1+T=>a1—16332—ﬁ_1— 2+
@:1+@—1:1+ﬁ_1:>a2:1exg,:%:ﬁ“

Hol4¥H =142 gy =lea = 25 = V742

-2

Assim, x5 = x1,Te = T2, ..., 1090 Tita = x;,1 €N e aj1q = a;j,j € N, portanto:

VT=121,1,1,4,1,1,1,4,...] = [2;1,1,1,4].

Percebam que tanto na representacio de v/3 quanto na de /7, os coeficientes se
repetem, formando um periodo. Outro detalhe é que nas 2 representagoes o niimero do
periodo é o dobro da parte inteira (ag). Para demonstrar que esse fato acontece com todas
as raizes quadradas nao exatas, vamos as seguintes definicoes.

Definicao 8. Uma fragao continua simples e infinita é dita periodica, se ela é da forma:

[ao;al,az, ceey Oy Ot 15 Q425 -+ -5 O ]
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Se ela for da forma

[a();alya%---aa'n]

ela é denominada puramente periodica.

Definigao 9. Um numero irracional x € dito quadrdtico se ele for solucao de uma equacao
quadrdtica com coeficientes inteiros, ou seja, se ele for solucao de

ax®? +bxr +c=0, onde a,b,c € Z,a # 0

Temos entao o seguinte teorema:
Teorema 7. Um numero irracional € representado por uma fra¢ao continua simples pe-

riodica se, e somente se, ele é quadrdtico.

Demonstracao. Seja x um numero irracional representado por uma fracao continua sim-
ples e periddica. Entao:

T = [ag; a1, a9, ..., ak_1, 0k, ki1, -, 0n | = [Q0; Q1, G2, . . ., Q—1, T)

onde xy = [Gr; Gpr1, -, 0n | = [ak; Aty - - -, Gy g

Pela igualdade (9), temos:

T = xkﬁn—"_ﬁnfl
AN A
onde i" Le % sao os 2 ultimos convergentes de [ay, gyt .- -, Qn_1, Gp)-
n—1 n

Entao, temos:

_ TkPpt+Pn_1
TrGy+tdn—1

= qna’% + qn—lxk = Z_Qn'rk + ]_?n—l
Mas por outro lado, x; é o k-ésimo "coeficiente" de x. Entao temos:

_ Tppr—1+1.pp—2
T=Cp, = """ = TQk—1L + Qx—2& = TxPk—1 + Pk—
k Trqr—_1+1.qx_o EQk—1 qrk—2 klVk—1 Pk—2

= (1T — Pk—1) = Ph—2 — Qk—2

= _pk2 qk—2% (12)
k qk—1T—Pk—1
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onde 22 e =L 30 os (k — 2)-¢simos e (k — 1)-ésimos convergentes de .

Substituindo o valor de x) da equagao (12) na equagao (11), temos o seguinte:

Qn(w>2 + (Gn—l - pn)w - Tjn—l = O

qk—1T—Pk—1 qk—1T—Pk—1
= Gp(Pr-2 = Qe—27)* +(Ty_1 — D) (Ph—2 — Qh—22) (Q—1% — Pr—1) = o1 (Gh—12 —pr—1)* = 0
=ar?+br+c=0
onde @ = G,q7_5 — (@p1 — Tp)Gh—20k-1 — D105
b= 2(Pp_1Pk-19k—1 — GnPh-2k-2) T (@n_1 — Pn)(@h—2@k—1 + Q—2Pk—1)
e ¢=0,p o — (Gu1 — Dn)Pr—2Pi-1 — Py 1Pi-1-

Portanto a, b e ¢ sdo nimeros inteiros, com a # 0 (pois z ¢é irracional e raiz do
polinémio, logo o grau da equagao nao pode ser menor do que 2). Entao, x é raiz de uma
equacao quadratica, logo z é um irracional quadratico.

Vamos supor agora, que x é um irracional quadratico. Entao existem A, B e C' inteiros,
A # 0, tais que

Az 4+ Bz +C =0, (13)

Portanto

L = )
n
onde m = —B, d = B?> — 4AC e n = 2A.
Como x é irracional, por hipotese, entao
r = [ag; a1, ..., a1, 0k, ...| = [ag;a1,. .., ax_1, ]
onde xy = [ag; agi1,-..]. Além disso, sendo ¢; 0 k-ésimo convergente de zy, temos que:

TrPlk—11TPk—2
k Trqk—11+qK—2 ( )

onde 22 e =L 30 os (k — 2)-¢simos e (k — 1)-ésimos convergentes de .

Substituindo a igualdade (14) na equagao (13), temos:
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A@Zgi:ix::z)2+Bxkpk_1+pk_2+C =0 = A(@ppr—1+pr—2)*+B(@rpr—1+Dr—2) (Trqr_1+

Trqr—1+qK—2

Qe—2) + C(Trqr-1+ qr—2)* =0
= Apri + Byay + Cp =0,

onde A, = Ap; |+ Bpr_1qs—1+Cqi_; — 12, By, = 2Ap_1pr—o + B(pr—1@r—2 + Pr—2@r—1) +
2Cqu—1qi—2 € Cp = Api_s + Bpr—oqi—2 + Cqi_,.

Vamos supor que A; = 0. Entao:

—Bgy_14+/_(B2—4AC
APy 4 B + Cqi_y = 0 = py = 2t/ )

24

Pr—1= Qk—1—7Bi\/£:*WC

Pk—1 _ —B+VB?—4AC

qr—1 24

Ou seja, % é raiz da equacao Ay? + By + C = 0, o que é um absurdo, pois z, que

é um nimero irracional, também é raiz dessa equacao, logo, essa equagao nao tem raizes
racionais.

Sendo assim, Ay # 0 e x;, é raiz de Apy? + Bry +Cr =0
Temos ainda que:

B} — 4A4,Cy = (B? — 4AC) (pr—1qk—2 — Pr—2qk-1)*

k—1
Como pr_1qx—2 — Pr—2qe—1 = (—1)* T] bs, e todos os b;’s sdo iguais a 1, entdo segue
i=1
que

Prk-19k—2 — Pk—2Gk—1 — (—1)k

Dai:
B? — 4A,Cy, = B* — 4AC
Ou seja,
_ mpt+Vd
Ll —
N
mp = —Bk e N = B]% - 4Aka
Mostramos entao que xy = [ak; agi1, Gkt2, - - -] € um irracional quadratico, para todo

k >0, que é raiz da equacao Apy® + Bry + Cy, onde Ay, By, C}, € Z.
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Agora, seja T uma das raizes da equacao Ay? + By + C = 0. Como z também é uma
das raizes dessa equacao, entao temos que:

A+ By+C = Ay —2)(y — )

Pk—1
dk—1

Escolhendo y = , temos:

AZ=LY 4 BB 1 O] = | AR - 2)(2t - 7)) = |Alls — 222 f7 - 2=

dk—1 dk—1 9k—1 dk—1

Como £:=1 & um convergente de z, entdo temos que |z — 2=1| < q21 . Entéo:
- - k-1

Pr—1\2 Pr—1 Al (= Pr—1

Pela desigualdade triangular, temos que:

T-l s E -2+ e -0l <lr -7+

1 —
qi71 <|[E—I|+1

Entao:

Pk—1)2 Pl— |A] =
A + B 0l < - (lr —7[+ 1)

dk—1

Multiplicando ambos os lados por ¢;_;, temos:

|Ap-1 + Bpre-1ai-1 + Cgiy| = [Ax| < [A[(Jz — 7 + 1)
Como Cj, = Aj_1, entao:

Ckl < |A[(lz =2+ 1)

E por fim, como B — 4A,C), = B? — 4AC, entdo temos que:

B} = B?—4AC+4A;,Cy < B2—4AC+4| A2 (|Jz—T|+1)* = B*+4[A%(Jz—T|+1)*— AC)]

= |Bi| < /BT + 4[A%([z — 7| + 1)2 — AC]

Portanto, tomando M = max{|A|(|x — Z| + 1); /B2 + 4[A%(Jz — 7| + 1)2 — AC]}, te-
mos que |Ag|, |Bx| e |Cx| sdo todos menores do que M. Portanto, como Ay, By e Cy sdo
inteiros, entao existe um numero finito de escolhas para tais coeficientes, portanto, em
algum momento, teremos que Ty, Tpir, € Tkir,, cOm 71,79 > 0,k > 0 serao raizes da
mesma equacao quadratica, fazendo com que, dos 3 ntimeros irracionais citados, 2 deles
sejam iguais. Digamos entao que xy = T4, para algum r > 0. Entao temos que:

T = [ak; A1, Afgt2, - - ] = [Gk+r; Alpr4-1; Qpdr42; - - ] = Thyr

Daf agy; = agireq, Vi > 0, fazendo com que
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Tr = [(lo;al,ag, . ,ak,l,xk] = [ao;al, ey Ay ARt 1y - - - ,akJrr,l]

Portanto, x é representado como uma fracao continua periodica.

Temos também o seguinte teorema

m+vd

€ puramente periodico se, e
n

Teorema 8. Um nimero irracional quadrdtico v =
somente se,

r>le—-1<z<0

onde T = m_n*/a € 0 conjugado de x.
Demonstrag¢ao. Vamos supor que x é puramente periodico. Entdo = = [ag; ag, az, - - -, a |-
Como a; > 1, para todo i > 0, entdo x > 1. E como = = [ap;a1,as, ..., ax, x|, entdo,
temos:
_ TPpt+Pr—1 2 _
T = ta, — It Q1T = PRZ + Pr-1

= @2 + (qe-1 — pe)T — pr-1 =10

onde z—’“ e z:—*i sa0 0s k — 1-ésimo e k-ésimo convergente de .

Entao z ¢ raiz do polinomio f(y) = quy* + (gr—1 — Pr)y — px—1. Temos ainda que:
f(=1) =aq — qu-1+ Dk — Pr1

Mas pr = appr—1+pr—2 € @k = arqr—1+qr—2, entao conclui-se que py > pr—1 € qr > qi—1.
Dai:

f(=1)>0

Temos ainda que f(0) = —pr_1 < 0. Entao, pelo teorema do valor intermediario,
segue que T, que ¢ a outra raiz de f(z), esta entre -1 e 0.

Seja agora x = [ag; a, as, ...] um nimero irracional tal que x > 1 e —1 <7 < 0. Seja
entdo ry = [ag;ai, as,...]. Temos ainda que o = x, logo Tg = T e —1 < Tg < 0. Vamos
supor entao que —1 < 7z, < 0, para algum r > 0. Entao, se z, = mrn;\/&, temos que

T, = mrn;\/&‘ Dai, temos:

r
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T — mr+1—\/g — (mrﬁ-lf\/a)nr — (mrﬁ—l*\/a)nr — _ Ny — Ny
r+1 Np41 d—m%_‘_l (\/E+mr+1)(\/g—mr+1) \/a+mr+l —a7»n7-+ﬂ17-—\/8
_ 1 _ 1
- mr*\/g 7 ET—ar

Sendo assim, como —1 < 7, < 0, entao temos:

—1-a,<T—a, < —a, = -+ < —=— < —

Tr—apr 1+a,

= 1< -0 <Tpp <~ <0

ar

Portanto, pelo principio da inducao, temos que —1 < 7 < 0, para todo k& > 0.

Temos entao que:

1
Tp—ag Th1

Tpy1 = =T — ag

Dai:
—1<7,<0=—-1—q, <7Tp —arp < —ag

1

= —1—a < =
Tht1

< —ag

=ap < —=—— < ap+1

Tl41

=0< —=———q <1
k+1

Th+1

:>ak:{— 1 J,Vk>0

Como x ¢ irracional quadratico, entao, pelo teorema 7, temos que ele é periddico.
Portanto, existem ¢ e j, com 0 < i < 7, tal que z; = ;. Entao 7; = 7; e

_ 1 1 _
= Tij—1 —ai,1+x—i—aj,1+x—j—l’j,1

Portanto, x; = z; implica que z;_1 = z;_;. Continuando com esse raciocinio, teremos
; j j ;
Ti = xj_, com ! =0,1,2,... ¢ Portanto, temos que x9 = x;_;, logo

x = [ag; ar, az, - - -, Aj—i—1 ]
O

Temos entao, que L\/EJ ++/d é um namero irracional quadratico (pois ele é da forma

%&7 onde m = {\/EJ e n = 1) e seu conjugado é dado por {\/C_ZJ —+/d, que é um namero
entre -1 e 0. Portanto, pelo teorema 8, temos que:
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L\/QJ +Vd = lay;ay,... a5 ]

onde aj = H\/aJ + \/EJ =2 {\/EJ
Entao

Vd = {\/EJ ++d— {\/QJ = la{;ay, ... a1 | — {\/EJ = [ag; a1, ..., a5_1,a( | — {\/EJ
=2 L\/EJ A1, ..., Qg1 a0 | — L\/ZZJ = [{\/EJ 1Ay, ..., Qp—1,ay |

Fazendo ag = a;/2, temos entao que:

\/ﬁ = |ag; as, ..., ax_1,2aq |

onde ay = {\/EJ

Temos entao que todo irracional quadratico (em especial a raiz quadrada nao exata)
pode ser escrita na forma de uma fracao continua simples.

Para aproximar valores de nimeros irracionais escritos como fracao continua simples,
temos o seguinte teorema:

Teorema 9. Seja v um nidmero irracional e Z—" um de seus convergentes. Entao, temos
n
que:

|z — B2 < &, ¥n €N

Demonstracao. Temos que:

(_1)n+2 1

dndn+1

Pnt1 Iﬁ| — |pn+1Qn_ann+1| — |
dn+1 dn dndn+1

dndn+1

Como n+1 = Pn+14n +'QH+1anlaentaO an < gn+1 € segue que:

Pn+1
dn+1

1 1
dnqn+1 q721,

Iy
qn

Pn+1

P entao segue que:
n

Como x é um ntmero que esta entre 7;—” e
n

|lo —Bo| < Bt _Po| o L yp e N
qn n+1 an qn

Usando o teorema 9, vamos resolver alguns exemplos:
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Exemplo 24.
Consiga wma aprozimacdo para \/3 com um erro menor do que 10~

Queremos entao achar z—: tal que |\/_ — Z—:| < 107*. Entdo basta achar o convergente
fl’—: tal que

é§10_4:>q22104:>qn2102
Como /3 = [1;1,2], entio temos que:
00:1:>p0:%:1

01:1+%:2:>p1:2 eqr =1

_ agpitbapo __ 22411 __ 5 - .
€2 = a2q1+b2go0 ~ 2.1+11 — 3 =p=>5eqp=3

__ agpotbspr __ 15412 __ 7 . -
€3= oo — I3l a1 P3=Teq=4

_ @4p3tbaps _ 27415 _ 19 o .
C4 = Qugstbaqy — 24+13 — 11 7 P4 = 9eq=11

_ aspatbsps __ 1.1941.7 __ 26 o .
€5 = Gsqutbsgs L1414 — 15 =ps =206 eq; =15

__ agpst+beps __ 2.26+1.19 __ 71 _ _
C6 = aegotbogqa — 2054111 — 41 7 P6 = 71 eqs =41

__ arpet+brps __ 1.7141.26 __ 97 _ _
C7T = Grqotbrgs — 1414115 — 56 —~ P7 = 97 e q7 = 56

__ asprtbspe __ 2.974+1.71 __ 265 _ _
C8 = asqrtbsas 2564141 — 153 — P8 = 265 e gs = 153

265 ~
153

para V'3 com erro menor do que 1074, ou seja, as 4 primeiras casas deimais de V3 sdo
7,3,2 e 0.

Dai, como qs > 102, entdo seque que cg = 1,7320261438 ¢ uma aproximacao
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Problemas envolvendo irracionalidade e fracoes con-
tinuas

. (OBM 2006) Sejam z e y niimeros racionais. Sabendo que {=2YZ3% também
é um ndmero racional, quanto vale o produto zy?

5 Qp z=5V2006 4 .., 5
Solugao: Se 4—a/2006 © racional, entao

£—5v2006 __ £—5v2006 4+yv2006 _ 4x—10030y + xy—20 2006
4—y+/2006 4—y~/2006 " 4+y~/2006 16—2006y2 16—2006y2

Portanto z:z\—ﬁ V;ggg ¢ um namero da forma A + B+/2006 (onde A e B sao nimeros

racionais) que é racional se B = 0. Portanto zy — 20 = 0 = zy = 20.

. Mostre que, se a, b e ¢ sao inteiros impares, entdao o polinémio az? + bx +c
nao tem raiz racional.

Solucao: Suponha que g, irredutivel, é raiz de az® + bz + c¢. Temos entdao que:

a(§)2+b§+c:0:>ap2+bpq+cq2:0

Como § é irredutivel, entao pelo menos um entre p e ¢ é impar. Temos entao 3

casos:
Caso 1: p e ¢ impares. Entao:
ap® + bpg + c¢* =0 = n° impar = 0 (Absurdo!)
~— S =
I I I
Caso 2: p impar e g par. Entao:
ap® + bpg + c¢® =0 = n° impar = 0 (Absurdo!)
~— S =
I P P
Caso 3: p par e ¢ impar. Entao:
ap® + bpg + c¢¢® =0 = n° impar = 0 (Absurdo!)

Portanto, nao existe ’5’ € Q que seja raiz de ax? + bx + c. Entdo ax?® + bz + ¢ ndo

tem raizes racionais.

. Mostre que v2,v/3 e v/5 ndo podem ser termos de uma mesma progressio
aritmética.

Solugdo: Vamos supor que v/2,v/3 e V5 sejam termos de uma mesma P.A. Entao,
existem ai,m,n,T € S tais que

V2=a+m—-1)rvV3=a,+(n—1revb=a,+(s—1)r
onde a; é o primeiro termo da P.A, r é a razao da P.A e m,n,s € N. Temos entao

que:

VE—v3 _ ait(s—Dr—ai—(n—Lr __ (s—m)r _ s—n 4 e ;
AvE T st D —(m=1)r = nomyr = nom» due é um nimero racional.

Mas
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VB-v3 _ VB-V3 VEHE _ TE 4 /10— /G —
Vivs = Vavavsis = VIS VI - V6 -3

Portanto v/15 4+ v/10 — v/6 é um namero racional. Mas, se z = v/15 + v/10 — /6,

entao temos que:

VI5+ V10— vV6=2= 15+ V10 =2+ 6
= 25+ 10v/6 = 2% + 226 + 6

= 26(5 — x) = 22 — 19

= 24(2? — 10z + 25) = 2% — 3822 + 361

= ot — 6222 + 2402 — 239 =0

Entdo V15 + v/10 — /6 é raiz da equacio z* — 6222 + 240z — 239 = 0. Para que um
nimero racional § seja raiz de x* — 6222 4 240x — 239 = 0, é necessério que p | —239

e q | 1. Portanto
Ié = +£1 ou £239

Mas temos que:

1 <15 < /15 + /10 — V6 < 2¢/16 = 8 < 239

Portanto v/15 + v/10 — v/6 néo pode ser um numero racional, logo, v/2,v3 e v/5
nao podem ser termos de uma P.A.

. Que numero racional equivale a fragao continua [3;2,4,5,10]?

Solugao: Temos que:

[3:2,4,5,10) = 3+ 7= =3+ 52— =3+ ;- =3+ 55 = o

1 51
i 2+ 710 2+914

4+ T
5+ﬁ

. Escreva as fragoes continuas dos nimeros 1875, —% e 4—78.

Solucao: Temos que

¢ 15=1847=8=17T+1=7=714+0= ¢ =1+7=[L17]
7

e 30=1-234+7=23=3-7T+2=7=3-24+1=2=2-1+0
30 __ 1 — [1-
j_ﬁ—_1+3+% —[1737372]

344
e 7T=0-L8+7T=248=6-7T+6=7=1-6+1=6=6-1+0
:>%ZO+—6+L:[O;67176]

1+3

. Escreva 3 fracdes continuas que equivalem a /6, uma simples e duas nio
simples.

Solugao: Para escrever as fragoes continuas nao simples, vamos usar a igualdade
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2 = I S
a’+b a—|—2a+ -
2a+——

Como 6 =12 +5 e 6 = 22 + 2, entdo temos que:

_ _ 5 _ 2
\/6_1+2+ﬁ OU\/6—2+F4+L

Para escrever a fragao continua simples, temos o seguinte

V6=2+V6-2=2+-1- =241 =q;=2cux = L2

Vo Vo
V6+2 _ V642 _ 1 1 . - )
T—2+T—2—2—|——\/62_2—2+\/6+2:>a1—26x2—\/6+2,
VBH2=44 (Vi1 —d=dt b =4t gy s m=den =42

Como z3 = x1, entao segue que T2 = Tj € a2 = a;, para todo k € N e todo
j € Z.. Portanto

V6 =2+ —1—— =[2;2,1]
+ﬁ

S o

. Mostre que a fragcao continua simples que equivale ao nimero de ouro

(145 ¢ dada por [1;1]

Solugdo: Fazendo z = [1;1 ], temos:
1 1

r—1=17 r =r=>rr-1)=1
1+

=22—x—-1=0

= o =155

1+
2

=

Como x > 0, entao segue que x =

. Quem é maior, [1;2,3,...,2009,2010] ou [1;2,3,...,2009,2011]?

Solugao: Temos que [1;2,3,...,2009,2011] = [1;2,3,...,2009,2010, 1], onde ¢y = 1,

¢ =[1;2],c2 = [1;2,3], ...s80 os convergentes de [1;2,3,...,2009,2010, 1]. Entao
C2009 — [1, 2, ceey 2010] € Co010 — [1, 2, Ce ,2010, 1]

Pelo Teorema 6, temos que ¢y, < ¢o,_1, para todo n natural. Entao csgi0 < €209,
portanto
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[1:2,...,2009,2010] > [1:2,...,2009,2011]

9. Encontre as 6 primeiras casas decimais de /80.

Solugao: A fragao continua simples que representa /80 é [8;1,16 ]. Temos ainda
que
P 1
\/8_ - < )
Qn qn

onde Z—” é um dos convergentes de v/80. Como queremos descobrir as 6 primeiras
n

casas decimais de v/ 80, entao queremos achar Z—" tal que

’\/8 _Pel g6

4n

Combinando as duas desigualdades, entao temos que achar um convergente de v/80
tal que b, > 103. O primeiro convergente onde isso acontece é o cg = %, cuja
forma decimal é aproximadamente 8,94427188, e que tem as 6 primeiras casas de-

cimais iguais as 6 primeiras casas decimais de /80.
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6 Apéndice

6.1 Teoria dos corpos X irracionalidade
6.1.1 Definicao de corpo

Para a definirmos o que ¢ um corpo, é necessario saber o conceito de grupo.
Definicao 10. (Grupo)

Uma estrutura algébrica com uma composi¢ao interna (G,-) é denominada um grupo,
se

(i) a(bc) = (ab)c para todos a,b,c € G;

(ii) Existe um tunico e € G, tal que a-e = e-a = a, para todo a € G (elemento neutro);

(iii) Para todo a € G, existe um tinico a™* € G com aa™' = a"'a = e (inverso).

Um exemplo de grupo é o (Z, +), pois a operacao de adigao é associativa, 0 é o elemento
neutro e —a é o inverso.

Um subgrupo de um grupo (G, +) é uma estrutura (H,-), onde H C G e (H,-) é um
grupo. Temos ainda que um grupo (G,-) é dito abeliano, se vale

a-b=">-a,

para todo a,b € G.
Vamos entao a definicao de um corpo.
Definicao 11. (Corpo)

Seja K um conjunto nao-vazio sobre o qual podem ser definidas as operacoes bindrias
+ e .. A estrutura (K,+,-) é um corpo se

(1) (K,4+) é um grupo abeliano;
(i1) (K —{0},-) € um grupo abeliano (0 elemento neutro da operagao +);
(ii1) (a + b)c = ac + be, para todo a,b,c € K.

Note que (Z,+,-) ndo é um corpo, pois (Z — {0},-) ndo é um grupo. Ja (Q,+,:),
(R,+,-) e (C,+, ) sao corpos.
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6.1.2 Extensao de um corpo

Definicao 12. (Subcorpo)
Dado um corpo C, temos que K € dito subcorpo de C se K é um corpo e K C C.
Defini¢ao 13. (Extensdo de um corpo)

Dados dois corpos L e K, dizemos que L € uma extensao de K (notagao L | K ), quando
K for um subcorpo de L. Neste caso, consideramos L como um K -espaco vetorial.

Seja L | K uma extensao de corpos. Dizemos que o € L € algébrico sobre K, quando
existe um polinémio P € K[x] nao nulo, tal que P(a) = 0, isto é, quando « for raiz de
um polindomio nao nulo com coeficientes em K.

Defini¢ao 14. (Polinémio minimal)

Sejam L | K uma extensao de corpos e o € L algébrico sobre K. O polinémio minimal
de o sobre K, denotado por P, i, € o polinémio monico de menor grau com coeficientes
em K que tem o« como raiz. Nesse caso, o grau de « € definido como o grau de seu
polinomio minimal, isto €, gr(Pa k).

Exemplo 25. O nimero /7 — 210 € algébrico de grau 4 e seu polindmio minimal €

4 2 oA . .. 1 s 9 1
x* —142° 4+ 9. O polindomio minimal de B e —5

Seja L | K extensao de corpos e a € L algébrico sobre K. Temos entao o conjunto

K(a) = {53 : P,Q € K[2],Q(a) # 0},

que é chamado de adjuncao de o em K.

O grau da extensao L | K, denotada por [L : K], é igual a dimensdao de L como
K-espago vetorial. Dizemos também que [ é uma base da extensdo L | K, quando 3 é
base do K-espaco vetorial.

Teorema 10. Sejam L | K uma extensio e o € L algébrico sobre K de grau n. Entdo
[K(a): K]=ne{l,a,...,a" '} é uma base de L | K.

6.1.3 Irracionalidade de (a +b%/z)" e Yz + /y

Proposigao 7. Sejam a,b € Q*, m inteiro maior do que 1 ¢ ¥/x €1, com x € Q. Entdo
o nimero (a+ bx/x)" é irracional.
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Demonstrag¢ao. Vamos considerar a e b positivos, a principio. Temos que:

(a+ b3/ =3 (Nt Val = 3 A, ¥V,
=0 =0
tal que Ay, = (})a" "o,

Vamos supor que (a + b /z)" = B € Q. Entao temos que:
B=Ao+ A /x + A Va2 + -+ A, Vam

Temos entao 2 casos:
Caso 1: n<m

Temos que:

B=Ag+ A T+ AT 4+ A" = (Ag—B) - 1+ A T+ Ay Va2 + -+
A, ¥/ =0

Como {/z é algébrico sobre Q de grau m, entao pelo Teorema 10 temos que [Q( /) :

Ql=me { Wz, Va2, ..., ¥Vom1} ¢ uma base de Q( ¥/x) | Q.
Como n < m, entdo {1, ¥z, Va2, ..., ¥z} C {1, ¥/x, Va2,..., ¥azm1} e dai:
(Ag— B)+ Ay ¥z + A Va2 + - + A, /2" =0= Ay~ B=0
= B =A,
=bx/r =0,
que é um absurdo, pois b é nao nulo e {/x é irracional.
Caso 2: n>m

Seja r o maior inteiro tal que rm < n. Entao n —rm =1t > 0. Dai

m—1 2m—1 n=rm-t
(a+bx/x)"= > A Vai+zx Y, a; Var™+---+a" > A Varm
i=0 i=m i=rm

m—1 i
= 3 B; Vai,
=0

onde
r .
S at Ak, para 0 < k <t
By =¢34
S w A, parat <k <m—1
i=0
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Entéo, como 1, {/x, ..., ¥Va™~! forma uma base para Q( ¥/z) | Q, segue que:
Bi=By=---=Bj1=0,
que ¢ um absurdo, pois cada By equivale a soma de niimeros positivos, logo, também sao
positivos.

Portanto, segue que (a + b %/z)™ ¢ um numero irracional, para a,b > 0. Caso a e b
fossem negativos, o nimero permaneceria o0 mesmo (se n for par) ou apenas trocaria de
sinal (se n for impar), portanto, continuaria irracional. Se apenas um entre a e b fosse
negativo (digamos b), entao teriamos os casos:

Caso 1: n<m

A demonstracao da irracionalidade nesse caso é analoga ao caso 1 com a e b positivos,
pois chegariamos a mesma conclusao de que b {/z = 0, o que seria um absurdo.

Caso 2: n>m

Temos que
m—1
(a+by/a) =3 BV,
i=0

onde os By’s considerados sao os mesmos do caso 2 com a e b positivos. Se m é par,
entao segue que B é uma soma de nimeros positivos se k for par, e uma soma de
nimeros negativos se k for impar. Dai, supondo que (a + b §/z)™ é racional, chegarfamos
a conclusao que By = By = --- = B,,_1 = 0, 0 que é um absurdo. Se m é impar, entao
(a—bx/z)" = (a+bX/—x)", que é um nimero irracional, pelo caso 2 com a e b positivos.
Entéo segue que (a + b {/z)" é irracional para todo a,b € Q nao nulos e {/x irracional.

[]

Proposigao 8. Sejam m,n inteiros maiores do que 1 e x,y racionais tais que Yw e VY
sao nimeros irracionais. Entao X/x £ {/y € irracional.

Demonstragao. Suponha que ¥/z + /y = a € Q. Entao temos que

Vy=a— Yr=y=(a— )",

que é um absurdo, pois y é um ntmero racional e (¢ — ¥/x)" é um namero irracional
(proposicao 7). Portanto X/x 4+ {/y é irracional.

De maneira analoga, mostramos que %/z — {/y também é irracional (pois (a 4+ {/x)"
é irracional). Portanto, segue que {/z £ {/y é irracional.

O
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6.2 Obtendo a fracao continua da constante e

Teorema 11. A fracdo continua de e é dada por:

e=2+ L =12;(1,1),(1,2),(2,3),(3,4), (4,5),...].

Pn

Demonstrag¢ao. Queremos mostrar que e = lim 2* onde o € um convergente da fracao
n

n—oo In ’
continua de e. Para isso, vamos mostrar que p, = (n + 1)! + nl e ¢, = d,, + d,,41, para

todo n > 0, onde d,, é o ntimero de desarranjos do conjunto {1,2,...,n}, isto é, o nimero
de permutagoes dos elementos do conjunto {1,2,...,n} que nao preserva a posi¢gao de
nenhum elemento. A funcao d,, obedece a seguinte recursao

d,=(n—-1)(dy—1 +dn—2),onde d; =0edy=1.

Resolvendo a recursao acima, obtemos
n 1 k
d, =nl) (G k!)
i=0
Dai, dados ag =2, 01 =1,a,=n,Yn>1eb, =n—1,Vn > 2, temos:

po=2=(0+1)!+0!

Supondo agora, que py = (k+ 1)! + k! para todo k < n, temos que:
Pnt1 = An1Pn + bppipnor = (n+ 1)[(n + D!+ nl] + nnl + (n — 1)]]
=m+2)n+ D)+ n+nl=mn+2)+(n+1)!

Temos ainda que:
Q1:1:0+1:d1+d2

Supondo agora que qx = di + di+1, para todo k < n, entao temos:
gn+1 = An4+19n + bn+1Qn71 = (n + 1)(dn + dnJrl) + n(dnfl + dn) = dn+2 + dn+1

Portanto, pelo principio da indugao, temos que p, = (n + 1) +nle ¢, = d,, + dps1
para todo n > 0. Dessa forma, temos

67



lim 2z

Er — lim
n—oo In

oo
Mas temos que a série de Taylor de e* é dada por >

Logo,

(n+D)Hn! . 1+
n—oo dn+dn+1

1
n+1

dn dntt
n—o0 7(n+1)!+

k!

.rk
77> bortanto
k=0

lim 22 = L —¢
n—oo In e

=12;(1,1),(1,2),(2,3),(3,4), (4,5),.
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