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Resumo

Barros, Humberto Gullo de; Palmeira, Carlos Frederico Borges.
Trigonometria: Formulas de Adicdo e Subtracdo de Arcos. Rio de
Janeiro, 2014. 73p. Dissertacdo de Mestrado — Departamento de
Matematica, Pontificia Universidade Catolica do Rio de Janeiro.

Trata-se de uma proposta que visa orientar o professor de Matematica do
Ensino Médio em relagdo as dificuldades encontradas no ensino-aprendizagem da
Trigonometria. Mais especificamente, para facilitar, com demonstragdes
alternativas, o desenvolvimento das formulas de adicdo de arcos. Para o
desenvolvimento desse trabalho, optou-se pela metodologia da pesquisa

documental, na qual se buscou os subsidios para o desenvolvimento da proposta.

Palavras-chave

Trigonometria; Seno; Cosseno; Adicdo de arcos.
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Abstract

Barros, Humberto Gullo de; Palmeira, Carlos Frederico Borges (Advisor).
Trigonometry: Angle Addition Formulas. Rio de Janeiro, 2014. 73p. MSc.
Dissertation — Departamento de Matematica, Pontificia Universidade Catolica do
Rio de Janeiro.

It is a proposal which aims to guide Mathematics High School teachers to
cope with the difficulties faced in the teaching-learning process of trigonometry.
More specifically, it will facilitate the development of arc addition formulas by
the use of alternative statements. In order to improve this work, it was chosen the
documentary research methodology, where the subsidies for the development of
this proposal were searched.

Keywords

Trigonometry; Sine; Cossine; Adding Arcs.
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1 Introducéao

A Trigonometria comeca a fazer parte do contetdo programético de Matemaética a
partir do 9" ano do ensino fundamental. E para o desenvolvimento de contelidos
mais elaborados é necessario amadurecer alguns conceitos em matematica, por
ISS0 a trigonometria se estende nos anos seguintes.

Uma das maiores dificuldades para os professores de matematica esta em se fazer
entender nas demonstracdes de férmulas. Talvez porque, usualmente, elas ndo
sejam apresentadas nos livros didaticos de maneira simples, ou entdo sdo
omitidas.

Pesquisas informais junto aos alunos e professores tém mostrado exemplos
expressivos dessas dificuldades.

Alguns amigos professores apresentam as formulas de adi¢do de arcos sem a
devida demonstracdo em sala de aula. Justificam que tais demonstracfes sao
longas, complicadas e até desmotivam a aprendizagem. Outros preferem apenas
cita-las e criam rimas e cangdes para decora-las.

A demonstracdo em matematica € uma das competéncias indicadas nos PCNs
(Paré@metros Curriculares Nacionais), para o ensino fundamental e para o ensino
médio, como parte integrante do curriculo da escola bésica.

Este trabalho tem como objetivo minimizar as dificuldades no ensino-
aprendizagem das formulas de adicdo de arcos na trigonometria, apresentando um
material de consulta, principalmente para futuros professores, possibilitando a
preparacdo de suas aulas com demonstracdes alternativas das formulas de adicao
de arcos na trigonometria, que ndo constam, usualmente, em livros didaticos.

Para o desenvolvimento desse trabalho, optou-se pela metodologia da pesquisa
documental, na qual se buscou os subsidios para o desenvolvimento da proposta,
ou seja, buscar formas alternativas para o ensino-aprendizagem da adicéo de arcos
na trigonometria.

Inicialmente, serdo apresentados alguns conceitos e pré-requisitos necessarios
para o desenvolvimento do tema.

A Trigonometria pode, para fins didaticos, ser subdividida. Temos, por exemplo, a
Trigonometria no Triangulo Retangulo, a Trigonometria no Circulo

Trigonomeétrico, a Trigonometria na Esfera, entre outros.
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Apos refletir sobre qual forma de abordagem seria utilizada neste Trabalho,
optou-se por escrever sobre duas delas: A trigonometria no Tridngulo Reténgulo e
depois sobre a trigonometria no Circulo Trigonométrico.

Historicamente, o seno e o cosseno foram introduzidos como razfes entre o0s
comprimentos dos lados de um triangulo retangulo e estavam definidos somente
para angulos agudos.

J& no contexto do circulo trigonométrico, para introduzir o seno e 0 cosseno,
tomamos como referéncia um circulo orientado S*, de raio unitario, com centro
na origem de um sistema de eixos cartesianos, e consideramos os angulos centrais

que possuem um dos lados no eixo horizontal e o outro definido por um segmento

OP, onde P é um ponto sobre a circunferéncia.

No circulo trigonométrico, o seno e 0 cosseno corresponderdo as medidas das

projecdes do segmento OP sobre 0s eixos cartesianos.

Y

P=(z,y)

f H |U=(10

Figura 1: Seno e cosseno no circulo trigonomeétrico

Se P estd no primeiro quadrante, os angulos determinados sdo agudos e tudo
ocorre como no contexto das razdes trigonométricas no triangulo retangulo.

Se movermos P sobre a circunferéncia, obteremos angulos obtusos, podemos
ainda dar mais de uma volta completa no circulo e também percorré-lo no sentido
negativo (horario). Com a introducdo da funcéo de Euler, (que ainda sera definida
neste trabalho), os conceitos inicialmente construidos, ou seja, agueles que usam o
triangulo retangulo como referéncia e as defini¢cdes limitadas a angulos agudos
serdo estendidos. Assim, passaremos a tratar de seno e cosseno de nUmeros reais e

generalizar todas as formulas de trigopnometria.
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De forma geral, todas as relagcdes entre razes trigonométricas sdo na verdade
expressdes algebricas de propriedades geométricas envolvendo os tridngulos
retangulos, seus lados e seus angulos.

Visando minimizar o que foi exposto, este Trabalho de Concluséo de Curso
retne diferentes maneiras de demonstrar as formulas de adi¢&o de arcos. Servindo
como consulta para a preparacao de futuras aulas de trigonometria.

Desta forma, busca-se responder a seguinte questdo: Como minimizar as
dificuldades, no ensino-aprendizagem, das férmulas de adicdo de arcos na

trigonometria?
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2 A trigonometria no triangulo retangulo

A trigonometria foi inventada hd mais de dois mil anos. Ela consiste,
essencialmente, em associar a cada angulo «, definido como a unido de um par
de semirretas de mesma origem, ndo contidas numa mesma reta (Rezende;
Queiroz, 2000, p. 21), certos nUmeros como 0 cos« (0 cosseno de «) e 0 sena (0
seno de «) . Até entdo, as relagdes métricas nos triangulos se restringiam em
estabelecer férmulas que relacionavam entre si comprimentos de segmentos
(alturas, lados, bissetrizes, etc.). J& a Trigonometria relacionava angulos com

segmentos.

2.1 Conceitos e pré-requisitos
A base tedrica na qual se fundamentou originalmente a Trigonometria foi a
semelhanga de tridngulos, que garante que as definigbes de cosa e sena Sao

coerentes, isto é, independem de qual tenha sido o triangulo retangulo ABC

escolhido.

2.1.1 Definicdo de seno e cosseno de um angulo agudo

Dado um angulo agudo «, constréi-se um triangulo retangulo ABC no qual

a = BAC seja um dos seus angulos.

Se AC é a hipotenusa, define-se:

AB BC ; A
COSax =—= € Sena =—
AC AC Figura 2: Seno e cosseno de um angulo agudo


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1212452/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 1212452/CA

17

Se tivéssemos construido qualquer outro tridngulo retangulo AB'C' de modo
analogo, ele seria semelhante a ABC por ter um angulo agudo comum, logo
AB_AB' BC _BC c

AC AC' AC AC" c

: .

Figura 3: Seno e cosseno de um angulo agudo
Assim, teriamos 0s mesmos valores para cosa € sen« . Portanto, de acordo com
a definicdo acima, esses valores sdo numeros associados ao angulo « que
independem do triangulo retangulo ABC escolhido.
Veremos a seguir que € evidente, a partir da definicdo, que o cosseno de um
angulo agudo é igual ao seno do seu complemento e vice-versa. Dai a palavra

cosseno (seno do complemento).

Pela lei angular de Thales: g =90°-a (€ 0 complemento de «)

b
senad=— e Cosa=
a

VT oo

c
senf=— e cosp=
a

Logo: senax =cosf € cosa =sens

sen o = cos (90°—c)

CoS & =sen (90°—a) Figura 4: Seno e cosseno do complemento de um angulo
Logo, construida uma tabela para os valores do seno de um angulo agudo,
podemos construir a dos cossenos.

Como ja& mencionamos, historicamente o seno e o cosseno foram introduzidos
como razdes entre lados de um tridngulo retangulo, e estavam definidas para
angulos do intervalo (0°, 90°).

Entretanto para que possamos tratar das ferramentas adequadas a qualquer

triangulo é necessario definir seno e cosseno para angulos até 180°.
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2.1.2 Definicdo de seno e cosseno de angulos reto e obtuso

No caso do angulo reto, definimos: sen 90° = 1 e cos 90° = 0.

Seja agora B um angulo obtuso. Para definir as razbes trigonométricas de 3,

vamos considerar seu suplemento « =180°-4.

Definimos:

senf=sena e oS =-CoSsa

As figuras a seguir permitem visualizar o seno e 0 cosseno de angulos agudos ou

obtusos. Nelas tomamos AC =1.

A T B B T A
Figura 5: Seno e cosseno de um angulo Figura 6: Seno e cosseno de um angulo
agudo obtuso

Na figura 5, temos sena =y e cosa =X
Na figura 6, temos senf =y e cos ff=—X
Assim, temos:

senf3 = sen o = senf = sen (180°—3)

cos B = —Cos @ = cos 3 = —0s (180°—f3)
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2.1.3 Relagao fundamental

Dado um angulo agudo «, constréi-se um triangulo retangulo ABC no qual
a = ABC seja um dos angulos. Com BC=a, AC=b e AB=c , conforme
figura a seguir:

Assim, temos: c

b
sena=— € Cosa=
a

e}

Figura 7: Relagdo fundamental

Aplicando o Teorema de Pitagoras no tridngulo ABC , temos:

b’ +c* =a’
2 C2 b2 +C2 a.2
Assim, podemos escrever: sen‘a +cos’a =—+—=—r—=—=1
a“ a a a
Logo, sena +cos’a =1
C
Podemos observar também que:
a

b b= a.sena
sena=—=b=a.sena

a

C x
COSq@ =—=C=a.cosa B ¢ = a.cosa A

a

Figura 8: Catetos em fung¢éo do seno ou cosseno e da hipotenusa

Assim, podemos escrever 0s catetos de um triangulo retangulo em funcéo do seno

e do cosseno de um angulo agudo e da hipotenusa.
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2.1.4 Lei dos cossenos
Seja ABC um triangulo tal que BC=a ,CA=b e AB=c. Sejaainda h=CH

a altura baixada de C sobre o lado AB. Ha duas possibilidades, ilustradas nas

figuras, conforme o ponto H pertenca a0 segmento AB ou esteja sobre seu

prolongamento.

m

Figura 9: Lei dos cossenos- Figyra 10: Lei dPS C0OSSenos -
Triangulo acutangulo Triangulo obtusangulo
)] No primeiro caso, seja m=AH =b.cosA. O Teorema de Pitagoras

aplicado aos triangulos AHC e BHC fornece as igualdades:

b? =h*+m?
e

a?=h?+(c—-mf =h®+c*-2cm+m?

Mas como m = b.cos A

Temos : a? =h? + ¢ — 2.cb.cos A+ m?

Comparando estas igualdades obtemos:

a’=b?+c?—2bc.cos A
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1)  No segundo caso, m= AH = b.cos(180°—A)= —b.cosA.

Novamente o Teorema de Pitdgoras aplicado aos triangulos AHC e BHC nos da:

0% = h? + m’

e

a?=h?+(c+m) =h*+c?+2.cm+m?
Mas como m =—b.cos A

Temos: a =h?+¢? —2.ch.cos A+m?

Dai resulta, como antes, que:

a’=b?+c?—2bc.cos A

Analogamente, tem-se também:

b? =a? +c? —2ac.cos B
c? =a? +b? —2ab.cosC

Observe que, quando A é um angulo reto, a Lei dos Cossenos se reduz ao

Teorema de Pitagoras.

Uma utilizacdo importante da Lei dos Cossenos, € a de podermos, facilmente,
obter os cossenos dos angulos de um triangulo quando seus lados sdo conhecidos.

2.1.5 Lei dos senos

Mostraremos a seguir que, em todo triangulo, a razdo entre um lado e o0 seno do
angulo oposto é constante e igual ao didmetro do circulo circunscrito a esse

triangulo.
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Seja ABC um triangulo tal que BC=a ,CA=b e AB=c.

Seja R o raio da circunferéncia circunscrita. Entéo:

a b C

A: A: AIZR
sen A senB senC

Demonstracgéo:

Hé& duas possibilidades, ilustradas nas figuras, conforme o ponto H pertenca ao

segmento AB ou esteja sobre seu prolongamento.

I) No primeiro caso, tracando a altura h, do triangulo ABC relativa ao vertice C,

temos: C

T
H

o

Figura 11: Lei dos senos- Triangulo acutangulo

No triangulo AHC, h =b.sen A

No triangulo BHC, h =a.senB

Logo, b.senA = asenB = —2 = b_ (1)
sen A senB
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Ainda no primeiro caso, tragcando a altura h,do tridngulo ABC relativa ao Vvértice

A, temos:

At B

Figura 12: Lei dos senos- Triangulo acutangulo

No triangulo AHC, h, =b.senC

No triangulo AHB, h, =c.sen B

Logo, b.senC=csenB=—" - b_ (2)
senC senB

Comparando (1) e (2), temos:

a b ¢
senA senB senC

I1) No segundo caso, tragando a altura h, do triangulo ABC relativa ao vértice C,

temos:

H A ¢ B

Figura 13: Lei dos senos- Triangulo obtusangulo
No tridngulo AHC, h, =b.sen (180°-A)
Mas como sabemos que sen (180°—A) =sen A,
Temos: h, =b.sen A

No triangulo BHC, h =a.senB

Logo, b.sen A—a.senB= —> - b_ 3)
sen A senB
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Ainda no segundo caso, tracando a altura h, do trisngulo ABC , relativa ao Vvértice

A, temos: c
AV,

,, y

A ; ¢ B

Figura 14: Lei dos senos-
Tridngulo obtusangulo

No triangulo AHC, h, =b.senC

No triangulo AHB, h, =c.sen B

Logo, b.senC =c.senB= — = bA (4)
senC senB

Comparando (3) e (4), temos:

a b c
senA senB senC

Para completar a demonstracdo, ainda temos uma interpretacdo geométrica para a

N b
razao —
sen B

Caso B seja um angulo agudo, temos:

Seja CD um diametro.

Figura 15: Lei dos senos
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Os angulos ABC e ADC sdo congruentes, pois ambos sdo angulos inscritos na
mesma circunferéncia e compreendem o mesmo arco AC .

Assim, no triangulo ADC,

sen B = b = b ~ =2R = didmetro do circulo circunscrito ao tridngulo ABC.
2R senB

Analogamente,

senA=2 o & __9R
2R sen A

senC=" o C __2R
2R senC

Finalmente,

a b C _,R

senA senB senC

Caso B seja um angulo obtuso, temos:

Seja CD um diametro.

Figura 16: Lei dos senos
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O angulo ABC, inscrito na circunferéncia acima, compreende o arco ADC. O

angulo ADC, também inscrito na mesma circunferéncia, compreende o arco
ABC .

Sendo o angulo ABC igual a B, temos que o angulo ADC é igual a 180°—B,

pois 0s arcos que eles compreendem séo replementares (cuja soma é igual a 360°).

Assim, no triangulo ADC,

sen (180°-B) = % = didmetro do circulo circunscrito ao triangulo ABC.

Mas como sen (180°—B) =sen B, temos:

b

—=2R
sen B

sen (180°-B) =sen B = b
2R

Analogamente,

sen A= 2 _9R
2R sen A
senC=" % _9oR
2R senC
Finalmente,
a b c

A: A: A:2R
senA senB senC

2.1.6 Area de um tridngulo em func&o de dois lados e o angulo

formado por eles

Conhecemos bem a formula da area do triangulo como sendo o semiproduto da
base pela altura. Expressaremos esta area como funcdo de dois lados e o angulo

formado por eles.
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Demonstracéo:

Seja ABC um triangulo tal que BC=a ,CA=b e AB=c.

Hé& duas possibilidades, ilustradas nas figuras, conforme o ponto H pertenca ao

segmento AC ou esteja sobre seu prolongamento.

Figura 17: Area de um triangulo acutangulo Figura 18: Area de um tridngulo obtusangulo

Como mencionado inicialmente, sabemos que a area deste triangulo ABC deve

x . F base - altura
ser calculada pela expressdo: Area = ———

Logo, Area = b-h

Podemos notar nas duas figuras que o triangulo formado pelos vértices BCH &

um triangulo retangulo, e entdo podemos usar 0s conceitos trigonométricos.

Na figura 17, temos: send = 2 = h=a-send

Na figura 18, temos: sen (180°—8) =sené = 2 = h=a-send

Como temos agora esta expressao para a altura do tridngulo ABC , podemos
substitui-la na nossa primeira formula para a area.

Assim, teremos: Area = b_2h _ Areg = P-a-send

Logo, Area = M

Essa formula serd usada na proposta 2, na demonstracdo da formula da adicdo de

arcos no contexto da trigonometria no triangulo retangulo.
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3 Demonstracdes das formulas da adicdo de arcos no

contexto da trigonometria no triangulo retangulo

Em um tridngulo retangulo, cosa e sena estdo definidos apenas para angulos
positivos agudos 0°< a < 90°. H& boas razdes para estender ambas as defini¢oes a
outros valores de angulos, mas para fazé-las, mesmo para 0° e 90° ou até mesmo
para angulos obtusos, sdo exigidas definicdes adicionais, as quais foram
apresentadas quando tratamos de seno e cosseno de angulos obtusos.

Sem extensdes apropriadas, as definicbes s6 permitem derivar férmulas sujeitas as
limitagdes de angulos.

Estamos preocupados aqui, neste contexto, em apresentar as férmulas, nas quais
todos os angulos envolvidos satisfagam as limitacGes basicas inerentes ao
triangulo.

Naturalmente, ap6s a extensdo das definicbes, as férmulas permanecerdo

verdadeiras para todos os valores dos dois angulos ae S, mas isto sO sera

possivel quando tratarmos de trigonometria no circulo trigonomeétrico.

Cada professor tem a sua demonstracdo favorita das importantes formulas
Sen(aib) e COS (aib). De qualquer forma, é sabido que deduzida uma delas,

as outras podem ser obtidas por complemento, suplemento, etc.

3.1 Proposta 1 - Demonstracdo do seno da soma de arcos

Uma das mais simples e rapidas que se conhece € uma demonstracdo que se
baseia, em primeiro lugar, na conhecida férmula: a=b.cosC +c.cosB , onde
a,b,c, A B,C sdo os lados e os angulos respectivos de um triangulo.

Essa formula pode ser visualizada facilmente e diz apenas que o lado a é a soma
(ou a diferenca, se B ou C for obtuso) das projecbes ortogonais dos lados b e ¢

sobre o proprio a, como se Vé nas figuras.
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B a C

b.cosC'

Figura 19: Demonstragéo do seno Figura 20: Demonstragao do seno
da soma de arcos da soma de arcos

Na figura 19, temos: a =b.cosC +c.cos B

Na figura 20, temos: a =b.cosC —c. cos.(180 - é)

a=h.cosC — c.(— cos I§)

a=Db.cosC +c.cos B
Assim, sempre poderemos escrever : a=b.cosC +c.cosB (1)

Por outro lado, a Lei dos Senos em um triangulo (que foi demonstrada

anteriormente) afirma que:

a b ¢
senA senB senC

=2R (2

Onde R é o raio do circulo circunscrito ao triangulo ABC

Segue-se de (2) que, num triangulo de didmetro 1, ou seja, 2R=1, temos:

a b Cc

A: A: ;\:l
sen A senB senC

—a=senA , b=senB , c=senC
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Entdo, para um triangulo inscrito nesse circulo, a formula (1) se lé:

a=b.cosC +c.cos B

sen A =sen B.cosC +sen C.cos B

E como, finalmente, o angulo Aéo suplemento de B +C, ou Seja, tem 0 mesmo

seno, obtém-se a célebre formula:

sen (I§ + é)= sen B.cosC +sen C.cos B

Vale ressaltar que essa deducdo é valida para B+C < 180° Isto é sempre

verdade, pois A+ B+C =180°.

3.2 Proposta 2: Outra demonstracdo do seno da soma de

arcos

Como em qualquer triangulo a area é igual ao semiproduto de dois lados pelo seno
do angulo formado por eles, temos as seguintes relaces para os trés triangulos da

figura abaixo:

A ,, C

Figura 21: Outra demonstracdo do seno da soma de arcos
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No triangulo ABC: Area,,. = %.b.c.sen (a+p)
i ; 1
No triangulo ABD: Area,, = E.c.b.cos asenp

No triangulo ACD: Area,., = %.b.c cos f.sena
E como Area,,. = Area,,, + Area,.,, temos:

%.b.c.sen (a+p) = %.c.b. cosa.seng + %.b.c cos fsena

Simplificando, temos:

sen (« + ) =cosa.senf +cos S.sena

Ou ainda:

sen (a + ff) =sena.cos 3 +sen.cos a

Vale ressaltar que esta demonstragdo supde como limitagdo: 0°< « + £ <180°

3.3 Proposta 3: Uma demonstracdo do seno da soma e do

seno da diferenca de arcos

A demonstracdo a seguir supde como limitacdo: 0°<a,b,a—b,a+b<90°

a) sen(a+b)=sena.cosb+senb.cosa

b) sen (a—b)=sen a.cosb—senb.cosa
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Para demonstrar a primeira parte, considera-se a figura (22) onde:

OC=1 ABLOC, AOC=ae BOC=b.

Temos entdo, OA=1/cosa, OB=1/cosb, CA=tg a, CB=tg b
Tragando AD L OB, temos que AD =OA sen (a+b).

Usando novamente que OB.AD = AB.OC, temos:

A
D
c B
1
a
b f b
O D B 0 \ e 1 (
Figura 22: Uma demonstracdo Figura 23: Uma demonstracéo
do seno da soma de arcos do seno da diferenca de arcos

1 1
_— b)=(t tgb)1
cosh cosa sen(a+ ) (ga+ g )

_ sen (a+b) sena  senb  _ sen (a+b) sena.cosb+senb.cosa
cosa.cosb cosa cosb cosa.cosb cosa.cosb

= sen (a+b)=sena.cosb+senb.cosa

Ficando provada a primeira parte da proposicdo. A demonstracdo da segunda

parte € inteiramente andloga, bastando considerar a figura 23.
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3.4 Proposta 4: Uma demonstracdo do seno da diferenca de

arcos e do cosseno da diferenca de arcos

Inicialmente, construimos um triangulo retangulo AEF de hipotenusa igual a 1

inscrito em um retangulo ABCD, conforme figura.

D F c

a—[f3

Figura 24: Uma demonstracdo do seno e do
cosseno da diferenca de arcos

Sendo os angulos EAF = 4 e FAB =« temos:

O angulo EAB =a — f3, entdo:

AF =cos B e EF =seng

senf?

cos/?

a— [

Figura 25: Uma demonstracéo do seno e do cosseno
da diferenca de arcos

E ainda, AB =cos(— ) e BE =sen (« — )
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E como o angulo CEF =« e 0 angulo AFD = «, temos:

CE =senf.cosa, CF =sena.senf, FD =cosa.cos 8 e AD =sena.cos /3

b cosa.cosf3 F sena.senf3 o
«

senf o | senf.cosa

b B

sena.cos(3 cosf3
sen(a — Q)
1
&}
=
4 cos(a — ) B

Figura 26: Uma demonstracdo do seno e do
cosseno da diferenca de arcos

E como ABCD é um retangulo, as medidas dos lados opostos séo iguais. Assim,

temos:

cos(a — ) =cos a - cos B +sena -senf
E

sen (« — ) +senf.cos o =sena.cos

Ou ainda:

sen (o — ff) = sena.cos f —senf.cos o

Vale ressaltar que esta demonstracao supde como limitagéo:
0°< e, B, — B <90°
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3.5 Proposta5: Umademonstragcdo do seno da soma de arcos e

do cosseno da soma de arcos

Inicialmente, construimos um tridngulo retdngulo AEF de hipotenusa igual a 1

inscrito em um retangulo ABCD , conforme figura.

x

Figura 27: Uma demonstracdo do seno e
do cosseno da soma de arcos

Sendo os angulos EAF =« e BAE = 3, temos:

AE =cosa e EF =sena b " ¢

Sence

COSx

Figura 28: Uma demonstracdo do seno e do
cosseno da soma de arcos

Além disso, AB=cosa.cos 3 e BE =senf.cosa
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E como o angulo CEF = 8 e o angulo AFD =« + 3, temos:

CE =sena.cos B, CF =sena.sens, FD =cos(a + ) e AD =sen (c + )

D cos(a + [3) F sena.senf3 ©
J o+ 3
sena senca.cos/3
4 1
sen(a + 3) B
y F
cosQ
senf.cosa
o
p [
A p B
coso.cosf3

Figura 29: Uma demonstracéo do seno e do
cosseno da soma de arcos

Como ABCD é um retangulo, as medidas dos lados opostos sdo iguais. Assim,

temos:

sen (« + ) =sena.cos [ +senp.cos a

E

cos(x + f) +sena.senf3 = CoS «x.CoS f3

Ou ainda:

cos(a + ff) = cos «.cos [ —sena.senf

Vale ressaltar que, nesta demonstracgdo, as limitac@es sdo: 0°< «, B, + 5 <90°
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4 Trigonometria no circulo trigonométrico

Com o surgimento do calculo infinitesimal e, posteriormente, da analise
matematica, as noc¢des basicas da trigonometria ganharam uma nova dimensao.
Passaremos a trata-la ndo somente no triangulo retangulo, mas também no circulo

trigonométrico.

4.1 Conceitos e pré-requisitos

A partir dessa nova dimensdo, passou a ser possivel falar em cosseno e seno de
um namero real, em vez de cosseno e seno de um angulo. Mas para isso, €

indispensavel considerar as fungdes cos(t) e sen(t) definidas para todo

namero real t. Essa transicéo € feita por meio de uma funcdo E, que chamaremos

funcéo de Euler.

41.1 A funcao de Euler

O dominio da funcdo de Euler é o conjunto R dos nimeros reais. Seu contra
dominio ¢ o circulo unitario do plano, representado por S*. Assim, a cada nimero
real t ,afuncdo E faz corresponder um ponto E(t) do circulo S*.

Para definir precisamente o circulo S*, introduzimos no plano um sistema de
coordenadas cartesianas, de modo que todo ponto P do plano passa a ser
representado como um par ordenado P = (x, y), onde x € a sua abscissa e y sua
ordenada.

Pelo teorema de Pitagoras, a distancia do ponto P =(x,y) ao ponto W =(u,v) é

d_ =+ (x—u) +(y—vyf . Em particular, a distancia de P =(x,y) a origem

0=(00) éigual a dgg =+/x*+y*.
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O circulo unitario S*é, por definicdo, o conjunto dos pontos do plano cuja

distancia a origem € igual a 1. Assim, o ponto P:(x, y) pertence a S'se, e

somente se, 4 x* +y? =1 ou, 0 que é 0 mesmo, x> +y? =1.

A relacdo fundamental, sen®c +cos’a =1 sugere que, para todo angulo «, 0s
ndmeros cosa e sena sejam as coordenadas de um ponto do circulo de raio 1 e
centro na origem de R>.

Observamos que, para todo ponto P =(x,y)eS*, tem-se —1<x<1e -1<y<1

Por exemplo, os pontos (1,0),(0,1), (E , —J pertencem a curva S*.

P=(z,y)

(1,0)

o 1 U

Figura 30: Circulo trigonométrico

Agora temos a definicdo da funcdo E de Euler:

Dado o numero real t >0, medimos no circulo S*, a partir do ponto U = (1,0),
um arco de comprimento t, sempre percorrendo o circulo no sentido no sentido
anti-horario (sentido positivo).

A extremidade final deste arco é o ponto que chamaremos de E(t). Se t<0,
E(t)sera a extremidade final de um arco de comprimento t|, medido a partir do
ponto U =(1,0), no sentido horario (sentido negativo).

Como o comprimento de S*é igual a 27, se tivermos t > 2z ou t<—27z, para

descrevermos um arco de comprimento t a partir do ponto U = (1,0) ,teremos de

dar mais de uma volta ao longo de S*. Em particular, se t =2kz, onde k é um
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ndmero inteiro (positivo, negativo ou nulo), temos E(2kz)=U . Mais geralmente,
para qualquer teRvale E(t+2kz)=E(t), quando k é um nGmero inteiro
qualquer.

Reciprocamente, se t<t' em R sdo tais que E(t)=E(t"), isto significa que,
quando um ponto P varia de t a t' sua imagem E(P)se desloca sobre S*, no
sentido positivo, a partir de t, dando um nimero inteiro k de voltas e retornando
ao ponto de partida E(t) = E(t").

A distancia total percorrida € igual a 2k, logo t'=t+ 2k, pois 0 comprimento
do caminho percorrido por E(P)é, por definicdo, igual a distancia percorrida por
P sobre areta R.

Assim, temos E(t) = E(t')se, e somente se, t'=t+2kz, com keZ. (Quando
t'>t, vale k >0; quando t'<t temos k <0).

Vale observar que, com essa defini¢cdo, podemos ter E(t) com t <0, ou seja, é
permitido a um a angulo ter medida negativa.

A funcéo de Euler E :9% — S'pode também ser imaginada como um processo de
enrolar a reta R, pensada como um fio inextensivel, sobre o circulo S*(como um
carretel) de modo que o ponto 0 € {R caia sobre 0 ponto U = (1,0) eS'.

Com auxilio da funcdo E:9R — S*' podemos definir o cosseno e o seno de um
namero real t.

Dado t € R, seja E(t)=(x, y). Definiremos cost=x e sent=y

0 t N
| | R
I \

E(t) = (cost, sent)

1 t

7 - |U=(10)

Figura 31: Funcdo de Euler
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Portanto, x =cost é a abscissae y =sent é ordenada do ponto E(t).

Como E(t+2kz)=E(t) quando k é um namero inteiro qualquer, em particular,
temos sen (t + 2kz)=sen(t) e cos(t + 2kz)= cos(t).

Todas as relagdes de cost e sent resultam dessa definicdo, uma vez que
podemos associar um ponto do circulo, com coordenadas E(t), a angulos maiores

que 90°.

Isto nos leva a definir a medida do &ngulo pelo comprimento do arco orientado
que a ele corresponde. Esta nova unidade é o radiano.

Dizemos que um angulo « possui medida de 1 radiano, se, e somente se, 0 arco

por ele subtendido tem comprimento igual ao raio do circulo que o contém.
A ) . 1 . A
O angulo de 1 grau ¢é aquele que subtende um arco igual a 360 da circunferéncia.

Como a circunferéncia inteira tem 2xradianos e 360 graus, temos que
27 radianos = 360graus

Portanto, podemos pensar que 0 Seno e O cosseno dependem apenas do

comprimento desses arcos medidos em radianos.
Das fungdes seno e cosseno derivam as outras fungdes trigonomeétricas, a saber:

1 1
tgx="——  CcOtgX=-——- SECX=—— g COSSECX=——
COS X senx COS X senx

E importante observar que tais funcdes, sendo definidas por meio de quocientes,
tém seus dominios restritos aos numeros reais para 0os quais o denominador é

diferente de zero.
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4.1.2 Interpretac8es geométricas:

4.1.2.1 Relacdo fundamental: sen’a +cos’a =1
Essa relacdo decorre do fato de que o ponto P pertence ao circulo trigonométrico

de raio unitério, onde suas coordenadas sdao P = (cos «,sen «)

L

P = (cosa, sena)

Figura 32: Relacdo fundamental

Assim, para todo x real, vale a relacéo: sen®x+cos’x =1

4.1.2.2 Seno e cosseno

OR=sena

0Q =cosa

Figura 33: Seno e cosseno
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4.1.2.3

Aplicando semelhanca de triangulos, temos:

AOST ~ AOQP
ST _Pa_ST_sena
0OS O0Q 1 cosa

Assim, temos: ST =tga

AORP ~ AOUV

W0 _asa
OU OR 1 sena

Assim, temos: UV = cotg «

41.2.4

Aplicando semelhanca de tridngulos, temos:

AOSP ~ AOPQ

os_op_os_ 1
OP 0OQ 1 cosa

Assim, temos: 0S =seca

AOUP ~ AOPR
OuU OP OU 1
_— = —— =
OP OR 1 sen «

Assim, temos: OU = cossec o

Tangente e cotangente

v

3

=

(&

Secante e cossecante
U

U

Figura 34: Tangente e cotangente

8}

Q

Secty

Figura 35: Secante e cossecante

5'\;}‘ =
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4.1.3 Corolério

kz kz .
Para todo x = > real, x # R valem as relagdes:

(1) tg°x+1=sec®x

(I1) 1+ cotg®x = cossec’x

2
(1) cos“x = 5

1+tg°x

2
(IV) sen?x=— 9%

1+tg°x
Demonstragdes:
cosx 1
Como cotg x = = =, segue que:
senx SeENX  tgx
COS X
sen®x sen’x + cos? X 1
(1) tg’x+l=——"—+1= - =———=sec’ X
cos’® X cos® X cos® X
cos* X  sen’x
(1) 1+cotg’x =1+ —5— =——=+C0s” X = ——— = COSSeC’X
sen®x  sen’x sen®x
1
(1)  cos®x=———= >
secx 1+tg°x
2 2
sen®x tg°x
(IV)  sen®x =cos? x.——— = c0os” x.tg’x = — tg’x X

cos? x 1+tgix . 1+tgix
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4.1.4 Simetrias no circulo trigonométrico

4141 Reducéo ao 1° quadrante

Dado um arco o com extremidade no 1° quadrante, existem trés outros, cada um
com extremidades num dos quadrantes, que tém, com excecdo do sinal, 0 mesmo

Seno e 0 mesmo cosseno do arco o .
YA

Figura 36: Simetrias no circulo trigonométrico

4.1.4.2 Reducédo do 2° ao 1° quadrante

Seja P, um ponto situado na extremidade de um arco pertencente ao 2° quadrante
do circulo trigonométrico. E seja B, o ponto do circulo, simetrico de P, em

relacdo ao eixo dos senos. Conforme a figura 37, temos:

AP, + P,A'= 7 (no sentido anti-horério)
E como AP, =PR,A’, vem:
AP, + AP =7 .

Logo, se AP, =a entdio AP, =7 -« .

E imediato que:
sena =sen (r—«)
E

cos o = —cos(w — &)

Figura 37: Redugdo do 2° ao 1° quadrante
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Estas equagdes coincidem com as defini¢des de seno e cosseno de angulo obtuso,

dadas anteriormente quando tratamos de trigonometria no triangulo.
Levando-se em conta as relagdes fundamentais, temos que:

sena  sen(zr—a)
tga = =
cosa —cos(7—a)

=—tg(z-a)

cotg o = —cotg (7 — a)
seca = —sec (7 —a)

COSSEC o = C0ssec (7 — )

Assim, por exemplo, temos:

sen 115° = sen (180° —115°) = sen 65°

€0s130° = —cos (180° —130°) = —cos 50°

27 27 Vs
tg <% - _tg| 7= F | = —tg~
93 g(” 3) 93

A A V4
cotg = = —cotg| 7 — < )= —cotg =

4.1.4.3 Reducédo do 3°ao 1° quadrante

Seja P, um ponto situado na extremidade de um arco pertencente ao 3° quadrante
do circulo trigonométrico. E seja B, o ponto do circulo, siméetrico de P, em

relacdo ao centro. Conforme a figura 38, temos:
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AP, — AP, =  (no sentido anti-horario)
E como AP, = A'P,, vem:
AP, — AP, =1 .

Logo, se AP, =« ,entdo AP, =7+«

E imediato que:
sen o =-sen (7 +a)
E

cosa = —cos (7 + @)

Em consequéncia temos:

sena _ —sen(z +a)
tga = =
cosa —cos(z+a)

cotga =cotg (7 +a)

seca = —sec (7 +a

)
(

COSSEC or = —C0ssec (7 + )

Assim, por exemplo, temos:

sen 210° = —sen (180° + 30°) = —sen 30°
€0S 225° = —C0s (180° + 45°) = —cos 45°

A T T
tg-= =tg| 7+ = |=tg =
93 g(” 3) 93

T T T
SseC— =-SeC| 7 +— | =—-SeC —
6 ( 6) 6

46

N}

Figura 38: Reducéo do 3° ao 1° quadrante

= tg(7r+a) ,
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4144 Reducgéo do 4° ao 1° quadrante

Seja P, um ponto situado na extremidade de um arco pertencente ao 4° quadrante
do circulo trigonométrico. E seja B, o ponto do circulo, simétrico de P, em

relacdo ao eixo dos cossenos. Conforme a figura 39, temos:

y

AP, + P,A= 27 (no sentido anti-horério).
Como AP, =P,A, vem:
AP, + AP, =21,

Logo, se AP, =, entdo AP, =27 —«.

E imediato que:
sen x =-sen (27 - )

E

cos X = cos (27 —a) Figura 39: Reducdo do 4° ao 1° quadrante

Em consequéncia temos:

_sena_-sen(2z-a)

tga = -
9% = s cos (27 —a)

=-tg(2r-a) ,
cotga = —cotg (27 —ax)
seca =sec(2r—a)

COSSeC o = —Cossec (27 — )

Assim por exemplo, temos:
sen 280° = —sen (360° — 280°) = —sen 80°

cos 340° = cos (360° —340) = cos 20°

117 117 72'
tg= = —tg| 27 - 2F | = —tg
9% g(” 6) 9%

S5z 57 s
cossec ? = —C0SSec| 27 — — | =—c0ssec —
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4.1.5 Férmula da distancia entre dois pontos

Consideram-se 0s pontos A(x,,Y.)e B(Xgz,Yg) da figura. A distancia entre
esses pontos ¢ AB, hipotenusa do tridngulo sombreado. O cateto AC mede

Xz — X, €0 cateto BC mede y, —,.

.‘1“

Ub o

o]

Figura 40: Formula da distancia entre dois pontos

Aplicando o teorema de Pitagoras no triangulo ABC , tem-se:

—2
dAB = (XB - XA)2 + (yB - yA)2

Ent&o a formula da distancia entre A(X,,Y,)e B(Xg,Yg) €

dAB = \/(XB - XA)Z +(YB - YA)2

Essa formula € valida para quaisquer pontos A e B do plano cartesiano, e
podemos utiliza-la sem necessidade de recorrer a figuras. Por exemplo, a distancia

entre os pontos A(2,3) e B(7,15) pode ser encontrada da seguinte maneira:

dAB =/(7-2) +(15-3)% =+/52 +12? = /25 +144 = /169 =13
Essa férmula sera atil nas demonstracbes 6.3, 6.4 e 6.5

Cabe ressaltar que o aluno do 1° ano do ensino médio, enquanto esta aprendendo
trigonometria, desconhece essa férmula, pois ainda ndo Ihe foi ensinado o
contedo de geometria analitica, que esta previsto para as séries seguintes. Porém,
a apresentacdo desta formula é trivial, pois os alunos ja conhecem o Teorema de

Pitagoras.
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5 Demonstracdes das formulas da adicdo de arcos no

contexto da trigonometria no circulo trigonométrico

Os conceitos inicialmente construidos, tendo o triangulo retdngulo como
referéncia serdo estendidos agora. Passaremos a tratar de seno e cosseno de
nameros reais e serd possivel generalizar as formulas de trigonometria.

Para melhor compreensédo do leitor, faremos uso de arcos no primeiro quadrante
em algumas demonstracfes. A generalizacdo das férmulas se da através das
reducdes ao primeiro quadrante.

Vale ressaltar que, as medidas dos angulos assinalados nas figuras a seguir séo
determinadas apenas a menos de um multiplo inteiro de 27z, pois
P =E(t)implica P=E(t+2kx) paratodo k € Z. Por exemplo, o angulo de 77
radianos é também o angulo de = + 2.3z radianos. O que corresponde a um arco
que da trés voltas completas no circulo trigonométrico e tem sua extremidade no
ponto que coincide com o arco de z radianos, portanto, os angulos de 7z e 7 séo
cOngruos e consequentemente possuem 0S MesmMOos Senos e COSSenos.

Em particular, teremos sen (t +2kz)=sen (t) e cos (t + 2kz)=cos(t) , k e Z.

5.1 Proposta 6: : Uma demonstracdo do cosseno da soma de

arcos e do seno da soma de arcos.

Sejam os arcos AP com determinacdo a e PQ com determinacgdo b . O arco AQ

tem determinacdo (a+b). o

B

a

B

Figura 41: Uma demonstracdo do
cosseno e do seno da soma de arcos
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Observando as constru¢des geométricas no circulo trigonométrico de raio unitario
acima, podemos deduzir que os triangulos OMP, OVS e QTS s&o retangulos e

semelhantes. Entdo podemos construir algumas relagoes:

cosa:%%:O_M:O_P.cosa , mas como OP =1 ,temos: OM =cosa (1)

cosb=8—_é:>§=c73.cosb , mas como OQ =1, temos: OS=cosh (2)

sena:%:wzo_lisena ,mas como OP =1 ,temos: MP=sena (3)

senb=cs)=g:>S_Q=C73.senb ,mas como OQ=1 ,temos: SQ=senb (4)

cos(a+b)= 8:2 —ON=0Q.cos(a+b) , mas como OQ=1 , temos:
ON =cos(a+b) (5)

NQ  —= — == :
sen (a+b)= 0 NQ=0Qsen(a+b) , mas como OQ=1 , temos:

NQ =sen (a+hb) (6)
Agora que ja construimos algumas relagdes principais, vamos as demonstragdes:

I) cos(a+b)=cosa.cosb—senasenb

e No triangulo OVS, temos: cosa :% — OV =c0sa.0S ,substituindo

(2) nessa relacéo, temos: OV =cosa.cosb (7)

e No tridngulo QTS, temos: sena = % =TS =sena.SQ ,substituindo (4)

nessa relacdo, temos: TS =sena.senb  (8)
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Observando o circulo trigopnométrico da figura 41, notamos que:

ON =0V — NV etambém NV =TS. Logo,

ON=0V -TS

Substituindo as relacdes (5) , (7) e (8) na igualdade acima, obteremos:

cos(a+b) =cosa.cosb—sen a.senb

1) sen(a+b)=sena.cosb +senb.cosa

e No tridngulo OVS, temos: sena :§ —VS =sena.0S ,substituindo (2)

nessa relacdo, temos: VS =sena.cosb (9)
- _ TQ — == o
e No Triangulo QTS, temos: cosa = E = TQ =SQ.cosa ,substituindo (4)
nessa relacdo, temos: TQ =senb.cosa (10)

Observando o circulo trigonométrico da figura 41, notamos que:

NQ=NT +TQ e também NT =VS . Logo,
NQ=VS+TQ
Substituindo as relacGes (6) , (9) e (10) na igualdade acima, obteremos:

sen(a+b)=sena.cosb +senb.cosa


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1212452/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 1212452/CA

52

5.2 Proposta 7: Uma demonstracdo do cosseno da diferenca
de arcos e do seno da diferenca de arcos

Sejam os arcos AQ com determinacdo a, PQ com determinacdo b. O arco

AP possui determinagio (a—b).

o)

a

(P

B

Figura 42: Uma demonstracdo do cosseno e do
seno da diferenca de arcos

Observando as construcdes geométricas no circulo trigopnomeétrico de raio unitario

acima, podemos construir algumas relacdes:

cosb:%:@:@.cosb , mas como OP =1, temos: OS=cosb (1)

Kl

senb = == SP=0Psenb , mascomo OP=1,temos: SP =senb (2)

sen(a—b):%zwzﬁ’.sen(a—b) , mas como OP=1 , temos:
MP =sen (a—bh) (3)

cos(a—b):%%:o_M:O_Rcos(a—b) , mas como OP=1 , temos:

OM =cos(a—b) (4)
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Agora que ja construimos algumas relagdes principais, vamos as demonstragdes:

I) cos(a—b)=cosa.cosb+sena.senb

e No triangulo ONS, temos: cosa:%:O_N:cosa.(ﬁ ;substituindo

(1) nessa relacéo, temos: ON = cosa.cosb (5)

e No Triangulo TPS, temos: sena:;=z — TP =sena.SP ,substituindo (2)

nessa relacdo, temos: TP =senasenb (6)

Observando o circulo trigonométrico da figura 42, notamos que:

ON=0M —NM e também NM =TP. Logo,
ON=0M -TP
Substituindo as relacdes (4) , (5) e (6) na igualdade acima, obteremos:

cos(a—b) = cosa.cosb +sena.senb

1) sen(a—b)=sena.cosh—senb.cosa

e No triangulo ONS, temos: sena = % — NS =sena.OS ,substituindo (1)

nessa relacdo, temos: NS =sena.cosb  (7)

e No Triangulo TPS, temos: cosa:%:T_S:S_P.cosa ;substituindo (2)

nessa relagdo, temos: TS =senb.cosa (8)
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Observando o circulo trigopnométrico da figura 42, notamos que:

NT = NS —TS e também NT =MP . Logo,

MP=NS -TS

Substituindo as relagdes (3) , (7) e (8) na igualdade acima, obteremos:

sen (a—b)=sena.cosb —senb.cosa

5.3 Proposta 8: Outra demonstracdo do cosseno da diferenca
de arcos

Conhecida a formula da distancia entre dois pontos, vamos deduzir a formula de

cos(a —h):

Marcamos no circulo trigonométrico os arcos: y
Q
AP de determinagéo a p
R
a—>b .
AQ de determinagdo b 4 a—b

AR de determinagdo a—Db

Figura 43: Outra demonstragdo do
cosseno da diferenca de arcos

Percebe-se que as coordenadas de A sdo (1,0), as de P sdo (cosa,sena), as de

Q sdo (cosb,senb) e asde R sdo [cos(a—b),sen(a—Db)].
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Percebe-se ainda que AR tem medida a—b e que QP tem essa mesma medida

a—b. Porisso a distancia entre A e R é igual a distanciaentre P e Q.

Aplicando a formula da distancia entre dois pontos, temos:

AR = /[cos(a —b) — 1] +[sen(a —b) — O]

AR = ,/cos?(a—b) — 2cos(a—b) +1+sen’(a—b)
Pela relacdo trigonométrica fundamental sabemos que:
sen’(a—b) +cos*(a—h)=1

Entao:

AR =,/2-2cos(a-b).

A distancia entre os pontos P e Q é:

PQ = \/(cos b —cos a)® + (senb —sena)?

PQ = Jcos?b—2cosa-cosh +cos? a+senb — 2sena - senb + sen’a

Como cos®a+sen’a=1¢e cos’b+sen’b=1 , temos:

PQ =+/2—2cosa-cosh— 2sena-senb .

Vemos que as distancias AR e PQ sdo iguais. Logo:

\J2—-2cos(a—b) =+/2—2cosa-cosh—2sena-senb
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Elevando ao quadrado:
2—2cos(a—b)=2-2cosa-cosh—2sena-senb
—2cos(a—b)=—-2cosa-cosh—2sena-senb

2cos(a—b)=2cosa-cosb+ 2sena-senb
Entdo a formula da diferenca de arcos é:

cos(a—b) =cosa-cosb+sena-senb

5.4 Proposta 9: Mais outra demonstragcdo do cosseno da
diferenca de arcos

Conhecida a férmula da distancia entre dois pontos e a Lei dos Cossenos, vamos

deduzir uma formula para cos(a —b):

Marcamos no circulo trigonometrico os arcos AP > AQ.

AP de determinacéo a @
[)

AQ de determinacdo b a—b

a

PQ de determinagdo a—b /

Figura 44: Mais outra demonstragdo do
cosseno da diferenca de arcos
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Assim, na figura acima, poderemos escrever, pela Lei dos Cossenos, para o
triangulo OPQ:

PQ° =0P" +0Q’ —2.0P0Q.cos(a—b) (1)
Ora, 0Q=0P =1 (raio do circulo trigonométrico, portanto, unitario). (2)

PQ = distancia entre os pontos P(cosa,sena)e Q = (cosb,senb).

Aplicando a formula da distancia entre dois pontos, temos:
B2 2 2 2 2
PQ =(cos“a—cos”b)+(sen“a—sen-h) (3)

Assim, substituindo os elementos conhecidos (2) e (3) na formula acima (1),

vem:

(cos® a—cos® b) + (sen’a—sen®b) =1* +1* —2.1.1.cos(a—b)

Desenvolvendo, temos:

cos® a— 2.cos a.cos b + cos” b +sen®a — 2.sena.senb + sen’b = 2 — 2.cos(a —b)

Lembrando que cos®a+sen‘a=cos’b+sen’b=1 (Relacio Fundamental da

Trigonometria), vem, substituindo:

1+1—2.cosa.cosb—2.senasenb =2 —2.cos(a—Db)

Simplificando, fica:

—2(cos a.cos b +sena.senb) = —2.cos(a—b)

Donde finalmente podemos escrever a formula do cosseno da diferenca de dois

arcos aeb:

cos(a—b) =cosa-cosb+sena-senb
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5.5 Proposta 10: Outra demonstragédo do cosseno da soma de

arcos:

Esta demonstracdo serd dividida em duas partes. Na primeira, demonstraremos o
cosseno da soma de arcos para ndmeros positivos e na segunda, para nimeros

negativos. Assim, a demonstracdo sera valida para quaisquer nimeros reais.

12 parte: Sejam P,Q e R 0s pontos do circulo associados aos angulos a, a+b
e —b, respectivamente.
Em relacdo ao sistema cartesiano xOy as coordenadas desses pontos séo:

(cos a,sena) !

(cos(a +b),sen(a+b)) X B

P
Q
R

(cosb,—senb)

a A

R

Figura 45: Outra demonstragdo do cosseno
da soma de arcos

Os arcos AQ e RP tem a mesma medida (a+b), portanto, os segmentos AQ e

RP tém o mesmo comprimento. Aplicando entdo a férmula de distancia entre

dois pontos da Geometria Analitica, temos:

dAQ" = (o ~xuf +(yo - f =
= [cos(a+b)—1] +[sen(a+b)—-0f =
= cos’(a+b)—2.cos(a+b)+1+sen’*(a+b)=

=2-2.cos(a+b)
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dRP’ :(XP _XR)2 +(yP - yR)2 =
— [cosa—cosb] +[sena +senb[ =

=cos® a—2.cosa.cosb +cos? b +sen?a + 2.sena.senb + sen’b

=2—2.cosa.cosb + 2.sena.senb

dAQ  =dRP’ = 2-2.cos(a+b)=2—2.cosa.cosb + 2.senasenb
E, entdo vem a formula:
cos(a+b) = cosa.cosb —sena.senb
2% parte: Sejam P, Q e R os pontos do circulo associados aos angulos —a, —a—b

e b, respectivamente.

Em relacdo ao sistema cartesiano xOy as coordenadas desses pontos sao:

P = (cos(-a),sen(-a))= P = (cos a,—sena)

Q =(cos(—a—b),sen (—a—b))= Q =(cos[- (a +b)] sen [ (a +b)))

(cos(a +b),~sen(a + b))

Q

R = (cosh, senb) .

Q

Figura 46: Outra demonstragdo do cosseno
da soma de arcos
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Os arcos AQ e RP tem a mesma medida (a+b), portanto, os segmentos AQ e

RP tém o mesmo comprimento. Aplicando entdo a férmula de distancia entre

dois pontos da Geometria Analitica, temos:

dﬁ?z :(XQ _XA) “+ (YQ - yA) ‘=
[cos(a+b)—1] >+ [-sen(a+b)—0] * =
= cos?(a+b)—2.cos(a+b)+1+sen’(a+b)=

=2-2.cos(a+b)

dﬁz :(XP _XR) ‘4 (YP - yR) ‘=
—[cosa —cosb] *+ [-sena—senb] *=

= cos? a—2.cos a.cos b + cos? b +sen?a + 2.sena.senb + sen?b

=2—2.cosa.cosb + 2.senasenb

dAQ" =dRP’ = 2-2.cos(a+b)=2—2.cosa.cosb + 2.senasenb

e entdo vem a férmula:

cos(a+b) = cos a.cos b —sena.senb

Agora temos uma demonstracdo do cosseno da soma de arcos valida para

quaisquer nimeros reais.

Essa demonstracdo pode ainda ser melhor verificada caso sejam construidas as
figuras no Geogebra ®, que é um software gratuito de matematica dinamica

(encontrado no site www.geogebra.im-uff.mat.br , para download) . Poderemos,

assim, movimentar os pontos P, Q e R sobre o circulo, situando-os em qualquer
quadrante e fazendo variar os angulos conforme queira. Verificaremos que 0s
segmentos AQ e RP permanecerdo com o mesmo comprimento. Logo,
utilizaremos a férmula da distancia entre dois pontos onde quer que estejam 0s
pontos P, Q e R no circulo e para qualquer angulo observado. Concluiremos entao

gue a demonstracdo € valida para quaisquer nimeros reais.


http://www.geogebra.im-uff.mat.br/
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6 Generalizacdo das formulas

Foram demonstradas, de diferentes maneiras, as quatro formulas: Seno da soma,
seno da diferenga, cosseno da soma e cosseno da diferenca de angulos.

A ltima demonstracdo da secdo anterior € valida para quaisquer nimeros reais. E
conforme mencionado anteriormente, demonstrada uma das férmulas de adicao de
arcos, as outras sdo facilmente obtidas através de manipulacées algébricas. Diante
disso, obteremos as demais formulas a partir do cosseno da soma de dois arcos e
com a mesma validade, isto é, validas para todos os nimeros reais . Assim,

obteremos a generalizacdo das formulas. Séo elas:

6.1 “Cosseno da diferenga”

Cabe aqui observar que, para determinarmos a formula do cosseno da diferenca de
arcos, basta tomarmos b <0 e aplicarmos a formula do cosseno da soma de arcos.

Assim, temos:

cos(a—b) = cos[a+(—b)] = cosa.cos(~b)—sena.sen(-b) =

= cosa.cosh —sena(—senb)
Entdo:  cos(a—b)=cosa.cosb+sena.senb

De posse das duas formulas: Cosseno da soma e da diferenca de arcos, obtemos

as demais como consequéncia.

6.2 “Seno da soma”

sen(a+b)= cos{% —(a+ b)} = COSK% - a) - b} =

T v/
= cos(z - a}cos b+ sen(E - a).sen b

Entdo:  sen(a+b)=sena.cosh+senb.cosa
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6.3 “Seno da diferenca”

sen(a—b)=sen[a+(—b)]=sena.cos(—b)+sen(-b).cosa =
= sena.cosb + (—senb).cosa

Entdo:  sen(a—b)=sena.cosb—senb.cosa
6.4 “Tangente da soma”

sen(a+b) sena.cosb+senb.cosa
cos(a+b) cosa.cosh—senasenb

tg(a+b)=

sena.cosb +senh.cosa

_ cosa.cosh
cosa.cosh —sena.senb

cosa.cosh

sena.cosb senh.cosa

_ cosa.cosb | cosa.cosb
cosa.cosb ~ sena.senb

cosa.cosh cosa.cosh

tga+tgb

Entdo: tg(a+b)= I tgatgh

P ;2 . 2 T T T
Esta formula so6 é aplicavel se: a¢§+k7r, b¢§+k7z e a+b+—+kr

6.5 “Tangente da diferenca”

tga . tg(~b)
tg(a—b)=t —b)]=t
g(a-b)=tgla+(-b)] 9 tga . tg(_D)
Entfo: tg(a—b)= _toa.tgb_
l1-tga . tgb

Esta formula é aplicavel se: a¢%+k7z, b¢%+k7z e a—b¢%+k7z
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7 Formulas de multiplicacéo

Veremos como ficam as formulas de adi¢do para arcos iguais.

Deduziremos as férmulas do seno, cosseno e tangente de 2a e 3a, conhecidos

sena, cosae tga.

Facamos 2a = a +ae apliquemos as formulas de adicao:

7.1 Cos (2a)

) cos2a = cos(a+a)=cosa.cosa—sena.sena

cos2a = cos?a—sen’a

cos2a=2.cos’a-1

Entdo: cos2a=1-2sen’a

7.2 Sen (2a)
I) sen2a = sen(a+a)=sena.cosa+sena.cosa

Entdo: sen2a = 2.sena.cosa

7.3 Tg (2a)

tga+tga

1) tha=tg(a+a):1_tga e

2tga

Entao: tg2a=
g 1-tg*a
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Fazendo 3a =2a+a e aplicando as formulas de adi¢do, temos:

7.4 Cos (3a)

1) cos(3a) = cos(2a +a) = cos 2a.cos a —sen2a.sena =
= (2.cos? a—1)cos a - (2.sena.cos ajsena =

= (2. cos’ a —1)cos a—2sen’a.cosa =

= (2.cos? a—1)cosa— 21— cos® a)cosa =
2.cos’a—cosa—2.cosa+2cos’a=

4.cos*a—3.cosa

Entdo: cos(3a) =4.cos’a—3.cosa

7.5 Sen (3a)

I1) sen(3a) =sen(2a+a)=sen2a.cosa +sena.cos 2a =
= (2.sena.cosa).cosa+senal— 2.sen’a)=

= 2.sena(1—sen’a)+sena.(1- 2sen’a) =
2.sena—2.sen’a+sena—2.sen’a =

3.sena—4.sena

Entdo: sen(3a) = 3.sena—4.sen’a
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7.6 Tg (3a)

tg2a+tga _ 1-tg’a

2tga

+tga

1) tg3a=tg(2a+a)=

2tga+tg a.(l— tgza)
(l-tg’a)-2tga . tga

Entdo: tg3a =
J 1-3.tg’a

3tga-—tg’a

1-tg2a . tga_l_ 2tga

———tga
1-tg’a g
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8 Formulas de divisao

e X X X
Vamos deduzir formulas para calcular senE , cosE e th.

Sabemos que cos2a = 2cos’a—1 e cos2a =1—2.sen’a, portanto, fazendo

2a = X, teremos:

X X 1+cosx
cosx =2c0s°--1 = cos’t==——"T210
2 2
X X 1l-cosx
cosx=1-2.sen’= = sen’-=—"— "2
2 2 2
sen? X
2 X 2 » X 1-cosx
tg Ez X = tg E:]_—
cos? X +COS X

Assim, temos deduzidas as formulas do coszg, senzg e tgzg .

X X X .
Para obtermos os valores do senz : cosE e tgz devemos saber previamente o

: X
valor de x, para podermos determinar a que quadrante pertence o valor de 5 e

assim, determinarmos o0s sinais corretos dessas férmulas.
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9 Tangente do arco metade

e : X
VVamos deduzir formulas para calcularsen x, cos xe tg x conhecida a th.

Das formulas de multiplicagdo, temos:

2
sen 2a = 2.sena.cosa = 2.sena, > & = 2, 5312 12 _ 2.tg<23
cosa  cosa sec’a 1+tg’a
tg2a= 2.tg?
1-tga

Fazendo 2a=x e a= g , temos:

2tg5 2tg§
Sen x = 2x e tgx= 2x
1+tg° 1-tg° =
g 2 J 2
Notando que cos x = —X, temos:
tg x
1-tg? X
COSX = )2(
1+ tg?
J 2

Uma utilidade destas trés ultimas formulas é nos permitir a substituicdo de senx,
. « X N
cosx e tgx por uma Unica fungédo (tg Ej , para obtermos as primitivas no estudo

de calculo diferencial e integral.

Esse tipo de substituicdo é frequentemente utilizado, também, na resolucdo de

equac0es trigonométricas.
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10 Transformac&o em produto

Em Algebra Elementar, tem grande importancia pratica os recursos para
transformar um polinbmio em produto de outros polinémios (fatoracéo).

Assim por exemplo, temos:

x? —2x = X(x—2) fator comum em evidéncia
X’ —a=(x+2)x-2) diferenca de quadrados

X2 +4x+4 = (x+2)

, ( )2 trindmios quadrados perfeitos
X°—4x+4=(x-2

X3 +8=(x+ 2)(x2 —2X+ 4) soma de cubos

X =8 = (x—2)(x* + 2x + 4) diferenca de cubos

x3+3x% +3x+1=(x+1)

X polinbmios cubos perfeitos
x* —3x% +3x-1=(x-1)

Muitas vezes aplicaremos esses recursos a Trigonometria, recorrendo a

transformagdes como:

sen® x —2.sen x = sen x(sen x — 2)

sen® x —cos’ X = (sen x + cos x )(sen x — cos x)

Além dos recursos algebricos, a Trigonometria dispde de formulas que permitem

completar uma fatoracéo.
Assim , no exemplo acima, podemos fatorar:
SenX+CoSX e Sen X — Cos X.

Vamos deduzir agora as formulas para transformar somas e diferencas

trigonométricas em produtos.
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Sabemos que:

cos(a+b)=cosa.cosb—sena.senb (1)

(a+b)=

cos(a—b)=cosa.cosb+senasenb (2)

sen(a+b)=sena.cosb+senb.cosa (3)
(

sen(a — b) =sena.cosb —senb.cosa (4)
Logo:

(1) + (2): cos(a+b)+cos(a—b)=2.cosa.cosh
(1) - (2): cos(a+b)—cos(a—b)=-2.sena.senb
(3) + (4): sen(a+b)+sen(a—b)=2.sena.cosb

(3) - (4): sen(a+b)—sen(a—b)=2.senb.cosa

Estas relagdes sdo denominadas formulas de Werner.

Fazendo nas férmulas de Werner:

portanto, a =

a+b=p P+q ., _P-4
a-b=q 2 2

Obtemos as formulas de transformacgédo em produto:

cos p+cosq = 2.cos P+ 9 cos P9
2 2
cos p—cosq = —2.sen P-4 gen P9
2 2
sen p+senq = 2.sen p;rq.cos p;q
sen p—senq = 2.sen ID;q.cos p;rq
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Temos ainda que:

Senp  senq _sen p.cosq+send.cosp

tgp+tgq=
cosp cosq COS P.COSq
. tgp+tgg= ()
COS P.COS q
sen sen Sen pP.cos g —sen d.cos
tgp—tgq="on P _SeNd_SeNP.COSG=SENGCOSP _,
cosp Cosq COS P.COS q
sen —
~tgp-tgq= S P=9)
COS P.COS q
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11 Conclusao

O objetivo principal do trabalho é minimizar as dificuldades no ensino-
aprendizagem das formulas de adicdo de arcos na trigonometria, apresentando
demonstracdes alternativas, que ndo constam, usualmente, em livros didaticos, ou
entdo séo omitidas.

Apos as aulas de trigonometria que ministrei, sobre o assunto, foi constatado que
as criticas e os comentéarios dos alunos da turma foram negativos. Segundo eles,
as aulas tornaram-se longas, monétonas e de dificil aprendizagem. Numa segunda
oportunidade, foram aplicadas as técnicas contidas nesse trabalho. O interesse
pela disciplina aumentou juntamente com o dinamismo da aula. Como n&o foi
necessario recorrer a nenhum contetdo ainda ndo visto pelos alunos, o fluxo
ensino-aprendizagem transcorreu de modo satisfatorio. As aulas se tornaram
muito mais simples e de facil entendimento.

As demonstracdes das formulas da adicdo de arcos no contexto da trigopnometria
no tridngulo retangulo foram muito bem aceitas pelos alunos, porém ndo eram
suficientes para demonstrar o caso geral. Para isto, utilizei a proposta 10 contida
nesse trabalho, e ainda, com o auxilio do Geogebra ® , pudemos visualizar ainda
melhor que a demonstracdo do cosseno da soma de arcos era valida para quaisquer
nameros reais. As demais formulas foram facilmente obtidas através de
manipulacdes algébricas.

Como algumas demonstracGes contidas nesse trabalho ndo constam em livros
didaticos adotados na maioria das escolas, e haja vista 0s pontos apresentados
acima, pode-se concluir que este trabalho tornara as aulas mais simples e de facil
compreensdo, servindo de base para consulta de futuros professores e

contribuindo para que haja uma melhoria na qualidade do ensino no Brasil.
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