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Resumo

O homem, ao longo do tempo, tem se deparado com muitos problemas no seu
dia-a-dia, dentre eles, destacamos o calculo de distancias. O problema do calculo de
distancia esta presente na demarcacao de terras, na construgao civil, no dia-a-dia dos
taxistas, no planejamento de viagens, no calculo da distancia de pontos inacessiveis
entre outros. Neste trabalho, recorremos ao estudo dos Espagos Métricos com o intuito
de aprofundarmos nossos conhecimentos sobre este tema, mostrando, através de dife-
rentes métricas, outras formas para se calcular distancias em matemética nas séries do

Ensino Bésico.

Palavras-chave: Distancia, Ensino bésico, Espacos métricos, Métricas.



Abstract

Man, over time, has been faced with many problems in their day-to-day, among
them, as calculation of distances. The problem of distance calculation is present in
the demarcation of land, construction, day-to-day taxi drivers, planning trips, the
calculation of the distance inaccessible points among others. In this work, we turn to
the study of Metric Spaces in order to deepen our knowledge on this subject, showing
through different metrics, other ways to calculate distances in mathematics in basic

education series.

Keywords: Distance, basic Education, Metric spaces, Metrics.
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O homem, ao logo do tempo, tem se deparado com problemas que envolvem o
calculo de distancia nas diferentes areas do conhecimento. Entre eles podemos citar
alguns:

Na Agrimensura, encontramos registros que datam por volta do ano 2.000 a.C,
através da demarcacao de terras pelos egipcios, visando a cobranca de tributos e sua
utilizacao na construcao de piramides. Sobre a construcao das pirdmides e outros
templos, registros nos mostram que elas foram projetadas e posteriormente construidas

por engenheiros daquela época e ainda estdo imponentes no nosso tempo (SEOLIN;
ANDRADE, 2010).

Figura 1: Construgao das Piramides
Fonte:http://minilua.com/fim-misterio-das-piramides/

Na Quimica, através do calculo das dimensoes das particulas constituintes do a&tomo.
No que diz respeito ao conceito de atomo, para Tolentino e Rocha Filho (1996), na
tentativa de compreender a estrutura da matéria, os antigos filésofos Gregos criaram
as bases para as grandes descobertas e invengoes que a humanidade tem presenciado

nos ultimos séculos.

Nucleo
tamanhos0 'm

Figura 2: Estrutura Atémica
Fonte:http://tiapaulabiologa.blogspot.com.br/
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Na Astronomia, na realizacao do calculo da distancia entre planetas.

Na Matematica, com o calculo da distancia de objetos inacessiveis, bem como,
calculo da distancia entre conjuntos.

Na Fisica com a determinacdao do comprimento de uma onda, calculo da forga,
estudo do movimento dos corpos.

Existe uma grande aplicabilidade da temética e algumas das competéncias ao serem
alcancadas pelo discente do Ensino Bésico de acordo com os Parametros Curriculares

Nacionais sao:

Identificar e fazer uso de diferentes formas e instrumentos apropri-
ados para efetuar medidas ou célculos; por exemplo, discriminar o
melhor instrumento para medir, comparar ou calcular comprimen-
tos e distancias, angulos, volumes ocupados por liquidos, em dada
situagdo especifica. Usar adequadamente réguas, esquadros, trans-
feridores, compassos, calculadoras e outros instrumentos ou apare-

lThos.(BRASIL, 2002, p. 116 ).

Apesar da grande importacia, percebemos, por intermédio da pratica docente, que
quase a totalidade dos livros didaticos, adotados no Ensino Basico, utilizam apenas o
modo Euclidiano de calcular distancias, nao chegam a citar que existem outras formas
de se realizar o calculo da distancia, como exemplo vejamos a situacao seguinte que
ilustra essa diversificagdo : Suponhamos que alguém queira se deslocar em um taxi
do ponto A ao ponto B, separados por uma esquina, e que o ponto B esteja a uma
distancia de quatro unidades para a direita e trés unidades abaixo do ponto A, conforme

ilustracao.
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4 unidades
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c
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Figura 3: Métrica do taxi

A partir da ilustracdo, verificamos que existem duas distancias entre os pontos A
e B. A que é a mais justa para o taxista, 4 + 3 = 7 e a que seria mais econoémica
para o passageiro( em linha reta) igual a 5. Obtida através da aplicagao do teorema
de Pitagoras.

Em diferentes situagoes do dia-a-dia nos deparamos com problemas como o descrito
acima. Com o intuito de aprofundarmos nosso conhecimento sobre a tematica, este
trabalho esta dividido em trés capitulos:

No primeiro, apresentamos a definicao de Espacos Métricos e utilizamos diferentes
métricas para o calculo de distancias , de acordo com [4], [6], [7], [9] e [13].

No segundo, utilizamos a definicao de métrica para criarmos novas métrica a partir
de métricas existentes. A fundamentacao teorica deste capitulo encontramos em |[5],
[10], [12] e [13]. .

J& no terceiro capitulo, fazemos aplicagoes da temética estudada, reforcando a
contetido exposto demonstrando que se faz necessaria a adogao de novos olhares sobre

o célculo de distancias por parte dos professores e alunos do Ensino Bésico.



1 Espacos Meétricos

Para que possamos medir a distancia entre dois elementos em um conjunto e/ou
verificarmos qual de dois pontos x e y estd mais proximo de um ponto a, todos perten-
centes a um conjunto X deve-se existir a nocao de distancia ja previamente definida
neste conjunto. Logo, s6 tem sentido falar de distancia entre pontos em um conjunto
se este se apresenta como um espaco topologico. Mais o que isto significa? significa que
devam ser verificados os conceitos de continuidade e convergéncia. Dizemos que uma
aplicacao g : X = Y definida em um conjunto X tomando-se valores em um outro
conjunto Y, é continua no ponto a € X quando é possivel tornar f(x) arbitrariamente
proximo de f(a), desde que se tome z suficientemente proximo de a. J& em relagao a
convergéncia, diz-se que uma sequéncia de pontos (z,),n = 1,2,3,4, ... pertencentes a
um conjunto X, converge para um ponto a € X quando é possivel tornar (x,,) arbitra-
riamente proximo de a desde que se tome n suficientemente grande. Conjuntos onde
esses conceitos sao verificados, com os quais sao possiveis obtermos a distancia entre
dois pontos sao denomidados Espacos Meétricos.

A conceituacao e a definicao de espago métrico que daremos a seguir foi introduzida
em 1906, pelo matemético francés Maurice Fréchet quando da publicacao de sua tese
de doutorado.

Figura 1.1: Maurice Fréchet
Fonte:http://en.wikipedia.org/wiki/MauriceRenC3A9FrC3A9chet

13
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1.1 Definicao de Espacos Métricos

O Dicionéario Escolar da Academia Brasileira de Letras (2012)define distancia como
sendo o Espaco ou periodo de tempo compreendido entre dois pontos ou acontecimen-
tos.

A Matematica traz a seguinte definicao de distancia.

Definicao 1. (Espago Métrico). Seja A # () um conjunto qualquer. Consideremos
uma aplicacdo d : A x A = R que associa a cada par ordenado (z,y) € A x A ao

nimero d(x,y) satisfazendo as seguintes condigoes:
(1) d(z,y) > 0ed(x,y) =0 < z =y.
(2) d(z,y) = d(y, z).
(3) d(z,2) <d(z,y) + d(y, 2).

Com essas condi¢oes, dizemos que d é uma métrica sobre A e que d(z,y) é uma
distancia do elemento x ao elemento y. Qualquer aplicacao d : A x A = R satisfazendo
as condicoes anteriores & uma métrica.

O par (A,d) é o que denominamos de espago métrico.

Vejamos que a condic¢ao (1) garante que a distancia nunca é negativa e que somente
serd nula se os pontos forem iguais, reciprocamente, a distancia de um ponto a si mesmo
deve ser nula.

Ja a condigao (2) afirma que a distancia de x a y é igual a distancia de y a z.

A condi¢ao (3), também conhecida como desigualdade triangular,! originaria da
geometria plana que demonstra que em qualquer triangulo a medida de qualquer um

dos lados é sempre menor que a soma dos outros dois lados.

Observacao 1. De acordo com a definicao acima podemos ter dentro de um mesmo
conjunto diferentes aplicagoes satisfazendo as trés condicoes. Ou seja, diferentes mé-
tricas que permitiram o calculo da distancia entre pontos deste conjunto de diferentes

maneiras.

!Demonstragao feita no Anexo
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1.2 Exemplos de Espacos Métricos

1.2.1 Meétrica Usual em R

Consideremos o conjunto R dos ntimeros reais. A seguinte funcao
d: R xR = R dada por d(z,y) = |xr — y|, afirmamos que esta aplicagdo é uma

métrica sobre R.

) |x -yl
=
8 -7 6 -5 4 3,2 -10

12_
SRR I N N I O I A Y
[ T Tt T 0 T T

X Y

]s

4 5 6 7 8

LI L1l R
>

aEne

Figura 1.2: Métrica usual em R

Para realizarmos a demonstracao, devemos verificar se a aplicacao atende condi¢oes
da defini¢ao de métrica. Para isso, usaremos as propriedades de modulo ? ou valor ab-

soluto dos nlimeros reais.

1. como |z —y| > 0, entdo, d(z,y) > 0. Por outro lado, |z —y| =0 <= z =y,
logo, d(z,y) =0 < z =y.

3.od(w,z) = v -zl =le+y—y—zl=[@-y)+y-2) <|lr—yl+ly—2 =
assim, d(z, z) < d(z,y) +d(y,z) V x,y,z € R.

Portanto, (R, d) é um espago métrico.

2Demonstragao feita no Anexo
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Exemplo 1.1. Calcule as distancias abaixo:
(a) d(6,2)
Resolugao: d(6,2) =16 —2| =4
|6-2]

vLaun]
|
|

5 4 3 3 4 5 7

I I I I N A N N O | | R
< >

I 1 1 I [ 1 | |

Figura 1.3: Representacao gréafica da solugao

(b) d(3,-2)
Resolucao: d(2,-2) = |3 — (-2)| =2
12-(-2) |

-8 -7 6 5 4 -3 -2 -1 0 1 223 4 5 6 7 8

Figura 1.4: Representacao grafica da solugao
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1.2.2 Meétrica usual em R?

Dada a fungdo d : R? x R?* = R, definida por d(z,y) = v/(v1 — y1)% + (22 — y2)?
onde * = (x1,22) e y = (y1,%2) € uma métrica sobre R?, conhecida como métrica

Euclidiana sobre R2.

Figura 1.5: Métrica Fuclidiana

Demonstracao:

L. d(z,y) >0ed(z,y) =0 <= xz=y

Ad(z,y) = (@1 —9)? + (22 —12)2 =0 <= (21— 1) + (22 — y2)* = 0 como
(11 —y1)? > 0e (z2 —12)? > 0, entdo, (z1 —11)> =0e (13 —1p)? = 0 <=
r1—y1 = 0e xy —yo = 0, dai temos, 1 = y; e o2 = Y, implicando que x = y,
Logo, d(z,y) = 0. Por outro lado, se z1 —y; # 0 ou x93 — yo # 0 = x1 # y1 ou
To # Yo, temos que a d(x,y) > 0.

2. d(z,y) = d(y,z)
De fato: d(z,y) = /(21 — y1)? + (12 — 12)2 = /(1 — 21)2 + (y2 — 12)2 = d(y, 7).

3. d(z,z) < d(x,y) + d(y, 2).

Para provarmos a desigualdade acima, faremos primeiro, a demonstracao da de-

sigualdade de Cauchy - Schwarz em R" .

Teorema 1. Seja x1,22,23,...,T, € Y1,Y2,Y3, - - -, Y, NUMeros reais arbitrarios

entao:

1

Zmyi’ < <Zl‘3> : <22%2> (1.1)

=1

[
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Demonstracao.

De fato. Consideremos a seguinte desigualdade:
(a—b)>=a*>—2ab+b* >0 <= 2ab<a®+0b° (1.2)

valida para quaisquer a e b € R.

Fazendo - se 1 = /a3 + a3 +a2+...+22 , s = P +ys+vi+...+12 ,
|yl

a=12lep=
T

Substituindo-se em seguinte em (2.2) obtemos a seguinte desigualdade

2|l _ |

2
R g

1 <1<
r S 72 52 (I<i<n)

Somando - se em relacao ao indice 7 teremos,

2
.S

Decorre dai que,

Z|$iyi|§r.s:\/x%+$§+x§+...+x%.\/y%+y§+y§+...+yi. O

Agora demonstraremos a desigualdade triangular.

Sejam = = (1,72),y = (y1,v2) e 2 = (21, 22) pontos € R2.

[d(z,2)]? = (t1—21) + (22— )’ = (@1 —p 4+ —2)° + (22— Y2 + 12 — 2)°
= [(x1 — ) + (1 — 21)]2 + (22 — y2) + (y2 — 22)]2 =
= (z1=y1)*+2[(x1—y1) (y1—20)]+ (1 —21)* +(22—y2)*+2[(22—12) (yo—22) |+ (32— 22)* =

= (z1—y1)"+(22—y2)*+2[(z1 — v1) (y1 — Zl)i(@ — y2) (Y2 — 22) [+ (1 —21) + (y2—22)°
(1)

Aplicando a desigualdade de Cauchy - Schwarz em (/) para n = 2 temos:

[, 2)* < (21— 1)? + (@2 — 12)* + 2[(21 — 91)? + (22 — 1)) 2 [(31 — 21)*+
+ (2 — 2’2)2]% +(y — 21)2 + (y2 — 22)2 =
= [V(@1 = 1) + (22 = 12)2 + V(1 — 21)2 + (2 — 22)?)” = [d(z, ) + d(y, 2)]*

Dai, d(z,z) < d(z,y) + d(y, z). Portanto, d ¢ uma métrica em R
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Exemplo 1.2. Calcule a distancia entre os pontos X e Y dados abaixo:

(a) X = (1,2) e Y = (3,5)
Resolucao:

da,y) = VT -3+ 257 = VAT 9=I3

Representacao grafica

Figura 1.6: Representacao gréafica da solugao

(b) X =(-1,2)eY =(2,6)
Resolucao:

d(z,y)=/(-1-22+(2-62=+/9+16=5

Representacao grafica

Figura 1.7: Representacao gréafica da solugao
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1.2.3 Meétrica Zero - Um

Dado M um conjunto qualquer e d : M x M = R definida por:

0, sexr =y,
d(z,y) =
1, sex #y.

Entao, mostraremos que d assim definida é uma métrica.

Demonstracao:

Por definicao da aplicacao, se x = y temos que a distancia entre x e y é igual a
zero, ou seja, d(z,y) = 0 e se x # y entdo, a distancia entre x e y e y e x é igual a 1,
decorrendo que d(z,y) = d(y,x) =1 >0 . Atendendo assim, as condicoes (1) e (2) da
defini¢ao de espago métrico. Ademais, verificaremos a condi¢ao (3), ou seja, devemos
mostra que: d(z,2) < d(z,y) +d(y,2z) V x,y,z € M .

De fato:

(a) Sex=2,0=d(z,2) <d(z,y) +d(y, 2).

(b) Se z # z, entao, d(x,z) =1

(b.1) Se y = =z, entdo, y # z. Neste caso, d(z,z) = 1,d(z,y) = 0 e
d(y,z) = 1, entdo d(z, z) < d(z,y) + d(y, 2).

(b.2) Se y = z, entdo, y # x. Nesse caso, d(z,z) = 1,d(z,y) = 1 e
d(y, 2) = 0, entdo d(x, =) < d(z, ) + d(y, 2).

(b.3) Sey # x ey # z entdo, d(z,z) = L,d(z,y) = 1 e d(y,z) = 1,
logo 1 = d(z,2) < d(z,y) + d(y,z) = 2. Do exposto acima, concluimos que
d(z,z) <d(z,y) +d(y,z) ¥ z,y,z € M. Portanto, d ¢ uma métrica em M.

Observacao 2. A prova feita acima nao faz referéncia a natureza dos elementos de M
implicando com isso, que o par (M, d) serd um espaco métrico independente de quem

seja o conjunto M.
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Exemplo 1.3. Calcule as distancias:

(a) d(6,2)
Resolugao: Como x # y entao d(6,2) = 1.
d(1,6)=1
1 6
|
|

!
|1
|

e N
—— ]

—t—0

Figura 1.8: Representacao gréafica da solugao

(b) d(3,3)
Resolugao: Temos que x = y logo a distancia, serd por defini¢ao d(g, g) = 0.

Figura 1.9: Representacao gréafica da solugao
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1.2.4 Meétrica da Soma em R?

Dada a fungao d : R? x R? = R, definida por d(z,y) = |z1 — y1| + |r2 — y2| onde,

= (21,22) e y = (y1,%2), € uma métrica sobre R?, conhecida como métrica da soma

ou meétrica do taxi.

-4

T g

e

|22 — ¥2|

Demonstracao.

Figura 1.10: Métrica da Soma

Para a demonstracao, devemos verificar as trés condicoes da definicao de métrica:

1.

d(z,y) > 0ed(z,y) =0 <= z=y.

De fato: d(z,y) =0=|z1 — 1|+ |12 — 12| =0 <= |21 —y1| =0e |22 — | =
0 < 21—y1=0exy—yy =0, ouseja, r; = y; e x5 = yo dai, d(z,y) = 0.

Por outro lado, usando a defini¢do de valor absoluto temos que: |1 — 31| > 0 e

|2 — yo| > 0 isso implica, d(z,y) = |1 — 11| + |22 — y2| > 0.

d(z,y) = d(y, x).

De fato: d(z,y) = |v1 — 1| + |22 — 2| = |1 — 21| + |y2 — 22| = d(y, x).

d(z,z) < d(z,y) + d(y, 2)

Sendo que d(7, z) = [v1 — 21| + |72 — 22| = [v1 —y1 +y1 — 21| + |12 — Y2+ Y2 — 22| <
|1 —=y1 |+ — 21|+ 2o —y2 |y — 22| = (|v1 =1 |+ |z —y2)+([y1— 21 +|y2—22]) =
d(z,y) +d(z,y). Logo, d(z,2) < d(x,y) +d(y, 2).
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Exemplo 1.4. Calcule as distancias entre os pontos dados abaixo:

(a) z=(4,2) ey = (-3,4).

Resolucdo: temos que a d(z,y) = |x1 —y1| + |va —yo| = |4 — (=3)| + 2 — 4| =
7T+2=09.

Interpretacao geométrica

|2 — 4] [Tt

14— (=3I

1% VOO, -

Figura 1.11: Representacao grafica da solucao

(b) z=(2,2) ey =(2,4).
Resolucao: d(z,y) = |z1 — 1| + |22 — | =12 - 2| + ]2 — 4| = 2.

Interpretacao geométrica

12 —4]|

Figura 1.12: Representagao grafica da solucgao
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1.2.5 Meétrica do Maximo R2

A fungio d : R? x R? = R, dada por d(z,y) = maz{|z; — y1],|r2 — ya|} onde,
= (x1,22) e y = (y1,¥2) € uma métrica sobre R2.
Demonstracao.

Para a demonstracao, devemos verificar as trés condicoes da definicao de métrica:

L. d(z,y) > 0ed(z,y) =0 <= z=uy.

De fato: d(z,y) = 0 = max{|zy — p|,|z2a — 12|} = 0 <= |z —wp| =0e
|z — o] =0 <<= 21—y =0exy—yy, =0, ouseja, 11 = y; € Ty = Yo
dai, conclui-se que, z = y e d(x,y) = 0. Por outro lado, usando a defini¢cao de
valor absoluto temos que |x; — yi| > 0 e |zg — yo| > 0 isso implica d(z,y) =

maz{|zy — yil, |2 — yal} = 0.
2. d(z,y) = d(y, ).
De fato: d(z,y) = maz{|z1 — 1], |v2 — y2|} = max{|yy — x1], ly2 — z2|} = d(y, z).

3. d(z, 2) < d(z,y) +d(y, 2).
De fato.

d(x,z) = mazx{|ry — 21|, |rs — 22|}

maz{|ry —y1 +y1 — 21, |22 — Y2 + y2 — 22|}

maz{|(z1 —y1) + (y1 — 21, [(22 — y2) + (v2 — 22)[}
maz{|(x1 —y1)|, [(z2 — y2)[} + maz{[(yr — 21)|, [(y2 — 22)|}
d(z,y) + d(y, 2).

IAN

Concluimos assim que, d(z,y) = maz{|z; — y1|, |v2 — y2|} é uma métrica em R2.
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Exemplo 1.5. Calcule a distancia entre os pontos dados abaixo:

(a) z=(1,2) ey = (0,4).
Resolugao: temos que d(x,y) = max{|l — 0|, |2 — 4|} = maz{|1],| — 2|} = 2.

Interpretacao geométrica

dix,y)=|2 — 4|=2

Figura 1.13: Representacao grafica da solucao

Resolugao: temos que d(z,y) = maz{| —1—2|,|2—4|} = maz{| —3|,| — 2|} = 3.

Interpretacao geométrica

|2 — 4|=2

dixy)=|—-1-2[=3

L — m — o — e — = =

Figura 1.14: Representacao grafica da solucao



2 Construcao de Novos Espacos

Métricos

Neste capitulo, veremos que é possivel obter novos espacos métricos, a partir de
espagos métricos existentes.

Seja d: M x M = R uma métrica. Mostraremos abaixo, que os itens

d
(a) di(z,y) = /d(z,y) e (b) da(x,y) = _dwy) , $80 métricas sobre M.
1 +d(z,y)
(a) Para verificarmos que di(x,y) = \/d(z,y) é uma métrica devemos verificar as trés

condicoes da definicao de espacos métricos:

(1) di(z,y) >0edi(z,y) =0 <= z=uy.
De fato: di(x,y) = v/d(z,y) > 0 pois d(z,y) > 0,
como d(z,y) =0 <= z =y = Jdz,y) =0 <= z =y = di(x,y) =
dz,y) =0 < z=y.
(2) d1<x7y) = dl(yax)'
Como d(I,y) = d(y7x> = d(*ruy) = d1<x7y) = d(y>x> = d1<y7$) =
dl(‘ray) = dl(yax>'
(3) di(z,2) < di(x,y)+ di(y, 2).

Temos que

d(:c 2) < d(:c Y)+d(y, z) = di(x, 2) = \/d(z, 2) < Jd(z,y) + d(y, 2) < \/d(z,y)+
\/ ya dl ZL’ ?J +dl<y7 ) daia dl(l‘,Z) S dl(x7y) +d1(y7 )

Portanto, concluimos que d;(z,y) = y/d(z,y) é também uma métrica em M.

26
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Exemplo 2.1. Sabendo - se que d(z,y) é a métrica usual sobre R?, utilizando -

se a métrica d; = \/d(z,y). calcule a distancia entre os pontos dados abaixo:

Resolugao: temos

di(x,y) = \/d(z,y), mas como d(z,y) é a métrica Euclidiana, temos

d(z,y) = V(21— )2+ (22 — 1) = di(z,y) = Vd(z,y) =

= Vo -

Logo, a distancia entre os pontos sera:

() = Vg = VI (2P + 627 =/ VEE+ AP =
= \/\/(9 +16) = \/\/(25) = 5.

Interpretacao geométrica

[6-2]=4

[1- (—_2 1=3

Figura 2.1: Representacao gréfica da solugao
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(i) == (-1,vV7) ey = (2,0).
Resolucao: temos que dy(z,y) = +/d(z,y), mas como d(z,y) ¢ a métrica Eucli-
diana temos que d(z,y) = \/(z1 — y1)? + (v2 — ya)?

d(z,y) = V(x1— )+ (12— 1)? = di(z,y) =

= VAT g) =V

Logo, a distancia entre os pontos sera:

di(z,y) = Vd(z,y) = W<—1—2>2+<ﬁ—0>2— (=37 +7
= VO = V0 =2

Interpretacao geométrica

Y e —— =1 @
\ ‘“a
i £)
2 (_}, N
b
=N l/,l/}\
~
B Ve
I[o~+7]I1=v7 - i
0
1 0 1 2
|-1-2]=3 x

Figura 2.2: Representacao gréafica da solugao
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(b) Verificaremos as trés condigoes de espago métrico para dq(z,y) = % :
(1) do(z,y) > 0edy(z,y) =0 <= z=uy.

Temos que, da(z,y) = 0 <= d(z,y) = 0 <= =z = y. Dali, segue que

do(z,y) =0 <= x=y.
(2) d2('r7y) = d2(y7$)

d(z,y) d(y, z)
C d =d d = = =d
omo (ff,y) (va) = 2(517,?/) 1+d(£13,y) 1+d(y,l’) Q(yvx) =
dZ(xa y) = dQ(yv ZL’)

(3) da(z, 2) < do(z,y) + da(y, 2).

De fato, d(z, z) < d(x,y)+d(y, z) pois, d(z, y) ¢ uma métrica. Para simplificarmos

o processo algébrico faremos a= d(x,y), b= d(y, z) e c= d(z, z).

a b a(l4+b)+0b(1+a) a+ab+batbd
1—{—a+1—+b B (1+a).(1+b)  1+a+b+ab
at+b+ab  1+a+b+ab—1
l+a+b+ab  1+a+b+ab
1

1-——
l1+a+b+ab

Observamos que ¢ < a + b, pois d(z,y) é uma métrica. Entao, 1 +a + b+ ab >
l+c+ab>1+c.

Dai, segue que:
1 1 1 1 1
>

< = - >1-—
1—|—a—1i—b—|—ab_1—|—c l+a+b+ab — 1+c¢ l1+a+b+ab —

1+c

logo,

d(z,y) dy.2) _ e b 1 lde—l e
L+d(z,y) 1+4+d(y,z) 1+a 14+b " l+c  1+c  1+4c

d(z, z)
14d(z,z2)

: . . . _ d(zy)
Conluindo assim, a desigualdade desejada. Logo, dy(z,y) = —————, é uma
1+d(z,y)

métrica sobre M.
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Exemplo 2.2. Sabendo - se que, d(z,y) é a métrica da soma sobre R?, utilizando

d
- se a métrica dy(z,y) = M Calcule a distancia entre os pontos dados
. 1+d(z,y)
abaixo:
() o= (0,3) ey = (2,4).
Resolugao: Sendo dy(x,y) = M, mas como d(z,y) ¢ a métrica da soma
1+d(z,y)
temos que:
d(z,y)
d(z,y) = |(@1—y)| + (@2 — yo)| = da(z,y) = —D Y _
(@) = (@1 =y + (22 —y2)| = da(2,y) = 7 —d(r.y)
_ (1 — y) + (22 — )|
L+ ([(z1 = y)| + |(22 — 92)])
Logo, a distancia entre os pontos sera:
oy - m i —w)
L+ ([(z1 =yl + |(22 = 92))
O=2|+IB=4) _  |=2[+]-1 _
L+ (0=2)[+[B=4)) 1+(-2+]-1)
3 3
143 4
5 __2+1 3
XY =1 e ) 4
13-41=1
o-2|=2

i s i 1 ) s

Figura 2.3: Representacao gréafica da solugao
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(i) z=(1,-2) ey =(3,3).

d
Resolugdo: Sendo dy(x,y) = H(ﬁ—&, mas como d(z,y) é a métrica da soma
temos que:
d(z,y)
(z,9) [(z1 = y)| + |(z2 — 12)] 2(z,y) 1 +d(z,9)

(21— y1)| + (22 — v)]
L+ ([(z1 = y)| + [(22 — y2)])

Logo, a distancia entre os pontos sera:

(1 —y)l + (w2 =)l
L+ ([(z1 —yo)| + (22 — y2)])
(A=3)+[(=2-3)]  |=2[+[=-5] 7 7

1+(0=3)+|(=2=3)) 1+(-2+]-5) 1+7 8§

d2(xay)

SN
d,(x, — [ S——_ -
2N =1 2+5 "8
,
________________ i
]
I
1
1
I
I
]
- !
I
]
]
2-3=5 1
I
]
1
o 1
1 05 a L) 2 3
I
] |1-3]=2
]
I
1
1
I
1
]
I
————— -+
X

Figura 2.4: Representacao gréfica da solugao



3 Atividades de Aplicacao

3.1 Aplicacao 1

No problema abaixo, veremos que nao faz sentido perguntar, em busca de uma res-
posta especifica, qual é a distancia entre dois pontos dados se nao for especificado qual
é a métrica utilizada, como corriqueiramente acontece na maioria dos livros didaticos
adotados na Educacao Basica.

Um professor faz o seguinte questionamento aos seus discentes: Dados os pontos
X =1(2,1) e Y = (5,6). Qual é a distancia entre eles?

Este é um problema tipico enfrentados pelos discentes do Ensino Basico. Utilizando-

se algumas métricas definidas sobre R2.

(a) Utilizando a métrica usual ou Euclidiana, cuja a métrica é

d(z,y) = /(1 — 11)? + (22 — y2)2.

Segue - se que:

d(z,y) = (z1 — )2 + (22 — ) = d(z,y) = V(2-5)%+ (1—6)?
= V(=32 +(=5)2=+/(9+25
= /34,

Logo, a distancia entre X = (2,1) e Y = (5,6) é igual a v/34.

(b) Utilizando a métrica da Soma, cuja a métrica ¢

d(z,y) = [(x1 = y1)| + [(x2 = 2)|.

Temos:

d(z,y) = [(&1 =yl + (@2 —p) =12 =5)[+[(1-6)| =
= |-3|+|-5/=3+5=8.

entao, a distancia entre X e Y é igual a 8.
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(c) Com a métrica Zero Um, cuja a métrica é:

0, sex =y,
d(z,y) =
1, sex #y.
Observa-se que os pontos X e Y tém coordenadas diferentes. Logo, concluimos
que X #Y.

Portanto, d(x,y) = 1.

(d) Com a métrica do maximo, cuja a métrica é
d(z,y) = maz{|zy — |, |22 = yal}-
Temos:

d(xz,y) = max{|2 — 5|,|1 — 6|} = maz{| — 3|,| — 5|} = maxz{3,5} = 5. Portanto,

[ Y Y
] fo = == = = = - 1' ——————— _}.
- / /
= /
d /
4 4 / 44 4
/ I1-6] | / I1-6l
3 3 4 ;
2 2 / ’
x / % /
i o —— -?—l; 1 TR, e
|2-5| |2- 8|
- T 0 ! . 1 . 0 |
a 2 4 i] 2 4 6 ]
1 -1 - 1

Figura 3.1: Representacao gréfica da solugao
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3.2 Aplicacao 2

Usando as métricas: Euclidiana, Métrica do Maximo, Métrica da Soma e a Métrica
Zero-um, identifique os pontos de R? , tais que sua distancia até a origem seja igual a
2.

Resolucgao

Para a solugao do problema, considerar-se-a os pontos O = (0,0) e X = (1, 79) € R2

Métrica Euclidiana Para esta métrica temos:

d0,X)=2 <= /(1 =02+ (12— 02 =2 <= 2?+2=4

A equagao x?7 + x5 = 4, representa uma circunferéncia de centro na origem do

sistema cartesiano e cujo raio mede 2.

X2

Figura 3.2: Representacao grafica da solugao
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Meétrica do Maximo Para esta métrica temos:
d0,X) =2 < max(|x; — 0|, |ze — 0]) =2 <= max(|z1], |z2|) = 2.

A
X2

b 5 ) 1 &

Figura 3.3: Representacao gréafica da solugao

Meétrica da Soma Para esta métrica, temos:

d(O,X):Q <~ |ZL‘1—0|+|JI2—O|:2 < |$1|+|I2|:2

X2

2

Figura 3.4: Representacao gréafica da solugao

Meétrica Zero-Um Para esta métrica, ndo existem pontos € R? para os quais a dis-

tancia até a origem seja igual a 2.
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3.3 Aplicacao 3

Utilizando - se as métricas: Euclidiana, Métrica do Maximo, Métrica da Soma e
Métrica Zero um, identifique os pontos de R? |, tais que sua distancia até o ponto

A = (1,2) seja menor que 2.
Resolucgao

Para a solu¢ao do problema, considerar-se-a os pontos A = (1,2) e X = (z1,25) €
R2.

Meétrica Euclidiana .

Para esta métrica, temos:

d(A,X) <2 <= /(11— 12+ (22— 2)2 <2 <= (11— 1)*+ (22 — 2)? < 4.

A inequagao (z; — 1)% + (z9 — 2)? < 4, representa os pontos interiores a uma
circunferéncia de centro no ponto A = (1,2) e cujo raio mede 2.

-

Figura 3.5: Representacao grafica da solugao
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Meétrica do Maximo .
Para esta métrica, temos:
d(A, X) <2 <= maz(|zy — 1], |za — 2|) < 2.

Como o valor méaximo entre |z, — 1| e |z2 — 2| deve ser menor que dois temos:

Ty — 1] <2= -2<2—1<2=—-1<x; <3ede|rs — 2| <2segue - se

que 0 < x9 < 4.

Figura 3.6: Representacao gréfica da solugao
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Meétrica da Soma .
Para esta métrica, temos:

d(A, X) <2 <= |z1 — 1] + |z2 — 2] < 2 desta desigualdade segue - se que:

.132—220
1 —1>0 e
T9—2<0
ou
$2—2ZO
r1—1<0 e
To—2<0

utilizando-se as desigualdades acima, temos que:

Ty — 1|+ | — 2| < 2= 21 +23 <Houm —2y < 20u —x1 + 25 < 3 o0u
Ty 4+ x9 > 1.

Figura 3.7: Representacao grafica da solugao
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Meétrica Zero-Um .

Para esta métrica, a distancia entre qualquer ponto € R? e o ponto A = (1,2) é

sempre menor que 2.

Figura 3.8: Representacao gréafica da solugao

Com a realizacao destas atividades, percebemos que se desejarmos apenas uma resposta
a um determinado questionamento, devemos oferecer informacoes precisas, bem como

sua delimitacao.



4 Conclusao

Gragas a habilidade adquirida pelo homem na resolucao de problemas envolvendo o
calculo de distancias, somos capazes de realizarmos, com eficacia e eficiéncia, a constru-
cao de pontes e de nossas habitacoes, a demarcacao de terras e o calculo de distancias
inacessiveis, etc.

Levando em consideracao os recentes trabalhos cientificos de matemaética, desenvol-
vidos para a Educacao Bésica sobre distancias, percebe-se apenas uma visao unilateral
sobre a mesma, a métrica usual ou Euclidiana.

Contrapondo-se a essa pratica docente, demonstrou-se que através do estudo sobre
Espacos Métricos foi possivel a utilizacao das métricas e suas respectivas representagoes
graficas: Usual em R; Usual em R?; Métrica Zero-Um; Métrica da Soma em R? e
Métrica do Maximo em R? demonstrando assim, diferentes formas para a realizacio do
calculo de distancias.

Propiciando aos discente e docentes um novo olhar sobre o célculo de distancias,
com o proposito de subsidiar todos aqueles que desejarem conhecer ou aprofundar-se

no estudo sobre a tematica desenvolvida.
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5 Desigualdade Triangular

Para realizarmos a demonstracao da desigualdade triangular, demonstraremos os

trés teoremas seguintes, sendo que a mesma também pode ser encontrada em |[8].

(1) Teorema do angulo externo

O teorema do angulo externo garante que em qualquer tridngulo, a medida do
angulo externo ¢ maior que a medida de qualquer um dos angulos internos nao

adjacentes.

Demonstracdo: consideremos o triangulo (ABC) abaixo

A

_ — -
Seja M o ponto médio de AC' e P pertencente a semi-reta BM tal que BM = M P.
Pela caso de congruéncia LAL A BAM = APMC e portanto BAM = m,
logo € > A.

Analogamente, tomando - se o ponto médio de BC' e usando angulos opostos pelo
vértice, € > B.
(2) Ao maior lado de um tridngulo opde-se o maior angulo

O teorema afirma que se dois lados de um triangulo nao sao congruentes, entao os
angulos opostos a eles nao sao congruentes e o maior deles esta oposto ao maior
lado. a >b= A > B

42
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Demonstracdo: consideremos o triangulo (ABC) abaixo:

Cc
.

Seja D em BC tal que CD = CA. Como |BC| > |AC| temos que D é interno a
CAB , o que implica, pelo teorema do angulo exterior, que CAB > CAD.

Como ACAD ¢ isbsceles por construgéo,@ = CDA. Mas CAD ¢ externo ao
triangulo AABD, logo CDA > ABD = ABC. Dai segue-se que , CAB > ABC.
(3) Ao maior angulo de um tridngulo opde-se o maior lado

Se dois angulos de um triangulo nao sao congruentes, entao os lados opostos a

eles nao sao congruentes e o maior dos angulos esta oposto ao maior lado.
A>B=a>h.
Prova:

Ou |BC| < |AC|, ou BC = AC ou |BC| > |AC|. Se |BC| < |AC|, pelo
teorema anterior A < 6, absurdo. Se BC = AC entdo pelo teorema do triangulo
isésceles,jzl\ = 6, absurdo. Logo BC =a > AC =b.
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DESIGUALDADE TRIANGULAR

Provaremos uma das mais importantes relacoes matematica, conhecida como desi-
gualdade triangular; a qual afirma: em todo triangulo cada lado é menor que a soma
dos outros dois. a < b+ ¢. Prova: Consideremos o tridngulo abaixo.

Consideremos um ponto D na semi-reta oposta a semi-reta f@ tal que AD = AC.
Logo,| BD| = |AB|+|AD| = |AB|+|AC|. Como ADAC & isésceles, ADC = ACD
e como A é interno ao angulo BC'D temos que BC'D > ACD. Logo BCD > ADC.

Do teorema anterior, |BC| < |BD| e portanto |BC| < |AB| + |BD]|. com isso
provamos que a < b+ c.

De maneira analoga provamos que:
b<a+cec<a+b

Das desigualdades acima temos:

b—c<aec—b<a=|b—cl<a<b+c



6 Mobdulo de um ntimero real

A definicao e demonstracao das propriedades de moédulo de um nimero real também

pode ser encontrada em |[3].

Definicao 2. Dado z € R, definimos o modulo (ou valor absoluto) de z, e indicamos

por |z| , como segue:

x, sex >0,
|z =
—x, sex <0.

Logo, a definicao de modulo poderia ser assim:

x, sex >0,
2| = 0, sexz=0,
—z, sex <0.
O valor absoluto de um nimero = é, na reta, a distancia entre o ponto x e a origem.
Isto &, |x| corresponde a distancia do ponto x ao ponto 0.
Se os niimeros reais r e y estao associados aos pontos X e Y na reta real, ou seja,

sdo as coordenadas de X e Y, entdo |r — y| corresponde a distancia do ponto X ao

ponto Y.

-

Esta interpretacao como distancia sera de grande utilidade para que se possa en-

xergar intuitivamente o significado de algumas questoes envolvendo moédulo.
Observacoes
1. Temos da defini¢ao que |z| > 0,V z € R.

2. Decorre também da definicio que |z| é o maior dos nimeros x e —x , 0 que é
indicado como = = max{—=x,z}. Portanto, = < |z| e —z < |z| , 0 que equivale a
—lz| <z <|z|,VzeR
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Propriedades do médulo

Dados a;b € R, valem as seguintes propriedades:
. la] > 0; Va€R eainda |a| =0 <= 0.

. |ab] = |al.|b|

i=

AT

al<b<= —-b<a<bd

.al| >b<=a>boua<—b

. la+0b] <la| +|b| (desigualdade triangular).

Demonstracoes

. Dado o ponto a € R, pelo axioma da ordem, temos dois casos (excludentes):

Caso 1: a = 0 <= a coincide com a origem <= a distancia de a até a origem
¢ nula <= |a| = 0.

Caso 2: a # 0 <= a estd a direita ou a esquerda da origem O <= a distancia
de a & O é positiva <= |a| > 0.

. Temos tres casos a considerar.

i) Sea>0eb>0, temos a.b > 0, portanto, |a.b| = a.b = |al.|b|.

ii) Sea < 0eb<0,temos a.b > 0, e portanto,|a.b| = a.b = (—a).(—=b) = |a|.|b].
iii) Se a > 0 e b < 0, temos a.b < 0, e portanto, |a.b| = —(a.b) = a.(—b) = |al.|b|.

Observacgoes

Se ja sao conhecidas as propriedades das raizes podemos demonstrar, mais dire-

tamente, como a seguir:

la.b| = v/(a.b)? = Va2 /b2 = a2.b* = |al.|b].

. Usando o fato que — =

1
5‘ (que pode ser facilmente demonstrado separando-se

|b|
em dois casos: y > 0 e y < 0) temos:
a 1 al 1 al 1 a
—| =la.=| = la|. |7| = |a|.— = —-
b b b b 0]
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4. (1) Usando que |a| = maz{—a,a}, temos que
—a<l|a|<b=a>-b()
a<lal <b=a<b ()
De (I)e (II) concluimos —b < a < b.
(2) Mostraremos que —b < a < b= |a| <b
i) Se a > 0 entao |a| = a . Por hipotese a < b, logo |a| < b .
ii) Se a < 0 entao |a| = —a . Por hipdtese —b < a , ou seja, —a < b . Assim,
la| <b .
5. 1) Mostraremos que |a] >b=a < —boua>b.
i) Se a > 0 entao |a| = a e como |a| > b, temos a > b.
ii) Se a < 0 entdao, —a = |a| > b , isto é, —a > b , ou seja, a < —b .
2) Mostraremos que a < —bou a > b= |a| > b
Usando que |a| = maz{—a,a}, temos que

b<a<|a|=la| >boub< —a<lal = |a| >b.

6. Temos trés casos a considerar.
i)Sea>0eb>0temos a+b> 0 e, portanto,
la+b] =a+b=|a| + |b|
ii) Sea<0eb<0temos a+b <0 e, portanto,
la+bl=—(a+b)=—a—b=|a| + |b|
iii) Se a > 0 e b < 0, temos
b<—-b=1b], —a<a=lajea+b>00ua+b<0
Dai,
a+b>0,entdo |a+b=a+b<a+ (-b)=|al + |b].
e
a+b<0,entdo |a+b =—(a+0b) = —a+ (=b) <la|+ 0]

Portanto, em qualquer dos casos |a + b| < |a| + |b].
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