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RESUMO

O presente trabalho tem por finalidade levar aos estudantes do 3° ano do Ensino Médio a
ampliacdo do seu conhecimento em Matemadtica e construir significado para a ideia de derivada
como taxa de variacdo para, a partir dai, aplica-los na resolu¢do de problemas vistos anterior-
mente por eles. Para este propdsito definimos a derivada de uma funcdo em um ponto como
a inclinacdo da reta tangente ao grafico da funcdo neste ponto. Em sequéncia estudamos as
técnicas de derivacdo de fungdes elementares para facilitar os cdlculos no capitulo seguinte e
finalizamos nosso trabalho mostrando a derivada como taxa de varia¢io e apresentamos alguns
problemas que fazem parte do curriculo do Ensino Médio onde usamos a derivada como taxa
de variacdo para resolvé-los, mostrando assim, a utilidade desse conhecimento matemético no
Ensino Médio.

Palavras-chave: Funcdo. Derivada. Aplicacdes



ABSTRACT

In this work we did a brief study about Derivative whose target audience is the high school
student. We started from the idea that the derivative of a function at a point is the angular
coefficient of the tangent line to the graph at this point. We worked with the derivative of
elementary functions using limit, whose resolution involves the basic mathematics, as well as
the properties of derivative. We finished the work emphasizing the derivative as about the rate
of variation and how this one can be applied in the resolution of basic problems seen in High
School.

Keywords: Function. Derivative. Applications.
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1 INTRODUCAO

Durante todo o estudo da Matemética do Ensino Médio nos deparemos com muitos
problemas que podem ser representados por modelos matematicos cuja solug@o envolve o con-
ceito de derivada. Tais problemas surgem com frequéncia em disciplinas como Fisica, Quimica,
Biologia, entre outras. Com o intuito de estudarmos alguns desses problemas fizemos um breve
estudo sobre derivada, enfatizando inicialmente o seu significado geométrico o qual vem fa-
cilitar a compreensao do conceito de derivada como um limite, pois sabemos que a ideia de
limite, muitas vezes ndo € assimilada com facilidade. Dessa forma apresentaremos a deri-
vada como coeficiente angular da reta tangente ao grifico de uma fun¢do em um ponto. Em
sequéncia apresentamos a derivada de algumas func¢des. Enfatizamos, em alguns exemplos,
que a assimilagdo deste conceito depende do conhecimento matemdatico do Ensino Bésico e
da ideia de aproximac¢do. No segundo capitulo apresentamos algumas regras de derivacao que
serdo utilizadas no capitulo seguinte. E finalizamos nosso estudo mostrando que a derivada,
vista anteriormente como a inclinacdo da reta tangente ao grafico de uma fun¢cdo em um ponto,

pode ser vista como a taxa de variacdo e em sequéncia fizemos algumas aplicacdes.
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2 DERIVADA

Neste capitulo apresentaremos o conceito de derivada, a ideia de reta tangente e algu-
mas propriedades basicas. Um dos limites mais importantes do Célculo Diferencial, a derivada
tem grande aplicabilidade em vérias dreas do conhecimento. Deste forma comegaremos 0 nosso

estudo com o conceito de derivada de uma fun¢do em um ponto.

2.1 A DERIVADA DE UMA FUNCAO

Denotemos por / um intervalo aberto de R. Nesta secdo estudaremos um dos mais

importantes limites do calculo que é a derivada de uma funcao em um ponto.

Definicao 2.1.1 Dizemos que uma funcio f : I — R é derivavel em p € [ se o limite

f(x) = f(p)
_p ’

lim
X—p X

existe e € finito.

Caso o limite acima exista, ele serd denotado por f(p), ou seja,

f'(p) = m%ﬁ(m (1)

e diremos que f'(p) é a derivada de f(x) em p.

Observemos que, para cada x € I, o quociente

é o coeficiente angular da reta que contém os pontos (p, f(p)) e (x, f(x)) do gréifico de f(x).
Logo a existéncia do limite acima significa que estas retas se aproximam da reta que passa pelo

ponto (p, f(p)) e tem coeficiente angular f'(p). Fixaremos estas ideias na seguinte defini¢ao.

Definicao 2.1.2. Seja f : I — R uma fung¢do derivavel em p € I. A reta do plano que contém o

ponto (p, f(p)) e tem coeficiente angular f'(p) serd chamada de reta tangente ao gréfico de f
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no ponto (p, f(p))-
Sendo assim a equag@o da reta tangente ao grafico de f no ponto (p, f(p)) fica sendo
y=f(p)+f(p) (x—p). 2)

Tal reta intersetar o grafico de f no ponto (p, f(p)). Claro, tal reta é o grafico da fun¢do afim

T(x)=f(p)+f'(p)-(x—p).

Além disso, os valores da funcdo afim 7'(x) para pontos proximos a p aproxima os valores de

f(x) nestes mesmos pontos. De fato, considere a funcdo diferenca

E(x)=f(x)=T(x) = f(x) = f(p) = f'(p) - (x— ).

Entao temos
E _
o E®) [ = f(p)
X=2pX—p x—=p X—p

—f'(p)| =0.

Portanto, para x proximo de p, o valor E(x) é préximo de zero, isto implica que o valor de T (x)

é proximo de f(x) para x préximo a p.

Quando a fungéio f(x) é derivavel em todo ponto do seu dominio podemos construir
uma nova fung¢io f’ : I — R que a cada ponto p € I associa a derivada de f(x) em p. Esta fungdo

¢ usualmente nomeada de funcdo derivada ou, simplesmente, derivada de f.

Muitas vezes, para efetuarmos célculos de limites € conveniente modificarmos a apre-
sentacdo do limite que define a derivada (1), p. 11. Se A = x — p o limite que defini a derivada

de f no ponto p fica reescrita como

i) = tim L2 S0)

Em geral, quando a derivada de f existe em todos os pontos do dominio, a sua derivada f’(x)

pode ser calculada por

) — i O ),

h—0 h

3)
Exploraremos abaixo a defini¢do de derivada e reta tangente.

Exemplo 2.1.3. Considere a fungdo f : R — R, f(x) = x?. Calculemos a derivada de f no ponto

p =2 e aequagdo da reta tangente ao grafico de f no ponto (2, f(2)).



Solucédo Calculemos inicialmente a derivada de f(x) utilizando o limite descrito em (3):

f'(x) = lim

(x+h)>—x?
h—0 h
X4 2xh+h2— 2

= lim
h—0

= lim
h—0 h

= lim2x+h
h—0

= 2.

h(2x+h)
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Portanto, f’(x) = 2x. Calculando f(2) =4 e f'(2) = 4, temos a equacdo da reta tangente ao

gréfico no ponto (2, f(2)):

y=f2)+f(2)x-2)

Esta reta € o grafico da fungdo afim 7'(x) = 4x — 4.

y=4x—4.

Para calcularmos a derivada da funcio f(x) = x? no ponto p = 2 utilizando o limite (1),

p. 11, é necessdrio percebermos que x = 2 é uma das raizes da fungdo quadratica g(x)

Como x = —2 é outra raiz, fatorando temos g(x) = (x —2)(x+2).

ro) IO

.XT =
= lim
=2 x—2
= lim (x—2)(
x—2
= limx+2
x—2

Até aqui utilizamos apenas o conhecimento da matematica do Ensino Bésico.

4.

U

Exemplo 2.1.4. Considere a fungdo f: R — R, f(x) = x3. Calculemos a derivada desta fungdo

no ponto p = 2.

Solucéo Pela defini¢do de derivada, (1) temos
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_ 2)
f( ) x1—>r% x—2
.
- =2 x—2
— lim (x—2)(x* +2x+4)
- x—2 x—2 ’

Como x — 2 # 0, entdo simplificando a expressdo acima obtemos

f12) = lim(*+2x+4)

x—2

= 12.

Logo f/(2) = 12. De forma similar ao exemplo anterior, para calcularmos a derivada da fungio
f(x) = x* no ponto p = 2 foi necessdrio percebermos que x = 2 é uma raiz da fungiio polinomial
g(x) =x> — 8. Assim g(x) = x> — 8 é divisivel por x — 2, logo podemos escrevé-la como g(x) =
(x —2)(x* +2x+4). O passo seguinte foi efetuarmos a divisdo por x — 2. Mais uma vez
utilizamos apenas o conhecimento da Matematica do Ensino Béasico. Finalmente ao fazermos x

se aproximar de 2, x> +2x + 4 se aproximara de 12. U

O resultado seguinte assegura que se uma funcao admite derivada em um ponto p € I,
entdo o grafico da fungdo no ponto (p, f(p)) ndo possui “saltos” nem “buracos”. Esta é a leitura

geométrica do teorema.
Teorema 2.1.5. Seja f : I — R uma fungdo derivavel em p € I. Entdo lim,_,, f(x) = f(p).

Prova. Observe que

f(x)—f(p)
X—p

i ) — (p)] = lm | ).

X—p X—p
Por hipétese, f € derivavel em p € I, logo, por defini¢ao,

[£a=10))

f'(p) = lim o

X—p

Como lim,_,,(x — p) = 0, segue-se que

X—p xX—p X—p X—p X—p
Considerando que lim,_,,[f(x) — f(p)] = 0, obtemos lim,_,, f(x) = f(p). O

Definicao 2.1.6. Dizemos que uma fun¢do f € continua em um ponto p de seu dominio se

limy,, f(x) = f(p)-
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Pelo visto no dltimo teorema, se f € derivavel em um ponto p, entdo f € continua neste
ponto. A igualdade lim,_,, f(x) = f(p) assegura que ao fazermos x se aproximar de p os valores
de f(x) se aproximam de f(p). Apenas a existéncia deste limite assegura que o gréfico de f ndo
possui “salto” neste ponto, pois como p pertence ao interior do intervalo /, tanto a aproximagao
de p pela direita quanto pela esquerda os valores de f se aproximam do mesmo valor, qual seja

f(p). Geometricamente, isto garante que neste ponto o grafico ndo possui “buraco”.
A reciproca do teorema acima nao € verdadeira. De fato, considere o seguinte exemplo.

Exemplo 2.1.7. Considere a fun¢o f: R — R, f(x) = |x+ 1|. Mostremos que ela ndo possui

derivadaem p = —1.

Solucao Reescrevamos a fungio,

f(x):{ _(x+1, sex > —1

x+1), sex<—1

y.ﬂ

[ L
-

=

-

x“’

Figura 1:

Examinando visualmente o grafico de f percebemos que ela é continua em todos os

pontos do seu dominio. Em x = —1, o grafico de f possui um “bico”. Mostremos que f nao
fO)=r1)

€ derivavel neste ponto. De fato, sabemos da teoria de limite que limy 1 =~ —

existe se, €
somente se, os limites laterais a direita e a esquerda do ponto p = 1 existe e sdo iguais, isto é
) x)—f(1 ) x)—f(—1
LS f) L S =)
xo—1- x—(=1)  xos-1+ x—(—1)
A sinaliza¢do x — —1~ indica que x aproxima-se de —1 com x < —1 enquanto x — —17 indica
que x se aproxima de —1 com x > —1. Como a funcio € definida por duas sentencas, analisemos

o comportamento da funcdo

f) —f(=1)

q(x) = = (1)

®)
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tanto a direita quanto aa esquerda do ponto p. Ao fazermos x se aproximar de —1 pela esquerda,

obtemos
LSS =)
x—1- x—(=1) x—1- x+1

Simetricamente ao fazermos x se aproximar de 1, pela direita, obtemos

lim M: lim x+1 -1
x—1t x—(—l) x—1+tx+1
Portanto, os limites laterais da fung¢ao
fx)—f(=1)

sdo distintos, significando que nao existe o limite
) x)—f(—1
L F) = f(=1)
x—1-  X— (— 1 )

Em outras palavras, f ndo é derivavel em p = —1. U

No exemplo acima, ndo existe f(1), implicando que nfo existe reta tangente ao gréfico
de f noponto (—1, f(—1)). Nesse ponto o grafico da func¢@o apresenta um “bico” pois os limites
laterais da funcdo ¢ sdo distintos. E facil construir outros exemplos de funcdes que sdo continuas

em um ponto p e ndo sdo derivdveis neste ponto. Assim fica clara a importancia da reta tangente

na construcao do grafico de fungdes.
2.2 OUTROS EXEMPLOS

Nos exemplos a seguir apresentaremos a derivada de algumas func¢des e enfatizaremos
o conhecimento da Matematica Bésica para a compreensao destas. Comegaremos com a fungao

constante.

Exemplo 2.2.1 Considere a fungdo f: R — R, f(x) = k, onde k é constante real . Mostremos

que f'(x) =0, para todo x € R.

Solucao Como a derivada de f € calculada por

fa+h) —fx)

/ — 1
entao
"(x) = lim —— = 0
fx) = lim —

Portanto f’(x) = 0 para todo x em seu dominio. O



17

Exemplo 2.2.2 Considere a fungdo f : R — R, f(x) = x. Mostremos que f’(x) = 1.

bf Solucao De fato,
) +h) — f(x)
/ — l f(x
(%) lim .
h) —
— lim (x+h)—x
h—0 h
= lim—
hlg(l) h
= 1.

Esta derivada merece um comentério. O gréfico de f(x) é uma reta com declividade 1. Uma
reta tangente a uma reta, coincide com ela. Logo, toda reta tangente ao grafico de f(x) = x tem

a mesma declividade, qual seja, 1. OJ

Exemplo 2.2.3 Considere a fungio f : R — R, f(x) = x>. Mostremos que f’(x) = 3x.

Soluciao Temos

/
= 1
f(x) lim .
~ lim (x—i—h)3—x3
=0 h

Desenvolvendo o numerador,

(x+h)? = X 4+30°x+3m> 4+ 1 -5
= 1 +3h%x+3hx* = h (k> + 3hx +3x7)

e substituindo no limite obtemos:

h (h* + 3hx + 3x%)
/ — 1
fx) = lim -
= lim (h* 4 3hx+3x%)
h—0

= 3x2

Logo, f(x) = 3x2. O

Exemplo 2.2.4 Se n é um niimero inteiro positivo e f(x) = x", entdo f'(x) =n-x""1.

Prova: Seja f(x) = x". Entdo,

f'(x) = lim Grth) =2t

h—0



Expandindo o numerador da fracdo, utilizando o bindmio de Newton e fatorando, temos

—1
(x+h)"—x" = "+nx"h+ %xnzh2 + ok B — ¥

n(n—1)
2!

= h(nX" '+ X724 k.

Logo, o célculo da derivada resume-se em calcular o limite

n(n

f/(x) = lim hlne 0 2 2
" h—0 ;

Dai segue que

Fx) = tim [ 1)

A4 A xh T R)
h—0 2!

Como h — 0, imediatamente concluimos que f(x) = n-x""!.

18
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3 REGRAS DE DERIVACAO

No Capitulo 2 apresentamos as derivadas de algumas fun¢des polinomiais f: R — R,
procurando relacionar o cédlculo das derivadas com os contetidos de Matemdtica do Ensino

Médio. Em resumo, mostramos os cdlculos das seguintes funcdes.

Fungao Derivada
f=k  f(x)=0
f=x  fx)=1
f) =2 f(x)=2x
fa) =2 fx)=37

Por fim, demonstramos uma regra geral, mostrando que a funcdo derivada da fungao

polinomial f(x) = x" é f'(x) = nx"~!, para todo inteiro n > 1.

A lista pode ser ampliada, mas o cdlculo direto a partir do limite fica progressivamente
mais dificil quando tentamos encontrar a derivada de fungdes menos simples do que as citadas
acima. Neste capitulo, estudaremos regras gerais para obter a derivada da soma, produto e

quociente de duas ou mais funcdes e em sequéncia apresentaremos alguns exemplos.
3.1 DERIVADA DA SOMA

Proposicao 3.1.1. Sejam f e g funcdes definidas em um intervalo aberto I. Se f e g sao

derivaveis em x € I, entdo a fungdo #(x) = f(x) + g(x) é derivavel em x e vale que
t'(x) = f'(x) +¢'(x).

Prova Por hipétese, f e g ndo diferencidveis, isto significa que

f/(x):}llgr(l)f(x—i_h})l_f(X) . g,(x):}li_r%g(x—l—h})l—g(x).

Mostremos que t é diferencidvel. Por defini¢do de derivada de uma funcdo em x, devemos
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calcular o seguinte limite:

t(x+h)—1t(x)

I
_ iy SR et h)] — [f () + g (x)]
h—0 h
o M) — f)] g h) — g()]
h—0 h
— i SO @) st h) — ()
h—0 h h—0 h

Esta dltima soma de limites nos da precisamente as derivadas de f(x) e g(x). Portanto, ¢'(x) =
f(x) + &' (x). Nesta apresentagdo estamos utilizando propriedades naturais de limites, como a
que parcelou o limite quando passamos da segunda linha para a terceira linha do célculo feito.
Nao abordaremos teoremas especificos sobre limites pois estd além dos objetivos da Matematica
do Ensino Médio. U

Esta proposi¢do pode ser generalizada indutivamente para uma soma de fun¢des com
um numero finito de parcelas, isto €, a derivada da soma de um numero finito de fungdes € igual

a soma de suas derivadas, se estas existirem.
Exemplo 3.1.2: Encontremos a fungio derivada da fungio polinomial f(x) = 3 + x> +x°.

Solucao Seguindo a tabela apresentada no inicio deste capitulo e a dltima proposicao, podemos

escrever.
flx) = 3+ + @)
= =2x+3x%

Observamos que estamos utilizando a generalizagdo da Proposi¢do para uma soma de func¢des

com um numero finito de parcelas. U
3.2 DERIVADA DO PRODUTO

Proposicao 3.2.1 Sejam f e g func oes definidas em um intervalo aberto I. Se f e g sao

derivéveis, entdo a fungdo produto #(x) = f(x) - g(x) é derivavel em x e vale que
1(x) = f(x) g () +f(x) - g(x).

Prova Por hipétese, f e g ndo diferencidveis, isto significa que

h _
f’(x)=}li_f>r(l)f(x+;)l S () e g'(x)Z}li_f%

gle+h) —g(x)
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Mostremos que t € diferencidvel. Por defini¢cdo de derivada de uma funcdo em x, devemos

calcular o seguinte limite:

t(x+h)—1t(x)

f) = lim h
o PG gl )] = [f() - g(x)]
h—0 h

Adicionando e subtraindo ao numerador a expressdo f(x+ h)-g(x) e rearranjando as parcelas

do numerador, podemos reescrever este tltimo quociente como:

fOth)-gxth) = flxth)-g(x) +fx+h)-g(x) = f(x)-g(x)

q(x) = p
_ fath)gle+h) —g(x)] +8()[f(x+h) — f(x)]
h
= f(x+h)g(x+hf)l_g(X) +g(x)f(x+h})l_f(x)

Como f e g sao diferencidveis, entdo f e g sdo continuas, ver Teorema 2.1.5, p. 14, segue que

lim f(x+h) = f(x) e lim g(x+£) = g(x).

Utilizando propriedades naturais de limites, temos

: : +h)—g(x)] | .. :
!/ 1 . 1 [g(‘x 1 . 1
r(x) = lim fx+h) lim . +h1r% g(x) lim

[fx+h) = f)]
h

= f(x)-8'(x) +f(x)-gx).
Isto encerra a demonstracao da proposi¢ao. U

Particularizando esta proposi¢do, quando g(x) = k, onde k é uma constante e f(x) é

diferenciavel, segue a regra derivacao:

se  g(x)=k-f(x), entio g'(x)=k- f'(x)

Um caso mais particular é quando a constante k € menor que zero. Por exemplo, a derivada de
f(x)=—=3x2é f'(x) = —=3-(2x) = —6x.
Exemplo 3.2.2 Calculemos a derivada da fungéo polinomial #(x) = (2x* — 1) (x* +x2).

Soluciio Fagamos f(x) = 2x> — 1 e g(x) = x* +x%. Logo, f'(x) = 6x° e g’(x) = 4x> + 2x. Pela

regra do produto
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fx) = fx)-glx)+f(x)gx)
= (6x)(x* +x2) + (263 — 1) (4x® + 2x)
= (6x)(x* +x%) + (20 — 1) (4 +2x).

Efetuando o a multiplicacio obtemos ¢/ (x) = 8x% 4 6x° +2x* — 2x. O

3.3 DERIVADA DO QUOCIENTE

Proposicao 3.3.1 Sejam f e g funcdes definidas em um intervalo aberto /. Se f e g sdo de-
rivdveis em x e g(x) # 0, entdo a fungdo produto #(x) = f(x) - g(x) € derivavel em x e vale

que
1oy 8) - f(x) — fx)-g'(x)
) = g(x)? |

Prova Por hipétese, f e g ndo diferencidveis, isto significa que

h _
f/(?C):}lig(l)f(XJr })l S ) e g/(x):%ig(l)

glr+h) —g(x)

Mostremos que t € diferencidvel. Por defini¢do de derivada de uma funcdo em x, devemos

calcular o limite

/) = }ll_r% t(x—l—h})l —1t(x)

Reescrevamos este tltimo quociente.

q(x) = h

Lf(x+h)-g(x) — f(x)-g(x) + f(x) -8(x) + f(x) -g(x + 1)

h g(x+h)-g(x)
St oy _
glx+h)-g(x)

Utilizando regras naturais de limites, podemos, agora, demonstrar a regra do quociente.

x+h)—g(x
f(x)g( +})l gx)




23

) = lim,_o w -limy, 0 8(x) — limy, 0 f(x) - lim, 0 w
limy, 0 g(x+h) - lim,_,0 g(x)
_ S0 -gx) —f(x)-g'(x)
8(x)-g(x)
f'(x) - g(x) = f(x) - &'(x)
[s(x)]? '
Isto encerra a demonstracao. 0

Exemplo 3.3.2 Podemos estender a regra de derivacdo descrita no Exemplo 2.2.4., p. 17. A

derivada de f(x) =" é f'(x) = nx"~! para todo inteiro n e todo x # 0.
Exemplo 3.3.3 Encontremos a derivada da fungio f(x) = ’%, para x #£ 2.

Solucao Pela regra do produto temos

(+1) (x=2)— (2 +1)- (x—2)

f,(x) = (X—2)2
2 (x=2)—(*+1)-1
- (x—2)? '

x?—dx—1

Desenvolvendo, obtemos f’(x) = oL
Xo—4aXx
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4 TAXA DE VARIACAO

A derivada € o elo entre declive de curvas e taxas de variacdo. Isto faz do Calculo
uma disciplina de grande relevancia nos cursos de Engenharia, Fisica, Economia bem como,

em outros cursos onde o cédlculo estd presente.

Neste capitulo estudaremos inicialmente as taxas de variacdo média e instantanea e em

seguida apresentaremos algumas aplicacdes da derivada na modelagem de problemas.
4.1 TAXA MEDIA DE VARIACAO E TAXA DE VARIACAO INSTANTANEA

Neste capitulo iremos considerar fungdes f : I — R que admitem derivada em todos os
pontos. Definimos a varia¢do (da varidvel) y = f(x) em relag@io a x no intervalo [x;,x;] como

sendo a diferenga Ay = f(x)—f(x1). Seja Ax = xp — xJ.

Definicao 4.1.1 A taxa média de varia¢do de y = f(x) em relag@o a x no intervalo [xi,x;] é o
quociente

Ay flx)— f(x)

Ax X2 — X1

Geometricamente a taxa de variacdo de f no intervalo [x,x;] é o coeficiente angular
da reta que passa pelos pontos P(x1, f(x1)) e Q(x2, f(x2)). Em Geometria, uma reta que incide
em dois pontos de uma curva € denominada reta secante em relacio a curva. Portanto, a taxa

média de variacdo de f de x| a x, € igual ao coeficiente angular da reta secante PQ.

Se h = xp — x1, segue que x = x| + h. Assim para x; = x podemos interpretar a razao

(f(x+h)-f(x))
h

como taxa de variagdo média de f no intervalo com extremos x € x +A. O limite desta taxa
de variagdo média quando s tende a zero recebe um nome especial. Recordando, estamos

considerando apenas fun¢des com derivada em todos os pontos do dominio.

Os exemplos deste capitulo foram retirados ou adaptados dos livros [1.] e [4.], princi-
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palmente.

Definicao 4.1.1. A taxa de variagfo instantinea de dey = f(x) em relag¢do a x é a derivada

)ty LD )

h—0 h

Logo, taxas instantaneas sao limites de taxas médias.

Exemplo 4.1.2 Escreva a drea de um quadrado como fun¢ao de seu lado e etermine:

1. a taxa de variacdo média da area de um quadrado em relag¢do ao lado quando este varia
de3ma3,2m;

2. ataxa de variagc@o da drea em relagdo ao lado quando este mede 3 m.

Soluciio Sejam A a drea do quadrado e [ o seu lado. Sabemos da relagdo funcional A(I) = [2.

1. A taxa média de variagdo de A em relagdo a [ quando / varia de 3,0m a 3,2m €

calculada por:
AA  A(3,0)-A(3,2) 10,24-9,0 1,24
Al 32-39 02 02

6,2.
Portanto a taxa corresponde a 6,2m? /m.

b) A taxa de variacdo instatanea da area em relagdo ao lado em / = 3m € calculada pelo
valor da derivada A’(I) = 21 no ponto [ = 3m. Portanto, A’(3) = 6 onde as unidades envolvidas

sio m? /m. O

Exemplo 4.1.2 Uma cidade X € atingida por uma moléstia epidémica. Os setores de satde

calculam que o nimero de pessoas atingidas pela moléstia depois de um tempo ¢ (medido em
dias a partir do primeiro dia da epidemia) é, aproximadamente, estimado por f(x) = 64t—§.

1. Qual a razao da expansao da epidemia no tempo ¢t = 47

2. Qual a razao da expansao da epidemia no tempo t = 8?

3. Quantas pessoas serdo atingidas pela epidemia no 52 dia?

Solucgio A taxa com que a epidemia se propaga é dada pela razdo de variagdo da fungdo f(¢)

em relacdo a . Portanto, para um tempo ¢ qualquer, essa taxa é dada por:

fl(1) =64 —1%
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1. No instante t = 4, temos f'(4) = 64 — 42 =64—16 =48. Ou seja, no tempo t = 4,

a moléstia estd se alastrando a razao de 48 pessoas por dia.

2. No instante ¢ = 8, temos f(8) = 64-8% = 64-64 = 0. Portanto, no tempo t = 8 a

epidemia estd totalmente controlada.

3. Como o tempo foi contado em dias a partir do 1° dia de epidemia, o 5° dia corres-
ponde a variacdo de ¢ de 4 para 5. O ndmero de pessoas atingidas pela moléstia durante o quinto
dia é f(4)-f(5) ~ 43. O

Exemplo 4.1.3 Analistas de produgdo verificaram que em uma montadora x, o nimero de pecas

produzidas nas primeiras ¢ horas didrias de trabalho € estimado por

( 50(t> +t), para 0<t<4
x) = )
200(r+1), para 4<r<8

1. Qual a razdo de producdo (em unidades por hora) apds 3 horas de trabalho? E apds 7

horas?

2. Quantas pecas sdo produzidas na 8 hora de trabalho?

Solucéo 1. A razdo de produgio ap6s 3 horas de trabalho é o valor f’(3). Parat < 4, temos
f'(t) =50(2¢ +1). Portanto, f/(3) =50(2-3+1) = 350.

ApOs trés horas de trabalho a razao de producao € de 350 pecas por hora de trabalho.
A razéo de produgdo ap6s 7 horas de trabalho € f'(7). Parar > 4, f'(r) = 200. Logo, ap6s 7

horas de trabalho a razao de producgdo € de 200 pecas por hora de trabalho.

2. O nimero de pecas produzidas na oitava hora de trabalho é estimado em f(8) —
f(7) =200(8 4+ 1) —200(7 + 1) = 200. Nesse exemplo, o nimero de pecas produzidas na
oitava hora de trabalho coincidiu com a razdo de producdo ap6s sete horas de trabalho. Isso

ocorreu porque a razdo de produgdo permaneceu constante durante o tempo considerado. [

4.2 VELOCIDADE E ACELERACAO

Velocidade e aceleracdo sdo conceitos importantes que usamos no nosso dia-a-dia.
O velocimetro marca, a cada instante, a velocidade. Se pisarmos no acelerador ou no freio,

percebemos que a velocidade muda. Sentimos a aceleragao.

Mostraremos como calcular a velocidade e a aceleragdo através de derivadas.
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Suponhamos que um corpo se move em linha reta e que s = s(f) represente o espago
percorrido pelo mével até o instante ¢. Entdo, no intervalo de tempo entre t e ¢ 4 h, 0 corpo sofre

um deslocamento As = s(f + h)—s(z).

Definicao 4.2.1 Definimos velocidade média nesse intervalo de tempo como o quociente

v — s(t+h) —s(t)'

Isto €, a velocidade média e o quociente do espaco percorrido pelo tempo gasto para
percorré-lo. De forma geral, a velocidade média nada nos diz sobre a velocidade do corpo
no instante 7. Para obtermos a velocidade instantdnea do corpo no instante ¢, calculamos sua
velocidade média em instantes de tempo & cada vez menores. A velocidade instantdnea, ou
velocidade no instante ¢, e o limite das velocidades médias quando % se aproxima de zero, isto

€,

Como ja vimos no capitulo anterior, esse limite é a derivada da fun¢do s = s(¢) em relagdo a 7.

Portanto, v(z) = s'(¢).
@conceito de aceleracgdo € introduzido de maneira andloga ao de velocidade.

Definicao 4.2.2 Definimos a aceleracdo média no intervalo de tempo de # a t 4 & pelo quociente

_ v(t+h) —v(t)‘

am—

Observamos que ela mede a variacdo da velocidade do corpo por unidade de tempo
no intervalo de tempo h. Para obtermos a aceleragdo do corpo no instante #, tomamos sua
aceleracdo média em intervalos de tempo % cada vez menores. A aceleracdo instantanea é o
limite

v(t+h)—v(t)

a(t) = lim === = /(1)

Logo, a derivada da velocidade nos dd a aceleragdo. Como v(r) = 5'(t), temos a(r) =

V(1) =57(1), s" (¢) é a derivada da derivada de ().

Exemplo 4.2.3 No instante 1 = 0 um corpo inicia um movimento em linha reta. Sua posi¢ao no

instante ¢ é dada por s(t) = 16t — t>. Determinar:

1. a velocidade média do corpo no intervalo de tempo [2,4];

2. avelocidade do corpo no instante t = 2;
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3. aaceleracdo média no intervalo [0;4];

4. aaceleracdo no instante t = 4.

Solucdo 1. A velocidade média do corpo no intervalo de tempo entre 2 e 4 serd

_s(4)—s(2) _48-28 20

— S
- =~ _10.
v 4_2 2 2

2. A velocidade do corpo no instante 1 = 2 corresponde ao valor da derivada s'(¢) no
ponto t = 2. Como s(t) = 16t — 2, temos v(t) = s'(t) = 16-2¢. No instante ¢ = 2, a velocidade
év(2) =16—2-2=12u.v.

3. A aceleragdo média no intervalo [0,4], por defini¢do é " —~ = 1% = —2u.a.

4. A acelera¢@o no instante t = 4 e dada pela derivada v/(4). Como v(¢) = 16 — 21,

temos a(t) = V(1) = —2. Portanto, a(4) = —2u.a.

Exemplo 4.2.4 A equacdo do movimento de um corpo em queda livre e s(t) = %gt2 ,onde g é

a aceleracdo da gravidade. Determinar a velocidade e a aceleragdo do corpo no instante ¢.

Solucao Num instante ¢ a velocidade e a aceleracdo instantinea sdo, respectivamente

v(t)=s'(t) =gt 2 atv'(t) = g.
A aceleracdo € a gravidade. U

A Fungdo Custo Marginal Vejamos como a derivada f’(x), isto é, a taxa de variagdo
instantnea de y = f(x) em relacdo a x, pode estar relacionada com o custo da produgdo de uma

empresa.

Exemplo 4.2.4 Um fabricante produz um certo tipo de peca de tecido com largura fixa e o
custo da produgdo de x metros desse material é dado por C = f(x). Vejamos como interpretar a

derivada neste caso.

Solucao Sabemos que
AC

f(x)= lim —,
isto €, a taxa de variacdo instantanea de C em relacdo a x. Se para produzir x metros de tecidos
foi gasto f(x) reais, entdo para produzir x + Ax metros do mesmo material gastou-se f(x+ Ax).
Assim, f(x) — f(x+ Ax) é o custo para produzir Ax metros de tecido adicional e

AC _ f(x) — flx+AY)
Ax Ax ’
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representa o custo médio para produzir cada metro de tecido adicional. A taxa de variacao do

custo da produgdo

chamada, pelos economistas, de Custo Marginal da produ¢do, mede quanto o custo da produ¢do

variou em relacio a quantidade de metros de tecido produzidos. U
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5 CONSIDERACOES FINAIS

Esperamos, com este trabalho, facilitar a compreensdo do Calculo de derivadas para
aqueles estudantes que tenham um primeiro contato com esta disciplina. Tivemos a inten¢do
mostrar como a matematica basica é fundamental na resolu¢do de problemas e a partir deste
conhecimento aprender novos conceitos. As aplicagdes servem de motivagdo para o estudo pois,
ndo estamos apenas repassando contetidos, mas contetidos que podem ser aplicados em varias
areas do conhecimento. Dessa forma a Introdug¢do ao Calculo é uma poderosa ferramenta na
resolucdo de problemas, podendo funcionar como um estimulador para ingresso dos discentes

em um curso de nivel superior.



31

6 REFERENCIAS

1. FLEMMING, D. & GONCALVES, M. Cdlculo A Sao Paulo: Editora Makron, 1992.
2. GUIDORIZZ1, L. Um Curso de Cdlculo 5* edicao. LTC Editora (2007).

3. LEITHOLD, L. O Cdlculo Com Geometria Analitica 3* edi¢do. Editora Harbra Ltda
(1994).

4. STEWART, J. Cdlculo 5* edicdo. Editora Thonson (2006).

5. THOMAS, G. B.Cdlculo 12* edicao. Editora Pearson (2012).



