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Resumo: O presente trabalho tem a finalidade de estudar a propagacao anual de plantas
em um determinado ecossistema, o problema ¢é abordado sob o ponto de vista da modelagem
matematica como instrumento de motivacao para que os alunos de ensino médio possam
interpreta-lo e compreende-lo. Utilizando a teoria de equacoes de diferencas lineares de
segunda ordem é possivel obter um modelo que descreve a dinamica populacional de plantas
em qualquer geracao com e também sem a presenca de uma familia de predadores.

Palavras-chave: equacao de diferencas lineares de segunda ordem, modelagem matematica,
propagacao anual de plantas.

1 Introducao

A variedade de fenomenos presentes no decorrer de nossa histéria tem sido um fator impor-
tante pelo o qual a humanidade vem se superando através das geracoes. Com o objetivo de ir
além do desconhecido, estes fenomenos tém permitido que o homem construa o seu proprio
conhecimento dentro de suas limitacoes, isto é, criar conhecimentos ante seus problemas da
vida cotidiana. Pode-se dizer entao que esta é uma forma de como as pessoas constituem o
sujeito do processo cognitivo, que, dependendo de nossas capacidades, vamos estabelecendo
um conjunto de informacgoes, ideias e abstracoes da realidade, cujo comportamento desejamos
analisar e interpretar numa linguagem légica, com caracteristicas similares a magnitude do
problema. Conceitualmente, isto é definido como modelo de um problema.

O objetivo neste trabalho é desenvolver e analisar um modelo matematico que descreva a
dinamica da propagacao de plantas anuais na presenca de predadores, é estimar a quantidade
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de plantas presentes em uma determinada geragao. Sao chamadas plantas anuais aquelas que
completam seu ciclo de vida, ou seja, nascem, crescem, reproduzem e morrem no periodo de
um ano. De acordo com EDELSTEIN-KESNET [1988], a propagagao de plantas pode ser
dada pela producao de sementes no final do seu periodo de crescimento vegetativo (pode-se
dizer més de Janeiro), apés o qual elas morrem. Além disso, apenas uma fracao das sementes
sobrevivem durante o inverno (em condigoes extremas), e aquelas que sobrevivem germinam
no inicio da estagao (pode-se dizer més de Setembro), dando origem a uma nova geragao de
plantas. Segundo BASSANEZI [2011], determinadas plantas produzem sementes no final do
verao quando entdao morrem. Uma parte destas sementes sobrevivem no inverno e algumas
delas germinam, dando origem a uma nova geracao de plantas e a fracao que germina depende
da idade das sementes.

Dando continuidade ao desenvolvimento do trabalho, a Se¢ao 2 foi iniciada com um estudo
sobre aspectos bésicos do processo da modelagem matematica. Nesse sentido, no trabalho
pretende-se colocar em pratica um dos objetivos principais da modelagem matematica que
consiste em aplicar os conhecimentos obtidos na formulacao de novos problemas que a en-
volvem.

Posteriormente, na Secao 3, foi apresentada a ferramenta matematica que permitira es-
tudar o problema colocado, isto é, o conjunto de conhecimentos tedricos que vai interpretar
o modelo. Dadas as caracteristicas das variaveis de tipo discreto que estao envolvidas no
problema, precisa-se da teoria de equagoes de diferencas para poder lidar com a propagacao
de plantas anuais.

Por tltimo, na Secao 4, foi formulado e desenvolvido o problema da dinamica de plan-
tas anuais. Obtendo o modelo matemético e utilizando a teoria de equacoes de diferencas
foram analisados diversos aspectos de tipo analitico que sao comparados com o que acontece
na realidade. O objetivo sera, mostrar aos alunos do ensino médio que utilizando aspectos
da modelagem matematica é possivel compreender e modelar o problema da dinamica de
propagacao de plantas anuais.

2 Modelagem Matematica

Nesta secao apresenta-se uma breve e significativa introducao dos principais elementos da
modelagem matematica, sua interpretagao, as etapas que conformam sua contextualizacao e
sua aplicacao nos diversos problemas concretos do dia a dia.

Segundo a interpretagao de BASSANEZI [2002], “a modelagem matemdtica consiste na
arte de transformar problemas da realidade em problemas matematicos e resolveé-los interpre-
tando suas solugoes na linguagem do mundo real”. Pode-se chamar simplesmente de modelo
matemadtico, um conjunto de simbolos e relagdes matematicas que representam de alguma



forma o objeto estudado. A modelagem matematica de uma situagao ou problema real deve
seguir uma sequéncia de etapas:

1. Experimentacao: E uma atividade essencialmente laboratorial onde se processa a obtencao
dos dados. Os métodos experimentais, quase sempre, sao ditados pela prépria natureza do
experimento e objeto da pesquisa. Entretanto, a contribuicao de um matemaético nesta fase,
pode ser fundamental para direcionar a pesquisa, no sentido de facilitar posteriormente o
calculo dos parametros envolvidos nos modelos matematicos. A adogao de técnicas e métodos
estatisticos na pesquisa experimental pode dar maior grau de confiabilidade aos dados obti-
dos. Muitas vezes, novas técnicas de pesquisa empirica exercem pressao sobre o foco de
interesse da teoria e permitem uma melhor selecao das varidveis essenciais envolvidas no
fenomeno.

2. Abstragao: Eo procedimento que deve levar a formulagao dos Modelos Matematicos.
Nesta fase, procura-se estabelecer:

a. Selecao das variaveis;

b. Problematizacao ou formulacao dos problemas tedéricos numa linguagem prépria da area
em que se esta trabalhando;

¢. Formulacao de hipoteses;
d. Simplificagao.

3. Resolugdo: O modelo matematico é obtido quando se substitui a linguagem natural
das hipdteses por uma linguagem matematica coerente - e como num diciondrio, a linguagem
matematica admite “sinonimos” que traduzem os diferentes graus de sofisticacao da linguagem
natural.

4. Validacao: Eo processo de aceitacao ou nao do modelo proposto.

5. Modificacao: Alguns fatores ligados ao problema original podem provocar a rejeigao ou
aceitacao dos modelos. O aprofundamento da teoria implica na reformulacao dos modelos.
Nenhum modelo deve ser considerado definitivo, podendo sempre ser melhorado. Um bom
modelo é aquele que propicia a formulacao de novos modelos uma vez que os fatos conduzem
constantemente a novas situagoes, qualquer teoria é passivel de modificacoes e a prépria
evolucao da Matematica fornece novas ferramentas para traduzir a realidade.

3 Equacoes de Diferencas Lineares
A forma normal de uma equagao de diferencas linear nao homogénea de ordem k é dada por
z(n+k)+a(n)z(n+k—1)+ .. +a(n)z(n) = f(n), (1)

em que a;(n) e f(n) sdo fungoes definidas para todo n > ng e ax(n) # 0 para todo n > ny.
Se f(n) é identicamente zero, entao (1) é chamada equagao homogénea. A equagao (1) pode



ser escrita na forma
x(n+k)=—-a(n)x(n+k—1)— ... —ar(n)z(n) + f(n). (2)

Fazendo n = 0 em (2), se obtém z(k) em termos de x(k—1), x(k—2),...,2(0). Explicitamente,
se pode ter

z(k) = —a1(0)z(k — 1) — ag(0)x(k — 2) — ... — ax(0)z(0) + f(0).

Uma vez calculado z(k), pode-se ir para a préxima etapa e avaliar z(k + 1) escolhendo n = 1
em (2). Isso resulta em

z(k+1)=—a1(Dx(k) —as(Dx(k — 1) — ... — ap(D)z(1) + f(1).

Ao repetir o processo acima, é possivel avaliar todo x(n) para n > k. Agora voltando para
(1) para formalmente definir sua solucdo. Uma sequéncia {x(n)};° ou simplesmente z(n)
diz-se ser uma solu¢do de (1) se ele satisfaz a equagao. Observe que, se for especificado os
dados iniciais da equagao, volta-se para o problema de valor inicial correspondente

e(k+n)+a(n)z(n+k—1)+ .. +an)z(n) = f(n), (3)

x(no) :bo, .%‘(no—i‘l) :bl,...,x(n0+k—1) :bk—la (4)
onde os b; s@o numeros reais. Tendo em vista a discussao acima, ¢ concluido o seguinte

resultado.

Teorema 3.1 O problema de valor inicial (3) e (4) tem uma unica solugdo x(n).

Prova: Tendo em conta as k condigoes iniciais {z(ng), z(ng + 1),...,x(ng + k — 1)}, de (3)
tem-se para n = ng:

x(k+ng) = —ay(ng)z(no+k—1)—...—ag(ng)z(ne)—f (ng) = —a1(no)br_1—...—ax(ng)bo— f (no),

do anterior observa-se que para qualquer n > ng + k usando o processo recursivo é possivel
determinar a sequéncia z(n). Portanto para qualquer nimero natural n existe a solugao
{z,.} = {z(ng),x(no + 1), ..., z(no + k — 1), x(no + k), ..., x(n), ...}, provando desta forma a
existéncia da solu¢do do problema de valor inicial (3) e (4).

Para provar a unicidade procede-se da seguinte forma. Seja z(n) uma outra solucao de (3) e
(4), isto é:

T(k+n)+a(n)zn+k—1)+..+a(n)z(n) = f(n), (5)
T(ng) =by, T(ng+1)=0by,...%(ng+k—1)=0bg1, (6)
de () obtem-se para n = ng
T(k+ng) = —ai(no)x(no +k—1)— ... — ar(ng)x(no) — f(no)
= —a1(no)bg—1 — ... — ax(no)bo — f(no)
= z(k+ny),



logo Z(k + ng) = x(k + ng), de forma andloga e usando o processo recursivo mais uma vez
prova-se para todo natural n a unicidade de solugoes, isto é T(n) = x(n).

A questao ainda é, serd que é possivel encontrar uma solucao em forma fechada para (1) ou
(3)7. Ao contrério das bem comportadas equagoes lineares de primeira ordem, a obtencao de
uma solugao de forma fechada de (1) é uma tarefa desafiadora. No entanto, se os coeficientes
a; em (1) sdo constantes, entao a solugdo da equacao pode ser obtida, como se vé a seguir.

Desenvolvendo aspectos basicos da teoria geral de equacoes de diferencas homogéneas lineares
de ordem £ da forma

z(n+k)+a(n)zn+k—1)+..+a(n)z(k) =0. (7)
Para iniciar a exposicao deve-se introduzir trés importantes definigoes.

Definigao 3.1 As funcdes fi(n), fa(n), ..., fr(n) sdo ditas linearmente dependentes para n >
ng se existem constantes ¢y, ca, ..., ¢, nao todas zero, tais que,

cifi(n) +cafo(n) + ...+ ¢ . fr(n) =0, Vn > ny.

Se ¢; # 0, entao dividindo a ultima igualdade por ¢; obtem-se
- _a _ 2 _ &
i) = =) = Zaln) — = h 0
C;
= —Zc—fz(”) (8)
it

A equacao (8) diz simplesmente que cada f; com coeficiente diferente de zero é uma com-
binagdo linear dos outros f;. Assim, duas fungoes fi(n) e fa(n) s@o linearmente dependentes
se um deles é multiplo do outro, isto é, fi(n) = cfa(n), para alguma constante a. A negagao
de dependéncia linear ¢ independéncia linear. Explicitamente, isto significa que as funcgoes
fi(n), fa(n), ..., fr(n) sdo ditas linearmente independentes se

cfiln) +cafo(n) + ...+ ¢ fr(n) =0

para todo n > ng, entao se deve ter ¢y =cy = ... = ¢, = 0.

Exemplo 1: Dados os nimeros reais Aj, Ay, ..., A, diferentes de zero com \; # A;, as
fungdes f; : N — R definidas por f;(n) = A sdo linearmente independentes para todo n > 0.
Com efeito, se

c1fi(n) + cafo(n) + ...+ ¢ fr(n) =0,

para algumas constantes ¢;,7 = 1,2, ...,7, entao

AN+ Ay + ..+ =0, Vn>0. 9)



Entao pode-se gerar as r equagoes:

( cqg+cec+...4+4¢ = 0
Cl)\1+02)\2+...+c7~)\r =0

AN e T L e = 0.

\

Com ajuda da algebra linear temos que ¢; = ¢3 = ... = ¢, = 0 é uma solucao trivial do sistema

de equacgoOes acima, se, e somente se, o determinante da matriz formada pelos coeficientes

Ne £ 0,k =0,1,2,....,7r — 1 do sistema ¢ diferente de zero, para todo i = 1,2, ...,r. Usando

o método de inducao sobre r é possivel provar que o determinante é H (Aj —\) #0,
1<i<j<r

provando assim a independéncia linear das funcgoes.

Definicao 3.2 Um conjunto de k solugoes linearmente independentes de (7) é chamado um
conjunto fundamental de solugoes.

O seguinte teorema garante a existéncia de um conjunto fundamental de solugoes de uma
equagao de diferencas linear homogénea, a sua demonstragao pode ser encontrada em ELAYDI
[2000].

Teorema 3.2 Se ag(n) # 0 para todo n > ny, entdo (7) tem um conjunto fundamental de
solucoes para n > nyg.

Pode-se observar que existem infinitos conjuntos fundamentais de solugoes de (7). O resultado
seguinte apresenta um método de geracao de conjuntos fundamentais a partir de um conjunto
conhecido.

Lema 3.1 Se x1(n) e x2(n) sio duas solugoes de (7), entao as seguintes afirmagoes sao
verdadeiras:

(i) (n) = z1(n) + x2(n) € uma solugao de (7).
(ii) z(n) = ax1(n) € uma solugdo de (7) para qualquer constante a.

Prova: (i)

z(n+k)+a(n)zin+k—1D+ ... +ap(n)z(k) = [z1(n+ k) + zo(n + k)]

+ a(n)[riin+k—1)4+22(n+k —1)]

+ o+ a(n)[(@1(k) + z2(k)]

= [riin+k)+a(n)zi(n+k—1)+ ... + ap(n)x (k)]
+ )+ ai(n)xs(n+k—1)+ ... + ap(n)xz (k)]

[xo(n + k
0+0 =

0



assim z(n) = x1(n) + x2(n) é solucao de (7).
(i) Sendo
zn+k)+a(n)z(n+k—1)+..+a(n)x(k)=az1(n+ k) +ar(n)axy(n+ k — 1)
+ ...+ ag(n)ax (k)
=alri(n+ k) +ar(n)zy(n+k —1)
+ ot ag(n)z(k)]
=a0 =0

tem-se que z(n) = axy(n) é solugao de (7).

Do lema anterior se pode concluir o seguinte Principio de Superposi¢ao:
Se x1(n), x2(n), ..., z,(n) sao solugdes de (7), entao
z(n) = a1x1(n) + agza(n) + ... + a,z.(n)
¢ também uma solugao de (7). De outro lado se {z;(n),x2(n),...,zx(n)} é um conjunto

fundamental de solugoes de (7) e se x(n) é qualquer solugao de (7), entao existem constantes

ay, as, ..., ay tal que z(n) = Zle a;x;(n). A discussao acima leva a definir a solu¢do geral de

(7).

Definigao 3.3 Se {zi(n),z2(n),...,zx(n)} € um conjunto fundamental de solucoes de (7),
entdo a solugdo geral de (7) é dada por

x(n) = Z a;x;(n),

para constantes arbitrarias a;.

Vale notar que qualquer solugao de (7) pode ser obtida a partir da solugao geral, por uma
escolha apropriada das constantes a;, ¢ = 1,2, ..., k.

3.1 Equacao Homogénea Linear com Coeficientes Constantes
Considerando a equagao de diferencas linear de ordem k
z(n+k)+azxn+k—1)+ax(n+k—2)+..+ax(n) =0, (10)

onde a; sao constantes e a; # 0. O objetivo agora é encontrar um conjunto fundamental
de solugdes e, consequentemente, a solucao geral de (10). O procedimento pode desafiar e
motivar o aluno do ensino médio. Suponha que as solugdes de (10) sejam da forma

z(n) = A",



onde A é uma constante. Substituindo este valor em (10), obtem-se
M a M ap =0, (11)

Isso é chamado de equagao caracteristica de (10), e sua raiz A é chamada de raiz caracteristica.
Observe que sendo a; # 0, nenhuma das raizes caracteristicas é zero.

Pode-se concluir a secao apresentando as seguintes situacoes:

e Caso (a). Suponha que as raizes caracteristicas Aj, Ag, ..., \x sdo distintas. Como foi
visto no Exemplo 1 o conjunto {A}, A}, ..., A7} é linearmente independente e assim

forma um conjunto fundamental de solugoes, isso é como consequéncia das raizes serem
diferentes, ELAYDI [2000]. Portanto a solugao geral de (10) é

k
z(n) = Z AL, ¢; constante. (12)
i=1

e (Caso (b). Suponha que as raizes caracteristicas i, Ag, ..., A, s@o distintas com multipli-

cidade my, ma, ..., m, com Y ., m; = k, respectivamente. Neste caso (10) admite como
solucao ELAYDI [2000]:

z(n) = Z N (cio + ean + cion® + .. 4 cim,_,n™ Y, c;j constante. (13)
i=1

e (Caso (c). Suponha que as raizes da equagdo caracteristica sejam complexas. Para
mostrar a solugao neste caso vamos a supor que a equagao de diferencas ¢ de segunda
ordem:

z(n+2)+ az(n+ 1) + agz(n) =0,

cujas rafzes complexas sdo \; = a + i e A\y = a —i3. ELAYDI [2000] mostra que as
fungdes (a + i)™ e (a — i3)" sao linearmente independentes. Portanto a solugao geral
da equacao de segunda ordem sera

z(n) = ci(a+i6)" + ca(a — if)".

Recordando que o ponto (a, 3) no plano complexo corresponde ao nimero complexo
a + 6. Em coordenadas polares tem-se,

a =rcosf, B=rsen0, r=+/a?+ (2, 0 = arctan <§> .
o

Portanto,
x(n) = ci(rcosf+irsen 0)" 4 co(rcos@ — ir sen 6)"
= 1"[(c1 + ca) cos(nb) + i(c1 — c2) sen(nd)]
= 71"[a; cos(nf) + as sen(nd)], (14)

8



em que a; = ¢ + ¢y € ag = i(c; — ¢2). Aqui se pode utilizar o Teorema De Moivre’s:
[r(cos@ + i sen 0)]" = r™(cosnf + i sen nfh).
Seja

a1 a2

as
T sen w = ———, w = arctan (—) .
Va1 + aj v ai + a; ai

cosw =
Entao (14) é
z(n) = r"vaj + az[cosw cos(nd) + sen w sen (nd)]

= 1"a; + aycos(nf — w)
xz(n) = Ar"cos(nf —w). (15)

4 Formulacao do Problema

Nesta secao, foi formulado um modelo mateméatico em termos de equacgao de diferencas, cuja
solucao define o nimero de plantas em fun¢ao de cada geracao n. Primeiro, é necessario obter
uma expressao para o numero de plantas em funcao do nimero de sementes produzidas no
periodo de um e dois anos, e do nimero de plantas mortas pela presenca de um predador.
A propagacao anual de plantas é dada através de um ciclo de vida que se inicia com o flo-
rescimento delas, posteriormente se origina a germinacao, para finalmente morrer e deixar
sua genética nas novas sementes no final de cada verao dando origem a uma nova geracgao
de plantas. Como é natural, devido a diversos fatores, nem todas as sementes conseguem
germinar (predadores, doengas, etc.), ou outras germinam depois do ciclo de vida, isto é um
ano. Neste trabalho as ideias seguidas foram as de EDELSTEIN-KESNET [1988] e ELAYDI
[2000]. O problema principal na propagacao de plantas anuais é o fato das sementes per-
manecerem adormecidas por periodos de anos antes da germinacao.

O estudo foi iniciado considerando as seguintes hipdteses: as sementes germinam so-
mente até a idade de dois anos, sendo que a maioria germina com um ano, € G Presenca
de predadores aumenta de forma proporcional a fracao de sementes que germinam com dois
anos de idade. Foram definidos os seguintes parametros:

= Numero de sementes produzidas por planta em janeiro;
= fragao de sementes de um ano de idade, que germinam em outubro;
fragao de sementes de dois anos de idade, que germinam em outubro;

= fracao de sementes que sobrevivem em cada inverno;

> QA W L =

= taxa de mortalidade das plantas pela presenca de predadores.

Das hipéteses tem-se que 3/« é pequeno. Se p(n) denota o nimero de plantas presentes na



generacao n, entao pode-se inferir também da hipdtese que

( plantas provenientes de sementes de um ano de idade
+

p(n) = ¢ plantas provenientes de sementes de dois anos de idade

| plantas mortas pelos predadores.

Se ainda for denotado por s;(n) (respectivamente, s(n)) o nimero de sementes de um ano
de idade (dois anos de idade) em Setembro (antes da germinagao), entdo o nimero de plantas
presentes no tempo n é

p(n) = asi(n) + Bsa(n) — q(n), (16)
em que ¢(n) é o nimero de plantas que morreram no tempo n.

Observa-se que o nimero de sementes deixadas apds a germinagao pode ser escrito como:
sementes deixadas = (fracdo ndo germinadas)x (nimero original de sementes em Setembro).
Isto da origem a duas equagoes:
i) = (1-a)si(n), (17)
S$2(n) = (1 —P)sa(n), (18)

em que §1(n) (respectivamente §3(n)) é o nimero de sementes de um ano (de dois anos de
idade) deixadas em Outubro, apds algumas terem germinado. Novas sementes so(n) (0-anos
de idade) sdo produzidas em Janeiro a taxa de 7 por planta, Figura 1.

so(n) = yp(n). (19)

Apés o inverno, as sementes so(n) que eram novas na geragao n estardo com um ano de
idade na préxima geracdo n + 1, e uma fracdo osg(n) delas sobrevivera. Portanto

si(n+1) = osp(n),
ou utilizando a férmula (19), obtem-se
si(n+1) = oyp(n). (20)

Similarmente,
so(n+1) = o51(n),
que por (17) produz
so(n+1) =0(1 — a)si(n),

e por (20) tem-se
se(n+1) =*y(1 — a)p(n —1). (21)
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Figura 1: Propagacao de Plantas Anuais ( adaptada de ELAYDI [2000]).

Substituindo s;(n + 1), se(n + 2) pelas expressoes (20) e (21) na férmula (16) obtem-se
p(n+1) = ayop(n) + fro*(1 — a)p(n — 1) — q(n + 1),
ou equivalentemente a equacao de diferencas de segunda ordem

p(n+2) = ayop(n +1) + fya*(1 — a)p(n) — q(n + 2). (22)

Supondo que a taxa de mortalidade das plantas originada pelos predadores é 6 = g, entao o

nimero de plantas mortas serd aproximadamente

on) = 2 soln). (23)

Entao a equacao de diferenca de segunda ordem que modela o problema é dada por
p(n+2) = avop(n + 1) + By0%(1 — a)p(n) ~ 5 san +2),

de (21) obtem-se na ultima igualdade
p(n+2) = ayop(n + 1) + fyo*(1 — a)p(n) — 5 o*y(1 — a)p(n),
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ou seja

p(n+2) =ayop(n+ 1)+ 2027(1 —a)p(n). (24)

A equagao caracteristica de (24) é dada por
2 B_ s _
k —cwcrk:—§70 (1-—a)=0

com raizes caracteristicas

owya_ 20
k= — |1 1+ =1 -
1= +\/+W( @),

i . i
—— 1—\/1+7—§2(1—a) .

Sendo a taxa a < 1, observa-se que ki e ko sao raizes reais. Logo, da teoria de equagoes de
diferencas vistas na se¢ao anterior, tem-se que a solucao da equagao (22) é

p(n) = c1k} + coky, em que ¢y, ¢ sao constantes arbitrarias. (25)

Agora analizando o comportamento da solugao (25) de tal forma que seja compativel com
o modelo matematico de propagacao de plantas anuais. Observa-se que as raizes, ki e ko
sao tais que: k1 > 0 e ky < 0. Mas, para garantir uma boa propagacao, isto é; p(n) deve
aumentar indefinidamente quando n cresce indefinidamente, é preciso ter k; > 1. E claro
que nao se pode fazer o mesmo com ko, pois sendo negativo leva a uma variacao (oscila¢ao)
indesejavel no tamanho da populagao de plantas. Portanto, pode-se inferir que

2
i 1+\/1+—52(1—a)]>1,
Yo
ou
ayo 20 ayo
— 1+ —1—-a)>1—-——.
2 +fya2( a) 2

Elevando ao quadrado de ambos os lados e simplificando obtem-se

1

> .
L +20%(1 - a)

(26)

Se 3 = 0, isto é, se nao houver sementes de dois anos de idade que germinarem em Setembro,

entao a condigao (26) seria
1
> —. 27
V> — (27)



A condigao (27) afirma que a propagagao das plantas ocorre se, o produto entre a fracao de
sementes produzidas por cada planta em Janeiro, a fracao de sementes de um ano de idade
que germinam em Setembro e a fracao de sementes que sobrevivem a um determinado inverno
é superior a 1.

Mostrando agora uma aplicacao do problema: Uma espécie de plantas anuais que se encaixa
nas condigcoes das hipdteses ja mensionadas anteriormente e com os seguintes parametros:

v = 100
a = 0,5 = 50%
5 = 025125 — 25 125%
o = 0,4 = 40%.
Logo de (21) e de (23) obtem-se
n) = 2 () = £ o*(1 — apln) = “Z22(0,412100(1 — 0, 5)p(n) = 1,005 p(n).

Sendo ¢(n) = p(n) + 0,005p(n) > p(n) para os parametros definidos anteriormente, tem-se
que neste caso que a populacao de plantas sera extinta .

Por outro lado se for assumida a nao existéncia de predadores, isto é g(n) = 0, ve-se de (24)
que o modelo matemético do problema coincide com o apresentado em ELAYDI [2000]:

p(n+2) = ayop(n + 1) + Bo’y(1 — a)p(n). (28)

Logo as raizes caracteristicas neste caso serao

owa_ 43 ]
kh=—|1 14+ —(1-
1 9 +\/+’7/Oé2( Oé) )

oL PR A N
k=7 |1 \/1+7a2<1 a)l .

Substituindo os valores dos parametros obtem-se

0,5. 100 .0,4 4.0,25125
b= 4 1+ ——2 2 (1 0,5)] =20, 1.
! 2 [ +\/ * 100‘(0,5)2( ) ’

(¢

ks =10 .(—=0,01) = —0,1.

Entao, nesse caso o nimero de plantas em uma geracao n pode ser calculado por:

p(n) = ¢1(20,1)" + c2(—0,1)", onde ¢y, ¢o 820 constantes arbitrarias. (29)
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A seguir é analisado o comportamento da populagao de plantas anuais com uma pop-
ulagao inicial de p(0) = 100 plantas: Assim, 100 plantas produzirao 10000 sementes, dessas
40% resistem ao inverno (4000 sementes), das quais 50% germinam totalizando 2000 plan-
tas no primeiro ano (p(1) = 2000). Estas 2000 plantas produzirdo 200000 sementes das
quais 40% (80000 sementes) resistirdo ao inverno e 50% (40000) serdo novas plantas no se-
gundo ano. Agora para o segundo ano ainda tem-se 50% das 4000 sementes (2000) remanes-
centes do primeiro ano das quais 40% (800) resistirdo pois passarao por mais um inverno e
dessas 25,125% germinarao (201 plantas). Entao no segundo ano a populagao de plantas serd
40000 + 201 = 40201 plantas, o que ¢é facilmente verificado na solucao geral:

10050 50
= ———0(20,1)" + —(—=0,1)"
uma vez que p(0) = 100 ( nimero de plantas no ano zero) e p(1) = 2000 (nimero de plantas
10050
1),1 2 tant = — = = —~0,5.
no ano 1), levam as constantes ¢; 101 99,5 e ¢y T 0,5

5 Consideracoes Finais

Neste trabalho foi realizado um estudo da dinamica da propagacao de plantas anuais. Através
de equacoes de diferencas empregando uma modelagem matematica, pode-se concluir que é
possivel calcular a quantidade de plantas em uma determinada geracao conhecendo alguns
parametros particulares.

Foram analisados dois casos, no primeiro foi assumido a existéncia de predadores e a hipdtese
de que o nimero de plantas mortas se comporta de forma proporcional a fracao de sementes
que germinam com dois anos de idade. Neste caso foi provado que a populacao de plantas
anuais se extingue para os respectivos valores dos parametros. No segundo caso foram apre-
sentados os resultados para a propagacgao de plantas sem a presenca de predadores, com os
mesmos valores dos parametros do caso anterior e foi concluido que ha uma boa propagagao
de plantas anuais, esse modelo coincide com ELAYDI [2000].

E importante lembrar que se os parametros forem outros, o resultado deve ser analisado para
verificar se hd ou nao a extingao das plantas (etapa de validagdo na modelagem).

De outro lado foi dada uma atencao especial para a modelagem matematica como ferramenta
importante e com um amplo e consideravel potencial na resolucao de problemas. E possivel
concluir também que a modelagem matematica pode ser bem explorada e utilizada nas ativi-
dades realizadas pelo professor em sala de aula nos diferentes niveis de aprendizado.

A aplicacao da matemadtica ensinada em sala de aula costuma ser objeto de discussoes e
encarada por muitos alunos como uma quantidade de operagoes e regras desvinculadas da
realidade. O desenvolvimento desse trabalho colabora para que essa realidade possa ser mo-
dificada, pois fazendo uso em situacoes do cotidiano, a matematica contribui para facilitar a
compreensao do mundo em que vivemos. Com um bom planejamento e com temas apropri-
ados pode-se levar as pessoas a estudar a matematica de forma prazerosa.

A matematica deve ser estudada e utilizada para contribuir na formacao das pessoas, sendo



uma importante ferramenta na evolucao da humanidade. E papel das escolas e especialmente
dos professores de matemaética valorizar a sua aplicacao, mostrando que se pode fazer uso
dessa importante ciéncia para compreender melhor a nossa vida.
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