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Resumo

Neste trabalho é feito um estudo sobre os niimeros primos, reproduzindo um breve
relato historico, alguns teoremas, caracterizagao e resultados importantes a eles rela-
cionados. Também apresentaremos algumas aplicacoes dos niimeros primos na cripto-
grafia e na area de computacao. Temos entao na area de computagao uma importante
e valiosa aplicacao dos niimeros primos. Primeiramente faremos um breve relato his-
torico, tratando, desde o surgimento, até o tempo atual e, em seguida, mostraremos
a definicao, algumas propriedades e apresentaremos teoremas que usaremos para ca-
racterizar os numeros primos. O estudo sobre estes ntimeros mostra algumas férmulas
para gerar numeros primos, mas, pelo fato dos mesmos nao apresentarem certo padrao,
torna a identificacao deles nao ser algo trivial, ou seja, dado um ntmero qualquer ele
é primo ou composto? O trabalho apresenta, ainda, algumas curiosidades relacionadas

aos nimeros primos e uma atividade para o tema em questao.

Palavras-chave: Numeros Primos, Historia, Caracterizacao, Teoremas, Aplicacoes.



Abstract

In this work is done a study of prime numbers, playing a brief historical account,
some theorems, characterization and important results related to them. Also we will
present some applications of prime numbers in cryptography and computing area. We
have then in computing an important and valuable application of prime numbers. At
first we will take a brief historical account, treating since the appearance, until the
current time and then we’ll show it the definition, some properties and theorems we
present to characterize the prime numbers. The study about these numbers shows
some formulas to generate prime numbers, but by the fact of them not present certain
default, makes identification of them not be something trivial, i.e. given any number
he is prime or composite? The paper presents also some curiosity related to prime

numbers and an activity for the issue at hand.

Keywords: Prime Numbers, History, Characterization, Theorems, Aplicacions.
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As propriedades e as relacoes entre os niimeros sao estudadas na area da matemaética
denominada Teoria dos Numeros. O estudo destes conceitos é tratado com maior énfase
nos cursos de graduacao, principalmente na graduagao em Matemética.

Embora os conceitos, definicoes e propriedades de divisibilidade, minimo milti-
plo comum, méaximo divisor comum e niimeros primos sejam tao pouco explorados
na Educacao Basica, acredita-se que alguns problemas e algumas situagoes relacio-
nadas a Teoria dos Niuimeros tenham um grande potencial motivador no processo de
ensino aprendizagem, pois existem varios problemas contextualizado que favorecem a
elaboracao de sequéncias didaticas motivadora afim de promover o desenvolvimento do
pensamento conceitual. Conceitos relacionados a Teoria dos Niimeros podem ser pode-
rosas ferramentas na resolugao de algumas situacoes problemas que envolvem niimeros
primos.

Os ntmeros primos sao estudados pelos alunos desde o Ensino Fundamental, porém
algumas obras literarias nao trata de forma motivadora esse tema. Na Educacao Basica,
por exemplo, o aluno é apenas indagado se determinado niimero inteiro é primo ou nao,
se as raizes de uma dada equacao sao niimeros primos ou nao, além dessas indagacgoes
os alunos sao levados a repetir exaustivamente varias exercicios sobre fatoracao de
nimeros naturais, embora muitos pensem que o estudo sobre Teoria dos Numeros se
retém nas primeiras séries da Educacao Fundamental, topicos mais especificos ligados
a Teoria dos Nimeros sao sugeridos na secao Conteidos Propostos para o Ensino de

Matemdtica no Terceiro Ciclo como segue:

Conceitos como os de multiplo e divisor de um nimero natural ou o conceito
de ntimero primo podem ser abordados neste ciclo como uma ampliagao do
campo multiplicativo, que j& vinha sendo construido nos ciclos anteriores, e nao
como assunto novo, desvinculado dos demais. Além disso, é importante que tal
trabalho nao se resuma & apresentacao de diferentes técnicas ou de dispositivos
praticos que permitem ao aluno encontrar, mecanicamente, o minimo multiplo
comum e méaximo divisor comum sem compreender as situacoes-problema que
esses conceitos permitem resolver. (PCN - matemaética - 5* e 8 séries, p.66)

No entanto aos alunos nao sao apresentados aplicacoes praticas, ou seja, os alunos
da Educacao Bésica nao sao motivados a realizar um estudo mais avancado sobre os
nimeros primos.

O presente trabalho tem por objetivo relatar um pequeno contexto historico dos
nimeros primos seguindo a ordém cronolégica, caracterizar os niimeros primos por
meio de alguns teoremas e apresentar algumas aplicacoes desses niimeros .

Desde a antiguidade os mateméticos se interessam pelos niimeros primos: Como
encontra-los? Como se distribuem? Anos se passaram, porém algumas dessas perguntas
ainda permanecem sem respostas até os dias atuais.

Euclides demonstrou que existem infinitos ntimeros primos, por outro lado, algumas
afirmacoes envolvendo niimeros primos resistem ao tempo e ainda nao foram demons-

tradas. Como a forma como os niimeros primos se distribuem, como responder de
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maneira pratica se um nimero é primo ou nao? Por causa desse grande mistério acerca
dos niimeros primos, alguns sistemas de segurancas utilizam ntimeros primos para pro-
teger senhas e até mesmo esses niimeros foram utilizados como um poderoso sistema
de comunicacao entre nacoes através do uso de criptografia.

Existem alguns problemas relacionados aos niimeros primos que se encontram sem

solucao, dentre os quais podemos citar:

e A conjectura de Goldbach: Todo ntimero natural par, maior ou igual a quatro,

pode ser escrito como a soma de dois niimeros primos;

e Conjectura dos primos Gémeos: Existem infinitos primos p tal que p + 2 também

é primo.
e Dado um nimero primo qualquer, quantos primos menores que esse existem?

O presente trabalho foi divididos em 4 capitulos:

O primeiro capitulo tras a retrospectiva historicas dos ntimeros primos;

O segundo capitulo trata da caracterizacao dos niimeros primos;

O terceiro capitulo lista algumas aplicacoes dos niimeros primos

O quarto capitulo mostra algumas curiosidades e mistérios sobre os niimeros primos

e uma sugestao de atividade para alunos do Ensino Fundamental e / ou Ensino Médio.



1 Retrospectiva Historica

Vocé ja se perguntou porque os nimeros primos tém este nome? O nome é uma
heranca grega e, naturalmente, nao se refere a nenhuma relacao de parentesco. Os
gregos classificavam os nimeros em primeiros ou indecomponiveis e secundarios ou
compostos. Os niimeros compostos sao secundarios por serem formados a partir dos
primos. Os romanos apenas traduziram literalmente a palavra grega para primeiro,
que em latim é primus. E daf que vém nossos nimeros primos.

Os nuimeros primos foram e ainda continua sendo objeto de estudos de grandes ma-
tematicos pela sua importancia e mistica, eles vem sendo estudados pelos matematicos
desde 500 a.C. . Os matematicos gregos, os pitagoricos (Sociedade secreta fundada
por Pitagoras tinha um codigo de conduta rigido, acreditavam na transmigracao das
almas e, portanto, que nao se devia matar ou comer um animal porque ele poderia ser
a moradia de um amigo morto. Também nao se podia comer lentilhas ou alimentos que
causassem gases. Os pitagoricos imaginavam que os nimeros impares tinham atributos
masculinos e os pares eram femininos. O ntimero 1, diziam, é o gerador dos outros
nimeros e o nimero da razao), foram os primeiros a se interessarem pelas propriedades
desses nimeros.

No livro Os Elementos publicado por Euclides (foi o homem que deixou escrito a
maior obra de Mateméatica da humanidade "os Elementos ". 13 livros que apresentam a,
Geometria em sua estrutura formal, que, em niimero de exemplares editados, s6 perde
da Biblia. Ressaltamos que a Geometria que estudamos é a Geometria Euclidiana pois
se baseia nas ideias de Euclides expressas nestes livros. Falo que ele foi o primeiro ho-
mem que criou um sistema axiomético e ressalto que a Geometria que estudamos hoje
é idéntica a que ele usava ha 2500 anos. Suas historias sao contadas em quase todos
topicos de Geometria) de Alexandria por volta de 300 a.C., existiam alguns relatos
muito importante sobre niimeros primos como, por exemplo, a demonstracao da infini-
dade de niimeros primos e a prova do Teorema Fundamental da Aritmética. Euclides
também escreveu varios livros dedicados quase na integra a Teoria dos Nimeros.

Cerca de 200 a.C. o grego Eratostenes (nasceu em Cirene, na Grécia, por volta do
ano 276 a.C., e estudou na cidade natal, em Alexandria e Atenas. De sua extensa pro-
ducao intelectual sobressaem a medi¢ao do meridiano terrestre e o método pratico de

determinagao dos niimeros primos, conhecido como crivo de Eratéstenes) desenvolveu

11
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um algoritmo para calcular nimeros primos, que ficou conhecido como Crivo de Era-
tostenes, que atualmente ainda se mostra o algoritmo mais eficiente para achar todos
0s niimeros primos nao muito grandes.

Depois de alguns séculos sem nenhuma descoberta significante, surge no inicio do
século XVII Pierre de Fermat (conhecido como o "Principe dos Amadores", nasceu
na Franca em Beaumont-de-Lomages em Agosto de 1601, nao se sabendo o dia exato
do seu nascimento. Filho de um rico comerciante de peles, estudou num mosteiro
franciscano de Grandselve, recebendo, ali, uma educacao privilegiada. Mais tarde foi
estudar direito na a cidade de Toulouse onde posteriormente onde, posteriormente, foi
juiz do reinado de Luis XIV), ele provou que se p é um nimero primo, entao para todo
inteiro a o numero p divide a diferenca a” —a conhecido também como pequeno teorema
de Fermat. O Pequeno Teorema de Fermat é referéncia em muitos outros trabalhos na
Teoria dos Numeros e ainda hoje é utilizado em testes de primalidade.

Em uma carta enviada a Mersenne(Padre, matemaético, filosofo natural e tedlogo
francés nascido nas proximidades de Qizé, famoso por suas intervenc¢oes conciliadoras
ou decisorias em atividades e querelas cientificas. Nascido de uma familia camponesa,
frequentou o College de Mans apos o qual (1604) passou cinco anos no Colégio Jesuita
de La Fleche. Estudou teologia em Sorbonne (1609 -1611) e uniu-se & Ordem Religiosa
de Minims (1611) uma ordem cuja vida era devotada & oragao, estudo e escolaridade),
Fermat afirma ter descoberto uma féormula para achar ntimeros primos para todo n
natural, 22" + 1. Embora ndo tivesse conseguido provar este resultado, a formula
funcionava para n = 0,1,2,3 e 4. Os ntimeros dessa forma 22" + 1 ficaram conhecidos
como numeros de Fermat. Alguns anos depois o matematico Leonhard Euler (1707 -
1783) mostrou que para n = 5 o nimero 22" 4+ 1 era divisivel por 641, ou seja, que esse
nimero nao era primo.

Marin Mersenne dedicou-se também ao estudo sobre os ntimeros primos. Os nii-
meros da forma 2" — 1 ficaram conhecidos como numeros de Mersenne , que es-
tao inteiramente ligados aos nimeros perfeitos. Em 1644 Mersenne afirmou, sem
uso de métodos demonstrativos, que os nimeros da forma 2" — 1 eram primos para
n=23,5"7,13,17,19,31,67,127 e 257 e composto para outros primos menores que
257. Devido aos meios de verificacao de testes de primalidades da época Mersenne
jamais soube se estava certo. Em 1883, Pervushin mostrou que, para n = 61, o nimero
261 — 1 era primo. Sabe-se também que 2% — 1 e 2'°7 — 1 sdo primos e os nimeros
267 — 1 e 227 — 1 sao compostos. Usando seu teste Lucas demonstrou que os o niimero
2127 — 1 era primo e até o ano de 1952 era considerado o maior primo conhecido.

Com o avanco tecnoldgico, em 1952 deu-se o inicio da era da computacao, que veio a
dar uma contribuigao valiosa e significativa em relacdo ao estudo dos niimeros primos.
Robinson conseguiu, através de computadores, mostrar que os niimeros 2697 —1,2127 1

22203 —le 22281 257885161

— 1 eram primos. Hoje se conhece que o niimero — 1 é primo, e

que possui no sistema decimal 17425170 de digitos e foi descoberto em janeiro de 2013.



2 Revisao Teoérica

Alguns dos conceitos aqui apresentados, apesar de nao serem abordados na Educa-
cao Basica, sao de extrema importancia para os professores que atuam nessa modali-
dade. Os conceitos e defini¢oes que seguem nessa secao sao destinados a um estudante
com conhecimento bésico sobre fatoracao de niimeros inteiros e primos, que tenha faci-
lidade no calculo com férmulas elementares e que tenha interesse matemaético suficiente
para apreciar argumentos de demonstragoes bastante bésico.

Antes de caracterizarmos os nimeros primos, apresentaremos algumas definicoes,
teoremas e alguns resultados que serao muito importantes para o entendimento da

caracterizagao.

2.1  Divisibilidade

Quando falamos em divisibilidade e resto , pensamos logo que esse assunto é trivial,
porém esse tema merece um pouco mais de atencao. Dados dois inteiros d e a , dizemos

que d divide a ou que d é um divisor de a ou ainda que a € um multiplo de d e escrevemos
d|a

se existir ¢ € Z com a = q-d . Caso contrario, escrevemos d t a . Vejamos alguns

exemplos:

Exemplo 2.1. 4 | 12, pois 12 =4-3

Exemplo 2.2. —5 | 30, pois 30 = (—=5) - 6

Exemplo 2.3. 7| —21, pois =21 =7 (=3)

Exemplo 2.4. 3111, pois nao existe ¢ € Z, tal que 11 =3¢

Lema 2.1. Sejam a,b,c,d € Z, se d | a e d | b, entdo d | ax + by para qualquer

combinagao linear ax + by de a e b com coeficientes x e y .

Demonstragao 2.1. Sed|a ed |b, entao podemos escrever a =d-q e b=d-qs com

G eq €L, logoar+by=d(q-x+q-y). Comoq eqy € Z, temos que d | ax+by .

13



Divisao Fuclidiana 14

Lema 2.2. Sejam a,b,c,d € Z, se d | a, entao a =0 ou | d |<|a] .

Demonstragao 2.2. Suponha que d | a e a # 0. Neste caso, a = d -q com q # 0,
assim | q |>1e|al=|d|[q[>]d]

Lema 2.3. Sejam a,b,c,d € Z, sea|beb|c, entioal|c .

Demonstragao 2.3. Sea | b eb | c, entdo existem q e qo € Z tais que b =a-q e

c=b-q, logo c=a-q -q e portanto a | c .

2.2 Divisao Euclidiana

Mesmo quando um niimero inteiro b # 0 nao divide o nimero inteiro a, Euclides
nos seus Elementos,utiliza, sem enuncia-lo explicitamente,o fato de que é sempre pos-
sivel efetuar a divisao de a por b com resto. Esse resultado nao é s6 um importante

instrumento na obra de Euclides, como também é um resultado central da teoria.

Definicao 2.1. Sejam a e b dois nimeros inteiros com b # 0. FExistem dois inicos

numeros inteiros q e r tais que:
a=0b-q+r, com0<r<|b|
Demonstracao 2.4. Considere o conjunto
S={zr=a—-by;y€Z} N (NUO)

Eristéncia:

Pela propriedade Arquimediana, existe n € 7 tal que n(—b) > —a, logo a—n-b > 0,
o que mostra que S € nao vazio. O conjunto S € limitado inferiormente por 0, logo pelo
Principio da Boa Ordenagao, temos que S possui um menor elemento r. Suponhamos
entao que r = a—b-q. Sabemos que r > 0. Vamos mostrar que r <| b |.Suponhamos por
absurdo que r >| b |. Portanto, existe s € NU{0} tal que r =| b | +s, logo 0 < s < r.
Mas isso contradiz o fato de r ser o menor elemento de S, pois s =a— (q+1)b € S,
com s <71 .

Unicidade:

Suponha que a =b-q +11 = b-qo+ 1y, onde q1,71,q2,70 € Z, 0 <1 <| b | e
0<ry<|bl. Assim, temos — |b|< —r; <ro—1r; < 1o <[ b]. logo, | ro — 1y [<| b

Por outro lado, b(q1 — q2) = 19 — 11, 0 que implica que
[0l @ — a2 [=[r2—r |<] b,
0 que S0 € possivel se g = qo e consequentemente, 1 = 1y

Definigao 2.2. Dados dois inteiros a e b , com a # 0 dizemos que a divide b (denota-

mos a | b ) se existe c inteiro tal que b=a-c .
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2.3 Numeros Primos

Definigao 2.3. Dizemos que um niumero inteiro positivo p maior que 1 € primo se, e
somente se, p possui exatamente dois divisores positivos distintos o 1 e o proprio p e,

se o inteiro p admite outros divisores além de 1 e n o mesmo é chamado de composto.

Exemplo 2.5. O nimero 2 é primo, pois os divisores positivos de 2 sao 1 e o proprio
2 . E mais, 2 é o iinico numero primo par, pois se existe primo par maior que 2, seria
da forma N =2-¢(q > 1) . Portanto, 1, 2 e q sao divisores de N, o que torna absurdo,

pois N é primo.

Segue agora uma ilustragao (figura 2.1 ') com alguns niimeros primos.
)
< 1 9
17351
723

Figura 2.1: Numeros Primos

Fonte: Brasil Escola

2.4 Teorema Fundamental da aritmética

O Teorema Fundamental da aritmética caracteriza todo niimero em termos de seus

constituintes primos.

Teorema 2.1. Todo inteiro maior que 1 pode ser representado de maneira tinica(a

menos da ordem) como um produto de fatores primo.

Demonstracao 2.5. Se n € primo nao a nada a ser demonstrado. Suponhamos, que
n seja composto. Seja p1(p1 > 1) o menor dos divisores positivos de n. Afirmamos
que py € primo. Isto € verdade, pois caso contrdrio existiria p,1 < p < p; com p/n,
contradizendo a escolha de py. Logo, n = p; - ny.

Se ny for primo a prova esta completa. Caso contrdrio, tomamos py como o menor
fator de ny. Pelo argumento anterior, ps € primo e temos n = py - pa - No.

Repetindo este procedimento, obtemos uma sequencia decrescente de inteiros posi-
tivos ny, no, ...n,.. Como todos eles sao inteiros maiores que 1, este processo deve
terminar. Como 0s primos na sequéncia pi, pa, - ..Pr, NGO $G0, necessariamente dis-

tintos, n terd, em geral, a forma:

'Disponivel em < http://www.brasilescola.com/matematica/numeros-primos.htm >
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a2

n=pi"-py*-... ik

Unicidade

Para n = 2 a afirmacao € verdadeira. Assumimos, entao que ela se verifica para
todos 0s inteiros maiores que 1 e menores que n. Vamos provar que ela também é
verdadeira para n. Se n € primo, nao hd nada a provar. Vamos supor, entao, que n

seja composto e que tenha duas fatoracoes, isto €,

n=pi-p2-..."Ps=4q1-4q2-..."qr

Vamos provar que s = r e que cada p; € igual a algum q;. Como p; divide o produto

G- G2 ... g ele divide pelo menos um dos fatores q;. Sem perda de generalizagao
podemos supor que p1 | ¢1. Como ambos sao primos, isto implica p; = q. Logo
n/pr=p2-... s =q2-...-q. Como 1l <n/py <n, ahipdtese de indugdio nos diz que

que as duas fatoragoes sao idénticas, isto €, s =r e, a menos da ordem, as fatoracoes

PL P2 Ps€qL Qo ... G SGO LGUALS.

Proposicao 2.1. Sejam a,b,p € Z, com p primo. Se p | ab, entdo p | a ou p | b.

2.5 Congruencia

Grande parte dos resultados desta se¢do foi introduzida por Gauss(1777 - 1855) em
um trabalho publicado em 1801 ( Disquisitiones Arithmeticae) quando tinha apenas 24
anos, varias idéias de grande importancia, que serviram de base para o desenvolvimento

da teoria de numeros. Até mesmo a notacao, la introduzida, é a que utilizamos hoje.

Definicao 2.4. Sejam a e b numeros inteiros dizemos que a € congruente a b modulo
m (m >0 )sem|a—>b. Denotamos por a = b(mod m). Se m 1 (a —b) dizemos que

a € incongruente a b modulo m.

Proposigdo 2.2. Se a e b sao inteiros, temos que a = b(mod m) se, e somente se,

existir um inteiro k tal que a = b+ k- m.

Proposicao 2.3. Se a, b, m e d sao inteiros, m > 0, as sequintes senten¢as $ao

verdadeiras:

1. a = a(mod m)

2. Se a = b(mod m), entao b = a(mod m)

3. Se a =b(mod m) e Se b = d(mod m), entao Se a = d(mod m)
Teorema 2.2. Se a,b,c e m sao inteiros tais que a = b(mod m), entdo:

1. a+c=b+ c(mod m)
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2. a—c=0b—c(mod m)
3. a-c=b-c(modm)

Teorema 2.3. Se a,b,c,d e m sao inteiros tais que a = b(mod m) e ¢ = d(mod m) ,

entao:
1. a+c=0b+d(mod m)
2. a—c=b—d(mod m)
3. a-c=b-d(mod m)

Teorema 2.4. Se a,b, c e m sao inteiros tais que a - ¢ = b - ¢(mod m), entao a = b(mod m/d)

onde d = (¢,m)

Definigao 2.5. Se h e k sao dois inteiros com h = k(mod m), dizemos que k é um

residuo de h modulo m.

Definigao 2.6. O conjunto dos inteiros {r1,rq,...,7rs} € um sitema completo de resi-

duos modulo m se:

1. r; er; forem incongruentes modulo m para i # j

2. para todo inteiro n existe um r; tal que n = r;(mod m).

Proposicdo 2.4. Se a,b,k e m sao inteiros com k > 0 e a =b(mod m), entdo

a® = b*(mod m).

2.6 Congruéncia Linear

Chamamos de congruéncia linear em uma variavel a uma congruéncia da forma

ax = b(mod m), onde x é uma incognita.

Teorema 2.5. Sejam a e b inteiros e d = (a,b). Se d{c entao a equagio ax + by = ¢
nao possui nenhuma solugao inteira. Se d | ¢ ela possui infinitas solugdes e se © = x

ey =1yo € uma solugao particular, entao todas as solucoes sao dadas por

y =yo— (a/d)k

onde k € um inteiro.

Teorema 2.6. Sejam a, b e m inteiros tais que m > 0 e (a,m) = d. No caso em que
dtb a congruéncia ax = b(mod m) nao possui nenhuma solu¢ao e quando d | b, possui

exatamente d solugoes incongruentes modulo m.
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Definicao 2.7. Dizemos que uma solu¢ao xy de ax = b(mod m) € tunica mddulo m

quando qualquer outra solucao x1 for congruente a xy modulo m .

Proposicao 2.5. Sejam a,m € Z, comm > 1. A congruéncia aX = 1(mod m) possui
uma solugao se, e somente se, (a,m) = 1 (mdzimo divisor comum de a e m for 1).
Além disso, se xy € Z é uma solucao, entao x € uma solucao da congruéncia se, e

somente se, v = xo(mod m).

Defini¢ao 2.8. Uma solu¢io @ de ax = 1(mod m) é chamada de um inverso de a

maodulo m.

Proposicao 2.6. Seja p um niumero primo. O inteiro positivo a € o seu proprio inverso

mddulo p se, e somente se, a = 1(mod p) ou a = —1(mod p).

2.7 Funcao de Euler

Designaremos por ¢(m) o nimero de elementos de um sistema reduzido de residuos
modulo m > 1, que corresponde a quantidade de niimeros naturais entre 0 e m — 1 que

sao primos com m . Pondo ¢(1) = 1, isso define uma importante fungao
p:N—-N

chamada funcao fi de Euler.

2.8 Teorema de Fermat

Teorema 2.7. Dado um niumero primo p, tem-se que p divide o nimero a? — a, para
todo a € 7.

Demonstragao 2.6. Se p = 2, o resultado é dbvio ji que a? — a = a(a — 1) € par.
Suponhamos p impar. Nesse caso, claramente basta mostrar o resultado para a > 0.
Vamos provar o resultado por induc¢ao sobre a.

O resultado vale claramente para a = 0, pois p | 0.

Supondo o resultado vdlido para a iremos provd-lo para a + 1. Pela formula do
Binomio de Newton,

(a+ 1) —(a+1) = (@ —a) + [(D)a?™" + ...+ (pfl)a].

Dessa igualdade, temos que o sequndo membro € divisivel por p, concluindo assim

nossa demonstracao.



3 Caracterizacao dos nimeros primos

3.1 Teorema de Wilson

Nesta se¢do, vamos provar um teorema atribuido a John Wilson (1741 - 1793),
amigo e estudante do matematico inglés Edward Waring (matemético que anunciou o
teorema em 1970), mas que, na realidade, o teorema foi provado, pela primeira vez,
por J.L. Lagrange(1736-1813).

O teorema de Wilson é uma das fortes ferramentas utilizadas para caraterizagao

dos niimeros primos.

Teorema 3.1. ( Teorema de Wilson ) Se p € um nimero primo, entao

(p—1!=—1( mod p).

Demonstragao 3.1. Como (2 —1)! = 1( mod 2) = —1( mod 2), logo o resultado é
vdlido para p = 2. Sabemos que ax = 1(mod p) possui uma unica solu¢ao para todo a
no conjunto {1,2,3, ...,(p -2),(p - 1)} e como, destes elementos, somente 1 e p— 1
sao seus proprios inversos modulo p, podemos agrupar os nimeros 2,3,4,....,p — 2
em (p — 3)/2 pares cujo produto seja congruente a 1 mddulo p. Se multiplicarmos
estas congruéncias, membro a membro, teremos 2-3-4-5-...-(p—2) = 1( mod p).

Multiplicando-se ambos os lados por p — 1 teremos

2:3:4-5-...-(p=2)(p—1) = (p—1D( mod p)
Isto é (p — 1)! = —1( mod p) uma vez que p— 1 = —1( mod p).
Vale a reciproca do Teorema de Wilson, como veremos a seguir.
Teorema 3.2. Se n é um inteiro tal que (n — 1)! = —1( mod n), entao n é primo.

Demonstragao 3.2. A prova € por contradigao. Vamos supor que (n — 1)l = —1(
mod n), isto é n | ((n — 1)! 4+ 1) e que n nao seja primo, ou seja, n=rs, 1 <r <n e
1 < s < n. Nestas condigoes r | ((n — 1)! e, sendo r um divisor de n, r | (n — 1) +1
e, portanto, deve dividir a diferenca (n—1)!+1— (n—1)! =1, o que € absurdo, uma

vez que r > 1. Logo, um n satisfazendo (n — 1) = —1( mod n) deve ser primo.

19
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Note que a proposicao acima nos da um critério de primalidade. Para verificar se
um nimero n > 4 é primo, basta calcular (n — 1)! + 1 e verificar se esse ntimero é
divisivel por n.

O Teorema de Wilson, apesar de ser um 6timo modelo de caracterizacao de niimeros
primos, nao é algo tao ttil para niimeros muito grandes como, pois nao existe um

algoritmo, além da defini¢ao, para o calculo de fatorial de niimeros grandes.
Exemplo 3.1. Mostre através do Teorema de Wilson que o nimero 31 é primo.

Uma Solucao
Temos que mostrar que, para p = 31 , a igualdade (31 — 1)! = —1( mod 31)

Observe as congruéncias:

1 =1( mod 31)
2-16 =32 =1( mod 31)
3:21 =63 =1( mod 31)
4-8=232=1( mod 31)
5-25=125=1( mod 31)
6-26 =156 = 1( mod 31)
7-9=63=1( mod 31)

10-28 =280 = 1(
11-17=187=1(
1213 =156 = 1(
14-20 = 280 = 1( mod 31
15-29 =435 = 1(
1819 =342 = 1(
2224 =528 = 1(
23-27 =621 =1( mod 31
30 = 30( mod 31)
Multiplicando, membro a membro, teremos:
1-2-3----- 29-30 = 30( mod 31)
30! = 30( mod 31) = 30! = —1( mod 31)
(31 —1)! = —1( mod 31)

Pelo Teorema de Wilson, segue que 31 é primo.

3.2 Propriedade de Giuga

Aqui s6 iremos apresentar a Propriedade de Giuga, estudo mais detalhado dessa

propriedade pode ser encontrada em [9).

Propriedade 3.1. Se p é um nimero primo, o pequeno teorema de Fermat mostra

que:
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Pt oty 4 (p— 1Pt = —1(mod p)

Em 1950, Giuga perguntou se a reciproca ¢ verdadeira: Se n > 1 e se n divide
=ty 4+ (n—1)""1+1, n éntmero primo?



4 Aplicacoes dos Ntimeros Primos

4.1 Criptografia

A Teoria dos Numeros, da qual a Aritmética é a parte mais elementar, era consi-
derada uma das areas mais puras e abstratas da Matematica, desprovida de aplicacoes
praticas. Esse panorama muda completamente a partir do desenvolvimento da Teoria
da Informacao, que compreende a Criptografia entre outros assuntos, motivada pela
evolugao e popularizacao dos computadores e a facilidade de conexao com as grandes
redes mundiais.

Tradicionalmente, a criptografia era associada aos segredos militares, de Estado e
da diplomacia, para os quais foi desenvolvida ao longo de pelo menos dois milénios, mas
foi a utilizacao macica dos computadores pelas pessoas comuns, para os mais diversos
fins, que mais motivou o desenvolvimento da criptografia moderna.

Nosso foco nessa secao é aplicacao de niimeros primos, porém faremos um breve
historico da criptografia.

A palavra criptografia origina-se do grego, onde kriptos significa oculto e, portanto,
a palavra criptografia significa escrita oculta. Tem-se relatos que de que os persas,
gregos e chineses utilizavam varios métodos para ocultar mensagens.

Um dos métodos mais famosos de sitemas criptografico da antiguidade foi um sis-
tema utilizado na Roma antigo por Julio César, denominado cifra de César. O sitema
consiste em substituir cada letra do alfabeto na mensagem original por uma letra do
alfabeto, seguindo um padrao bem determinado. Esse tipo de sistema criptografico é
chamado de cifra por substituicao simples, onde letras sao substituidas por outras.

A principal fraqueza dos sitemas criptograficos por substituicao simples é que um
texto é que em um texto de uma determinada lingua as letras do alfabeto ocorrem com
frequéncias distintas, além de haver certas regras rigidas de contato entre as letras.

A fragilidade desse método custou literalmente o pescoco a rainha da Escocia Maria
Stuart(1542 - 1587) que, juntamente com seu aliados, tramavam o assassinato de sua
prima, Elizabeth I da Inglaterra, em que a interceptacao das mensagens e a analise
de frequéncia permitiu a quebra do seu sigilo e forneceu provas contra Maria, que foi
condenada a morte por decaptacao.

Para evitar a quebra de de um coédigo por anélise de frequéncia, ha uma outra
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vertente de sistemas criptograficos que se baseiam na transposi¢ao, ou seja, na formagao
de anagramas da mensagem original. O problema dessa modalidade de cifragem é que
a troca de chaves entre usuérios do sistema torna-se dificil se h4 muitos deles.

A combinacao dos dois métodos: substituicao de letras e transposicao de letras
pode dar origem a sistemas criptograficos mais robustos.

Em 1466, em pleno renascimento, o arquiteto italiano Leone Battista Alberti, con-
siderado o pai da criptografia ocidental, propds uma variante bem mais robusta da
cifra de César com o uso de um sitema de substitui¢ao polialfabética.

O alemao Johannes Trithemius publicou em 1518 um livro intitulado Poliografia.
Nesse livro Trithemius propoe o sistema criptografico a seguir. Forma-se uma tabela,
chamada por ele de tabula recta(Figura 4.1 '), com o mesmo nimero de linhas e de
colunas, com, na primeira linha, o alfabeto na ordem normal e, em cada uma das
linhas seguintes, uma permutacao circular da linha anterior. A cifragem procedia da
seguinte forma: a primeira letra da mensagem a ser cifrada é transformada na letra
correspondente da terceira linha sucessivamente até esgotar todas as linhas quando se
volta para a segunda linha novamente.

Assim, por exemplo, a frase
A BELEZA DOS NUMEROS PRIMOS
é convertida em:

A CGOIEG KWB XFYRFDI GJIGJO

— IOTMOONOWPN<X<XS<CAVWIOTOZZr R—|—
- IOTMUNEPN<XS<CAWIOTOZIr AR
A——IOTMTMUOOPN<XXE<CANWDOTDTOZZEr|r
FAR——IQOTMTMUOONOBPN<L<XS<CHWVWIOTVOZZI|Z
ErA—-—IOTMOA®WBEN<XSE<CHA0WI0TOZ|Z
Z2rRXR——IOTMUMABPN<X<XS<<CHnDIO OO
OZ2rA—-—IOTMUNBBPN<XXS<CH0WIO IO
VOZZrAR——TIOTMONBTEN<S<XSL<CHWIOO
DTOZ2FAR——TIOTMUOBBIPN<LXS<CHWIxD
TPODVOZEIrRAR——TITOTMMUNBDBIPN<SXS<CHWWKL
VIO TOZZrR——IOTMMOODTBEN<SXS<CHH
4AVWDPODVOZZFA——IOTMMUONDBEPN<LXSEC|IC
CAVMTOTOZZIrA——IOMMUOBIN<LXESZ|<C
£CHUVWIODTOZZIrA——IOTMMUO®BPN<LXS|S

N<XS<CHUVWXIOTVOZEZrA——IOTMOO®D>

N<XXS<CAWDTODVOZIZrA——IQOTMOO ®>>
PNXXSE<CHAWVWPODVOZRrA——IQOTMMUOD®
WPNLKXSE<KCAVMIOVOZEZrA——IOTmMOOO
OWPN<XSE<CHAUVWPOTVOZErA——IOTMOO
UON@>PN<XXS<CHWVWIOTVOZErA——IOnmm
MOOWPEPN<LXSE<CAWVWIOVOZErA——IQOTmN
TMUONWPN<KXS<CAVWIOTVOZZIrA— —IO0O
OTMOUNWPN<XXS<CAWPOTVOZEr A— —I|T
IOMTMUOWPN<XXS<CANWIOTVOZZEr "Re— —|—
S<CHAVWDIODVOZEZIrA——IOTMMOO®>N < X|X
XE<CAMDOTVOZErRA——IQOTMMUO®>N <<
< XELCHAVWIOTVOZErA——IOTMUO®>N|N

Figura 4.1: tabula recta

Fonte: WIKIPEDIA

Todos esses sitemas criptograficos caracterizam-se pelo uso de chaves simétricas, ou

seja, a mesma chave é usada para cifrar e e decifrar uma dada mensagem.

!Disponivel em: < http://en.wikipedia.org.wiki/Tabula_recta >
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A chegada dos telégrafos e finalmente dos computadores revolucionaram a Teoria da
Informacao. Em 1973, O National Bureau of Standadrds, 6rgao governamental ameri-
cano, escolheu o sistema criptografico Data Encryption Standard (DES), desenvolvida
pela IBM, para ser o sitema oficial americano. Esse sistema, utilizado até 1999, era
bastante complexo e funcionava com uma distribuicao de chaves simétricas. Hoje em
dia sao utilizados outros sistemas como o Advanced Encryption Standard (AES) ou
Skipjack, esse ultimo desenvolvido pela U.S National Security Agency.

A Teoria dos nimeros, através da nocao de congruéncias, comeca a entrar no campo
da criptografia quando trés norte-americanos, Whitfield Driffie, Martin Hellman e Ralph
Merkle desenvolveram um sistema de troca de informacoes tornando publica algumas
informagoes e secretas outras. Esse método pode ser descrito como segue:

Duas pessoas querem trocar certa informacao, elas escolhem em comum um par de
nameros naturais a e m (informagoes publicas). A primeira escolhe um outro namero
natural p; (secreto). Com ele, calcula o tnico ntimero by < m tal que a” = by(mod
m) e o envia para a segunda pessoa. Por sua vez, a outra pessoa escolhe um nimero
natural p, ( secreto ), e com ele calcula o inico nimero by < m tal que a??> = by(mod
m), e 0 envia para a primeira pessoa.

Em seguida, a primeira pessoa calcula 05" , obtendo:

bt = (aP2)Pr = aP?Pr = ¢(mod m),com ¢ < m .
Por sua vez, a segunda pessoa calcula b{* | obtendo:

b? = (aPr)P2 = aP'P2 = ¢(mod m),com ¢ < m .

Sendo ¢ a chave secreta entre as duas pesssoas.

Os niimeros primos ganham relevancia no sistema criptografico em 1978 quando Ro-
nald Rivest, Adi Shamir e Leonard Adleman, do Laboratorio de Ciéncias da Informacao
do Massachusetts Institute of Technology ( MIT ), tiveram a ideia de implementar o
sistema criptografico com chaves assimétricas, idealizado por Driffie.

O principio basea-se na relativa facilidade em encontrar niimeros primos grandes e
ao mesmo tempo na dificuldade pratica em fatorar o produto de dois desses niimeros.

O sistema criptografico (RSA) funciona da seguinte forma:

Suponhamos que uma pessoa queira cifrar um sistema criptografico em que qualquer
pessoa possa lhe enviar uma mensagem cifrada segundo uma chave ptblica e que, ele,
possa decifra-lo com a sua chave secreta. Essa pessoa escolhe dois niimeros primos
distintos p e ¢ muito grandes e efetua o seu produto m = p - g. Note que que é facil
calcular o niimero m e extremamente dificil fatorar o niimero m.

Em seguida essa pessoa escolhe um par de niimeros a e b tais que:

a-b=1(mod ¢(m))
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Note que obrigatoriamente (a,@(m)) — (b,p(m)) — 1. A primeira pessoa pode
escolher inicialmente a tal que (a,¢(m)) — 1 e em seguida resolver a congruéncia
aX = 1(mod p(m))

A primeira pessoa torna piblicos os niimeros m e b, que sao a chave publica. A
chave secreta dela serdo os primos p e ¢, os niimeros ¢(m) = (p—1)(¢—1) e a .

Dado um numero z < m, a codificacao feita pela segunda pessoa que conheca a
chave publica da primeira pode cifrar z como segue:

A segunda pessoa acha acha o tnico C'(x) < m tal que:
b = C(x) (mod m).

A segunda pessoa envia C'(x) para a primeira.
A primeira, ao receber C(z), usa a sua chave privada a para achar o nimero
D(C(z)) < m tal que

C(z)* = D(C(z))(mod m).

Note que somente a primeira pessoa consegue determinar D(C'(z)) , pois so ele
detém a chave a. Mas, D(C(z)) = z, pois existe k € Ntal que a-b =1+ k- ¢(m) e,

temos que:
D(C(x)) = C(2)* = (2%)* = 2% = 2+*F¢(M) = g(mod m)

A geniosidade desse método consiste no uso de niimeros primos grandes e uso de
chaves escolhidas com certos critérios.

Para melhor entendimento, iremos exemplificar

Suponha que Joao usa a senha 102 - 224 para se comunicar com Maria, que por
sua vez enviard uma mensagem codificada para Joao que s6 ele podera decodificar essa
mensagem (encontrando a senha 102 - 224).

Suponhamos que Joao queira cifrar um sistema criptografico em que qualquer pessoa
possa lhe enviar uma mensagem cifrada segundo uma chave publica e que, ele, possa
decifra-lo com a sua chave secreta. Joao escolhe niimeros primos distintos p = 17 e ¢
= 23 ( Colocamos como exemplo niimeros pequenos mais o0 RSA opera com niimeros
primos muito grandes ), e efetua o produto entre esses niimeros para encontrar o valor

de m , logo m = 17 - 23 = 391 e calcula o valor de ¢(391), da seguinte maneira:
0(301) = (17— 1) - (23 — 1) = 352.

Em seguida Joao escolhe, por exemplo, o par de ntimeros a = 235 e b = 3 , essa

escolha nao é feita de maneira aleatoria, mas obdece a igualdade:

3235 = 1(mod ¢(391)).
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Note que obrigatoriamente (3,352) — (235,352) — 1. Joao pode escolher inicial-
mente a = 235 tal que (3,352) — 1 e em seguida resolver a congruéncia 235X = 1(mod
352).

Joao torna publicos os niimeros m = 391 e b = 3, que sao a chave ptblica. A chave
secreta dele serdo os primos p = 17 e ¢ = 23, os niimeros ¢(391) = (17 —1) - (23 — 1)
=352 ea=235.

A codificacao feita pela segunda pessoa que conheca a chave publica da primeira
pode cifrar essas informagoes como segue:

Maria acha os tinicos C'(102) e C'(224), da seguinte maneira:

1023 = C'(102) (mod 391 )
24276 = 34(mod 391)
C(102) = 34

2243 = C(224) (mod 391 )
11239424 = 129(mod 391)
C(224) = 129

Pronto a senha 102 - 224 é codificada por Maria em 34 - 129.

Maria agora envia o cddigo 34 - 129 para Joao.

Joao, ao receber o codigo 34 - 129 , usa a sua chave privada a = 235 para achar os
niamero D(34) e D(129), da seguinte forma:

342% = D(34)(mod 391)
342% = 102(mod 391)
D(34) = 102

12995 = D(129)(mod 391)
12923 = 224(mod 391)
D(129) = 224

Joao ao receber o codigo 34 - 129 de alguma pessoa, ao decodificar esse codigo
encotrard o codigo 102 - 224 e logo sabera que foi Maria que lhe enviou o codigo.

Pronto! Genial

Note que somente Jodo consegue determinar D(C'(34)) e D(C(129)) , pois so ele

detém a chave a = 235.

4.2 Existem férmulas que geram primos ?

A partir da observagao dos niimeros primos, encontrar formula(s) que geram todos
0s niimeros primos e somente estes, tornou-se um dos principais desafios aos estudiosos
da matemética da area da Teoria dos niimeros.

No artigo 329 das Disquisitiones Arithmeticae, GAUSS escreveu:
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O problema de distinguir os nimeros primos dos nimeros compostos e de ex-
primir estes tltimos & custa de seus fatores primos deve ser considerado como
um dos mais importantes e dos mais uteis em Aritmética . . . . A propria
dignidade da ciéncia requer que todos os meios possiveis sejam explorados para
a resolugdo de um problema tao elegante e tao famoso.|[9]

A sequéncia dos niimeros primos apresenta uma forma bem interessante, encontrar
uma férmula ou polinémio em funcao de uma tunica variavel, caso exista, que gera os
primos, ¢ um grande desafio para os matematicos desde muito tempo.

Vejamos uma representacao geométrica(Figura 4.2 ?) dos primeiros ntimeros primos:

n=12
ol)=1+2+3+4+6+12=28
sm)=o(n) -n=28 - 12= 16 > n = abundant

Figura 4.2: El patron de los Numeros Primos - Jason Davies

A seguir listaremos algumas formulas que geram nimeros primos.

1. (Teorema de Euler) Euler descobriu em 1972 um polindmio tendo uma longa
sucessao de valores primos. Para esses poliomios, existem niimeros naturais m e
n, com 0 < m < n ( en-m ndo muito pequeno ), tais que f(k) seja primo, para
todo k, comm < k <n.

Este é o famoso Teorema de Euler

Teorema 4.1. Seja f(X) = X?+ X +41. Para k=0,1,2,3,...,39, todos seus
valores sao niumeros primos, a saber: 41, 43, 47, 53, 61, 71 ,83, 97, 113, 131,
151, 173, 197, 223, 951, 981, 813, 347, 383, 421, 461, 503, 547, 593, 641, 691,
743, 797, 853, 911, 971, 1093, 1097, 1163, 1291, 1301, 1373, 1447, 1523 ¢ 1601.
Para k = 40 o valor é 1681 = 41% ( niimero composto ).

Faremos uma observacao bem interessante sobre a sequéncia dos niimeros primos

obtidos a partir do polindbmio descoberto por Euler.

’Disponivel em: < https://thequantumfantastic.word-press.com/2012/07/20/prime-number-
patterns/ >
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Fazendo a; = 41, ay = 43, az = 47, aqy = 53, a5 = 61, ag = 71, ay = 83, ag = 97,
ag = 113, a19 = 131, ay; = 151, a1 = 173, a3 = 197, a1y = 223, a5 = 251,
ag = 281, a7 = 313, a15 = 347, a9 = 383, asy = 421, as; = 461, asy = 503,
as3 = D47, asy = 593, a5 = 641, asg = 691, asy = 743, asg = 797, asg = 853,
azo = 911, az; = 971, azs = 1033, a3z = 1097, azy = 1163, az; = 1231, azs = 1301,
azy = 1373, azs = 1447, azg = 1523, e asy = 1601.

A sequéncia (S,), com n € N, formada pela diferénca entre os termos consecutivos

sera:

Sy, = {a2 —a1,a3 — a2,a4 — Az, ...,040 —a39}-

S, ={2,4,6,...,78)}.

Notamos que a sequéncia S,, é uma progressao aritmética de primeiro termo 2,
de razao 2 e tltimo termo sendo 78, ou seja, cada termo da sequéncia S,, é do
tipo 2n + 39. A sequéncia dos niimeros primos, obtidos a partir do polinémio

descoberto por Euler, formam uma progressao aritmética de segunda ordem.

Teorema 4.2. (Caracterizacao das Fungoes Quadrdticas ) A fim de que a fungao
continua f : R — R seja quadrdtica € necessario e suficiente que toda progressao
aritmética nao-constante seja transformada por f numa progressao aritmética de

sequnda ordem nao-degenerada.

Nao faremos aqui a demonstracao desse teorema, mas ela pode ser encontrada
em [5].

Esse teorema mostra que existe uma funcao quadratica para a sequéncia dos

nimeros primos obtidos a partir do polinémio descoberto por Euler.

Vimos, no inicio dessa se¢do, que para k = 40 o valor é 1681 = 41% ( ntimero
composto ), note que a diferenga 1681 - 1601 — 80 nao pertence a sequéncia S,

pois teriamos:

2n + 39 = 80

41
n= ( contradizendo o fato de n ser um nimero natural ).

2. O polinomio quadratico f(X) = 36X?% — 810X + 2753, descoberto por R. Ruby,
em 1990, é presentemente o que fornece a mais longa sucessao | f(k) | ( para

k=0,1,2,3,...,44 ) de valores absolutos primos iniciais.

3. Os polinémio 103X? — 3945X + 34381 de R. Ruby e 47X? — 1701X + 10181 de

G. Fung dao, cada um deles 43 valores absolutos primos iniciais.

4. Formulas Polinomiais
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o I, n?4n+41,0<n<39
o [, =2n24+29,0<n <28
o [, 3n?+3n+23,0<n<21

5. Para polinémios de grau superior, DRESS ¢ LANDREAU acharam em 2003 os

dois polindbmos seguintes:

f(X) =662° +83X? —13735X + 30139 com 46 primos | f(k) | para k de - 26 a

19,
F(X) = 162* + 2823 + 1685X2 — 23807X + 110647 com 46 primos | f(k) | para
k de - 2 a 22,

O que essas funcoes ou expressoes polinomiais possuem em comum € o fato de
k pertencer a um intervalo limitado, ou seja, para alguns valores encontraremos

numeros compostos.

Mais a pergunta é

Existe(m) ou nao férmula(s) fechadas para encontrar ou gerar

nimeros primos?

Teorema 4.3. Sejam x ey €N, comy#0ea=xz(y+1)— (y! +1).
y—1. 2
Fley) = Lo 0 = 1] (1) +2

Composta de duas varidveis e a um numero que depende das mesmas.

—1
Demonstragao 4.1. Mostraremos que , dada a func¢ao f(x,y) = yT“ a? -1 |
—(a® = 1)] + 2 € um nimero primo e que dado um primo p existem x ey € N, tal que
f(z,y) = p, isto €, precisaremos mostrar que:

a)f(xz,y) € sempre um nimero primo.

e O nimero a é um nimero inteiro e, portanto, a* € inteiro. Hd dois casos:
a?>1oua’=0

e Sea?>1,|a*—1] =a®>—1 ¢ f(x,y) =0+ 2 = 2(nimero primo).

e Sea’?=0,

1 1
a2:0:>f(:17,y):yTH0—1|—(0—1)]+2:yT-2+2:y+1e, de

a*>=0=a=0, temos que: x(y+1)—(y!+1)=0=z(y+1) = (y! + 1)
Pelo Teorema de Wilson ( visto no capitulo 3 ) temos que se p € primo se, e
somente se, p divide (p — 1)! + 1, fazendop—1=y = p=y+ 1, dai f(x,y) é

um numero primo sempre que y + 1 for primo.
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b) f(z,y) fornece todos os nimeros primos.

e Seja p um numero primo. Pelo Teorema de Wilson, temos que p divide o numero

—DI+1
(p— D!+ 1, ou seja, o nimero u ¢ um numero natural e podemos
p
—DI+1
calcular f(u,p— 1).
p
e O wvalor de a é:
—DI+1
a:% xp—[p—1D+1].
a=p-+1-p-1)-1
a=0
Seque-se que:
p—1)+1
f(%,p—l)zp—ﬂrl:p-

Vejamos os seguintes exemplos:

Exemplo 4.1. Encontre o valor de f(x,y),sez =1ey=1.

e Encontraremos inicialmente o valor do niimero inteiro a.

a=z(y+1)—(y'+1)
a=1(14+1)—(114+1)
a=1(2) —(2)
a=10

e Fazendo x =1, y =1 e a =0 e aplicando na formula, esses valores, teremos:

FUL) = 2102 = 1] =(02 = 1) +2

PO = 0] +2

F(1,1)=0+2
f(1,1) =2
f(1L,1) =2

Exemplo 4.2. Encontre o valor de f(x,y),sex =1ey=2.

e Encontraremos inicialmente o valor do nimero inteiro a.
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a=z(y+1)—(y'+1)
a=1(24+1)—(21+1)
a=1(3) - (3)
a=70

e Fazendo x =1, y =2 e a = 0 e aplicando na formula, esses valores, teremos:

FUL2) = 20 - 1] (02— 1) +2

£1,2) = (2] +2
F(1,2) =1+2
f(1,2) =3

Exemplo 4.3. Encontre o valor de f(x,y),se z =1ey=3.

e Encontraremos inicialmente o valor do nimero inteiro a.

a=z(y+1)—(y'+1)
a=13+1)—(31+1)

a=1(4)—(7)
a=—3
e Fazendo x =1, y = 3 e a = —3 e aplicando na férmula, esses valores, teremos:
3—-1 5 5
FL,3) = ——=[1(=3)" =1[ =((=3)" = )] + 2
2
£(1,3) = 5[0] +2
f(1,3)=0+2
f(1,3) =2
-1
Exemplo 4.4. Encontre o nimero primo 7, usando a formula f(z,y) = yTH a’*—1]|
—(a®*=1)]+2.
Solucgao

Encontrando os naturais x e y tais que:

_ |
.x:(p Dr+1

p
(7= +1

e 7
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_(6)+1
Ty
720+ 1
r =
7
721
r=—
7
x =103
e y=p—1
y=7-1
y==06

Calculando o valor de f(103,6) pela formula, teremos:

e Encontrando o valor do niimero inteiro a, segue:

a=103(6+1)—(6!'+1)
a=103(7) — (720 + 1)
a="T721-721
a=10

e Fazendo x = 103, y = 6 e a = 0 e aplicando na féormula, esses valores, teremos:

£(103,6) — %H 02— 1| —((02 = 1)] + 2

£(103,6) = g[z] )
£(103,6) = 5 + 2
F(1,3) =7

Nao se trata de uma formula pratica, entretanto ela tem uma forte relagao com
o numero 2. Além disso, mesmo para produzir primos pequenos, come¢amos a ter
dificuldades.

O que acabamos de mostrar é que existe formula para gerar niimeros primos, e vale
salientar que essa nao ¢ a unica, existem outras féormulas que geram nimeros primos

com mais de uma variavel.

4.3 Construcao de Poligonos Regulares

Nos tempos modernos, o termo constru¢cao em geometria plana se tornou pratica-

mente sinonimo de construcao com régua e compasso.
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Durante o século dezenove varias outras construgoes equivalentes a construcao com
régua e compasso foram descobertas, por exemplo, construcoes com régua e dois circulos
fixos que se intersectam.

A caractrerizacao das construgoes possiveis e impossiveis deu origem a considera-
¢oes de interesses mateméaticos maior. Citaremos somente um resultado, devido es-
sencialmente ao grande matematico alemao C.F Gauss(1777 - 1855). O teorema esta
relacionado com o problema de saber que poligonos regulares sao construtiveis e afirma

que:

Teorema 4.4. Um poligono reqular de n lados pode ser construido com régua e com-

passo se, e somente se, ou n = 2% ou

n=2%-p-pe-... pr
onde Py, P2, ..., Pr SG0 nimeros distintos da forma
p=2%+1

com « e 3 sao inteiros > 0.

Alguns comentérios sobre este teorema sao apropriados. Sua demosntragao é por
demais complexa para ser apresentada aqui; é suficiente dizer que Gauss percebeu a
conexao entre o problema geométrico de dividir um circulo em n partes iguais e o

problema algébrico de resolver a equagao

Com efeito, as n raizes desta equacao, quando marcadas no plano complexo, formam
os vértices de um poligono regular de n lados inscritos no circulo unitario.

Mas vejamos o que diz o teorema. O fator 2% é facil de compreender, pois se
pudermos construir um certo poligono regular, podemos construir imediatamente um
com duas vezes este niimero de lados, dividindo simplesmente ao meio todos os arcos

do circulo circunscrito.



5 Curiosidades e Mistérios sobre os
Numeros Primos e sugestao de

atividade

5.1 Curiosidades e Mistérios

1. Cigarras usam niimeros primos

O ataque das cigarras como tem sido chamada a emergéncia sincronizada de
algumas espécies do inseto, num ciclo exato de 17 anos pode ser resultado nao
do acaso, mas sim de uma forte pressio seletiva. E o que sugere um estudo
de pesquisadores brasileiros, que aponta uma solucao para o mistério que tem

encantado os americanos nas dltimas semanas.

A pesquisa faz uso das possibilidades de simular em computador o processo de
evolucao por selecao natural, area de estudo chamada genericamente de "vida
digital". A ideia é criar uma espécie de videogame em que criaturas sao simuladas
por programas. Elas se reproduzem e sobrevivem como coisas vivas, de acordo

com a maior ou menor adaptacao.

No caso das cigarras, os pesquisadores conceberam um modelo que mostrasse
como poderia emergir o estranho padrao desses insetos. Muitas espécies de cigarra
tém periodos diferentes de amadurecimento, com ciclos vitais de duracao variada,
enquanto as larvas ficam sob a terra. Mas sete espécies do género Magicicada
tém uma caracteristica adicional: elas sao sincronizadas, ou seja, saem do chao
todas ao mesmo tempo, para cerca de duas semanas de canto ensurdecedor,

acasalamento e postura de ovos.

Para esses grupos sincronizados, ¢ curioso notar que os ciclos normalmente acon-
tecem em 13 ou 17 anos. Sao nimeros primos, ou seja, divisiveis apenas por si

mesmos e por um.

E dificil acreditar que a natureza tenha escolhido aleatoriamente esses niimeros

para as cigarras.

34
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2. Conjectura de Goldbach

Goldbach entrou para a historia da Mateméatica com mais uma de suas pergun-
tas. Em uma carta escrita em 7 de junho de 1724, pergunta a Euler se seria
possivel escrever qualquer niimero inteiro maior do que dois como a soma de trés
primos. Goldbach considerava o niimero 1 como primo, coisa que nao fazemos
mais. FEuler representou a pergunta da seguinte forma: seria possivel escrever
qualquer niimero inteiro par maior que 2 como a soma de dois niimeros primos?
Por exemplo: 12 — 7 + 5; 14 — 11 + 3 e 1248 — 337 + 911. Essa questao
continua, até a apresentacao desse trabalho, desafiando os praticantes de teoria

dos nimeros até esse momento!

3. Recordes

e O maior nimero de FERMAT primo conhecido é F; = 65637

e Até hoje sao conhecidos 47 nimeros de MERSENNE m, que sao primos.
O maior deles com g = 43112609, tem 12978189 algarismos. Foi descoberto
em 2008 por E.SMITH, G.F WOLTMAN, . KUROWSKI e GIMPS.

e Os primos de Sophie Germain: p é um primo de SOPHIE GERMAIN se

2p 4+ 1 é também ntimero primo.

Sophie Germain demonstrou o seguinte Teorema:

Se p € um nimero primo de SOPHIE GERMAIN, entao nao existem
inteiros x, y e z, diferentes de zero e nao miltiplos de p, tais que

O maior nimero de SOPHIE GERMAIN conhecido é 183027 x 2265540 _ 1
descoberto por T.WU e J. PENNE em 2010.

5.2 Sugestao de Atividade

Esta secao é destinada a uma proposta de atividade sobre niimeros primos voltada
para estudantes de matemética do Ensino Fundamental e/ou Ensino Médio, alguns
dos problemas a seguir foram selecionados de agumas referéncias sobre olimpiadas de

Matematica. As solugoes dos problemas aqui propostos seguem nos anexos.
1. (QUESTAO 47 NIVEL 2 - BQ 2011)
Primos Nao!

(a) Prove que o niimero 3999991 nao é primo.

(b) Prove que o niimero 1000343 néo é primo
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2. (QUESTAO 03 NIVEL 1 - BQ 2009)

O caminho da Joaninha - Dona Joaninha quer atravessar um patio com azulejos

! Ela vai partir do ponto P e quer

quadrados numerados como mostra a figura
chegar ao ponto C andando somente sobre os lados dos azulejos. Dona Joaninha
nao quer ter nimeros primos a sua direita ao longo de todo o percurso. Qual é o

menor percurso que ela pode fazer?

23 213 73 37 17

218 79 B5 19 57

a7 53 23 a7 251

C

Figura 5.1: O caminho da Joaninha

Fonte: BANCO DE QUESTOES(BQ) - OBMEP

3. (XXVI OBM - PROBLEMAS NIVEL 1 PARTE A)

A soma de dois niimeros primos a e b é 34 e a soma dos primos a e ¢ é 33. Quanto
valea + b + ¢?

4. Sequéncia de Fibonacci - O nome sequéncia de Fibonacci, foi dado pelo mate-
mético francés Edouard Lucas no século XIX. Porém, a sequéncia surgiu de um
problema que estava proposto na obra "Liber Abaci"de Leonardo de Pisa (1180
- 1250), conhecido como Fibonacci. O problema era o seguinte: "Um homem
poe um casal de coelhos dentro de um cercado. Quantos pares de coelhos serao
produzidos em um ano, se a natureza desses coelhos é tal que a cada més um
casal gera um novo casal, que se torna fértil a partir do segundo més?"Depois de
séculos de trabalho, é possivel hoje citar uma quantidade enorme de propriedades

da sequéncia do nimero de coelhos existentes apos n meses. Definicao

A sequéncia de Fibonacci é definida da seguinte maneira: f; = fo = 1le f, =
foo1+ fno2, V' > 2. Encontre os 7 primeiros niimeros primos que pertencem a

Sequéncia de Fibonacci.

5. (XXVII OBM - PRIMEIRA FASE - NIVEL 1)

!Disponivel em < http://www.obmep.org.br/bq/bq2009.pdf >
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O ntmero 10 pode ser escrito de duas formas como soma de dois nimeros primos:
10 =5+ 5e10 — 7+ 3. De quantas maneiras podemos expressar o nimero 25

como uma soma de dois niimeros primos?
6. (QUESTAO 02 - REVISTA DA OLIMPIADA - OLIMPIADA DE MATEMA-
TICA DO ESTADO DE GOITAS - N°4 Abril/2003)

Durante uma aula, perguntado sobre o dia de seu aniversario, o professor de

Matemaéatica disse:

O dia em que nasci ¢ um ntimero primo maior do que o quadrado e menor que
o cubo do més em que nasci. A soma do dia com o més também da um ntimero

primo, mas a diferenca nao.

Em que dia ele faz aniversario?

7. Mostre usando o Teorema de Wilson que o ntiimero 13 é primo.



6 Consideracoes Finais

O presente trabalho apresentou um pequeno relato historico sobre os nimeros pri-
mos, caracterizacao e algumas aplicacoes dos mesmos, mostrou-se que os numeros
primos possuem uma grande importancia, principalmente no sistema de informacoes.
Apresentou também uma série de situacoes - problemas selecionados de tal forma que
o leitor sinta-se motivado a respondé-los.

A expectativa é que esse material possa servir como referéncia ou apoio na cons-
trucao de uma sequéncia didatica inovadora no sentido de buscar uma motivacao dos
alunos da Educacao Basica e / ou Superior . Podemos, entao, destacar a importan-
cia desse trabalho pelo fato do mesmo apresentar uma relacao com outras areas do
conhecimento.

Por nao conhecer até hoje uma expressao, que depende apenas de uma variavel
inteira, e por saber que nao existe formula polinomial de coeficientes inteiros que gere
todos os primos e somente estes(demonstrado em [9]), chegamos a conclusao que a
formula apresentada nesse trabalho é de grande valia para quem a nao conhece.

Neste trabalho apresentamos uma atividade, relacionada ao tema, tendo como refe-
réncia Olimpiadas de Matematica, pois acreditamos que as Olimpiadas de Matemética
podem ser um diferencial na vida escolar de um jovem e de uma crianca e que pode
abrir portas para o conhecimento despertando o interesse dos mesmos pela matematica.

Busca-se nesse trabalho despertar o interesse dos alunos, ou seja , motiva-los a
buscar o conhecimento a partir de uma nova abordagem baseada na historia e nas
aplicacoes dos ntimeros primos.

Este trabalho apresenta, também, uma série de curiosidades e mistérios sobre os
nimeros primos despertanto ainda mais o interesse pelo tema abordado.

Posteriormente, pretende-se que o resultado deste estudo seja socializado através de
oficinas e /ou formagao continuada junto aos professores de matematica da Educagao

Basica, de modo a proporcionar a estes um aprofundamento sobre o tema abordado.
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A Titulo do Primeiro Apéndice

A.1 Solucoes dos problemas propostos no capitulo 5

Sabemos que existem varias maneiras de analisar problemas. Aqui apresentaremos

uma solucao para cada problema, tendo em vista a possibilidade de outras solugoes.

1. Problema
Solucgao

(a) Observe que:

3999991 = 4000000 — 9
=4-10° — 32

=(2-10%)? — 32
=(2-10°=3)-(2-10% + 3)
= 1997 - 2003

e portanto nao é um nimero primo.

(b)Observe que:

1000343 = 106 4 7

= (10%)3 + 73

= (102) 4+ 7) - ((102)2 — 102 - 7+ 72)
=107 - 9349

e portanto nao ¢ um nimero primo.

2. Problema
Solucgao

Os nimeros primos que aparecem na tabela sao 23, 73, 37, 17, 79, 19, 37, 53 e

251, logo, o caminho a ser percorrido pela Joaninha esta descrito na figura A.11.

!Disponivel em < http://www.obmep.org.br/bq/bq2009.pdf >
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p
23 | 213 73 37 I
218 79 65 19 ‘

53 H 231 87 I251

37

C

Figura A.1: O caminho da Joaninha - Solugao

3. Problema
Solugao
a+b=34
a+c=33
Logo:
b—c=1

Como b e ¢ sao primos, concluimos que b =3 e ¢ = 2.

Dessa forma,
a+3=34= a=31,
de onde vem:
a+b+c=314+2+3=236

4. Problema
Solucao

A solucao desse problema consiste em listar os ntimeros da Sequéncia de Fibo-

nacci, através da definicao.

A sequéncia de Fibonacci é definida da seguinte maneira: f; = fo = 1e f, =
fn—l +fn—2a Vn>2.

Usando a definicao podemos listar os primeiros niimeros da sequéncia, como

segue:

(1,1,1 41,1+ (1+1),..)
(1,1, 2, 3,5, 8,13, 21, 34, 55, 89, 144, 233, 377, 610, 987, 1597, 2584. ...)
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Porém o problema consiste em encontrar os 7 primeiros niimeros da sequéncia de

Fibonacci que sao primos, que listaremos a seguir.
2, 3,5, 13, 89, 233 e 1597.

. Problema
Solucgao

Responder esse problema consiste em encontrar dois niimeros primos que a soma

seja 25.

Podemos escrever 25 como:

1 + 24 = 25 ( Ambos nao primos )
2 + 23 = 25 ( Ambos primos )

3 4 22 = 25 ( 22 nimero composto )
4 + 21 — 25 ( Ambos nao primos )
5+ 20 — 25 ( 20 namero composto )
6 + 19 = 25 ( 6 nimero composto )
7 + 18 = 25 ( 18 niimero composto )
8 4+ 17 = 25 ( 8 niimero composto )
9 4+ 16 = 25 ( Ambos compostos )
10 + 15 — 25( Ambos compostos )
11 + 14 — 25( 14 namero composto )
12 + 13 = 25( 12 namero composto )

Dai em diante a sequéncia volta a se repetir, sendo trocada apenas a ordem das
parcelas em cada soma.

Portanto 25 é escrito de uma tinica maneira como soma de dois niimeros primos.

. Problema

Solucao

As condigoes enunciadas para achar o dia (d ) e o més ( m ) sao:
(1) dé um namero primo.
(2)d>m?

(3)d<m?

(4) (d+m) é um nimero primo.
(5) (d —m) nao é nimero primo.

Para satisfazer as condiges (1), (2 ) e ( 3 ), os dias possiveis sao:
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Fevereiro - 2% < dia primo < 23 | dias e meses possiveis: 5/2 e 7/2

Margo - 3% < dia primo < 33, dias e meses possiveis: 11/3, 13/3, 17/3, 19/3
e 23/3.

Abril - 4% < dia primo < 43, dias e meses possiveis: 17/4, 19/4, 23/4 e 29/4.
e Maio - 5% < dia primo < 5%, dias e meses possiveis: 29/5 e 31/5.

Janeiro fica eliminado pela condigao ( 3 ) e os demais meses pela condigao ( 2 ).

A condigao (4 ) elimina: 7/2, todos os dias de marco, 17/4, 23/4, 29/4 e os dias

de maio. Ficamos com apenas duas datas: 5/2 e 19/4. A condigao ( 5 ) elimina

5/2.

Logo, o aniversario do professor é no dia 19 de abril.

7. Problema
Uma Solucao
Responderemos esse problemas de maneira anéloga ao exemplo da péagina 20.
Temos que mostrar que, para p = 13 , a igualdade (13 — 1)! = —1( mod 13)

Observe as congruéncias:

1 =1( mod 13)
2-7=14=1( mod 13)
3-9=27=1( mod 13)

4-10 =40 =1( mod 13)
5-8=40=1( mod 13)
6-11 =66 =1( mod 13)

12 = 12( mod 13)
Multiplicando, membro a membro, teremos:
1-2-3----- 1112 =12( mod 13)
12! = 12( mod 13) = 12! = —1( mod 31)
(13—1)! = —1( mod 13)

Pelo Teorema de Wilson, segue que 13 é primo.



