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Resumo: Neste trabalho, apresentamos uma demonstracao do Teorema de De Moivre-
Laplace, que afirma que, sob certas condicoes, as probabilidades de uma distribuicao de
probabilidade binomial podem ser aproximadas razoavelmente por uma distribuicao normal.
Este trabalho apresenta algumas atividades praticas utilizando a Téabua de Galton, o software
“Quincunz’e o software “Geogebra”, como metodologias de ensino e aprendizagem da distri-
buicao normal. As atividades praticas propostas neste trabalho visam auxiliar o professor
do Ensino Médio na comprovagao de alguns resultados tedricos bem como na descoberta de
algumas caracteristicas da curva normal por meio de ensaios investigativos.
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1 Introducao

“Quanto maior a multidao e maior a anarquia aparente, mais perfeita é sua va-
ria¢ao. E alei suprema da desrazao. Em qualquer lugar onde uma grande amostra
de elementos cadticos seja colhida e escalonada sequndo a sua magnitude, uma
forma de regqularidade insuspeitada e das mais belas prova ter estado latente todo
o tempo. Os pontos mais altos da fileira escalonada formam uma curva harmo-
niosa de proporcoes invaridveis; e cada elemento, ao ser posicionado, encontra
como que um nicho predeterminado, cuidadosamente adaptado para conte-lo”.
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A aproximagao normal da distribuicao binomial tem relevante valor tedrico e pratico. Sua
importancia pratica reside no fato de que muitos fendomenos ou varidveis naturais tém um
comportamento que segue esse modelo. Esse modelo desempenha um papel preponderante
na inferéncia estatistica uma vez que distribuicoes das médias de amostras de populagoes
normais sao também normais e a medida que o tamanho da amostra aumenta, a distribuigao
da média de uma amostra retirada de qualquer distribuigao original tende a normalidade.
A importancia tedrica reside no fato de que varios outros modelos probabilisticos, tanto
discretos quanto continuos, podem ser representados pelo modelo normal quando satisfeitas
algumas condicoes de convergéncia.

Segundo [6], Pierre Simon Laplace®, foi o primeiro a estudar o problema da agregagao
de varias observacgoes, em 1774. Embora ele tenha dado uma solucao prépria derivando a
que é conhecida como distribuicao Laplaciana, ele foi o primeiro a obter o valor da integral

fooo e dz = 77T em 1782. Foi Laplace também que, em 1810, provou e apresentou a

academia Francesa o Teorema Central do Limite (TCL), que enfatizava a importancia tedrica
do modelo. Em 1733, De Moivre apresentou pela primeira vez a funcao de distribuigao
normal, a funcao de distribuicao binomial com parametros n e p, para grandes valores de n.
Esse resultado é um caso especial do Teorema Central do Limite. Essa primeira versao do
Teorema Central do Limite foi apresentada no livro “The Doctrine of Chances’ por DeMoivre.
Nessa primeira versao, se apresenta apenas o caso p = %

De acordo com [9], anteriormente a lei dos grandes niimeros surgiu o problema de estimar
a soma de uma sucessao de variaveis binomiais. A principal dificuldade era calcular a probabi-
lidade quando o niimero de sucessos de um experimento aleatério estivesse entre dois inteiros
a e b. Jacobi Bernoulli demonstrou que esta probabilidade era > _. _, (Z) pFgnF, 'sendo essa
m m! i
k)m, PpoO1s
m! se torna muito grande quando m é muito grande. Bernoulli recorreu a estimagoes muito
pouco precisas, porém suficientes para provar seu teorema. De Moivre procurou ser mais
preciso e demonstrou que m! & Befmm””%, com B constante. Para determinar o valor
desta constante construiu a seguinte expansao:

uma parte da expansao 1 = (p+ (1 — p))™. O mais dificil era calcular (

1 1 1 1
In(B)=1- 955 % 360 " 1260 " 1680
e descobriu que B ¢é aproximadamente 2,504. Nao ficando satisfeito por nao conseguir associar
esse nimero a nenhuma constante matematica conhecida De Moivre pediu ajuda a seu amigo
James Stirling (1692-1770), que demonstrou que B = V2m. Com essa informacao De Moivre
calculou uma tabela para a funcao m! com 10 < m < 900, e enunciou um resultado que em

notagao moderna diz que:

2 42
P{X:E+t}%P{X:2}e(2">: 2 (3)
2 2 v2onm
De Moivre desenhou o grafico dessa curva, introduzindo o importantissimo conceito de

distribuicao normal e demonstrou que essa curva é simétrica em torno do valor maximo de y
e que os dois pontos de inflexao estao a uma distancia %\/ﬁ deste maximo.

3nascido em 23 de marco de 1749 em Beaumont-en-Auge, Franca, e falecido em 5 de marco de 1827 em

Paris, Franca
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Neste trabalho vamos desenvolver a ideia da demonstracao historica do Teorema Central
do Limite dada por De Moivre e Laplace baseando na versao dada por [9]. Deve-se notar
que numa demonstracao por aproximacgao ¢ importante explicitar os termos residuais para
determinar sua precisao.

O método de Laplace para aproximar integrais, que estd presente em seu trabalho “Me-
moire sur la probabilité des causes’(1774), ou método de aproximagao Laplaciano consiste
no seguinte:

“Seja f o integrando que depende de um grande parametro, e suponha que f tenha
um unico méximo muito evidente (em destaque) de tal maneira que a integral
sobre um intervalo pequeno em torno deste méximo contribui consideravelmente
para o valor da integral”.

Baseado nesta ideia, o método de Laplace consiste em desenvolver em séries apropriadas
em torno da abscissa do ponto maximo.

O objetivo deste trabalho é oferecer aos alunos e professores do Ensino Médio e também
dos cursos de graduagao que possuem a disciplina estatistica em seu curriculo, um texto que
facilite o entendimento intuitivo da distribuicdo normal. A importancia dessa distribuicao
reside principalmente no fato de que muitos fenémenos naturais apresentam uma distribuigao
normal ou aproximadamente normal. Além disso, as médias de amostras retiradas de dis-
tribuicao qualquer tendem a apresentar comportamento normal a medida que o ntimero de
observagoes (tamanho da amostra) aumenta. Neste trabalho, propomos o ensino da distri-
buicao normal com a utilizagao das seguintes atividades experimentais: simuladores digitais,
o quincunz e o software Geogebra, e um simulador fisico, que trataremos por tabua de Gal-
ton*, que foi construido com a finalidade de mostrar experimentalmente que a curva obtida
com o experimento se aproxima razoavelmente da curva tedrica apresentada aos alunos.

A estruturagao deste trabalho é a seguinte:

Na secao 2 (Nota histéria da curva normal): faremos um breve relato das contri-
buicoes de De Moivre na obtecao da férmula da curva normal.

Na segao 3 (Definigoes basicas): apresentamos a terminologia e definigoes basicas que
serao utilizadas na demonstragao do Teorema de De Moivre-Laplace bem como nas aplicagoes
em sala de aula que serao propostas neste trabalho.

Na segao 4 (Teorema de De Moivre-Laplace): apresentamos a demonstragao do Te-
orema de De Moivre-Laplace.

Finalmente, na secao 5 (Propostas de Atividades em Sala de Aula): apresentamos
algumas atividades relacionadas ao conteido deste trabalho que podem ser realizdas com os
alunos da Educacao Basica.

4a descricao completa deste artefato sers feita na secdo 5
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2 Nota historica da curva normal

De acordo com [17], a distribui¢do normal foi introduzida inicialmente pelo matemético
francés Abraham De Moivre (1667-1754) em seu artigo “Approzimatio ad Summam Ter-
minorum Binomii (a + b)" in Seriem expansi’que foi reimpresso na segunda edigao do seu
livro “The Doctrine of Chances’, de 1738. Ele percebeu que, a medida que o nimero de
eventos do lancamento de moedas aumentava, a distribuicao binomial se aproximava de uma
curva suave. Seus resultados foram estendidos por Laplace em seu livro “Théorie Analytique
des Probabilités’, de 1812, num resultado que hoje é conhecido como Teorema de De Moivre—
Laplace. Laplace utilizou a distribuicao na andlise de erros de experimentos. Ele também
mostrou que mesmo uma distribuicao nao sendo normal, a média de repetidas amostras dessa
distribuicao é aproximadamente normal e que quanto maior for o tamanho da amostra me-
lhor serd essa aproximacao. O astronomo, filésofo, fisico e matemético Galileo Galilei® ja
havia notado que esses erros eram simétricos e que os valores pequenos apresentavam uma
frequéncia de ocorréncia maior do que os valores grandes.

Por volta de 1721, apds ter lido o trabalho de Bernoulli “Ars Conjectandi’, De Moivre
comegou a fazer progressos no trabalho de aproximar os termos da expansao da binomial.
Esse trabalho culminou, em 1733, com a publicacao do que hoje é conhecida como apro-
ximagao normal da binomial. Segundo [3], a primeira publicacao sobre esse tépico apareceu
em 1730 na sua Miscellanea Analytica, ocasiao em que ele ja tinha quase obtido uma solugao
completa. Seu trabalho foi finalizado, em 1733, e publicado em latim em uma nota curta
separadamente impressa [4]. Mais tarde essa nota foi traduzida para o inglés e incluida
de forma sucessivamente mais expandida na segunda e terceira edi¢oes da The Doctrine of
Chances [6] .

Em 1730, De Moivre mostrou que a razao entre o termo central meio e a soma de todos
os termos do desenvolvimento do binémio (1 + 1) era aproximadamente igual a

Copp o, (n=1)"

De Moivre considerou o logaritmo hiperbdlico de A como:

1 1 1 1

12 360+126O 1680°

De Moivre fez os calculos com logaritmos hiperbdlicos:

n/2 n—1/2
n 2(n—1 1 1 1 1
ln<0 )m(u)+__ +

2n nn 12 360 1260 1680
1\" — 1) 1\"
Como (1 ——] = u, para n — oo, obtemos e~ !, pois lim,_,o (1 - —) =e L
n nn n
-1 n—1/2
Portanto: In ((n ) ) — —1, quando n — oo.
nn

5Nascido em 15 de fevereiro de 1564, em Pisa, e falecido em 8 de janeiro de 1642, em Arcetri, préximo de
Florenga
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Cn
. . ~ n/2 . .
De Moivre concluiu que a expressao 2—7{ poderia ser escrita como:

1.

we (z<n 1y

) ~ In 2 =In 2 —
2 Z oD oD

Denotando logaritmo hiperbdlico de B como:

1 1 1 1

1— — S
12 * 360 1260 * 1680

tal expressao mudara para: . Com a contribuicao de James Stirling, mostrando que o

2
B+v/n
valor de B era a raiz quadrada da circunferéncia de um circulo cujo raio é a unidade, em
2

Vonr

De acordo com [6], De Moivre obteve, considerando uma notagao atualizada, uma apro-
ximacao para P(X = n/2), onde X tem uma distribuicdo binomial simétrica, ou seja, n
tentativas com n par. Em 1739, ele calculou a razao entre um termo afastado do termo do
P(X=2+1) 212

P(X - %) Sl Essa

1733, De Moivre concluiu que a razao do termo central de (1 + 1)™ por 2" era:

meio por um intervalo [ e o termo do meio. Ele obteve In

expressao, que ¢ a altura méaxima da curva, pode ser escrita como:

P(X=5+1) _ (=) = p(x =)
Px=1) © ouP(X=%+0)=P(X=1%)e :
2
O resultado anterior, pode ser escrito como: P (X =5+ l) ~ 2 e<_%). Substituindo

V2nm

o [, utilizado por De Moivre, por = e n por 402, tem-se, em notacao atual, o resultado seguinte:

po 2 () L [
\/% o\ 2

que é a expressao usual da curva normal para a média p = 0.

3 Definicoes Basicas

Definicao 3.1 (Varidvel aleatéria): Varidvel aleatéria é qualquer funcao definida sobre
o espaco amostral 7 que atribui um valor real a cada elemento do espago amostral.
Definigao 3.1.1 (Variavel aleatéria discreta): E uma varidvel aleatéria cujo valor
numérico pertence a um conjunto enumeravel.
Definicao 3.1.2 (Variavel aleatéria continua): Uma varidvel aleatéria continua tem
infinitos valores, e esses valores podem ser associados a medidas em uma escala continua.

Defini¢ao 3.2 (Distribuicao de probabilidade): Uma distribuigdo de probabilidade é
uma descricao que da a probabilidade para cada valor da variavel aleatoria. Ela pode ser
expressa na forma de um grafico, de uma tabela ou de uma equacao.
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Definicao 3.3 (Modelo Bernoulli): Uma sequéncia de ensaios de Bernoulli é definida
por meio das trés condigoes seguintes:

(i) Em cada ensaio considera-se somente a ocorréncia ou nao-ocorréncia de um certo evento
que serd denominado sucesso (S) e cuja nao ocorréncia serd denominada falha (F).

(ii) Os ensaios sao independentes.

(iii) A probabilidade de sucesso, que denotaremos por p, é a mesma em cada ensaio. A
probabilidade de falha sera denotada por 1 — p.

Definicao 3.4 (Distribuigao Binominal): Considere a repetigao de n ensaios de Ber-
noulli independentes e todos com a mesma probabilidade de sucesso p. A variavel aleatoria
X que conta o numero total de sucessos tem distribuicao binomial com parametros n e p se
sua funcao de probabilidade é dada por:

P(X =k) = (Z)pk(l )Rk =0,1,2,3,...n

com (Z) representando o coeficiente binomial calculado por:

" n n!
G = <k> ~El(n— k)

Definigao 3.5 (Esperanca matematica de varidveis aleatérias discretas): Seja X
uma variavel aleatoria discreta que assume os valores x1, T, ..., r. Chamamos de valor médio,
ou valor esperado, ou esperanca matematica de X o valor

E(X) = mp(x1)+ zop(z2) + ... + (k)
= Z zip(;),

Em que p(x;) = P(X = x;). Notagao: u = E(X).

Definigao 3.6 (Variancia de uma varidvel aleatéria discreta): Seja X uma varidvel
aleatoria discreta que assume os valores x1, xs, ..., zx. Chamamos de variancia de X o valor
esperado da varidvel (X — )2, ou seja:

Var(X) = (21— p)’p(z1) + ... + (2 — p)*p(zy)

= > (@i —p)’p(x),

i=1

em que p(z;) = P(X = x;). Notagao: 02 = Var(X).
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A variancia de X pode, alternativamente, ser expressa na forma:
Var(X) = B(X?) — 2.

Muitas vezes, denotamos a variancia por o?. Extraindo a raiz quadrada da variancia

obtemos o desvio padrao que é representado por o.

Definigao 3.7 (A esperanga e a varidncia da varidvel aleatéria de Bernoulli):
E(X)=) ;- P(X=2)=0-(1-p)+1-p=p
i=1

Como E(X?)=0%-(1—p)+ 1% p=p, tem-se, a partir da equagao:
Var(X) = BE(X?) — [E(X)?], que :
Var(X)=p—p* =p(l —p)

Defini¢ao 3.8 (Funcao densidade de probabilidade): Dizemos que uma funcao f(x)
¢ uma funcao densidade de probabilidade para uma variavel aleatéria continua X, se satisfaz
duas condigoes:

(i) f(z) >0, para todo = € (—00,0);

(ii) A area definida pelo gréfico de f é igual a 1.

0.5

0.4

03

0.2

0.1

0.0
L

Figura 1: Exemplo de uma funcao densidade - distribui¢ao uniforme

A area total sob a curva corresponde a area de um retangulo de base A = 4 e altura
h:i. Logo, a area total é dada por: A:A-h:4-%: 1.
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Definicao 3.9 (Distribui¢ao normal): Dizemos que uma varidvel aleatéria continua X
tem distribuicao Normal com parametros u e 02, se sua funcao densidade ¢ dada por:

fz) =

1 _e@w?
e 22  para —o0 < < 00.

o\ 2T

Algumas propriedades da funcao densidade da Normal podem ser observadas a partir de seu
grafico:

(i) f(x) é simétrica em relagao a p.
(ii) f(z) — 0 quando x — £o0.

(iii) o valor méximo de f(z) se dd para z = p.

04

03

fix)
02

01

0.0

Figura 2: Exemplo de distribuicao normal

4 Teorema de De Moivre-Laplace

1 r 1
Adotaremos N(x) = Wer / e 2 dt e que f = O(g) significa |f| < g.
V 24T J—co

Teorema 4.1 (De Moivre-Laplace): Sejam n, a e b, com a < b trés nimeros naturais.
Sejam 0 <p<leq=1-p. Se

b J
§= 31, 7y =y (2.
j=a

Entao:

S = N(b) — N(a) {(1 P L a2)e*%a2} T A

L P-4
6+/2npqm
0,134 0,18 |p —
p—dl
npq

com

1A| < e 2Vl
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Para demonstrar este teorema, usamos os lemas localizados no Apéndice A.
Demonstragao:

Para cada nimero real = seja:

Pelo Lema (A.2) verificamos que T; = f(z)e 2™ dy,

De onde segue que:

b

S = ZT f(x) Ze_%’jxdw = /2 f(z) DY (x)dx

_1 - _
2 j=a

N|=

onde
b

Db (z)dx = Z e 2Ty,
Jj=a

Com o objetivo de obter uma equacido ampliada para D?(z), seja R = =27

b—a-+1 b= a+1 . b— a+1 b—a+1
Z R] —= i — RaR . Rl R j
- R R 2 — R2 Rz
Portanto:
Db(z) = sen(b —a + 1)mx —miz(b—a)
sen ()
Pelo Lema (A.3), verificamos que: f(x) =1— 4pqsen2(ﬂ-x)%ei(n®z).

Dado que S é real, segue da equagao (2) que:

S—%e | fla)D(x)dx = / " (@) Re (D2 () (€700)) da.

1 1
2 2

Usando a equacio (4), calculamos a parte real de D?(z)e™®=

= : z)| | cos[(n©,) — (b — a)mx senj(b —a + )] T

5= [ @] (costn0.) — - e ™MD )

Sejam A = cos(n®, — (a + b)wx)sen((b —a+ 1)wz),a =nO, — (b —a)7x) e
B=(0b—-a+1)mx

Escrevendo

A = cos(a) sen(§) = sen(a + f) ;Sen(a - 5)7

. Entao:

. Podemos escrever

(3)
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concluimos,

a= (o4 D) 2rr— 0]} - fan (- D) 2] .

Sejam A; e Ay nimeros tais que:

1 1
b:np—§—|—)\1\/npq e a:np—|—§+)\2\/npq. (6)

Uma vez que:

1
(b + 5) 2mx — nO, = A\ /npg2rx + n(2rpr — O,),

1
<a - 5) 21x — nO, = Aa/npg2nx + n(2rpr — 6,),

temos:

S=P —P (7)
onde P; ¢é definido por:

1 [z sen(\jv/B,2nx) + @,
p== J
=5/ e e ®)
e:
B,=npqg e ®,=n2rpr—0O,). (9)

Seja 7 um numero real tal que 0 < 7 < % Note que o integrando da expressao (8) é uma
funcao par, entao:

onde (B2 2,)
sen i/ Bp2mx +
= / e sen(mx) da (11)
e
B 2 sen(A\jv/Bp2nx + @)
B [ ) A R (12)

Mostraremos adiante que J; é o termo principal e .J5 s6 contribui com o termo de erro.

Pelo Lema (A.4) verificamos que |f(z)] < e 282(2)° se 0 < 2 <

N

Segue do Lema (A.5) que |f(z)| < e~ B @)+ 24 2m)" g0 (0 < g < 3

Usando 7 = \/gl’ para cada 0 < z < 7, pelo Lema (A.7), verifica-se:

2rBA

[f(@)] = e {1 4 O(B,(2m2)")}.
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Usando a equagao (12), o lema (A.8) nos garante que |Jo| < (3 log % + 6\/_) ~5VBn
O Lema (A.9) nos garante que:
T AN B2 o, 0,06
le/ e~ (%xzsen( T )d:p+(9< ; 05), se B, > 25.
0 T B,
Pelo Lema (A.11), verificamos que:
0,0605 + 0,09 |p —
J1:Jg+JZ+O{ p q'}.
By,
Considerando
i /‘r P sen(A/ B, 27x) de
3 0 T
T Bn ! —Bn (27z)2 2
Ji = —?(p —q) | e (2mx) cos(A/ Bp2mx)dx
0
Como
/ o~ B2 (2mo)? sen(A\y/ B, 2mx) da:' B / e g (13)
0 T V2T
e
> ,ﬁ@mjy 2 1-— )\2 _ 152
e 2 (2mx)“cos(A\/ Bp2nz)dr = —5——e 27, (14)
0 2B; /27

Usando que S = P, — P>, P = J; + J, e substituindo a equagao (13) em

! oo ,—Bn(274)2
iy = [t ORI,y [T,
0 T

T T

~
JI+J§

e a equagao (14) em

B’I’L T n T n
JX = _?(p —q) / e_BT(Q”)Q(QW:v)Qcos()\\/ B, 2mx)dx + / 6_%(2”)2(27rx)2dx
0 0

N J/

JZ:—rJf
e depois, substituindo ambos os resultados acima na equagao obtida no lema (A.12),
temos:

b—q 2\ —1p2 2y —1
S:Nb—Na+—{1—b (1 } A
R =
obtido de J§° N ~~ ~  Lema(A.12)
obtido de JZ°

Desta forma estd provado o Teorema (4.1).
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5 Propostas de Atividades em Sala de Aula

Com o objetivo de auxiliar os professores na abordagem de conceitos de probabilidade e es-
tatistica, em especial na compreensao da forma de uma distribuicao de probabilidade através
do estudo de histogramas, vamos apresentar trés atividades que poderao ser utilizadas em
sala de aula. Na primeira atividade, utilizaremos a Tabua de Galton como equipamento
experimental. Na segunda atividade, usaremos o software “Quincunz’para simular de forma
bastante interativa a obtencao do modelo normal a partir da obtencao dos histogramas ge-
rados pela distribuicao binomial. Na terceira e ultima atividade, adotaremos o software
“Geogebra” como aplicativo didatico para evidenciar por meio de simulacao a curva normal.
Faremos uma breve introducao a abordagem prética do trabalho, esclarecendo sobre a Tabua
de Galton, também conhecida como quincunx, bem como descrevendo a metodologia a ser
trabalhada nos experimentos.

Segundo [5], em 1873-1874, Galton projetou um curioso aparelho experimental conhecido
como “quincunz’ou Tabua de Galton. Essa maquina era um engenhoso modelo fisico da teoria
dos erros, a qual ele acreditava ser aplicavel a muitos fendmenos relacionados a Biologia e
a Fisica. Encerrada através de um vidro, havia uma segao transversal de um funil que se
abria para um arranjo de pinos de metal dispostos a intervalos iguais, com comprimentos
verticais abaixo dos pinos. Ao cair pelo funil, os chumbinhos de espingarda (ou bolinhas)
se distribuiriam, aleatoriamente, para a direita ou para a esquerda pelos espacos entre os
pinos que representavam, na teoria de Galton, as perturbacgoes aleatorias independentes da
natureza. No final do processo, eles se acumulavam nos compartimentos inferiores em pilhas
que lembram uma curva normal.

ESFERAS
e

280 0 0l

TRAJETORIAS POSSIVEIS

. I ]

. s e l'..l . PREGOS ¢ e 8 e 8 e
I L e & 6 ¢ e s 0

I T T A A ~ e e 0 e s @
I L I I COLISAO ) {io . .

P T T T T T T T T
e & e 8 e ¢ & 0 e 0 e
" 8+ & s " e & 8

e h e e ... s e e e " e 6 " e e e ¢ e ¢ e s+ 0

L R R I S B I T TR | ¢ W e Para a direita com p = 50%

:. R T TR Y T B |
Para a esquerda com p = 50%
sSele

Figura 3: Imagem de uma Tébua de Figura 4: Trajetérias possiveis apds cada co-
Galton lisao na Tabua de Galton
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Atividade 1 Tdbua de Galton

A Téabua de Galton constitui-se em um equipamento simples, de facil exploragao, que
modela um experimento puramente probabilistico. Consideramos que a Tabua de Galton
tem uma grande importancia pedagogica na introducao de conceitos de aleatoriedade, pro-
babilidade e distribuicao normal. Com a utilizagao deste equipamento, propomos a seguinte
metodologia: Apds desenvolvermos com os alunos em sala de aula os conceitos tedricos de
probabilidade, distribui¢ao binomial e distribuicao normal, apresentamos a Tabua de Gal-
ton. Introduzimos um breve relato da contribuicao histérica do equipamento, em seguida,
fazemos uma demonstracao pratica do experimento e damos uma objetiva explicacao sobre o
fenomeno. A atividade pretende mostrar a curva normal por meio da aproximacao dos histo-
gramas formados na Tabua de Galton, e ao mesmo tempo estimular a observagao e despertar
a percepcao do aluno, numa atividade que incentiva a atitude observadora e desenvolve a
percepcao intuitiva dos conceitos e procedimentos que geram a curva normal.

Etapa 1: Soltar 40 bolinhas, com a tdbua inclinada sob um angulo a.

Etapa 2: Registrar o histograma obtido, por meio de foto.

Etapa 3: Representar, numa tabela, a relagao entre niimero da canaleta e o niimero de boli-
nhas.

Etapa 4: Calcular a probabilidade P de ocorréncia de bolinhas em cada canaleta, usando a
equagao, P = nimero de bolinhas em cada canaleta/ntimero total de bolinhas.

Etapa 5: Plotar o grafico: nimero da canaleta versus P.

Repetir o processo varias vezes para observar as possiveis mudancas no padrao do histo-
grama formado. Alterar o niimero de bolinhas e repetir as etapas acima.

Apo6s realizar varios ensaios, tanto com quarenta bolinhas quanto com oitenta bolinhas,
obtivemos padroes que se aproximam mais ou menos do que esperavamos como resultado, ou
seja, a distribuigao normal das bolinhas nas canaletas. As figuras 5 e 6 abaixo, mostram dois
dos resultados obtidos, respectivamente para o lancamento de quarenta e oitenta bolinhas.



5 PROPOSTAS DE ATIVIDADES EM SALA DE AULA 14

P R LT A T e |
' R [T ST SERT IO TR
e R T R e AL e
& D 8l
R T R S T e
R e R I S A
T 1 L R RE T
L L e e e I
R L R S T e
| e e RO e 0 e g e e g

R e e T R e

J ol et A s 3 99 0 | o= o g e
“"\. oo o e AN 8 g . 1 o

e R I R e R

e - ey Bt LTI e e ke e s s

e T e I T {5t b A e v i
A S o e e vty o o ey
e S e e a4

e e o

ot 0 et s T e B e

o 1 b i i s o 7 e | . s

90 o ot B AT -4 8 MR P ey oy, 4 e
r;;qc-lnrm‘ﬂq-n R L T R e

Figura 5: Resultado da simulagao Figura 6: Resultado da simulacao
com 40 bolinhas com 80 bolinhas

Depois de realizados as etapas propostas acima, sugerimos a discussao com os alunos de
algumas questoes como:

Questao 1: A quantidade de bolinhas interfere na forma do grafico?

Questao 2: A quantidade de bolinhas interfere na centralidade do grafico?

Questao 3: A quantidade de bolinhas interfere no espalhamento do grafico ao longo das ca-
naletas, ou seja, na dispersao do grafico?

Questao 4: A inclinacao da tabua interfere na forma do grafico? Sugerimos que esta pergunta
seja feita apenas para alunos com um bom conhecimento de Fisica ou em caso do professor
de Fisica da turma se interessar em fazer um trabalho interdisciplinar.

Atividade 2 Software Quincunx

Nesta segunda atividade consideramos os mesmos subsidios tedricos da atividade 1 e par-
timos dos mesmos objetivos, porém a metodologia proposta se baseia na utilizacao de um
software gratuito, que chamaremos “Quincunx”®. A realizacao desta atividade pode ser feita
em sala de aula ou no laboratorio de informatica. A seguir descrevemos as etapas do experi-
mento:

Etapa 1: Adotando a probabilidade de sucesso p = 50% e fixando o ntimero de colunas

6pode ser acessado em: http://www.mathsisfun.com/data/quincunz.html
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(rows) n = 5, inicie o simulador, observando a contagem do marcador até chegar a marca 50.
Etapa 2: Registre a imagem, copiando a tela “(print screen)”.

Etapa 3: Repita o experimento, adotando a probabilidade de sucesso p = 50% e fixando
o nimero de colunas n = 13, inicie o simulador, observando a contagem do marcador até
chegar a marca 50.

Etapa 4: Registre a imagem, copiando a tela “(print screen)”.

Etapa 5: Repita o experimento, adotando a probabilidade de sucesso p = 50% e fixando
o numero de colunas n = 19, inicie o simulador, observando a contagem do marcador até
chegar a marca 50.

Etapa 6: Registre a imagem, copiando a tela “(print screen)’.

Etapa 7: Repita o experimento, adotando a probabilidade de sucesso p = 50% e fixando
o numero de colunas n = 19, inicie o simulador, observando a contagem do marcador até
chegar a marca 200.

Etapa 8: Registre a imagem, copiando a tela “(print screen)”.

As figuras de 7 a 12 exemplificam resultados possiveis de se obter no software Quincunz
quando se realizam alteragoes no nimero de colunas e no nimero de bolinhas, conforme pre-
conizadas nas etapas listadas nesta atividade. E importante observar que, mesmo realizando
simulagoes idénticas as propostas nas etapas acima, os resultados obtidos também apresen-
tarao variacoes, assim como as observadas na Atividade 1.

MathslsFun.con

'l MathslisFun.con Eﬁl L o o °
0 o 0 Left Probability: “;5‘5‘.““ f |
Left Probability: S O Rows: El: Resize (;(, on
- ® o

Rcws:{ Resize Sl s » ......(...
e o o o

Figura 8: Software Quincunx com 5
Figura 7: Software Quincunx com 5 classes de agrupamento na contagem
classes de agrupamento da vigésima sétima bolinha
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Figura 9: Resultado da Etapa 1
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Figura 11: Resultado da Etapa 5
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Figura 10: Resultado da Etapa 3

'| MathsisFun.con

[ @ ] 200
Left Probability: ATt s 00 @
e e

Rews:: Resize e © o

e o o o
Reset . - e

Figura 12: Resultado da Etapa 7

Depois de realizados as etapas propostas acima, sugerimos a discussao com os alunos de

algumas questoes como:

Questao 1: A quantidade de colunas/canaletas interfere na forma do grafico?
Questao 2: A quantidade de bolinhas interfere na centralidade do grafico?
Questao 3: A quantidade de bolinhas interfere no espalhamento do gréfico, ou seja, na dis-

persao do grafico?

Atividade 3 Usando o software Geogebra no estudo da curva normal
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Nesta terceira atividade, consideramos os mesmos subsidios tedricos da atividade 1 e parti-
mos dos mesmos objetivos, porém a metodologia proposta se baseia na utilizacao do software
Geogebra para explorarmos a aproximagcao da distribui¢ao binomial pela distribuigao normal,
o efeito da média e do desvio padrao na curva normal e a simetria do grafico da curva normal.
A realizacao desta atividade pode ser feita em sala de aula ou no laboratério de informatica.
A seguir descrevemos as etapas do experimento:

1 _(e=w)?
e 222  parapu=0eoc=1.

Etapa 1: Construa, usando o Geogebra, a funcao f(x) =
p g gao f(x) = — N

Etapa 2: Construa, usando o Geogebra, um histograma com 2 classes, para u =2e o =0, 5.
Etapa 3: Construa, usando o Geogebra, um histograma com 3 classes, para u =2 e 0 =0, 5.
Etapa 4: Construa, usando o Geogebra, um histograma com 9 classes, para p =2e o =0, 5.
Etapa 5: Construa, usando o Geogebra, um histograma com 50 classes, para uy =2e o =0, 5.
Etapa 6: Construa, usando o Geogebra, um histograma com 200 classes, paray =2eo =0, 5.
Etapa 7: Construa, usando o Geogebra, um histograma com 50 classes, para y=0e o = 1.
Etapa 8: Construa, usando o Geogebra, um histograma com 50 classes, para u=0e o =0, 3.
Etapa 9: Construa, usando o Geogebra, um histograma com 50 classes, paray=0e o = 1,5.

As figuras de 13 a 21 foram obtidas no software Geogebra. Elas mostram os resultados
que devem ser obtidos ao se realizar as etapas propostas nesta atividade. Verifica-se, agora,
que alterando-se os valores da média p e do desvio padrao o, bem como o ntimero de classes,
modificam-se as caracteristicas das curvas obtidas.

Figura 13: Curva normal com média p = 0 e desvio 0 =1
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Figura 14: Discretizacao da curva normal com p = 2 e desvio o = 0, 5, usando 2 classes

Figura 15: Discretizagao da curva normal com p = 2 e desvio 0 = 0, 5, usando 3 classes

Figura 16: Discretizagao da curva normal com p = 2 e desvio 0 = 0, 5, usando 9 classes

18



5 PROPOSTAS DE ATIVIDADES EM SALA DE AULA 19

Figura 17: Discretizacao da curva normal com g = 2 e desvio o = 0, 5, usando 50 classes

Figura 19: Discretizagao da curva normal com g = 0 e desvio ¢ = 1, usando 50 classes
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ATHIT
11T

Figura 21: Discretizacao da curva normal com p = 0 e desvio o = 1, 5, usando 50 classes

Depois de realizados as etapas propostas acima, sugerimos a discussao com os alunos de
algumas questoes como:

Questao 1: Podemos afirmar que os gréaficos obtidos sao simétricos?

Questao 2: Onde estd localizada a média do grafico da curva normal? Por qué?

Questao 3: Ao mudarmos a média e a variancia, a forma dos histogramas se altera?
Questao 4: Ao mudarmos o nimero de classes do grafico, mantendo a média e a variancia, a
forma dos histogramas se altera?

Questao 5: A medida que aumentamos o numero de classes, mantendo a média e a variancia,
o que observamos quanto a forma do histograma?

Apés a realizacao de cada atividade o professor devera conversar bastante com os alu-
nos destacando os aspectos conceituais a serem assimilados através da articulacao entre a
experimentacao dos recursos didaticos praticos e da teoria previamente trabalhada com os
alunos. Assim, acreditamos que o processo de ensino e aprendizagem do assunto abordado
neste trabalho se tornara mais interessante, atraente e eficaz.
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6 Consideracoes Finais

A distribuicdo normal é um modelo que descreve o comportamento de varios fenomenos
aleatorios. Os contetidos relacionados a este modelo sao contemplados nos tépicos de proba-
bilidades e estatistica descritiva, ambos presentes no ensino médio e na graduagao de alguns
cursos superiores. Devido a sua importancia tanto tedrica como praticas ja citadas neste
trabalho, consideramos que a metodologia de ensino deste modelo principalmente no ensino
médio deve ter um tratamento diferenciado. Neste trabalho apresentamos uma perspectiva
didatico pedagdgica que articula a teoria e a pratica, recorrendo a atividades investigativas.
Com objetivos definidos e planejamento de uma sequéncia didatica de agoes que visem o
aprendizado efetivo, o professor poderd motivar os alunos, estimular a autonomia e o tra-
balho colaborativo, tao importantes na formacao académica de jovens e adultos. Quanto a
sugestoes para outros trabalhos e novos estudos, existem varias possibilidades de aplicagoes
com o uso do software Geogebra, do cdlculo de probabilidades da distribuicao normal por
meio de integral definida, das demais distribuigoes continuas, do ensino de testes de hipdtese,
do controle estatistico de processos, do estudo de andlise de regressoes, bem como do uso do
pacote de ferramentas da Estatistica Descritiva.
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A Apéndice

Lema A.1 Se verifica que f(x) = (q + pe®™)", onde f(x) = Y 7 T;e*™ .

Demonstracao: Basta substituir a expressao de 7} na equacao (1). Logo:

HOEDIITEEDY (”) (pe™*)yq".
§=0

J

Usando o binomio de Newton, temos:

f(@) = (q+pe*™)".

Lema A.2 Para cada j, tem-se que:

Demonstracao: Seja k um nimero inteiro. Observe que:

/; 2mikx ! 1 se k=0 1 se =0
€ dx = o2mika |2 =
,% ik | se k % 0 0 se k 7é 0
2

Portanto,

) Lo

—2mijx _ 2mi(k—j)x
o f(x)e dx /é ;Tke dzx.

Ao intercalar a soma e a integral se obtém:

1

1 n 1
f($)€_2mjxd$ _ Z Tk/ 627ri(k—j)a:dl, _ Tv]
k=0

_1
2

1
2

ja que todos os termos da soma sao iguais a zero, exceto quando k = j.
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psen(2mx)

Lema A.3 Seja ©, = arctan [ ————
q + pcos(2mx)

) . Tem-se que:

flz)=1- 4pqsen2(7rx)%ei(”@”).

Demonstragao: Pelo Lema (A.1), temos que:
Bl

|f(z)| = |q + peos(2mx) + ipsen(27x)|" = [p* + ¢* + 2pgcos(2nx)]?.

Usando a identidade trigonométrica cos(2mz) = 1 — 2sen?(7x), temos:

[f(@)] = [P*+ ¢+ 2pgeos(2mx)]? = [p* + ¢ + 2pq(1 — 2sen®(2mx)]2
= [1 — 4pgsen®(rz)]>.

Note que:

Qﬁix)n

2 ) 2 n
fx) = |f(z) % — |f(2)] {Q-I—pcos( Wx)—Zz.psen( )
|q+p@ 7T7»I| |q+pe Wzax‘
q + pcos(2zm) . psen(2z) ]"
- 7 i .
|q + p62m:7r| |q + p621x7r|

= |f(=@)]

q + pcos(2zm) . psen(2xm)
- 7 -
|q + pe?| lqg + pe2ieT|

O nimero complexo

na forma cos®, + isen®,.

Concluindo que:

q + pcos(2mx) + ipsen(27z) "
g + pe>m]

fl@) = [f(x)]

= {1 — 4pgsen®(rz)}? (cos®, + isen®,)"
= {1- 4pqsen2(7r:c)}% (7O,

23

tem norma 1, logo, podemos escrever
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Lema A.4 Se 0 <z <1 entdo |f(x)| < e 2P0,

N

Demonstragao: Seja p = |1 — 4pg sen?(7z)|2 . Pelo Lema (A.3) sabe-se que |f(x)| = p".

Seja a = 4pq sen?(mx). Entao

1
d
2log p =log |1l — af :—/ &y < —a
1-a Y
Portanto:
log p < —2pgsen?®(mx). (15)

Para cada 0 < z < % verifica-se que 2z < sen(wx). Logo:

log p < —2pq(2x)* paracada 0<z <

N |

Portanto:
F@)] < o7 < e 2P = 2B

Lema A.5 Se(0 <z < %, entao |f(x)| < o~ o+ (2m2)?+ 35 (2ma)t

Demonstracao: Para cada 0 < z < 1, usando a expansao da série de Taylor, temos que

Da equagao (15), obtém-se:

(rx < sen?(mx).

2 2 (rx)*
log p < —2pgsen”(mzx) < —2pq(mx)* + 2pq 5

Portanto:

|f(l’)| <pr < 6—2pqn(7ra:)2+2p%(7ra:)4 _ e—%(2wr)2+%(2wx)4 j4 que B, = npq.

Y
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Lema A.6 Se0 <z <

Demonstragao: Se a = 4pq sen’(wx) e se p = |1 — a\%.

67 dt o t2
— 1+t dt.
o 1—t /0 ( " +1_t)

Se0<zx<1i

< entao 0 < o < % e portanto:

a t? a
og/ dt§2/ t2dt =
0 1_t 0

Dai, temos que:

a o o’
1 = = — — — .
og p 7 1 +(’)(3>

Segue que, para cada 0 < x < <, temos:

sen’(nz) < (mx)? — 3(7Tx)4.

10

Multiplicando por —2pq, —2pgsen?(wx) > —2pq(rx)? +

pq
2 80
1
4

, verifica-se:

o
—— >
2
Por outro lado, para todo 0 < z <

1 1
—sen*(mz) + —sen®(7z) <

4 3
Como 4pg < 1, entao:

1 1
Z(4pq)sen4(ﬁx) + §(4pq)25en6(7m:) <

Multiplicando-se por —4pq obtém-se:
4

Segue que:

«Q a3 28
> 2
3 2 0P

3pq(mx
5

(2m2)? + > pg(2ma)".

7

25

2
~at.

)4

(rx)*.

28

25

4

, Ou seja:

4

L (4pg)sen’ (nz) - % (4pg)’sen®(m) > ——pq(mz)*.

25

Verifica-se que —log |1 — o =

(17)

(18)
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De (16), (17) e (18), resulta:

Multiplicando-se por n e sabendo-se que B,, = npq, obtém-se o lema.

Adotaremos:

V3

T
2w B

T =

Lema A.7 Para cada 0 < x < 7, verifica-se:

f(z)] = e 3" {1 4 O(B,(272)")} .

Demonstracao: Pelo Lema (A.6), tem-se que:

— % (2mx)?— % (2mz)*

/()]

T’ | f(z)| > e T

v

(&

e F O fr)| =12 e O 1 > ‘%2”)4'

jé que e® > 1 + &, verifica-se para cada ¢ € R.

Se x < 7, entao: 2wx < i;’, e portanto:
B

n

9 _3

B,
ﬂ(Q’YTZC)ZL S

24 8

E possivel verificar que para cada 0 < ¢ < % tem-se ef — 1 < %f
Pelo Lema (A.5), tem-se que:

6—%(27rx)2+]g—2(27r1:)4

IN

/()]

e T’ | ()| < BHCm)!

26

(19)

(20)
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N . 3 B, B,
T (2mx)? ‘f( )‘ -1 S 6}3—4(27rx)4 —1 S E X ﬂ(Qﬂ'CC) 1_6(27"1')4
De (20) e (22) temos que:
B, By By,
_1_6(27m) @ | f(g)| =1 < 1—6(27m)
que equivale a:
eT" (2nz)? |f(z)| — 1‘ < == 27?:1:) < Bn(27rzc)4

Podemos concluir entao que:

f(@)] = e~ F " {1 4 O(B, (2m2)")} .

1

M B2 D, .
Lema A.8 Se J, = /2 | f(x)] sen( P 7; T >da: eT = ﬁl, entdo:
T T 27 Bn
3 1 _3
|12 < ( - J_) 2VBn,

Demonstragao: Se 0 <z < 3, entao 2z < sen(wz). Portanto:

2|J2|§2/2L$)‘)dx§/2mdx.

sen(mx L

Seja 7 = 7. Pelo Lema (A.4) tem-se que:

2
1
/2 ‘f<x)|dl’ < / le—ZBn(Qx)le, — /1 le—QBna:de
T €z N n & 2r &

Seja 7o = 2111/2B5,,. Entao:

1 2
2 <1 o 1 1
/ Malaz: < / —e T dx < / (£> Ze % dr = —Qe’TQQ.
n T m T n \T2/) T 275

N 2

umavezque0<r<%,0§x§%e (—) < 1.
T

Substituindo 7, na expressao acima, temos:

NI

27

(22)
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2 1 s
/ ‘f(x”dx < e 2VBn (23)
N

Pelo Lema (A.5), tem-se:

/“ IFACHIPAS / e~ 5 (2ne)*+ 5 (2ma)t .

X

Tomando o valor maximo do integrando, obtém-se:

T ’f(gj)’ % gr/Tl dx 3 s _% B,
/T e <31 <2>e . (24)

: 3 3
considerando que 0 < § < £ tem-se ef—1< €.

Usando as equagoes (23) e (24), concluimos portanto que:

|Jo| < 1/2 ‘f(x)‘dx
2 ), x

| f ()] 2| f(2)]
|2l < 2</ i */ﬁ Td‘”)

1 3 3 ™ 3
J —2v/Bn | (_) —3V/Bn
Bls G e (g) e

A

Lema A.9 Suponha que B, > 25. Verifica-se que:

o /’T o~ (2o sen(A/ Bp2mx + (Dz)d:v Lo (O, 0605) ‘
0

T B,

Demonstragao: Para cada x tal que 0 < x < %, tem-se:

Sen(lﬁx) = % o {se(zér)i) } |
1

sen(mx)

T M B2 d
le/o ‘f(x)‘sen( \/_mjmc)+

Usando esta expressao para na expressao (11) para Ji, obtém-se:

Zdxr + A.

onde

Al <
= / e 6S€I1 m:) d
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x ) _ _
Como ——— ¢ uma funcao crescente, entao:
sen(mz)
x T
< para cada 0
sen(mx) ~ sen(mr)

Portanto:

Pelo Lema (A.5), usando (19

Bn T
|f(z)] e < e

jé que Zo(2mz)t < 2 =3,
Portanto:
T
Al < T——
4sen(mx)

7T27'

lema (A.7).

0o
/ re” 2 n (27x)?
0

) e (21), temos:

(2777')4 < 6%

-
dz <

1
Como B,, > 25, entao: 7 < 2—\/§ Portanto:
T

Concluimos, portanto que:

[T sen(A\/B,2rz) + ®
5= [ i@ =

sen(mz)

<0,327¢|A| <

0,02

<z <7

= [ sl

Al< ——
A= Gsen (7

<

Y

| W

05

n

Pelo Lema (A.7), obtém-se:

T dx

A Bp2rx) + O,
dx

-
_ Bn 2 Sen n
Jl _/ e 2 (27x) (
0 T

Usando (25) e o lema (A.7), temos:

mws-—/

<
- 167an
1

81 B,

27r;1c 3 (@me

/ _2dx
0

0,0205
R .

2
ro{®ER 1A

By,

) d

—/00 ze dx
~ 8B,sen(mx) J '

29

(25)
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Isto termina a prova ja que é <0,04.

4
Lema A.10 Se &, = n(2mpr — 0,) e T = ; (\E/f)l e 0 <z < 71, entao verificam-se as
(B )4
Equacgoes:
o, = O 2
e Ll i
B, B, |p B q|
o, = ——(p—q(2m2)’+0O 2ra)t b
6 (p —aq)(27rz)” + {12(1 —pq(27r7')2)4( )

Demonstragao: Seja ©, como estd mostrado no Lema (A.3), entao:

dO,  2mp(p+ qcos(2nz))
dr  p?+q%+ 2pgeos(27x)’
’0,  (27)’pq(p — q)sen(2mx)
dz?2  (p®+ ¢ + 2pgcos(2nz))?’
d*0, 4pq + (1 — 2pq)cos(2mz) — 2pgeos®(2mx)

= (2m)’pe(p —q)

da? (p* + ¢* + 2pqcos(27z))? ’
d*e, — (2n)ipg(p — g)sen(2ma) 4pq — 1+ 20p*¢* + 8pq(1 — 2pq)cos(2nx) — 4p*q*cos®(2mx)
dat (P + ¢2 + 2pgcos(27z) )t ‘

Nota-se que:

de, 26, e,

= 27p, = e
dz lo P dz? lo dx? lo

= (27m)*pa(p — q).

Ja que ®, = n(2mpr — O,), entdo, verifica-se que:

23 d%0,
b, = —n— . 26
n6 dz? e (26)
e
(2rz)® 2t d'e,
O, =— - —noo——| - 2
e = —npg(p — 4) = "ok det (27)

com(0<¢E<Te0<n<T.

Para cada 0 < z < 1, verifica-se que, sen?(rz) < (7z)?. Como 0 < z < 7, entdo:

sen?(mx) < (77)2. Portanto:
1 —pq(277)? < 1 —dpgsen®(mz) = (p+q)* — 4pgsen®(rx)
= P+ ¢+ 2pq — dpgsen® (1)
= p*+ ¢+ 2pq(1 — 2sen’ ()
= p? + ¢* + 2pgeos(27x). (28)
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Para demonstrar a primeira equagao, seja:

fo(p) = 4pq + (1 — 2pg)cos(2mx) — 2pqcos® (2m).

Entao:
fi(p) = 4(2p — 1)(cos(2mz) + 2)sen®(7x).

Tem-se que: fé(%) = 0. Seja:

cos(2mx) — cos?(27x)
2

file) = fulz) =1+

Entao: f(z) = m(2cos(2mz)—1)sen(2wz). Note que, se f|(x) = 0, implica que, cos(2rx) =

%. Portanto:
1-1_s
folp) < filz) <1+ 25— = 2.
2 8
3
Portanto, usando (26) e substituindo d—;’ temos:
x
2 d*0,
o, = —n—
" 6 dz3 le
3 4pq + (1 — 2pq)cos(2mx) — 2pgcos? (2w
(I)x — —n—(27r)3pq(p . q> ( . Z ( ) - ( )
6 (p* + ¢ + 2pgcos(27z))
Logo:
(2mz)? lp — 4l 9
®,| < — . 2
[Pal < =m0 T B R

ja que fo(p) < % e de (28).
Concluimos portanto que:

— 3B, p —q )3
=0 { 16(1 — pg(277)2)3 (2mz) } '

Para demonstrar a segunda equacao, seja:

fol&:m) = 46 — 142067 + 8¢(1 — 2£)n — 4€*)*, com € = pg e 1) = cos(27x).

Para cada 0 < n < 1, esta fungao é mondtona crescente como funcao de & € [O, l}.

4
Verifica-se que:

L= < £ () <2 29

_ d*e
Portanto, usando (27) e substituindo, d—f, temos:
x

(2rx)® 2t d*e,

3! nﬂ dx?

®, = —npg(p — q) .
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(27x)? zt d*e,
P, - — —nZ
Frpa(p =), "4 drt

n

D, + &(p - q)(2nx)?

6
x? 4pq — 1+ 20p%¢* + 8pq(1 — 2pq)cos(2mx) — 4p*qcos? (2rx)
—n - —(2m)? — 2
n 24( 71—) pCI(p Q)Sen< W'T) (p2+q2—i—2pqcos(27m))4
Logo:

2 4 2 —
< (2m2)*  2npg|p —q| sen(2r2)
24 (1 — pg(27mT)?)4

B,
@, + 22 (p - q)(2ma)?

usando as equagoes (28) e (29).

Portanto, concluimos que:

¢, = —%(p —q)(2m2)* + O { 12(1B_n1|)];(_27§7|-)2)4 (27r:v)4} '

Lema A.11 Suponha que B,, > 25. Seja J; como no Lema (A.9). Sejam:

Jg _ /T 6—%(27‘%)2 sen()\v Bn27r:17) dr e
0 nr
T Bn T 7ﬁ(27rm)2 2
Ji = —?(p —q) | ez (2mx)* cos(A/ Bp2mx)dx.
0

Entao:

0,0605 -+ 0,09 [p —
leJg+Jg+o{ P q'}.

By,

Demonstragao: Como cos é =1+ O {%}, entdo o Lema (A.10) implica que:

9B2 ) omx 0
¢, =140 Z|p — —_— .
o8 * { 512 p=dl (1 —pq(27r7')2) }

Como sen(§) = O(§), entao o Lema (A.10) implica que:

sen®, = —%(p —q)(2rz)* + O { 12(1B_n]|f;(_2:7|_)2)4 (277:(;)4} :
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Escrevendo o« = A\\/B,,27mx e considerando que:
sen(a + ®,) = sen(a)cos®, + cos(a)sen(P,).
Portanto, se J; é como no Lema (A.9), entdo:

e /r o~ (2o sen(AvB2rx + ®,) dr+ O (O, 0605)
0

T n

o B, Js 952 2 Jo 0, 0605
J1—J3+J4+O{?|p—tﬂm}+0{256 p—q\}Q6+O B,

onde tem-se Q = 1 — pq(277)? e também:

Jk+1:/ 67%(27@)2(2#1,);26& para k =4,5.
0

Segue que:
3 4
J5 = — s (§] Jﬁ = ﬁ
24/ 21 B2 Ty
Portanto:
— 9(p — g 0, 0605
Ji=J5s+J;+0O M + 0 Olp —al +0 : (30)
4\/%3394 647TBnQG Bn

Como B, > 25, entao (277)% < g Visto que pg < i, entao:

3 17
==

Q=1—pg(277)?>1— )
pq(27T)* > 50

1
4

Portanto:

- - 1 20\* -
p—al _lp—d ( )S\p QIX0’0385_ (31)

pamBi0t . Ba 20V2n \17 B,

Por outro lado:
1— 7_2>1_§ _1_§ p+q 2_u2 —H_{_i(_)Q
paT = 2T gPa= 2T 2 2 90 TP Y

Seja:

17 3 ,\°
fo(f)zg(%‘F%ﬁQ) .
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Entao, f'(€§) = 0 implica que &2 = . Portanto:
17 3 ,\° 17 (55\°
4 = <4/ = = .
3 (20 506 ) = V33" (51)

Logo:
9p—a _Ilp—ad
647 B, — B,
Substituindo (31) e (32) em (30), obtemos:

x 0,051.

0,0605 -+ 0,09 [p —
J1:J§+JZ+O{ p q'}.

By,

Lema A.12 Suponha que B, > 25 e P = J; + J3, entdao:

0,0605 + 0,09 |p — 1
P:Jf°+J§°+(’){’ +B’ p q'+§e§V37}.

Demonstragao:

Definindo:
dz.

Jg _ /T 67%(27”6)2 Sen()\\/ BRQWZE)
0

T

T e’} —BJ(QTI'I)2
J :/ 6_37;(2m)zsen()\\/Bn27m)dx +/ e 2 s
0 T - T
Jg:J:?

B, T _Ba
J] = —?(p — q)/ e_BT(Q”x)Q(wa)zcos()\\/Bn27ra:)daz
0

Jf:/ e’%(zm)2(2ﬂx)2d:ﬁ
0

Bn T n 9 T n 2
J° = —?(p — q)/ e~ 3 (2m2) (27x)%cos(A/ Bn2mx)dx + / e~ (2r) (2mzx)*d
0 0

JI+J9
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entao:
P=J +J
0,0605 + 0,09 |p —
P:J§+JZ+O{ +B P q'}+J§°+Jf+JQ. (33)

1
Como 277+v/B,, = V3B, entio:
J?? _ / 67 (27x) le‘ — l/ . eféde_x < l/ ?L’l e*Bf;L(QW:E)de'
- w7 ) 3Bl x T J; 3B2

Portanto:

Jéo _ /OO 67 27rz QdI 1 67%\/3;'”7
T L 37rB2

Por outro lado,

Uma vez que B,, > 25, entao:

T 1 1
0<> 1 (—)+
*®\2) " 6B, 37“/ MR

J;

substituindo em (33), temos:

0,0605+0,09|p —q| 1
P:Jf°+J§°+O{ +B p—al 5633,}‘
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