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Resumo

Atualmente o ensino dos determinantes tem se restringido praticamente a memori-
zagao de formulas e propriedades, sem proporcionar uma anélise critica sobre o contexto
histérico de formagao e os processos de obtencao que geram tais formulas e proprie-
dades. Para inserir o assunto dentro de um contexto histérico, o presente trabalho
desenvolve-se a partir do estudo dos sistemas lineares. Em seguida, introduziremos a
definicao de determinante sob o olhar das permutacoes e inversoes, algumas proprieda-
des importantes do determinante e alguns métodos de condensagao, como o Teorema
de Laplace e a Regra de Chié. Por fim, trabalharemos com aplicagoes envolvendo as

propriedades estudadas.

Palavras-chave: Contexto histérico, Sistemas Lineares, Determinantes.
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Abstract

Currently, the teaching of determinants has been restricted basically to memorizing
formulas and properties, without providing a critical analysis of the historical context
of formation and the production processes that generate such formulas and properties.
To insert the subject within a historical context, the present work is developed from the
study of linear systems. Then we introduce the definition of the determinant from the
perspective of permutations and inversions, some properties that involve determinants
and condensation methods such as Laplace’s Theorem and the Rule of Chio. Finally,

we will work with applications involving the properties studied.

Keywords: Historical Context, Linear Systems, Determinants.
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Capitulo 1
Introducao

O presente trabalho de conclusao de curso nasceu de um problema que tive ao ini-
ciar minha atividade docente, envolvendo a explicacao da demonstracao da Regra de
Cramer para sistemas lineares n X n, isso por que nao encontrava nos livros didaticos
de ensino médio existentes na literatura brasileira uma demonstracao que atendesse
minhas necessidades de forma plena, pois em muitas obras a mesma era suprimida,
restringindo o contetiido apenas a memorizacao de férmulas ou a utilizagao dos siste-
mas 2 X 2, nao sendo generalizada para sistemas n x n. Considerando tais limitagoes
consegui desenvolver, ao longo da minha carreira docente, uma solugao pratica e de
facil assimilagao ao alunado que nunca tinha visto, mas que no processo de pesquisa
deste trabalho, verifiquei existir em livros escolares americanos.

Assim, diante desse cendrio, introduziremos o primeiro capitulo falando um pouco
do contexto histéria dos determinantes e sua ligagao com os sistemas lineares.

No segundo capitulo, observaremos os padroes que surgem nas solugoes dos siste-
mas lineares (procedimento baseado em Colin Maclaurin [13] que contribuiu com as
primeiras ideias sobre determinantes e a Regra de Cramer) e associaremos ainda tais
padroes as tabelas formadas a partir dos coeficientes e os termos independentes dos sis-
temas envolvidos. Falaremos, ainda no segundo capitulo, sobre permutacoes e inversoes
de forma que esses assuntos possam ser introduzidos nos programas de ensino médio
das escolas brasileiras associados a definicao dos determinantes e as tabelas numéricas
denominadas de matrizes.

No terceiro capitulo, mostraremos algumas propriedades envolvendo o estudo dos
determinantes, bem como suas demonstragoes e exemplos a fim de esclarecé-las.

No quarto capitulo, intitulado “Métodos de Condensacao dos Determinantes”, apre-
sentaremos as demonstracoes dos Métodos de Laplace, de Chié e de Hoiiel, e finalizare-

mos com o quinto e ultimo capitulo mostrando aplicagoes diretas das propriedades dos



determinantes, quando realizaremos a demonstracao do determinante de Vandermonde
e a demonstragao da Regra de Cramer para sistemas n x n, este 1ltimo o elo motivador
desse trabalho.

Assim, o presente trabalho visa fortalecer o cédlculo do determinante que é uma

ferramenta fundamental da dlgebra linear, assunto utilizado no meio cientifico.



Capitulo 2
Nota Historica dos Determinantes

Segundo BOYER [3], o surgimento dos determinantes e das matrizes estd intrinsi-
camente ligado ao estudo dos sistemas lineares, cujos primeiros relatos foram deixados
pelos babilonios por meio de escritas cuneiformes em tabletas de argila cozida, as quais
contém problemas que levam a resolugao de sistemas lineares de duas variaveis e duas
equacoes, com a utilizacao da dlgebra retérica L.

EVES [7] relata um problema extraido da tabula de Strasburgo que data de 1800
a.C. aproximadamente, onde podemos ver a presenca algébrica em problemas geomé-

tricos babilonicos, veja:

“Uma area A, que consiste na soma de dois quadrados, é 1000. O lado
de um dos quadrados é 10 menos do que os 2/3 do lado do outro quadrado.
Quais os lados do quadrado?”’(EVES [7], pag. 79)

Segundo Eves [7], os chineses, durante a dinastia Han (206 a.C. e 100 a.C), chega-
ram muito mais perto de matrizes que os babilonios, através do mais influente texto de
matematica chinés, o K'ui-Ch’ang Suan-Shu ou Nove Capitulos sobre a Arte Matema-
tica, de Liu Hui, em cujo contetiido constam calculos orientados, com teoria, associados
a pratica, com uma sequéncia de 246 problemas aplicados sobre agricultura, proce-
dimentos em negoécios, engenharia, agrimensura, aritmética, geometria, resolucao de
equagoes e sistemas lineares que é o foco deste trabalho.

Veja um exemplo extraido de EVES [7].

Problema 1, capitulo VIII do Nove Capitulos sobre a Arte Matematica.

LA 4lgebra retérica era escrita somente com o emprego de palavras sem a utilizacdo de simbolos
matematicos. No entanto, as solucoes dos problemas resolvidos com a utilizagao desse tipo de lingua-
gem podem revelar indicios de generalizagao embora essas resolugoes sejam baseadas na exposi¢ao de
ideias para a determinacao da solucao desses problemas.



“Trés feixes de uma colheita de boa qualidade, dois feixes de uma de
qualidade regular e um feixe de uma de ma qualidade sao vendidos por 39
dou. Dois feixes de boa, trés de regular e um de ma sao vendidos por 34
dou. Um feixe de boa, dois de regular e trés de ma sao vendidos por 26
dou. Qual o preco do feixe para cada uma das qualidades?”(EVES [7], pég.
268)

Traduzindo para a linguagem matematica atual, teremos o seguinte sistema linear:

v + 2y + z = 39
20 + 3y + 2z = 34 (2.1)
r + 2y + 3z = 26

onde z, y e z denotam os trés tipos de feixes.

No entanto, para os chineses, os coeficientes das trés equagoes lineares envolvidas
eram dispostos ordenadamente em colunas, formando uma tabela de ntimeros?, como
era feito nos quadrados magicos, e utilizavam estas para efetuar operagoes elementares

sobre as colunas, denominadas de “Regras de ouro”, como cita MEYER [14].

1 2 3
2 3 2

2.2
3 1 1 (2.2)
26 34 39

O método de eliminacao de Gauss era conhecido pelos chineses no ter-
ceiro século a.C., mas carrega o nome de Gauss por causa de sua redesco-

berta em um artigo no qual ele resolveu um sistema de equagoes lineares

para descrever a 6rbita de um asteréide. (FERNANDES e MIYASAKI [8])

Em TAVARES [15], o leitor pode encontrar a resolugao desse e de outros problemas
onde verificamos claramente a semelhanca na resolugao entre os métodos descritos.

Anos mais tarde, a ideia das técnicas chinesas de resolucao de sistemas aparece no
Japao, sendo que em 1683 o maior matematico japonés do século XVII, Takakazu Seki
Kowa (1642 — 1708), em seu manuscrito KaiFuku Dai no Ho (Método de Solugao de

Questoes Secretas), formulou a base da teoria dos determinantes capaz de encontrar

20s ntimeros para os chineses eram expressos através de bambus coloridos



determinantes de ordem 2 x 2, 3 x 3, 4 X 4 e 5 X 5, para resolver sistemas resultantes

de problemas geométricos, como relata LUCCAS [12].
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Figura 2.2:

Figura 2.1: Notagao dos determinantes
Takakazu Seki Kowa. manuscrito Kaifuku Dai no Ho
Fonte: Sacred Mathematics Fonte: Sacred Mathematics
Japanese Temple Geometry [9] Japanese Temple Geometry [9]

LUCCAS [12] também relata que o estudo sobre determinantes surgiu na Europa
somente uma década depois, com o mateméatico alemao Gottfried Wilhelm Leibniz
(1646 — 1716), entretanto utilizando uma notag¢ao numérica mais versatil que a dlgebra
usada por Seki e muito similar & que usamos atualmente, com indices para os coefi-
cientes das incognitas de um sistema. Leibniz indicava, por exemplo, o elemento da
primeira linha e segunda coluna de uma matriz por 15, enquanto hoje representamos
por ajs. Leibniz os chamava de “falsos nimeros” de dois digitos, sendo que o primeiro
deles informa a equacao e o segundo informa a letra da qual faz parte.

LUCCAS [12] diz que Seki e Leibniz alcangaram a mesma generalizagdo que re-
metem aos processos de calculo atuais dos determinantes, porém por caminhos e com
objetivos diferentes.

De acordo com BOYER [3], outro trabalho importante sobre sistemas e determi-
nantes foi produzido em torno de 1729, por Colin Maclaurin (1698 — 1746), ao escrever
“A treatise of Algebra in Three Parts” [13], cuja publicagdo sé ocorreu em 1748, dois
anos apos sua morte. Neste tratado, Colin trabalha a Regra de Cramer para sistemas
lineares 2 X 2 e 3 X 3 e indica como proceder para o sistemas lineares 4 X 4, como
podemos verificar sua prova entre as paginas 82 e 85, de MACLAURIN [13].

Veremos abaixo trechos extraidos do livro “A treatise of Algebra in Three Parts”

[13], mostrando as primeiras provas para regra de Cramer para sistemas lineares 2 x 2



e 3 x 3.

82 ATreatiseof Panl,
and from a different Order of Coefficients: As,
a, ¢ and 4, b, in the frft Theorem y and
& & & in the fecond § alio, 4, &, f; and
4, & & Be,

THEOREM L
§ 86. Suppofe that two Equations are given,
involving two unknown Quantities, as,
sx-p-by=¢
{i»-l-qqf

then fhall y= 225 |

Where the Numerator is the Difference of
the Produtts of the oppofite Coefficients in the
Orders in which y is not found, and the De.
nominator is the Difference of the Produtls of

. the oppofite Coefficiénts taken from the Orders
thax involve the two unknown Quantities.

For, from the firft Equation, it is plain that

av=c—Py . . and x:aﬁ
from the 2d, dy=f=¢y..and x;f%'-’
therefore =2 = £5% and cd—dby=afary

Chap.12. ALGEBRA, 83

EXAMPLE L

sery=100
{Mr— Bo

xh—x L
then 5= = = 5%

and a=22_ 4 12

g | ig*
EXAMPLE II
{4#+9:= g0
ge—ay=160

axifo—gyge  Gyo—z7a g7
e T T '-"11'

THEOREM IL
§ 97, Suppole now that there are three un-
known Quantitics and three Equations, then
call the unknown Quantiies », v, and =,
Thus,

ax-bytez=m
dytf-eydfa=n
{zﬁgfma
Then full = Zrtehl—tptalepe.

Where the Numerator confifts of all the dif-
rent Produfts that can be made of chree oppofite
Coefficients taken from the Orders in which xis
not found 3 and the Denominator confifts of all

EX- the Produéts that can be made of the three op.
- Ga polite
Figura 2.3: Figura 2.4:

pag. 82 do livro ”A treatise of Algebra in  pag. 83 do livro ”A treatise of Algebra in
Three Parts Three Parts

Mas o nome de Maclaurin nao foi atribuido a regra, pois em 1750, o matematico
sui¢o Gabriel Cramer (1704 —1752), publicou independentemente do matematico inglés
Maclaurin, sua obra intitulada Introduction a L’analyse Des Lignes Courbes Algébri-
ques, onde trabalha com uma regra de resolucao de sistemas lineares n x n de uma
forma muito similar a regra de Maclaurin, entretando com uma notacgao superior. Como
relata BOYER [3].

O autor também comenta que a matematica inglesa na época estava em declinio,
nos levando ao provavel motivo do mundo matemético consagrar o nome de Cramer a
tal regra.

Por sua vez, EVES [7] cita que Augustin-Louis Cauchy (1787 —1857) e Carl Gustav

Jakob Jacobi (1804 — 1851) foram talvez os matematicos que mais contribuiram para
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pofite Coefficients taken from the Orders that
involve the three unknown Quantities. For,
from the laft, it appears, that
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I you have got an Equation that invalves
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. RULE
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Figura 2.6:

pag. 85 do livro A treatise of Algebra in
Three Parts”.

a teoria dos determinantes. Cauchy, por exemplo, foi responsavel por dar o sentindo
atual do termo determinante que foi criado por Gauss; outra contribuigao foi o artigo
de 84 paginas de 1812, que contém a primeira demonstracao do Teorema de Binet, no
qual garante que se A e B sao matrizes quadradas de ordem n, entao |AB| = |A| - |B|.
Também destacamos o fato de Cauchy, em 1840, introduzir a palavra “caracteristica”,
na teoria das matrizes, chamando a equagao |A — AI| = 0 de equacdo caracteristica
da matriz A. J4 o matematico alemao Jacobi foi responsdvel por consolidar a teoria
dos determinantes e por desenvolver a forma simples como essa teoria se apresenta até

hoje.



Capitulo 3

Sistemas Lineares e os

determinantes

E importante salientar que o surgimento dos determinantes esta intrinsecamente li-
gado ao desenvolvimento e ao processo de observacao das solucoes de sistemas lineares,
pois através desse estudo foi possivel criar as regras e métodos inerentes ao calculo dos
determinantes. Nesse capitulo desenvolveremos tais observagoes a fim de possibilitar

ao leitor uma maior clareza sobre o surgimento dos determinantes.

3.1 Equacao Linear

E toda equacao do tipo:

a1T1 + asxe + ...+ apx, =b (3.1)
onde x1,x9,...,2, sao as incognitas, que representam os termos desconhecidos; os
nimeros reais que multiplicam as incognitas aq, as, . . . , a,, sao chamados de coeficientes

e b é o termo independente. Caso b assuma valor igual a zero a equagao linear é
denominada de homogénea. Por sua vez, diremos que a n-upla! (oci, o, ..., 0c,) é
solucdo da equacao (3.1) se ao substituirmos, x; por o, Ty por Xa,..., T por o, a

equagao seja satisfeita.

In-upla: sequéncia ordenada de n ntmeros.



3.2 Sistema de m equagoes lineares e n incégnitas. 9

a; X1 +as X9 +...+a, <,=b (3.2)

Veja um exemplo de quando um conjunto é solucao de uma equagao linear.

Para verificar se o terno ordenado (0,2, 1) é solugao da equagao linear

—2r4+y+52=T1, (3.3)
devemos substituir os valores 0, 2 e 1 nas suas respectivas incognitas.
—20424+51=

0+2+5= (3.4)
7.

Como o resultado obtido foi igual a 7, podemos concluir que o terno ordenado

(0,2,1) é uma solucao da equagao (3.3).

3.2 Sistema de m equacoes lineares e n incégnitas.

O sistema de equacoes lineares é o conjunto de duas ou mais equagoes lineares.

a1 r1 + Gpxz  + + apr, = b
211 + 299 4+ ... + oLy — bg
as1T1 + a32T9 + + aspty, = bg
(S) (3.5)
anrr +  apry + ...+ G, = b
Am1iT1 + GmaTa + ... + QunZn = b

\

Em que b;, 1 <7 <m, e a;;, 1 < j < n, sao escalares reais.
Por sua vez, diremos que a n-upla (i, Xs,...,X,) é uma solugdo para o sistema

linear (3.5), se satisfizer simultaneamente a todas as equagoes envolvidas, ou seja:



3.2 Sistema de m equagoes lineares e n incégnitas. 10

a1 X1 + ajaxXg9 + ... + Aip Xy = b1

a9 X1 + Qo9 X9 + ... + Q9 X, = b2

az; X1 + a3z X + ... + as, X, = bg
(3.6)

g <1+ apXe + ..+ G, = b

[ am1 X1+ Am2 X2+ o Ay X = by

Operacgoes Elementares

As operacoes elementares representam um grupo de operacoes quando aplicadas
sobre as equagoes que compoem o sistema linear arbitrério (3.5), transformam-no em
outro sistema linear S’, denominado de sistema linear equivalente, cuja solucao é igual
a do sistema original (3.5).

Por exemplo, dados os sistemas:

(Sl){% reo (&){x Ty =00 (3.7)

r — Yy =

Verificamos que o par ordenado (z,y) = (3,2) satisfaz a ambos e é uinico. Logo, S}

e Sy sao sistemas lineares equivalentes, ou seja, S; ~ Ss.
Sao operagoes elementares:

(1) Ao permutar duas ou mais equagoes do sistema linear (3.5), obteremos um sis-

tema linear S’ equivalente ao inicial.
Demonstragao:

Note que, ao admitir que a n-upla (o, X, ...,x,) é solucdo do sistema linear
arbitrario (3.5), ela também serd solugao para qualquer sistema linear S’ obtido pela
permutacao entre duas linhas de (3.5), pois estamos apenas descrevendo o mesmo
problema, no entanto em uma ordem diferente.

Portanto a solucao dada sera a mesma.



3.2 Sistema de m equagoes lineares e n incégnitas. 11

(11) Quando multiplicarmos uma, ou mais, equagao do sistema linear (3.5) por um

escalar nao nulo, o novo sistema linear S’ serd equivalente ao inicial.
Demonstracgao:
Ao multiplicar a i-ésima equacgao de (3.5) pelo escalar k # 0, obteremos o sistema

S’ cuja unica diferenga entre (3.5) e S’ é a i-ésima equagao, ou seja:

gﬂxl + ap0x9 + ...+ T, = bz . (38)

-~

i-ésima equagao do sistema (3.5)

@-ailxl+k-ai2x2—|—...+k-amxn:k:-b-.

—
w
=)

~—

\

_—
i-ésima equacao do sistema S’

Entao ao supor que a n-upla (o, xs,...,x,) é uma solugao de (3.5), automati-
camente ela ira satisfazer todas as equacoes de S’, exceto, possivelmente a i-ésima
equagdo. Mostraremos que a mesma n-upla (o<, X, ..., x,) também ird satisfazer a
i-ésima equacao.

De fato, ao substituir (o, g, ..., ;) no primeiro membro de (3.9), teremos:

k- ;1 X1 —|—k’ c Q0 Xo + ...+ k- Qs Xy = k- (CLil' X1 +a9° Xo 4+ ...+ Qi OCn)(310)
Pela hipotese, sabemos que, a;1- X1 +a;2- Xg + ... + @i X, = b;, assim:

k- a1 Xq +k © Q00 Xo ...+ k- Qjp XK= k- bi7

ou seja, (oxy, Xa, ..., X,) satisfaz (3.9) e portanto é solugao de S”.
De forma reciproca, mostraremos que se (i, X, ..., 0,) € solugdo de S’, entao
também ird satisfazer ao sistema (3.5).

Entao, ao substituirmos (i, Xs, ..., X,) no primeiro membro de (3.8), teremos:

k k k
;1 Xq +a1'2' Xo —i——i—am Xp=— % * Qi1 Xq + % * Qo KXo +...+ % *ip* O(n(?)ll)



3.2 Sistema de m equagoes lineares e n incégnitas. 12

Dai, ao colocarmos % em evidéncia no segundo membro da equagao (3.11), ficaremos

COo1:

1
;1 X1 +a9° Xg + ... 4+ Qjps Xpp= %(kazl X1 —|—/{:~ai2- Xo —l——i—kam OCn)

Mas, por hipétese,

k- ;1 Xq +k c Qg Xg +... + k- Qin: Xp= k- bl

Assim:
A;1 X1 +a9° Xg 4+ ...+ Qs X, = %/{?bl
A;1° X1 Faz0° Xo + ...+ Qi Xy, = bz
O que prova que (X7, Xa, ..., ;) satisfaz (3.8) e assim ¢ solucao de (3.5).

O

(I1I) Quando substituirmos uma equagao de um sistema linear (3.5) pela soma
membro a membro dela com um multiplo de outra equagao, obteremos um novo sis-

tema linear S’ equivalente ao inicial.
Demonstragao:

Para demonstrar essa operacao elementar, iremos considerar o sistema arbitrario
(3.5).

Ao multiplicar a primeira equagao de (3.5) por ¢, a segunda por ¢y, ..., a m-ésima
equagao por ¢,,, de modo que ao substituir a i-ésima equacao de (3.5) pela soma desses
produtos (chamada de combinagdao linear das equagoes de (3.5)), obteremos um sistema

linear S’, cuja unica diferenga entre (3.5) e S’ é a i-ésima equagao.

gilxl + oo + ...+ GjpT, = b3 . (312)

-~

i-ésima equagao do sistema (3.5)
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(cra11 + ... 4 cpam1)xr + ...+ (C1a1n + - - - F ConnGmn )T = €101 + ... + by (3.13)

.

-
i-ésima equacgao do sistema S’ (combinagao linear das equagoes de (3.5))

Assim, ao supor que a n-upla (o1, X, ..., x,) é uma solucao de (3.5), consequente-
mente ela ird satisfazer a todas as equagoes de S’, exceto possivelmente a i-ésima equa-
¢do, pois sao distintas, entretanto mostratremos que a mesma n-upla (oxy, Xz, .. ., X, )
também ird satisfazé-la, pois, por hipétese, sabemos que (3.6).

Entao, ao substituirmos a n-upla (i, xs, ..., ;) no primeiro membro da equagao
(3.13), teremos:

(cra11 + ... 4 Cnam1) X1 + ...+ (C1a1n + -+ Cmn) Xp=
c1a11 X{ + ...+ 101y Xy + oo+ CnQm1 X1 + ...+ CnQmn Xpn=
cr(ar; o< + .ot ap, ) + ot Cp(@my X1 G ) =

cibr + ...+ cpbn,.

O que prova que a n-upla (o<, o, ..., ;) é solugdo da equacao (3.13).
Logo, (ox1, X, ..., X,) é solugdo de S”.
De forma reciproca, mostraremos que, se a n-upla, (i, Xs,...,X,) é solucdo de

S’, entao ela ird satisfazer ao sistema linear (3.5), pois, por hipdtese, sabemos que:

a1 X1 + A X + ...+ A1 X, = by
91 X1 + o9 X9 + ... + aop Xy = b2
agp X1+ agzge Xg + ...+ A3, X = bs
(S7) < : : : (3.14)

d1 X1 + d2 X9 + ... + dn Xy, = Clbl + ...+ Cmbm

L Am1 X1+ Qpa Xo + ...+ Qg Xy = bm

onde:
di = (a1 + ...+ capg+ ...+ cnam);

d2 = (Clalg + ... F+capg+ ...+ Cmamg);

dn = (claln + .ot cay, ..+ cmamn).
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Pela operacao elementar /7, multiplicaremos a equacao L;? de S’ por ¢;, com

1 <k <mek#i, assim obteremos o sistema linear (£) equivalente a S”.

[ cla o1+ cap o 4 ... 4 Gag o, = c1by
Colo1 X1 + Co99 X9 + ... + CoQopn Xy, = CQbQ
C3031 X1 + C3Q32 X2 + ... + C3Q3, X, = Cgbg
(E) 3 : : : (3.15)
d1 X1 + d2 X9 + ... + dn Xp = 01b1 + ...+ Cmbm
Cmlm1 X1+ Cplpme Xo + ...+ Cplpmy X = Cmbm

\

Entao, ao subtrairmos da i-ésima equagao de (3.15) as demais equagoes de (3.15),

teremos:

Cii1 X1 +CjQjg Xo + ... + CiQyp Xp= CzbZ (316)

Dividindo ambos os membros de (3.16) por ¢;, obteremos:

a;1 X1 +ap Xo + ...+ @y X, = b;.

O que prova que a n-upla (o<, Xa, ..., ;) é solugdo da equagao (3.12).
Logo, concluimos que a mesma n-upla (o, o, . .., ;) € solucdo de (3.5).

O
Definicao:

Um sistema linear S, m X n, é chamado de sistema escalonado se:

a) as incégnitas das equagoes lineares estao escritas numa mesma ordem;

b) em cada equagao hé pelo menos um coeficiente nao nulo. Caso todos os coefici-
entes sejam nulos, o termo independente devera ser nao nulo;

¢) a partir da primeira equagao do sistema, de cima para baixo, o nimero de coefi-

cientes nulos que antecedem o primeiro coeficiente nao nulo de cada equacao aumenta

?Deixamos claro ao leitor que, a partir de agora, utilizaremos a notacdo Lj para representar a
k-ésima equacao do sistema.
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de uma equacao para a seguinte.
Observacao:
1) Se, ao escalonarmos um sistema linear, ocorrer uma equacao do tipo

O-21+0-204+0-234+...+40-2, =0,

esta devera ser suprimida do sistema.
2) Se, ao escalonarmos um sistema linear, ocorrer uma equagao do tipo

O-29+0-294+0-234+...+40 -2, =0,

com b # 0, o sistema serd, evidentemente, impossivel.

Para deixar mais clara a utilizagao das operacoes elementares na resolucao de sis-

temas lineares, analisaremos os exemplos a seguir:

Exemplo 1) Pelo fato de estar com o peso acima do recomendado, uma pessoa
estd fazendo o controle das calorias dos alimentos que ingere. Sabe-se que 2 porgoes de
brocolis, 2 colheres de sopa de arroz e 2 almondegas tém 252 calorias. J4 uma porcao de
brocolis, 2 colheres de sopa de arroz e 3 almondegas tém 290 calorias. Por outro lado,
uma porg¢ao de brocolis, 3 colheres de sopa de arroz e 2 almondegas tém 274 calorias.
Se ontem seu almoco consistiu em uma colher de sopa de arroz, duas almondegas e

uma porg¢ao de brécolis, quantas calorias teve essa refeicao?
Resolugao:

Ao realizar a modelagem desse problema designaremos o nimero de calorias de uma
porcao de brécolis, uma colher de arroz e uma almondega, como sendo respectivamente
as incognitas x, y e z, de tal forma que, ao realizarmos a leitura do referido problema,
podemos extrair as seguintes equagoes:

a) 2 porgoes de brécolis, 2 colheres de sopa de arroz e 2 almondegas tém 252 calorias:

20 + 2y + 2z = 252 (3.17)
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b) uma porcao de bricolis, 2 colheres de sopa de arroz e 3 alméndegas tém 290 calorias:

z + 2y + 3z = 290 (3.18)

¢) uma por¢ao de brécolis, 3 colheres de sopa de arroz e 2 almondegas tém 274 calorias:

x+ 3y + 2z =274 (3.19)

Com isso, podemos montar o seguinte sistema:

20 + 2y + 2z = 252
r + 2y + 3z = 290 (3.20)
r 4+ 3y + 2z = 274

Utilizaremos as operagoes elementares e a notacao L; < L; + k - L, para substituir
a equagao L; pela combinacao linear L; + k- L,, em que i # r, k € R, a fim de resolver
(3.20), para isso desenvolveremos os seguintes passos:

1° Passo: Vamos permutar (trocar) as equagoes L; e Lo de (3.20), para que o

primeiro coeficiente de x seja 1:

r + 2y + 3z = 290
2+ 2y + 2z = 232 (3.21)
r + 3y + 2z = 274

Observacao:
Esse passo é importante, pois facilitarda o processo de eliminacao dos coeficientes.

2° Passo: Agora anularemos todos os coeficientes da 1* incégnita a partir da 2?

equagao de (3.21), aplicando a operacao elementar Ly <— 2L; — Lo.

r + 2y + 3z = 290
2y + 4z = 328 (3.22)
r + 3y + 2z = 274
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3° Passo: Agora em (3.22) faremos L3 <— Ly — L3, obtendo

r + 2y + 3z = 290
2y + 4z = 328 (3.23)
-y + z = 16

4° Passo: Multiplicaremos a segunda equagao de (3.23) por % (operagao elementar
I1), ficando com

r + 2y + 3z = 290
y + 2z = 164 (3.24)
-y + z = 16

5° Passo: Efetuando a operacao elementar L3 <— Ly 4+ L3 anularemos o coeficiente

da 2* incognita na 3* equagao de (3.24):

r + 2y + 3z = 290
y + 2z = 164 (3.25)
3z = 180

Como o sistema linear (3.25) obtido esta escalonado, podemos determinar imedia-
tamente o nimero de calorias de uma almondega. Para isso, resolveremos a terceira

equacao obtida. Veja:

3z = 180

z = 60 calorias.

Tendo o valor calérico da alméndega (z = 60), substituindo na equagao y+2z = 164,

descobriremos o valor de calorias da colher de arroz y.

y+2z = 164
y+2-60 = 164
y+120 = 164

y = 164 —120

z = 44 calorias.
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Sabendo o valor calérico de uma colher de arroz (y = 44) e o valor caldrico de uma
almondega (z = 60), entdo ao substituir na equagao x + 2y + 3z = 290, descobriremos

o valor caldérico de uma porcao de brocolis x, ou seja,

r+2-44+3-60 = 290
r+88+ 180 = 290

r+268 = 290
z = 290 — 268
x = 22 calorias.

Sabendo que:

e Caloria de uma porc¢ao de bréocolis : x = 22 calorias;

e Caloria de uma colher de arroz : y = 44 calorias;

e Caloria de uma almondega : z = 60 calorias.

Entao, se o almogo de ontem consistiu em uma colher de sopa de arroz, duas

almondegas e uma porcao de brocolis, logo essa pessoa ingeriu:

44 +2.60 + 22 = 186 calorias.

E importante ressaltar que o processo sistematico sempre leva a solugoes ou ausen-

cia delas, como podemos verificar nos exemplos abaixo:

Exemplo 2) Mostre que o sistema

r + 2y 4+ 4z = 0
20 + 3y — z =0 (3.26)
r — 14z = 0

admite infinitas solugoes e esboce seu conjunto solucao.
Resolucao:
Note inicialmente que a varidvel y ndo aparece na terceira equagao do sistema (3.26),

logo, concluimos que nessa equacao o coeficiente de y é zero. Assim, a sistema pode

ser reescrito da seguinte forma:
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r + 2y + 4z =
2r + 3y — z =0 (3.27)
r + 0y — 14z =

Dai, para mostrar que o sistema (3.26) ndo admite solugoes reais, aplicaremos as
operacoes elementares I1 e I11 a fim de escalonar o sistema, para isso desenvolveremos
0S seguintes passos:

1° Passo: Substituiremos a Ly de (3.27) por Ly — 2L, obtento

r + 2y + 4z =
-y - 92 =0 (3.28)
r + 0y — 14z =

2° Passo: Agora efetuaremos a operacgao elementar L3 <— L3 — Ly em (3.28), encon-

trando

r + 2y + 4z =
-y — 92 =0 (3.29)
- 2y — 18z =

3° Passo: Multiplicaremos a segunda equagao do sistema (3.29) por —1 (operagao

elementar /1), ficando com

r 4+ 2y + 4z =
y + 9z
- 2y — 182 =

(3.30)

4° Passo: Efetuando a operagao elementar Lg < L3 — 2Ly transformamos (3.30)

e1n:

r + 2y + 4z =
y + 92 = 0 (3.31)
0z =
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Observacao:

Quando, no processo de escalonamento de um sistema linear, obtivermos uma equa-
¢ao que tenha todos os coeficientes e o termo independente nulos, estd devera ser eli-

minada do sistema, pois toda n-upla de ntimeros reais sera solucao.

Assim, ao eliminar a dltima equagao de (3.31), chegaremos ao sistema escalonado

equivalente ao sistema original (3.26):

(3.32)

r + 2y + 4z =
y + 9z =

Como o sistema escalonado (3.32) tem o niimero de equagoes menor que o ntimero de
incognitas, notamos que nao existe somente uma solugao para o sistema, pois podemos
escolher algumas incégnitas para serem denotadas em funcao de quaisquer valores que
atribuimos as demais incognitas.

Veja que y pode ser determinado em funcao dos valores que escolhermos para z,
pois podemos escrever a segunda equagao de (3.32) como sendo, y = —9z. Consequen-
temente também obteremos o valor de z, pois da primeira equacao de (3.32) podemos

escrever,

r = —2y—4z

r = —2(—92)—4z
r = 182 —4z

r = 14z

Agora observe algumas solucoes particulares do sistema.

z=0,y=0,2=0;
z=1y=-9 2 =14
z=2,y=—18z = 28.

Dessa forma, todas as solugoes sao achadas em fungao de cada valor atribuido a z.
Logo, o conjunto solugao é: S = {(14z, -9z, 2); z € R}.

Agora exibiremos um sistema que nao admite solucoes reais.
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Exemplo 3) Mostre que o sistema abaixo nao admite solugao.

r + y + z =
r — y — z =3 (3.33)
r — 2y — 2z =0

Resolucgao:

Para mostrar que o sistema (3.33) nao admite solugoes reais, aplicaremos as opera-
¢oes elementares I] e 111 a fim de anular todos os coeficientes da 1* incognita a partir
da 2% equagao de (3.33). Para isso, desenvolveremos os seguintes passos:

1° Passo: Substituiremos a Ly de (3.33) por Ly — Ly, obtendo

T + Yy + =z
- 2y — 22 = 2 (3.34)
r — 2y — 2z =

2° Passo: Agora efetuaremos a operacao elementar Lz <— L3 — L1 em (3.34), encon-

trando

rT + Yy + 2z =
- 2y — 22 = 2 (3.35)
- 3y — 3z = -1

3° Passo: Agora multiplicaremos a segunda equagao do sistema (3.35) obtido por

’71 (operacao elementar I7), ficando com

r + y + 2z = 1
y + z = -1 (3.36)
- 3y — 3z = -1

4° Passo: Efetuando a operagao elementar L3 <— L3 + 3L, anularemos o coeficiente

da 2* incognita na 3* equagao de (3.36):
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r +y + 2z = 1
y + z = -1 (3.37)
0z = —4
Como a equagao 0 -z = —4 nao tem solugao, segue que o sistema (3.37) nao possui

solucdo, portanto, o sistema original (3.33) nao admite solugao.

3.3 Classificacao dos sistemas Lineares

Os sistemas lineares sao classificados de acordo com o ntmero de solugoes, da se-
guinte forma:

e Sistema Possivel: Quando o sistema admite pelo menos uma solugao. Temos
dois casos.

1°) Sistema Possivel e Determinado (S.P.D): Quando existe uma tnica solu-
Gao.

2°) Sistema Possivel e Indeterminado (S.P.I): Quando existe infinitas solugoes.

e Sistema Impossivel (S.I): Quando o sistema nao possui solugao.

O esquema a seguir nos possibilita visualizar facilmente a classificacao de um sistema

linear:

Determinado

(Admite uma tnica solugao).

Possivel

(Admite solu¢ao).

T

(Admite infinitas solugoes).

Indeterminado

| Sistema Linear |

Impossivel

(Nao admite solugao).
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3.4 Analise das solucoes dos sistemas lineares

Nesta segao seguiremos os passos de Colin Maclaurin [13] na andlise das solugoes
de sistemas 2 x 2 e 3 x 3, a fim de montar um padrao entre as solucoes, com o objetivo

de visualizar o surgimento dos determinantes.
Sistema lineares de duas equacoes e duas incégnitas

Considere um sistema linear de duas equacoes e duas incognitas dado por:

(3.38)

anry + apre = b
a21T1 + A92Ty9 = b2.

Para obter a solucao do sistema (3.38), aplicaremos as operagoes elementares.
Se, para algum i = 1,2, tivermos a;; # 0, podemos supor, sem perda de generali-
dade, que aj; # 0, no sistema (3.38).

Aplicando a operacao elementar Ly < aq1Ls, obteremos:

{ anrr +  G1pry = by (3.39)

110211+ a110422T2 = anbs.

Agora efetuaremos a operacao Ly < Ls — a Ly em (3.39), assim obteremos o

sistema linear equivalente, abaixo:

apr; + a12T = b
1171 1272 1 (3.40)
(a11a22 - a21012)l’2 = ayby — agbs.
Isolando xs na segunda equagao de (3.40), teremos:
1121 + Q122 = b
. Clllbg — Gglbl (341)
i) =

A11022 — Q21012

Note que na passagem de (3.40) para (3.41), a segunda equagao do sistema (3.40)
foi dividida por aijass — asiaqs.

Assim, para determinar o valor de z;, basta substituir o valor obtido de x5 na
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primeira equagao do sistema (3.38). Veja:

1171 + a1222 = b
a11b2 — ag1 by (3-42)
a1 + apg - = b.
Q11022 — G21012

Isolando aq;x1 em (3.42), teremos:

a11b2 — ag1 by

anry = by —aj-
a11Q22 — A21412
by - (a11a22 — A21G12) — Q12 (a1162 - a21b1)

- (3.43)
a11a922 — a21a1[2)
biajiazs — biagiaiz — ai2a11bs + aj2a21b;

Q11022 — Q21012

Simplificando a expressao (3.43), obteremos:

biajiass — a2a11b2

a11G22 — A21Q12
allablaﬂ — a12b9) (3.44)

a1’y =

a11Q22 — A21G712

Dividindo ambos os membros da equagao (3.44) por a1, obteremos o valor de ;.

biagze — aiaby

a11G22 — 21012
Sistema de trés equacgoes e trés incégnitas
Considere o sistema de trés equagoes e trés incognitas
anzi + aprz +aizrz = b
a91T1 + Q22T + Go3T3 = b2 (346)
az1T1 + 3Tz + azrz = by

Como foi feito anteriormente, resolveremos o sistema (3.46) com auxilio das ope-
racoes elementares, a fim de encontrarmos um padrao entre as solugoes dos sistemas
lineares quadrados.

Se a1 # 0 em (3.46), entdo aplicaremos as seguintes operagoes elementares
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L2 — CL11L2 (S Lg < CluLg em (346), obtendo

anry +  apry +  apry = b
a11G21T1 + Q11G22%2 +  A11G23T3 = 1102 (3.47)
1104311 + Q116322 + Q11033T3 = a11b3

Efetuando as operagoes Lo <— Ly — a9 Ly e Ly < Ls — a3y Ly transformamos (3.47)

€11l:

anry + a12T2 + 1373 = by
(CL11@22 - CL21G12)$2 + (a11a23 - a21a13):€3 = ajiby —agb; (3-48)
(&11&32 - 6131&12)332 + (a11a33 - G13G31)373 = aj1bg —asib;

Agora trabalharemos apenas com as duas tltimas equagoes do sistema (3.48), fa-

a11a32 — A310A12

zendo L3 < L3 — L, obtendo assim:

a11G22 — A21A12

a11a32 — A31412

( I
(a11a22 — az1a12) 3
(a11a32 — az1a12) (3.49)
( )

a11A22 — A210A12

(CL11CL33 - a13a31) - (a11a23 - G21G13) :

(allb3 - aslbl) - (allbz - 02151) :

Reduzindo a expressao (3.49) a um denominador comum, obteremos:

(a11a33 - a13a31) : (Gnan - G21a12) - (a11a23 - 021a13) : (CL11G32 - a31@12)] T —
Sxy =

(a11a22 — a21a12) (3 50)
[(aubg — ag1by) - (41102 — a21012) — (a11by — az by) - (a11032 — aglalz)} |

(a11a22 - a21a12)

Desenvolvendo a equagao (3.50),

[(auasa - a13a31) : (Cbnazz - (121012) - (a11a23 - a21a13) : (011(132 - 031(112)] c X3 =

(3.51)
[(a11b3 - a3151) : (a11a22 - a21a12) - (a11bz - a21b1) : (anasz - a31a12)]
Isolando x5 em (3.51):
€3 = (a11b3 - a31bl) : (Gl1a22 - a21a12) - ((11152 - azlbl) : (a11a32 - a31a12) (3'52>

(a11a33 - a13a31) : (a11a22 - a21l112) - ((111@23 - a21a13) : (a11a32 - a31a12)
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Desenvolvendo todos os produtos no segundo membro de (3.52).

(G1153a11a22) - (&nbsazlalz) - (a31b1a11a22) + (a3151&21&12)

—(a1lb2a116132) + (a11b2a31a12) + (a21bla11a32) - (G21b1a31a12) (3 53)

T3 =
(a11a33a11a22) - (a11a33a21a12) - (a13a31a11a22) + (CL13031CL21@12)

—(a11a23a11a32) + (alla23a31a12) + (a21a13a11a32) - (G21&13&31@12)

Reduzindo os termos semelhantes e colocando o fator comum a;; em evidéncia em

(3.53), obtemos:

€3 = ail - [(bsa11a22) - (b3a21a12) - (a31b1a22) - (52(1116132) + (b2a31a12) + (a21b1032)] (3 54)
a1 - [(a11a33a22) — (aszaziai2) — (a13as1a22) — (a11a23a32) + (az23asia12) + (ag1a13asz)]
Simplificando a equagao (3.54) e reordenando os elementos, ficamos com:
o (a11a92b3) + (@12b2a31) + (bragias) — (@12a21b3) — (bragas) — (ai1bassy)
3 — .
(Cl11a22a33) + (a12a23a31) + (a13a21a32) - (a13a22a31) - (G12G21a33) - (a11a23a32)

Assim, o sistema (3.48) pode ser representado pelo sistema linear equivalente abaixo:

a1y + 1272 + 1373 = b
(a11a92 — a21a12)v2 + (@103 — aza13)r3 = apby —axnb; (3.55)
m
T3 = —
n
Sendo:

@ _ (a11a22b3) + (a12b2a31) + (bla21(l32) - (a12a21b3) - (b1a22a31) - (a1152a32)
n (a11a22a33) + (&12%3@31) + (a13a21a32) - (a13a22a31) - (612G21a33) - (a11a23a32).

Dai, ao substituir o valor encontrado de x3 em (3.55), podemos obter x; e x3, cujos
valores sao:

(bla22a33) + (a12a23b3) + (a13b2032) - (G13G22b3) - (51&23&32) - (a1252a33)
(a11a22a33) + (a12a23a31) + (al3a21a32) - (a13a22a31) - (&126121&33) - (a11a23a32)

I =
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(a1152a33) + (bla23a31) + (a13&21b3) - (a1352a31) - (b1a21a33) - (a11a23bg)
(a11a22a33) + (a12a23a31) + (a13a21a32) - (a13a22a31) - (a12a21a33) - (a11a23a32).

To =

Observe que as solucoes obtidas para cada incégnita dependem exclusivamente dos
coeficientes e dos termos independentes de cada sistema e que ainda é possivel associ-
armos cada sistema a tabelas, como veremos abaixo:

No sistema 2 x 2

anry + apre = b

171 + anry = b

Observamos que 7 e =2 em (3.45) e (3.41) respectivamente possuem o mesmo
denominador comum (a1 - agss — a1 - a1 ), que podemos associar a tabela formada pelos

coeficientes cuja ordem de disposicao é a mesma que encontramos no sistema. Veja:

ailr aig
D= — (011 * Qo2 —A12 @21)

Q21 Qa22
Por sua vez, os numeradores de x; e x5 em 3.45 e 3.49 respectivamente podem ser
associados, respectivamente a tabela D,, (obtida através da tabela D ao substituir a
coluna ordenada dos coeficientes de 1 pelos termos independentes correspondentes) e &
tabela D,, (obtida através da tabela D ao substituir a coluna ordenada dos coeficientes

de x5 pelos termos independentes correspondentes).

b1 ai ap; by
Dacl = — (bl sl — Q12 ¢ 52) € Dm = — (an by — ayz - bl)
by a9 a1z bo
. , biass — ay2bs a11be — ag by .
Assnn, 0S nNUINeros ri{ = exry = podem ser reescritos
a11Q22 — A21412 a11G22 — A21412

como sendo:

2

D, D,
D ¢ T D

T =

E importante observar que as solugoes obtidas s6 terao validade se o sistema pro-
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posto tiver o nimero de equagoes igual ao nimero de incégnitas e o denominador obtido
for diferente de zero, pois assim conseguiremos obter o quociente de cada incégnita.
No sistema 3 x 3
Observamos que os numeros xj, To € r3 possuem o mesmo denominador comum
(G11G22G33 + Q12023031 + Q13021032 — Q13022031 — A12021033 — 6111@23@32) o qual pode ser
associado a tabela D formada pelos coeficientes cuja ordem de disposi¢ao ¢ a mesma

que encontramos no sistema. Veja:

a1l aiz Az

D = Q21 d22 (23 < 110922033+ 012023031+ Q13021032 — 013022031 —G12021G33— Q11023032

a31 daszz2 G33

Por sua vez, os numeradores de x1, x5 € 3 podem ser associados respectivamente as
tabelas D,,, D,, e D,., obtidas através da tabela D ao substituir, em cada caso, respec-
tivamente, a coluna ordenada dos coeficientes de z1, x5 e x3 pelos termos independentes

correspondentes. Com isso, obteremos:

by a2 a3
D, = by asgy ao3 — (bragasz)+(a12a23b3)+(a13baazs) —(a13a22b3) — (b1asgase) — (a12b2ass)

bs azx ass

ann b1 as
D,, = as1 by ao3 «— (a11b2a33)+(bragsasi)+(aizaz1b3)—(a13beazi)—(bragiass)—(a11a23b3)

as1 bz ass

an a2 b
ng,: az1 Gz bo <—(a11a2253)+(a12bza31)+(bla21a32)—(a12a21bs)—(b1a22a31)—(a1152a32)

a3y azz b3

Ao analisar as solugoes encontradas, constatamos que cada termo que compée os
fatores em cada parcela do numerador e denominador sao formados fixando-se os indices
das linhas e permutando-se os indices das colunas da tabela.

Dessa forma, veremos o conceito de permutagao e inversao, pois o mesmo propor-

cionara uma maior clareza no processo de investigacao, por meio do qual associamos
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cada tabela a um nimero, chamado de determinante.

3.5 Permutacoes e inversoes

Uma permutacao do conjunto de naturais {1,2,...,n} ¢ um rearranjo destes naturais
em alguma ordem determinada sem omissoes ou repeticoes de termos.
Assim, observe que, para o conjunto de naturais {1;2}, podemos montar as 2 per-

mutacoes (2! =2 -1 = 2) seguintes:
(1,2)e (2, 1).

Por sua vez, ao analisar o conjunto de niimeros naturais {1,2,3} verificamos a exis-

téncia de seis permutagoes (3! =3-2-1=6). Veja as permutacoes possiveis:
(1,2,3),(2,3,1),3,1,2), (3,2, 1), (2,1, 3) e (1, 3, 2)

Em suma, dado um conjunto {1,2,...,n}, formado por n inteiros distintos, entao a

quantidade de permutagoes permitidas sera igual a:
nl=n-(n-1)-(n—2)-(n—3)...3-2-1, ou seja, ao fatorial de n.

Observagao:

Diremos que ocorre uma inversao em uma permutac¢ao sempre que um nimero na-
tural maior preceder um menor. Veja, por exemplo, que na permutagao (2, 1, 3) temos
a presenga de uma inversao, pois, o numero 2 precede o numero 1; jd na permutacao (3,
2, 1) temos trés inversoes, pois, o nimero 2 precede o nimero 1 e o nimero 3 precede

os numeros 1 e 2.

3.6 Processos praticos para se determinar o nimero

de 1inversoes

Em AITKEN [1] e EVES [6], verificamos um diagrama que nos permite determinar
de modo pratico o niimero de inversoes de uma permutacao, cuja montagem é realizada

através das seguintes etapas:
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(i) Escrever os elementos da permutagao principal® em uma linha inferior (ou supe-
rior), onde imediatamente acima (ou abaixo) devemos colocar os elementos da permu-
tagao para os quais desejamos determinar o nimero de inversoes;

(4¢) Unir os elementos iguais através de uma segmento, de modo que todas as inter-
segoes possiveis sejam formadas apenas por dois segmentos;

(ii7) Contar o nimero total de intersecoes formada apenas por dois segmentos, pois
assim teremos o nimero de inversoes.

Veja, por exemplo, que a permutacao (2,4,1,3,5) possui 3 inversoes, como podemos

verificar no diagrama abaixo.
HE B
BB EODB

Figura 3.1: Numero de inversoes

Note que no diagrama temos exatamente 3 intersecoes.

3.7 Relagao entre permutacoes e determinantes

De acordo com TAVARES [15], o estudo das permutacoes estd intrinsecamente
ligado ao nimero que esta associado a cada tabela que compoe as solucoes dos sistemas
lineares.

Por exemplo, o nimero (aj; - aze — a2 - az;) visto na secao (3.3), referente ao deno-
minador das incognitas que compoem os sistemas lineares de ordem 2, esta associado

N a1l a2 . . , . N .
a tabela , da seguinte maneira: os indices correspondentes as linhas em
a1 a22

cada uma das duas parcelas do nimero (a1 - azs — a2 - a21) permanecem fixos, iguais a
1 e 2. Enquanto que os indices das colunas variam em cada parcela, de acordo com as

permutacoes de {1,2}, veja:

aip a2
(all c@22 — G12 a2l>
a1 a2

3Chamamos de permutacdo principal a permutacio que conserva os nimeros em sua ordem natural
e de forma crescente.
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TAVARES [15] distribui os elementos do nimero (a;; - ase — a1z - as1) em na tabela,
na primeira tabela destacou os elementos da 1¢ parcela e na segunda tabela destacou

os elementos da 2 parcela.

a1l aio ail a1z

azi a2 az1 a2

Observe que o sinal do produto em cada parcela varia de acordo com o nimero de

inversoes, como podemos verificar na tabela abaixo:

Tabela 3.1: Sinal das permutacoes das tabelas de ordem 2
’ Permutagoes ‘ produto ‘ Numero de inversoes ‘ sinal ‘
(1, 2) 11 * A29 0 +
(2, 1) 12 * A21 ]_ -

Note que o mesmo acontece com 0 NUMETO a11a22a33 + A12023031 + 13021032 — A13022031 —
a1l a2 ais

a12ag1a33 — ajrazzazs que associamos a tabela | a4y a9 asy | da seguinte maneira: os

az1 asz ass
indices correspondentes as linhas em cada uma das trés parcelas do nimero a;jaszass +

1223031 + Q13021032 — Q13022031 — Q12021033 — Q11023032 PErmManecem ﬁXOS, iguais a 1, 2 e
3. Enquanto que os indices das colunas variam em cada parcela, de acordo com as

permutacoes de {1,2,3}, veja:

a1 G2 Gz | ¢ Q11022033 + (12023031 + 13021032 — 013022031 — (12021033 — (11023032

aszyp asz as3

Veja a distribuicao dos elementos na tabela que constituem cada parcela, extraido
de TAVARES [15]:
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aiy a2 ais aiyl ai2 ais ail a2 a13
az1 g2 a23 azl a22 g3 g1 az2 az3
asi asz a3z3 az1 as2 ass asi az2 ass
ail aiz a3 ary a2 a3 an aiz a3
a1 a2 a23 ag1 a22 a23 a1 a2z g3
asy asz ass asi as2 asz asi az2 ass

Também verificamos que o sinal em cada produto varia de acordo com o nimero

de inversoes, como podemos observar na tabela abaixo:

Tabela 3.2: Sinal das permutacoes das tabelas de ordem 3

’ Permutagoes \ produto \ Numero de inversoes \ sinal ‘
(1,2,3) Ay - Qg - Asg 0 +
2,3,1 Q12 - Qg3 - A31 +
L (13 - Qg1 * A32 +

a12 - 421 - 433

== N DN
1

)
)
) 13 - A2 - 431
)
)

a1y - G23 - A32

Percebe-se que, a cada parcela dos determinantes obtidos, associamos um sinal,
que depende do numero ¢ de inversdes (ou transposi¢oes) existentes na permutacao
dos indices das colunas, quando fixamos os indices das linhas, chamado de sinal da

permutacao e denotado por:

[N

1 ; se ¢t par. , , . ~
(—1)t = ' o , onde t é o numero de inversoes.
-1 ; se t ¢é& 1mpar.

3.8 Definicao dos determinantes

ai; a2 a3 -0 Qin
azi a2 azs o A2n

O determinante de uma tabela quadrada A =| a3; a3 a3 --- a3, | formada
Anl Qap2 ap3z -  Apn

por n linhas e n colunas é igual ao somatorio de todos os produtos distintos possiveis
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de n fatores tomados nos n? elementos da matriz, escolhidos de tal forma que em cada
um desses produtos haja exatamente um fator de cada linha e de cada coluna e que
seja associado a cada um dos produtos o sinal positivo ou negativo, conforme denota a

féormula abaixo:

ailp a2 aiz -+ Qin
a21 Q22 Q23 - A2p
t
det(A) =| a3 asy ass - ag, |= Y. (=1)'a1j025,  an,.
jl)j27~":jn
an1 an2 Qap3 e Ann

Também denotado na forma mais abreviada por:

ai; a2 @13 - Qlp
a21 Q22 Aazz -+ A2p
t
det(A) =| as1 as2 asz -+ as, | = E (1) arj,azj, - angj,,
jeP
anl an2 an3 et Ann

onde P representa o conjuntos das permutacoes possiveis de (1,2,3,...,n) associados aos
indices (j1,ja2, .-, jn) € t, 0 nimero de inversoes da permutacao j € P tomada (t pode ser
interpretado como sendo o nimero de transposicoes necessarias para trazer de volta
os indices das colunas (ji,ja, ..., j,) & sua ordem natural), associado a cada um dos n!
termos que podem ser formados quando fixamos os indices das linhas e permutarmos
os indices das colunas (ji, ja,. .., jn).

Ao analisar a formula dos determinantes, notamos que, se a permutacao de (1,2,3,...,n)
correspondente aos indices (j1, j2, ..., j») possuir um nimero par de inversoes (permutagao
de classe par), t serd par; assim, o coeficiente (—1)" = (=1)P* = 1. Com isso, concluimos
que o sinal do termo correspondente no somatério serd positivo, caso contrario (per-

mutacao de classe impar), ou seja, ¢ ser um nimero impar, o sinal serd negativo, pois

Observagao:

E importante salientar que as tabelas as quais estamos nos referindo no presente
trabalho sao denominadas de matrizes, nesse caso em particular de matrizes quadradas
de ordem n, pois sao formadas por n x n elementos, dispostos em n linhas e n colunas

que possuem propriedades operatorias especificas, propriedades sobre as quais, neste
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trabalho, nao pretendemos nos debrucar.

Veja alguns exemplos da definicao dos determinantes:
Determinante de 1* ordem

Note que para calcular o determinante de uma matriz de ordem 1, devemos levar
em consideracao o fato de existir somente uma tnica coluna. Com isso o nimero de
inversoes é igual a zero, portanto teremos uma permutacao de classe par e dessa forma

o sinal do termo sera positivo, logo, o determinante sempre sera:

det(A) = ‘ all ‘ = a11-

Determinante de 2¢ ordem

Para calcular o determinante de uma matriz de ordem 2, iremos fixar os indices das
linhas, e como temos duas colunas que podem ser permutadas entre si, teremos um
total de 2! = 2 termos distintos. Veja:

aiiase = zero inversoes (1,2) = permutacao de classe par = sinal positivo.

aigaz = 1 inversao (2,1) = permutagao de classe impar = sinal negativo.
Com isso:
det(A) = R (11022 — A12021.
a1 a22
Note que nesse caso, o determinante ¢ obtido pelo produto dos elementos da diagonal
principal menos o produto dos elementos da diagonal secundaria.

Assim, por exemplo:
=2.4-1.3=8-3=5.
Determinante de 3% ordem
Para calcular o determinante de uma matriz de ordem 3, iremos fixar os indices
das linhas, e como temos trés colunas que podem ser permutadas entre si, teremos um

total de 3! = 6 termos diferentes. Veja:

a1axazz = zero inversoes (1,2,3) = permutagao de classe par.
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a1gaszaz = 2 inversoes (2,3,1)= permutacao de classe par.

a1zazazs = 2 inversoes (3,1,2)= permutacao de classe par.

Como (1,2,3),(2,3,1) e (3,1,2) sao permutacoes de classe par, logo terao sinal positivo.
a1zanaz = 3 inversoes (3,2,1) = permutagao de classe impar.

aigazmazz = 1 inversao (2,1,3)= permutacao de classe impar.

aniaszazy = 1 inversao (1,3,2)= permutacao de classe impar.

Como (3,2,1),(2,1,3) e (1,3,2) sao permutagoes de classe impar, logo terao sinal ne-

gativo.
Com isso:
a1l a2 ais
det(A) = | ao1 @ago as3 | = 011022033 + 12023031 + A13021032 — A13G22031 — A12021033 — G11023G32.

azi asz2 ass

Isso é equivalente a calcular o determinante de uma matriz de ordem 3 através da
regra de Sarrus. Nela, repete-se a primeira e segunda coluna a direita da matriz. Feito
isso, devemos somar os produtos da diagonal principal e das outras duas paralelas, e,

por fim, subtrair os produtos da diagonal secundéria e das outras duas paralelas a ela:

a1l aiz i3 | a1 a2
det(A) = |aa az ass |asn az
a1 a3z2 Q33 | azr  as2

= 011022033 + G12023031 + A13G21a32 — G13A22031 — A12021033 — A11023032.

Durante nossa pesquisa encontramos em KUROSCH [10] outro método de extragao
do determinante de ordem 3, pouco difundido em nossas literaturas de ensino médio.
Veja o esquema encontrado em KUROSCH [10],
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Figura 3.2: Férmula mnemonica do determinante de ordem 3, KUROSCH [10]

Obtendo dessa forma:

det(A) = (11022033 + A12023031 + 013021032 — 13022031 — 412021033 — G11023G32.

Assim, podemos dizer que, os termos positivos no determinante de ordem 3, sao
formados pelo produto dos elementos da diagonal principal e pelos produtos elementos
que se dispoem nos vértices dos dois triangulos de bases paralelas a essa diagonal e os
termos negativos pelos produto dos elementos da diagonal secundaria e pelos produtos
elementos que se dispoem nos vértices dos dois triangulos de bases paralelas a essa
diagonal.

Exemplo envolvendo a definicao dos determinantes

Uma matriz n x n, n > 2, é constituida de “zeros” e “uns”, de forma que em cada
linha e em cada coluna haja exatamente um “um”. O determinante dessa matriz é
necessariamente:

a) 0 oul

b) 1 ou —1

c) 0 ou -1

d) n ou —n

e)n—1loul—n

Resolugao:

Para realizarmos o problema, devemos lembrar a definicao do determinante de uma
matriz quadrada de ordem n, que é o somatorio de todos os produtos distintos possiveis
de n fatores, escolhidos de tal forma que em cada um desses produtos tenha exatamente
um fator de cada linha e de cada coluna, e que seja associado a cada um dos produtos o
sinal positivo ou negativo conforme as permutacoes dos subindices de linhas e colunas
sejam de classe par ou de classe fmpar. Como em cada linha e em cada coluna ha

exatamente um “um”, o somatério do determinante apresentard apenas um termo nao-
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nulo constituido por todos os “uns” e a esse termo pode ser atribuido sinal positivo ou
negativo dependendo da classe da permutacao.

Logo, o determinante da matriz é 1 ou —1.



Capitulo 4
Propriedades dos determinantes

Propriedade 1

Se uma matriz quadrada A possui uma fila (linha ou coluna) toda nula, entao
det(A) = 0.

Demonstragao:
Este fato é justificado, tendo em vista que, para cada parcela do somatorio que
envolve o determinante, existe um elemento de cada linha (e somente um elemento

de cada coluna); logo, se uma fila é toda nula, entdo todos os produtos contém, pelo

menos, um elemento igual a zero, o que, consequentemente, anula o determinante.

Propriedade 2

O determiante de uma matriz quadrada A muda de sinal quando permutam-se duas

filas paralelas.
Demonstragao:
Ao trocar duas filas paralelas de posigao altera-se também a ordem dos indices dos

elementos na permutacao, alterando consequentemente o sinal da permutacao e, por

isso, o sinal dos termos também muda.

38
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Propriedade 3

Se uma matriz quadrada A possuir duas filas paralelas iguais, entao det(A) = 0.

Demonstragao:

Suponha que uma matriz quadrada A de ordem n possua duas filas paralelas iguais,
de modo que ao permutarmos estas filas iguais iremos obter uma matriz quadrada B

que serd igual a matriz A. Pela propriedade 2, teremos que det(A) = —det(B), e, como as

matrizes A e B sao iguais, isto s6 serd possivel se det(A) = det(B) = 0.

Definigao 1:

Denominamos de matriz transposta da matriz A = (a;;)nxm, & matriz A* = (a;i)mxn

obtida trocando ordenadamente as linhas pelas colunas de A.

Exemplo 1)
2 3 -1 2 4 1
A=|40 5 |=A"=| 3 0 2
1 2 -3 -1 5 -3

Propriedade 4

O determinante de uma matriz quadrada A é igual ao determinante de sua trans-

posta, ou seja, det(A) = det(A?).
Demonstragao:

De fato, para demonstrar esta propriedade, devemos lembrar que o determinante
de uma matriz de ordem n é igual ao somatério de todos os produtos distintos possiveis
formado por n fatores tomados entre os n? elementos da matriz, de tal forma que em
cada um desses produtos haja exatamente um fator de cada linha e de cada coluna.
Assim, para obter tais produtos, podemos fixar os indices das linhas (ou das colunas)
(1,2,3,...,n) e permutar os indices das colunas (ou das linhas).

Assim, seja A = (a;;) uma matriz quadrada de ordem n, cuja transposta é represen-

tada pela matriz de ordem n, A* = (b;;), onde b;; = a;;, para todoi , je€1,2,3,...,n.
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Como sabemos que o determinante de A* é dado por:

det(At) = Z (_1)%1]'(1) b2j(z) T bnj(n)'

JjeEP

Substituindo by, baj,), - s bnji,,» repectivamente por a1, a2, - ;i n teremos:

det(At) = Z (_1)taj(1)1aj(2)2 T Qioyn

Como,
det(A) = Z (_1)ta1j(1)a2j(2) T gy =
jep

Portanto,

Exemplo 2)
2 3 -1
4 0 5
1 2 -3

Propriedade 5

JjEP

Z (_1)taj(1)1aj(2)2 T Qyn-
JjEP

det(A?) = det(A).

2 4 1
3 0 2
-1 5 -3

Quando multiplicamos uma fila de uma matriz quadrada A4 de ordem n por um

nimero escalar k, o determinante da matriz obtida, A’, serd o produto de k pelo deter-

minante de A, ou seja, det(A’) = k - det(A).

Demonstragao:
ai; a2
az1 Q22
De fato, seja A =| a3, as
an1l  Qan2

a13
a23

ass3

an3

A1n
a2n

a3n

ann

uma matriz de ordem n, multiplica-

remos uma de suas filas pelo escalar k. Sem perda de generalidade, suponhamos que

a fila multiplicada pelo escalar k seja a primeira linha, de modo que matriz obtida A’

sera:
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k-ai1 k-aiz k-aiz -+ k-a,
a21 a22 a23 ce A2n
?
A= a31 a32 a33 a3n
an1 an2 an3 e Ann
k-ai1 k-aix k-aiz -+ k-ai,
a21 a22 a23 co a2n
Assim o determinante de det(A’) =| a5 32 ass  ---  az, | sera:
an1 an2 an3 ce Anpn

det(A’) = Z (_1)tk C A5y @259y " By
jeEP

Como k é uma constante podemos reescrever o somatorio da seguinte forma:
N — t
det(A ) =k- z;v(_l) C 151y @259y T Anginy
JE

Por sua vez, Y (=1)" - ayj,,a2;4 - - nj,, = det(A). Portanto:
jep

det(A’) = k - det(A)
O

Exemplo 3) O valor de um determinante é 12. Se dividirmos a 1¢ linha por 6 e
multiplicarmos a 3¢ coluna por 4, o novo determinante valera:

a) 8
b) 18
c) 24
d) 36
e) 48

Resolugao:

Ora, pela propriedade 5, sabemos que ao multiplicar uma fila (linha ou coluna) de
uma matriz quadrada por um escalar ou dividirmos uma fila (linha ou coluna) por um
escalar diferente de zero, o seu determinante ficarda multiplicado ou dividido por esse

mesmo valor.
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Assim, ao dividirmos a 1¢ linha por 6 e multiplicarmos a 3% coluna por 4, o deter-
minante inicial 12 ficara dividido e multiplicado respectivamente por 6 e 4.

Dessa forma o novo determinante det(A’) sera:
det(A') =4- %12 = det(A’) = 8.

Portanto a alternativa correta é a letra “a”.

Propriedade 6

Quando multiplicamos uma matriz quadrada A de ordem n por uma constante k, o
determinante de A fica multiplicado pela constante elevada a ordem da matriz, ou seja,
det(k - A) = k™ - det(A).

Demonstragao:

De fato, ao multiplicarmos uma matriz quadrada A de ordem n pelo escalar k, todos

os elementos de A ficaram multiplicados por k; assim, seus elementos da matriz k- A

sao da forma k- a;;. Daf:

k-a11 I<:~a12 k-a13 k'aln
k-ax k-ax k-ax --- k-ao,
k-A=| k-as1 k-ass k-azzs - k-as,
k'anl k'anZ k'anS k'ann
k-ai1 k-aix k-aiz -+ k-ai,
k-as1 k-azx k-ay -+ k-a
Assim, o determinante de det(k-A)=| k-a3;, k-azo k-azs --- k-as, | Sera:
k'anl k'an2 k'an3 k'ann

det(k . A) = Z;D(—l)tki . alj(l)k: . agj(2> ke anj(n)
J€
det(k - A) = Z;D(—l)t(k;") T A5y @259y " Anginy -
VIS

Como k™ é uma constante, podemos reescrever o somatorio da seguinte forma:

det(k: . A) = (k‘n) . 2;)(—1)75 . alj(l)agm) L anj(n).
JE



43

Logo,

det(k - A) = (k™) - det(A).

Definicao 2

Diremos que uma matriz quadrada A é antissimétrica quando A* = —A.

Exemplo 4) Seja A uma matriz quadrada de ordem n e antissimétrica. Sabendo que

n € impar, calcule o determinante de A.

Resolucgao:

Ora, se a matriz A é antissimétrica, entao A* = —A e dessa forma podemos escrever:

det(A") = det(—A).

Aplicando a propriedade 6 no segundo membro, ficaremos com:

det(A') = (—1)" - det(A).

Como n é fmpar, entao:

det(A") = —det(A).

No entanto, sabemos pela propriedade 4 que det(A!) = det(A), entao:

det(A) = —det(A)

Somando det(A) a ambos os membros teremos:

2det(A) =2-0=0.
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Assim, o determinante desejado det(A) serd igual a zero, ou seja:

det(A) = 0.

Propriedade 7

Se uma matriz quadrada A de ordem n > 2 possuir duas filas paralelas formadas por

elementos correspondentes proporcionais, entao det(A) = 0.

Demonstragao:

Suponha que as linhas de indices i e » da matriz quadrada A sejam elementos pro-

porcionais, isto é:

aj=k-arj, V 1<j<n e 1<i<r<n.

a1
a21

asi

Assim, o determinante det(A) = | q;

A1

an1
crito como sendo:

ai2

a22

a32

@2

ar2

an?2

ais
a23

as3s3

a;3

an3

a1p
azp

asp

A1n
A2n

a3n

arn

ann

, pode ser rees-



45

ai1 a12 a13 ce A1p e G1n
a21 a22 a23 o a2p o a2n
a31 a32 a33 o a3p o a3n
d@t(A) = k cQr1 k ) k © Q3 e k : arp e k * Qpn . (41)
Qr1 Qr2 Qr3 e Qrp ce Qrn
Gn1 an2 an3 o Anp o Ann

Agora aplicaremos a propriedade 5 no segundo membro de (4.1), obtendo:

a1 a2 aiz -+ Aip vt Qi
a1 Q22 A23 - Q2p a2n
azy a3z asz - agzp a3n
det(A) =k- Qr1 ar2 ar3 e Qpp Qprp . (42)
Qry  QAr2  Qp3 - Qpp  c Opp
an1 Qap2 Gp3 - Anp Ann

Como o determinante no segundo membro de (4.2) possui duas filas paralelas iguais,
pela propriedade 3, temos:
det(A) = k-0, ou seja, det(A) = 0.

A demonstracao seria andloga se tivéssemos duas colunas proporcionais.
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Propriedade 8

Seja A uma matriz quadrada de ordem n, onde os elementos da i-ésima linha sao

da forma:

aip = bi+ei
aipp = bip+cio
a3z = b3+
Qip = bip + Cip
Aip, = bln + Cin-
Isto é, a matriz A é dada por:
a1 a12 a13 e G1p e Q1n
a21 a22 a23 T a2p T A2n
a3 a32 a33 s a3p s a3n
A =
bin+cin bio4ci2 biztciz - biptcp 0 bintcin
Qan1 an2 an3 T Anp T QAnn

Entao:
det(A) = det(A’) + det(A”).

Onde A4’ é a matriz obtida de A, substituindo-se os elementos a;, da i-ésima linha
pelo elementos b;, com 1 < p < ne A” é a matriz que se obtém a partir de A4, substituindo-
se os elementos a;, da i-ésima linha pelo elementos ¢;, com 1 <p <n.

Demonstragao:

Dessa forma o determinante da matriz A serd:
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ail a12 a13 to Q1p to A1n
a21 a22 a23 ce a2p T 57
asi a3z ass s asp cee a3n
det(A) =
bip+ecin bigt+cia bist+es o0 biptcp o0 bintcin
an1 an2 Gn3 e Gnp e Apn

= Z (_1) A1) A2j(2)A3j(s) Aijip) Anginy -

jepP
Como Wijiyy = Dijeyy F Cijpy s podemos reescrever o somatorio da seguinte forma:
det(A) = 3 (=1)"au;,, 20,350 (bU@) + cmp)) njen)
JEP
= Z (=1)*a150y @202 @35y~ bijyy *** A
JjeEP
+ Z (_1) A1y A2j(2) B35 3, Cijip Anjipny-
jEP
Com isso:
aip a2 @3 -+ Aip 0 Gln a1 a2 aiz -+ Qip - Qln
21 Q22 A23 -+ A2p ccc (2p a1 Q22 Q23 -+ Agp ccc do2p
asy asz asz -+ A3p - A3n asy azz azz -+ A3p - A3n
det(A): P “ e PR “ e .. o —|—
bzl b12 blS bzp bzn Ci1 Ci2 Ci3 Cip Cin
Gn1 Ap2 Gp3 - Anp Ann an1  QAp2 Gp3 - Anp Ann

Propriedade 9

Teorema de Jacobi
O Teorema de Jacobi garante que o determinante de uma matriz quadrada A nao
altera de valor quando adicionamos a uma fila de A uma outra fila (linha ou coluna)

paralela, previamente multiplicada por uma constante.



Observagao

Este Teorema é bastante importante, pois utilizando-se dele podemos introduzir ze-
ros em uma fila de uma matriz e assim facilitar o calculo do determinante pelo Teorema

de Laplace e outros métodos de condensacao, os quais veremos mais adiante.

Demonstragao:

De fato, seja:

a11
@21

az1

Qr1

an1

uma matriz de ordem n, de tal forma que ao adicionarmos a i-ésima linha a r-ésima

linha multiplicada pela constante k, com 1 < i,r < n, iremos obter uma matriz A’, tal

que det(A) = det(A’), veja:

Figura 4.1: Jacobi

a12
a22

a32

Qr2

An2

a13

a23

ass

a;3

ar3

an3

alp
azp

asp

Anp

A1n
a2n

a3n

arn

a”ﬁ/’l
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det(A’) =

a11
a21

asi

ap +k-

Qr1

anl

Qr1

a12
a22

a32

aig +k-

Qr2

An2

ar2

a13
a23

a33

a3+ k-

ar3

an3

Gr3

alp
a2p

a3p

(Lip-l-k‘

Qrp

Qpp

Qrp

Q1n
a2n

a3n

a2n+k

Qrn

ann

Agora iremos aplicar a propriedade 8, adicao de determinantes, dai:

det(A’) = | aan

Por sua vez, sabemos pela propriedade 7 que:

Assim:

a2 a3
az2 az23
a32 ass
ai2 a;3
ar2 ar3
an2 an3

ai

21

a3
]{Z * Ap1

(€751

An1

azp

asp

Anp

Q12

22

a32
k- a2

Qr2

Qp2

asn

Qrn

Qnn

ais

a23

a33

]C'CLT?,

Qr3

An3

k-ar

alp

Q2p

asp
k- app,

Arp

Anp

k- ar2

an2

k-ars

A1n

Q2

A3n,

k- apm

a’T’TL

ann

k- arp

Anp

arn

a2n

a3n

k- arn

Arn

Ann
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det(A’) =

ail
a1

a31

Ar1

an1

a2

a2

a32

(075)

(7]

An2

@13

@23

a33

;3

Qr3

an3

alp
CLQp

agp

A1n
A2p,

A3n,

Qrn

a/nn

= det(A’) = det(A).

O

De modo anélogo, podemos provar esta propriedade tomando como referéncia duas

colunas quaisquer.

Exemplo 5) Considere a matriz A =

Sobre o determinante da matriz A, pode-se afirmar que:

a) éigual a (a +b).

b) é sempre positivo.

c) é divisivel por (a + 3b).

d) é multiplo de (2a + b).

Resolugao:

b
a
b

S o o 2

b

b
b
a

S| o o

b a

para todos a,b € N*e a # b.

Para determinar a alternativa correta iremos aplicar inicialmente o Teorema de

Jacobi. Para isso somaremos a primeira coluna todas as outras colunas, ou seja:

a
b
b
b

b
b
a
b

SN o 2 o

b
b
b
a

a+ 3b
a—+3b
a+ 3b
a+ 3b

b b
a b
b a
b b

b
b
.
a

Note que a primeira coluna é miltipla de (a+ 3b), entao aplicaremos a propriedade

5, e assim podemos escrever:
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b b b b
b b b b
= (a+3b) - :
a b a b
b a b a

b
a
b
b

— = =

a b
b a
b b
b b

Como o determinante desejado é multiplo de (a + 3b), concluimos que o mesmo é
divisivel por (a + 30b).

Portanto a alternativa correta é a letra “c”.

Exemplo 6) Considere as matrizes reais 3 x 3:

b c m n p
xy z |lel z y z
1 11 1 11

Se indicarmos por A e B, respectivamente, os determinantes dessas matrizes, o
a+m+1 b+n+1 c+p+1
determinante da matriz 1 1 1 é igual a:
2z 2y 2z
a) —2A — 2B.
b) 2A+2B — 1.
c) 2A+2B.
d) —2A-2B —1.
e) 2A—-2B — 1.

Resolucgao:

Inicialmente, aplicaremos a propriedade 9 (Teorema de Jacobi). Para isso, iremos

subtrair a 1¢ linha da 2% linha.

a+m+1 b+n+1 c+p+1 a+m b+n c+p
1 1 1 = 1 1 1
2z 2y 2z 2x 2y 2z



52

Agora, aplicaremos a propriedade 8 no segundo membro, a fim de desmembra-la.

Observe:

a+m+1 b+n+1 c+p+1 a b c m n o p
1 1 1 =1 1 1|+ 1 1 1

2z 2y 2z 2v 2y 2z 2v 2y 2z

Agora aplicaremos a propriedade 2, onde ao permutar a 2% e 3* linha entre si, de

cada uma dos determinantes do segundo membro, os mesmos trocarao de sinal, ou seja:

a+m+1 b+n+1 c+p+1 a b c m n p
1 1 1 =—2z 2y 2z|—|2x 2y 2z|
2x 2y 2z 1 1 1 1 1 1

Note que a segunda linha dos determinantes obtidos no segundo membro sao mul-

tiplas de 2, e pela propriedade 5 podemos escrever:

a+m+1 b+n+1 c+p+1 a b c m n p
1 1 1 =2z y z|—-2|x y z
2x 2y 2z 111 1 11

a b c m n p
Como, |z y z|=Ae|lx y z|=DB,entao o determinante desejado ¢é igual a:

1 11 1 11

a+m+1 b+n+1 c+p+1
1 1 1 = —2A - 2B.

2x 2y 2z

Portanto, a alternativa correta é a letra “a”.
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Definicao 3

Para verificarmos propriedade abaixo, diremos doravante que uma matriz A qua-
drada de ordem n, é triangular inferior se e somente se para todo ¢ > j, a;; = 0.
Por outro lado, denominaremos de matriz triangular superior se e somente se para

todo i > 7, a;; = 0.

Propriedade 10
O determinante de uma matriz triangular inferior (ou superior) é igual ao produto
dos elementos da diagonal principal, também chamado de termo principal do determi-

nante.
Demonstragao:

Para demonstrarmos que o determinante de uma matriz triangular inferior de ordem
n € igual ao produto dos elementos da diagonal principal, tomaremos como base a

definicao do determinante de uma matriz A de ordem n:

det(A) = - (=1) avj, a2, 354 -+ Qiji,, -+ Anj, -
jEP

Sabemos que o determinante de uma matriz quadrada de ordem n é igual ao soma-
tério de todos os produtos distintos possiveis de n fatores tomados nos n? elementos
da matriz, escolhidos de tal forma que em cada um desses produtos tenha exatamente
um fator de cada linha e de cada coluna e que seja associado a cada um dos produtos
o sinal positivo ou negativo. Garantindo dessa forma que todo produto diferente da
diagonal principal ajia22a33 - - - app - - - any tenha pelo menos um termo com ¢ < j cujo
valor ¢ igual a;; = 0, portanto A1) A2y A3jgs) * " Vi Onjy = 0.

Dessa forma, o determinante de uma matriz triangular inferior qualquer ficara res-

trito ao produto dos elementos da diagonal principal.
d@t(A) = Q11Q920Q33 * * * Clpp Ay -
U

De modo analogo, podemos demonstrar que o determinante de uma matriz trian-

gular superior é igual ao produto dos elementos da diagonal principal.
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Exemplo 7) Mostre que

1 1 1 1 - 1
1 ar+1 1 1 - 1
1 1 a+1 1 .- 1 =a1-Ay-a3- ... Qp.
1 1 1 1 - ap+1
Resolugao:

Inicialmente aplicaremos o Teorema de Jacobi, onde iremos subtrair a 2%, a 3%, até

a n-ésima linha da 1% linha, de modo a obtermos:

1 1 1 1 1 1 1 1
1 a1 +1 1 r .- 1 0O a 0 O
1 1 (Ig—l—l 1 1 = 0 asg 0
1 1 1 - ay+1 o o0 0 0 - a,

Como a matriz obtida é triangular superior, aplicaremos a propriedade 10, a qual diz
que o determinante de uma matriz triangular superior é igual ao produto dos elementos

de sua diagonal principal, assim:

1 1 1 1 1 1

1 a+1 1 1 - 1 a O

1 1 CL2+1 1 1 =| 0 0 a9 0 0 = a1-a2°az-. .. Qy.
1 1 1 1 - a,+1 o o o0 0 - a,
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Propriedade 11

Teorema de Binet

O determinante de um produto de matrizes quadradas de mesma ordem é o produto

dos seus determinantes, ou seja, sendo A e B matrizes quadradas de ordem n, entao:
det(A - B) = det(A) - det(B).

Demonstragao:
Sejam A = (a;;), B = (bjj) e C = A- B = (¢;;) matrizes de ordem n, assim os

elementos da matriz C' sdo da forma:

Zcij:aik‘bkj (i,j:1,2,3,..-,n)
k=1

Dessa forma,

n n n
Do Gkybrr DD Gikbrye 0 DD @ik, b
k=1 kg1 fep=1
- ) .
n n n
Z anlﬂbkll Z ank2bk22 Z anknbknn
ki=1 ko=1 kn=1
Com isso,
n n n
D Gk bey YD Gikybeyy o D0 ik, ks
k=1 ka=1 k=1
det(A - B) = det(C) = det
n n n
D0 Qnkybkt D0 Gnkybiz o DD Gk brgn
k=1 ka—=1 k=1
Dai:
a1k1bk11 a1kzbk22 alknbknn

det(A-B):zn:zn:---zn:det

ki=1ka=1  kn=1
" Ay Okl Qrkeybioz -+ Qi bkn
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n A1y Alkgy - A1k,

det(A-B)= Y babrya. . bey - det

ki,k2, kn
( n) Anky Qpky  *°° Qpk,

Note que, se tivermos k; = k; com ¢ e j variando de 1 até n, o determinante da
referida parcela do somatério sera igual a zero pois teremos filas paralelas proporcio-
nais e iguais. Por isso tomaremos apenas as permutagoes de (ky, ko, ks, ..., k,) que

denotaremos por P e t representara o nimero de inversoes da permutacao tomada.

A1k, A1k, -+ Qig,

det(A- B) = Z(—l)tbk11bk22 oo by - det

P
Qnpky Anky  *°°  Qpk,

Como

> (=1)'bg,1brya - - by, = det(B).

P
Logo, concluimos que
Alky  Alky  ~° Glk,
det(A-B) = (=1)'bp1bryz - - bpyn-det | Lo = det(B)-det(A).
P ankl ank’g e ank’n
Ou seja,
det(A - B) = det(A) - det(B).
O
Definicao 4

Matriz Identidade:

Denominamos de matriz identidade (ou matriz unidade) a matriz quadrada I, =

(@ij)nxn tal que
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1 ; se 1=17]. .
a;; = vV i,5€{1,2,3,....,n
! { -1 ; se 1#]. Jed J

Veja alguns exemplos de matriz identidade.

10
a) I, =
P
100
b)Iz=10 1 0
0 01
1000
0100
c) Iy =
=10 01 0
0 001
Observacao:

Note que toda matriz Identidade I é uma matriz triangular, consequentemente seu
determinante serd igual ao produto dos elementos da diagonal principal e como todos

os elementos da diagonal principal sdo iguais a 1, entao det(I) = 1.
Definicao 5

Matriz Inversa:
Seja A uma matriz quadrada de ordem n. Se det(A) # 0, entao existe uma matriz

B também quadrada e de ordem n, tal que a seguinte relacao seja satisfeita:
A= B =1, (I é amatriz identidade).

A matriz B é chamada de matriz inversa de A e representada por A7L.

Logo, temos:
A A=A A=1,.

Observe que a operacao de multiplicacdo com a matriz inversa é comutativa.

Se det(A) = 0, dizemos que a matriz A é nao-inversivel ou singular.
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Exemplo 8) A ¢ uma matriz quadrada de ordem 2 e det(A) = 7. Nessas condigoes,
determine osvalores de det(3A) e det(A™).

Resolucao:

Ora, pela propriedade 6, sabemos que dada uma matriz quadrada A de ordem n e

k um ntimero escalar, entao det(k) = k™ - det(A).

Assim, se A é uma matriz quadrada de ordem 2 e det(A) = 7, logo det(3A), serd

det(3A) = 3% - det(A)
det(34)=9-7
det(34) = 63.

Agora para determinar o valor de det(A™1), devemos lembrar que se det(A) # 0,

entao:

A A =1 (4.3)

Calculando o determinante em ambos os membros de (4.3), obteremos

det(A- A™Y) = det(I). (4.4)

Agora, aplicaremos o teorema de Binet no primeiro membro de (4.4), assim

det(A) - det(A™) = det(I). (4.5)

Substituindo det(A) e det(I) respectivamente por 7 e 1 em (4), teremos
7-det(A7') =1.
Dividindo ambos os membros por 7, ficaremos com

det(A™1) =

1
=



Capitulo 5

Métodos de Condensacao dos

determinantes

Neste capitulo, estudaremos alguns métodos e regras de condensacao ou abaixa-
mento de ordem de um determinante, os quais possibilitam uma reducao do niimero de
operacoes, gerando consequentemente um ganho de tempo para a realizacao do célculo
dos determinantes.

De modo técnico, o abaixamento de ordem de um determinante D de uma matriz
de ordem n consiste em achar um determinante D’, de ordem menor que n, cujo valor

numérico seja igual ao inicial.

5.1 Teorema de Laplace

Figura 5.1: Laplace

A demonstracao que desenvolveremos é referente ao Teorema de Laplace e possi-
bilitard ao leitor o entendimento de forma construtiva da defini¢ao do menor comple-
mentar e cofator. Sendo assim exposto de modo diferente do que encontramos nos
livros didaticos de ensino médio disponiveis na literatura brasileira e até mesmo em
livros de algebra linear, que apresentam o teorema de forma repentina, sem nenhuma

demonstracao, mostrando-os como ferramentas milagrosas aos olhos dos professores e

29
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estudantes capazes de denotar a formula mnemonica do teorema de Laplace utilizada
para o calculo dos determinantes, que, por sua vez, também é dada sem nenhuma
demonstracao.

Entao, para conseguir mostrar o processo que levou a criagao do menor comple-
mentar e cofator, e suas defini¢coes, desenvolveremos a férmula de obtencao do deter-
minante de matrizes quadradas de ordem n > 2, chamada de Teorema de Laplace.

Para isso, tomaremos uma matriz quadrada arbitraria A de ordem n > 2, indicada por

aip Q2 -+ Qin
Q21 Q22 - A2p
A= , de tal forma que seu determinante é expresso por:
i1 Qg Qin
Ap1 Gp2 - Adnpp
aix G2 - Qin
Q21 Q22 -+ Q2p
det (A) = det
i1 G2 Qi
Ap1 QAp2 - Qpp

Entao, ao somar n — 1 parcelas iguais a zero a cada um dos elementos da i-ésima
linha, o determinante da matriz A nao sera alterado e assim podemos reescreve-lo da

seguinte forma:

aii a2 A1n

a21 22 Aon

det (A) = det ' ' ' '
ap;+0+...40 04+ap+0+...40 -+ O0+4+...404+ a;,

(07951 (07%%)) Ann

Apoés o procedimento acima, aplicaremos a propriedade 8 demonstrada no capitulo
anterior. Com isso, o determinante dado pode ser decomposto como a soma de n

determinantes, como mostraremos a seguir:
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air a2 -+ QAln air a2 -+ Qln a1 Q12 -+ Qin
a1 a2z azn a1 a22 a2n a1 a2z aszn
det = det + det 4
a1 G2 - Qin a0 - 0 0 ap - o
an1 an?2 ce Ann an1 An2 ce Ann an1 an2 e Ann
a1 a2 - Qin
as1 Q22 - A2n
.- +det
0 0 QAin
an1 an?2 e QAnn

Note que no segundo membro, a i-ésima linha do primeiro determinante é multipla
de a;;, de modo que a i-ésima linha do segundo determinante ¢ multipla de a;o, da
mesma maneira que a i-ésima linha do terceiro determinante é multipla de a;3, e assim
sucessivamente até a i-ésima linha do n-ésimo determinante que é miltipla de a;,.

Com isso, sobre a i-ésima linha dos determinantes mencionados anteriormente, apli-
caremos a propriedade 5 demonstrada no capitulo anterior deste trabalho, e assim

podemos reescrever os determinantes abaixo da seguinte forma:

a1 aiz - Qin ailr a1z -+ Qin a1 aiz -+ Qin
az1  az22 - a2n az; a2 - aan a1 Q22 - aan

det = a;1-det +a;o-det +- -
ail a2 Qin 1 0 0 0 1 o)

anl1  QGn2 to Ann anl Qn2 s Ann Anl  Gn2 e Ann
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aii ai2 e Ain
a1 az2 Tt azn
-+ aip - det
0 0 1
an1 QAp2 - Ann

Portanto (%) det(A) = ) a;; - D;;j sendo
j=1

apip Q2 - Ay 0 Qip
Q21 Q22 -+ Qg5 --- Qop
D;; = det ' ‘ ' ‘ , veja que toda linha i é igual a zero,
0 o -~ 1 -+ 0
Qp1 Gp2 - Apj - Qdpp

exceto na coluna j em que seu elemento ¢é igual a 1.

Agora em relagao a D;; vamos deslocar a i-ésima linha para a primeira linha. No
entanto nao podemos simplesmente trocar a linha ¢ pela linha 1 porque isso desordena
o resto da matriz em relagao a distribuicao das linhas, entao faremos os seguintes
procedimentos.

Trocaremos a linha ¢ com a linha ¢ — 1, depois com a linha ¢ — 2 e assim suces-
sivamente até chegar a primeira linha. Nesse processo permutamos as linhas (i — 1)
vezes, e como sabemos pela propriedade 2 vista no capitulo 3, a qual indica que ao
trocar de posicao duas filas paralelas o determinante inicial muda de sinal, ou seja, é
multiplicado por (—1) e como faremos (i — 1) permutagoes de posi¢oes entre as linhas,

o novo determinante ficard multiplicado por (i — 1)fatores de (—1) ou (—1)""!, dai:

0 0 1 0
@11 Q2 -+ Ay o Qip
o Q21 Qg2 -+ Qg5 -+ Q2p
Dy = (—1)""" - det
Qp1 Qp2 " Qpj - App

Agora faremos um processo analogo, em relacao a coluna j, pois levaremos esta
para a primeira coluna. Para isso, faremos (j — 1) transposicoes entre colunas. Com

isso, o determinante ficard multiplicado por (—1)77!, daf:
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1 0 0o -- 0
@15 Al Az - Q1n
i1 i1 Qg5 Q21 Q22 - Q2n
Dy = (—1)7" - (=17 - det
Qpj Qp1 Ap2 - Apn

Como (—1)71 - (=171 = (=1)7H~1 = (—1)=2 = LUZL = (—1)™, entdo

podemos escrever:

1 0 0o --- 0
a1; A a2 - Q1n
L Q25 Q21 Q22 - ** A2n
D = (—1)"" - det (%)
Qpj Ap1 Ap2 - QAnn
aix G2 - A1pn
Q21 Az - A2n,

Agora mostraremos que o determinante det : : : =

a a .. a
nl n2 nn (n—1)x (n—1)

M;; obtido ao suprimir a linha i e a coluna j da matriz inicial A é igual ao determinante

1 0 o - 0
Q15 Q11 QA2 - A1n
Qg5 A21 Q22 - Q2n,
det
Qpj Gp1 Ap2 - Qpn

nxn

E importante salientar que o determinante M;; ¢ chamado de menor complementar
do elemento a;; da matriz quadrada A de ordem n > 2.

Para mostrar tal igualdade, devemos lembrar a definicao do determinante, segundo
a qual, o determinante de uma matriz quadrada de ordem n é igual ao somatério de

todos os produtos distintos possiveis de n fatores tomados nos n? elementos da matriz,
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escolhidos de tal forma que em cada um desses produtos haja exatamente um fator
de cada linha e de cada coluna e que seja associado a cada um dos produtos o sinal
positivo ou negativo de acordo com o nimero de inversos.

Com isso, garantimos que em todos os produtos a; 10,2 * - - @, » A0S quais a; 1 7#
a1, serao iguais a zero, pois todos os elementos da primeira linha sao iguais a zero,

exceto aj; = 1.

Portanto,
1 0 0 0
ay; an aiz - Q1n
Qg; A21 QA2 - a2
det ! " = > o(—=1D)tay;, asj. az;. - an;
: : : : jep 1i(1)%25(2) ©33(3) J(n)
Qpj Gp1  Ap2 Apn

= ZjeP(_l)tallan@) A3jz) " Anjyy -

Como a7 € uma constante, podemos retira-la do somatorio, dai:

1 0 o --- 0
ai; ainx Qi - Q1n
Qg5 A21 A22 - Q2n,
det ’ = a1 .cp(—1) ag;, azj., - an;
: : : : 11 jepP 25(2)"33(3) J(n)
Apj Ap1 QAp2 " Qnpn

= L- Z (_l)ta2j(2) A3jzy " " Angp)
JjeP

Logo, por (x):

Dy = (_1)i+j - M.

1]

Ressaltamos que a expressao
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ailz aig - A1n
ag1 Qg2 - A2p,

(—].)H_] . det = (-1)i+j . Mij7
Ap1 Ap2 - Ann

(n—1)x(n-1)

¢ denominada de cofator do elemento a,; da matriz A e indicaremos por Cj;.

Com isso, o determinante da matriz quadrada A em relacao a linha 7 é igual a:

n n

det(A) = Zaij Dy = Z aij - Cij.

Jj=1 Jj=1

Deixamos claro ao leitor que essa demonstragao pode ser realizada de modo analogo
em relacao a qualquer coluna j da matriz inicial A.

Assim, a tultima férmula obtida é denominada de Teorema de Laplace ou Teorema
da expansao dos cofatores, cuja definicao é:

O determinante de uma matriz quadrada A, de ordem n > 2, é igual a soma dos
produtos dos elementos de uma fila (linha ou coluna) por seus respectivos cofatores.

Isto é,

i) Se escolhermos a linha ¢ da matriz A, entao:
det(A) = Q;1 * Cil + a;o * CiZ + ;3 - 02'3 + ...+ aijC’ij + ...+ Qin * Om
ii) Se escolhermos a coluna j da matriz A, entdo:

d@t(A) =ay; - Clj + agj - ng + as; - C3j + ..+ aijC’ij + ...+ Qpj * an.

3 1 2 =2
: . 020 )
Exemplo 1) Calcule o determinante da matriz M = 04 1 através do
013 3

teorema de Laplace.
Resolucao:

Para determinar o det(M), escolheremos a coluna j = 1, pois esta possui um maior

numero de zeros.
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det(M) = Z (0750 Cil
i=1

= aj-Ch+ag -Co +az - Cs +aq - Cny
= 3-Ciu+0-Co1 +0-C5 +0-Cqy

= 3.011
2 0 4
= 3. (-4 1 =2
13 3
= 3.1-(62)
= 186.

Portanto, det(M) = 186.

5.2 Meétodo de Chid

Figura 5.2: Felice Chi6

A regra de Chi6 é um procedimento pratico para rebaixar a ordem de uma matriz
D de ordem n, com n > 2, que possui um elemento a,s = 1 (caso nao exista, um
elemento igual a 1, obteremos o mesmo aplicando as propriedades anteriormente de-
monstradas), sem alterar o valor de seu determinante. A reducao é obtida suprimindo
a linha r e coluna s, e, de cada elemento restante da matriz, subtraimos o produto dos
elementos que se encontram nas “extremidades das perpendiculares” tracadas a partir
dele, em relacao a linha r e a coluna s, de tal forma que, o determinante inicial seja

igual ao determinante condensado da matriz de ordem (n—1) multiplicado por (—1)"**.

Demonstragao:
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Seja D um determinantes de ordem n, com n > 2 que possui um elemento a,; = 1

como descrito abaixo:

@11 a2 @13 - Qs . Qi
Q21 Qg2 Q23 -+ Q25 -+ (Q2n
31 dAdgz Q33 -+ A3s - A3n
D =
Ar1 Apy Qpg - 1 e (0799
Ap1 Ap2 Qp3z - Apg " Apn
NG -~ 7
ordem n

Agora aplicaremos o Teorema de Jacobi da seguinte forma:

1) fixaremos & s-ésima coluna do determinante.;
2) adicionaremos a primeira coluna, a s-ésima coluna multiplicada por —a,;
3)
)

4) adicionaremos a terceira coluna, a s-ésima coluna multiplicada por —a,3.

adicionaremos a segunda coluna, a s-ésima coluna multiplicada por —a,s;

O processo serd repetido até a n-ésima coluna, exceto para coluna s. Assim o

determinante D da seguinte serd reescrito da forma a seguir:

Q11 — Qp1 * A1 Q12 — Ap2 - A1s A13 — Ap3 " Q1 °° A1s **°  A1p — App * A1s

A21 — Qp1 Q25 Q22 — Ap2 - A2g  A23 — Ap3 " Q25 " A2g - Aop — App * A2s

a3zl — Qpy - 35 Q32 — Ap3 - Q35 A33 — Ap3 *A3s -+ A3s **°  A3p — Qpp * A3
D =

arl_arl'l ar2_ar2'1 a'7“3_af7°3'1 1 arn_arn'l
Apl — Qp1 * Qpg Ap2 — Qp2 * Qpg Ap3 — Qp3 * Apg  * s " Anpn — Qpp * Qpg
Dali,

a1l — Qp1 - Qs a12 — Ar2 * A1s a13 — Qr3 * Q15 e s -+ A1n — Qpp * Q15

(21 — Qp1 - A2s Q22 — Ayp2 - A2s  A23 — Ap3 " Q25 " A2s - Agp — Upp ° A2s

@31 — Qp1 *A3s Q32 — Ap3 * A3g  A33 — Ap3 - A3s - A3g -  A3p — App ° A3s
D =

0 0 0 1 0
Apl — Qp1 * Qpg Ap2 — Q2 * Qpg Ap3 — Qp3 * Apg  * s -+ Anpn — Qpp * Qpg
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Agora, aplicaremos o Teorema de Laplace, tomando como referéncia a r-ésima linha,

ou seja,

D:a'rl'Crl+ar2'Cr2+ar3'Cr3+--~+ars'0rs+~-+a7’n'Crn-

Como todos os elemento da linha r sao nulos, exceto a,, = 1, entao,

D = Qrs Crs
D =C,s.

Dali,

11 — Qp1 - Q15 Q12 — Ap2 * Q15 Q13 — A3 * A1 Q1p — Qrp * A1s
A21 — Gp1 - Q25  A22 — Qp2 * A2s  A23 — Ay3 * A2s A2p — Qpp * A2s
. r+s
D= (_1) | 31 — Qp1 Q35 Q32 — Qp3 - A3s  A33 — Ar3 * A3 A3n — Qpp * A3s |-
Gp1 — Qr1 * Qps Ap2 — Ap2 * Aps  Ap3 — A3 * Apg Qnpn Qrp, * Qps
A -~ 7
ordem n—1
[l
3 1 2 =2
_ , 020 4 )
Exemplo 2) Calcule o determinante da matriz M = através da
0 41 —
013 3

regra de Chid.

Resolugao:

Para determinar o det(M), aplicaremos a regra de Chié em relagdo ao elemento

asz — 1. Veja:
31 2 =2
020 4
det(M) =
041 -2
013 3

3-0
det(M) = (=1*P-10-0-0 2—4-0 4—(-2)-
0-0

-7 2
2 4 |=186.
=11 9
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5.3 Método de Hoiiel

Figura 5.3: Guillaume Jules Hoiiel

A Regra de Hoiiel consiste em transformar o determinante de uma matriz quadrada
A de ordem n > 2 com a;; # 0 no produto do inverso da poténcia do elemento aq;

cujo expoente sera igual a ordem da matriz inicial transformada menos duas unidades

(anln#) pelo determinante da matriz reduzida A; cuja ordem é n — 1 e seus elementos
b;j sao determinantes de ordem 2, da seguinte forma:

Primeira Linha

bi1 = ai1 - ax — a - a2
bio = a11 - agz — ag - a3
bia = ai1 - agy — ag1 - a1g

bl,n—l = Q11 * G2p, — Q21 * Q1p-

Segunda linha
bay = a1 - aze — azy - aio

bao = a1 - aszz — azy - ais
bas = all - asq — azy - ara

bZ,n—l = Q11 G3p, — G31 * A1n-
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Terceira linha

b31 = a1 - Q42 — Q41 " A12
bsa = a1 - as3 — a1 - a3

b3z = ai1 - Q4 — Qa1 - Q14

b3,n—1 = Q11 * Q4p — Q41 * Q1n-

O processo devera ser repetido para as demais linhas até a ultima linha de Ay,

ficando com:

bn—1,1 = a1 - Gp2 — Gp1 - A12
bn—1,2 = Q11 * Gp3 — Ap1 - A13

bn71,3 = Q11 * Qpg — Qp1 - Q14

bn—l,n—l = a11 * Qpp — Ap1 ° A1p-

Assim, o determinante da matriz inicial A pode ser reduzido no determinante da

matriz A; abaixo:

a1 a2 @3 Qa4 - Qip b11 b12 b13 b14 ce bl,n—l

G21 A22 G23 Q24 -+ Q2pn 1 bo1 bao ba3 ba4 ce b2,n71

as1 azz azz aga - azp |= | ———5 | | b b2 bss bga -+ bgno
a1

Gpl Ap2 Gp3 Qap4a - Gpn bn71,1 bn71,2 bn71,3 bn71,4 ce bnfl,nfl

Ou ainda,



5.3 Método de Hotiel 71

a1; a2 ajp as a1 Qg o @11 Qin
G21 (22 21 (23 21 Q24 21  G2n
a11 Q12 aj; as a1 Qg o @11 Qip
1 az1 as2 az1 as3 az1 34 az1  G3n
o (55
allan
a1 a12 aix a3 aix Q14 o a1 Qi
A41 Q42 ay1 Q43 a41 Q44 G41  Q4n
aix a2 aix a3 a1 Q14 o 11 Gip
ap1  Ap2 ap1 Qap3 ap1 Ang ap1  Ann

Demonstracao:

Como sabemos, é possivel calcular o determinante de uma matriz de qualquer ordem
através do teorema de Laplace. Entretanto, a medida que a ordem da matriz aumenta, a
dicifuldade computacional para resolver tais determinantes aumenta. Veja por exemplo
que, em um determinante de uma matriz de ordem n, ao ser resolvido por Laplace,
precisamos calcular n determinantes de ordem n — 1, e, para cada cada um deles,
deveremos determinar n — 1 determinantes de ordem n — 2, da mesma forma que, para
cada um destes, necessitamos calcular n — 2 determinantes de ordem n — 3 e assim por
diante, até obtermos uma matriz de ordem menor ou igual a 3.

Entrento, para evitar o calculo sucessivos de varios determinantes na resolugao por
Laplace e assim diminuir sua dificuldade de obtencao, utilizamos o mesmo associado ao
Teorema de Jacobi, a fim de obtermos o maior nimero de zeros em uma fila, tornando
o processo de resolugao mais rapido.

Assim como os outros métodos citados, o método de Hoiiel é uma regra de con-
densacao. Razao por que partiremos do mesmo principio facilitador usado no Teorema
de Laplace, onde aplicamos o Teorema de Jacobi a fim de acrescentar zeros a uma
fila, e, em seguida, desenvolveremos o Teorema de Laplace, pois assim a ordem do
determinante ficard condensada.

A titulo de exemplo, tomemos um determinate D de ordem n, como o descrito

abaixo:
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a1 Aaig
Q21 A22
a3r  as2
An1  Ap2

ais
az3

a33

an3

aiq
a4

34

Qn4

A1n
Q2n,

a3n

ann

Para desenvolver a regra de Hoiiel, fixaremos a primeira

caremos o Teorema de Jacobi, da seguinte forma:

coluna e em seguida apli-

1) subtrairemos a segunda coluna do correspondente da primeira coluna multiplicado

Q12
por —j;
a1

2) subtrairemos a terceira coluna do correspondente da primeira coluna multiplicado

a13
por —j;
11

3) subtrairemos a quarta coluna do correspondente da primeira coluna multiplicado

Q14
por —.
a11

E assim sucessivamente, até a n-ésima coluna, veja:

11 Q12 —aii -

Q21 Q22 — A21 -
D = azy Qazz — a3y -

An1 Ap2 — QAp1 *

Simplificando

a1 0

Q21 Q22 — Q21 *
D=|as az —ag -

An1 Ap2 — Qpt

Q12
a1
a12
a11
a12

a1

12

11

12
ai
12

a1

12

a11

@13 — aiq -
Q23 — Q21 *
a3z — a3y -
An3 — Qp1 *

os elementos teremos

0
Q23 — Q21 *
a33 — asy -
ap3 — Qpt

a13

a11
13

a11
a13

a1

a13
ail

13
ay
a3

a1

ais

ai

aiqg — aa -
agq — Q21 °
a34 — a3zy *
Gp4 — QApy *
0
Q24 — Q21 *
a34 — a3y *
Ap4 — Apa

A14

ail
aiq

ail
14

ai

Q14
aii

a4
ay
a14

a1

Q14

ai

A1n

aip —QA11° —
a11

in

Aop — Q21 ° —
a11

In

a3p — a31° ——
a1

A1n
App — Qp1 © ——
ai

0

A1n

Qop — Q21 ° ——
a1

1n

a3p — 31—
a1

A1n
App — Qp1 © ——
ail

Agora multiplicaremos todas as colunas a partir da segunda coluna por ai;.

entanto, para nao alterar o valor do determinante inicial, devemos multiplica-lo

alln_l

por
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1
ai”

az21

asi

An1

ail - a2 — az21

ail - agz — asy *

a11 - AGn2 — Gp1 * Q12

s a2 ail - a23 — azi - ais

a2 ail - az3z — asy *

ai1 - An3 — Gn1 * @13

a13 ail - az4 — asy

ail - a24 — azi1 - ai4

aiq

@11 * Qn4 — Gnl1 * Q14

ail - G2n — @21 * Aln

ail - a3n — @31 * Aln

@11 * Gnn — Anl - Aln

Agora aplicaremos o Teorema de Laplace, tomando como referéncia a primeira linha,

ou seja,

D —

a1

1
—— (a1 - Cuutaz-Crz+ a1z Ciz+ars - Cra+ -+ + arp - Cy).

Como a3 = a13 = a4 = - -+ = a1, = 0, entao o determinante ficara igual a

Dai,

Simplificando a

remeos:

-alln

an""

;)

D=

ail - a22 —azy - ai2

ail - @32 — azl - ai2

a1l - AGn2 — Gnpl @12

1

allnfl

a1l + a3 — a21 * 13

ail - asz — asi -

a11 - AGn3 — Gnpl1 Q13

: (a11 : C'11)-

a3 ail - az4 — asy -

a1l - az4 — @21 * A14

aiq

a11 * An4 — Anl - A14

a1l - A2n — G21 * Aln

a1l - A3n — @31 * A1n

a11 * Anun — Anl * Aln

expressao e reescrevendo o determinante no formato desejado, te-

ai

a1

ail

a31

ai

a41

ail

an1

ai2

a2

as2

ai2

a42

ai2

an2

ail

a1

aii

a31

ail

a41

aii

an1

ais

az3

ass3

ais

a43

ais

an3

aii

asi

aii

a41

ail

an1

aiq

a24

a34

aiq

a44

aiq

An4g

ail

a1

a31

ail

a41

ail

an1

A1in

az2n

Ain

a3n

Ain

A4n

A1n

Ann
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Exemplo 3) Calcule o determinante da matriz M =

o O O W
w = O N

— R N

regra de Hotiel.
Resolucgao:

Para determinar o det(M), aplicaremos a regra de Hoiiel. Veja:

31 3 2 3 =2
0 2 0 0 0 4

| 3 1] |3 2| |3 -2
det(M) — (_342). S B e B

31 3 2 3 =2
01 0 3 0 3

Portanto, det(M) = 186.

através da



Capitulo 6

Aplicacao direta das Propriedades

dos Determinantes

6.1 Determinante de Vandermonde

Chamamos de matriz de Vandermonde, ou das Poténcias, toda matriz quadrada de

ordem n > 2, com a seguinte forma:

1 1 1 e 1
aq a9 as cee (07%
2 2 2 2
ay 3 az -0 Gy
n—2 n—2 n—2 n—2
a; ) a3 Gy
n—1 n—1 n—1 n—1
| &1 Qg a3 n

Note que cada coluna dessa matriz é formada por poténcias de mesma base com
expoentes inteiros, que variam de 0 até n—1, de modo que em cada coluna os elementos
formam uma progressao geométrica cujo primeiro elemento é sempre igual a 1.

Os elementos aq, as,as, - - ,a, da segunda linha sao chamados de elementos carac-

teristicos da matriz.
Prova-se que o determinante de Vandermonde pode ser obtido multiplicando-se

todas as diferencas possiveis entre os elementos caracteristicos (a; —a;) com a condi¢ao

de que j > 1, ou seja:

75
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V= H (CL]‘ —CZZ‘).

1<i<j<n

Observacao:

Como o determinante de Vandermonde é obtido multiplicando-se todas as diferencas
possiveis (a; —a;) entre os elementos caracteristicos, com a condigao que j > i, podemos
concluir que se pelo menos dois dos elementos caracteristicos forem iguais entre si, o
determinante sera nulo, pois aparecera um zero no produto.

Demonstragao:

Para realizar a demonstragao deste fato, utilizaremos o principio da inducao finita
em n, que citamos no apéndice A deste trabalho. Assim, verificamos como base de

inducao, para n = 2, a veracidade deste fato. Veja:

1 1

ay as

= Q92 — A1.
Com isso, a determinante de Vandermonde ¢ vélido para n = 2.

Agora, suponhamos que a propriedade seja valida para uma matriz de ordem n — 1.

Vamos provar sua validade para uma matriz de ordem n, ou seja, para:

1 1 1 .- 1
ai az asg -+ Qn
A
(6.1)
a11172 (1372 ang .. CLZ_Q
a711—1 ag—l ag—l . az—l

Agora, aplicaremos o Teorema de Jacobi em (6.1) da seguinte forma:
1) adicionaremos a linha de indice n, a linha de indice n — 1 multiplicada por —a;.
2) adicionaremos a linha de indice n — 1, a linha de indice n — 2 multiplicada por —ajy.
3) adicionaremos a linha de indice n — 2, a linha de indice n — 3 multiplicada por —aj.

O processo sera repetido até a linha de indice 2, onde adicionaremos a mesma, a

linha de indice 1 multiplicada por —ay.
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Com isso, obteremos o determinante equivalente abaixo:
1 1 1 e 1
ay — az — 4y ag — a ap — a1
2 2 2 2 2
a] — ay Ay — a1 - Q2 as — ap - ag a, —ay-an
(6.2)
n—2 n—2 n—2 n—3 n—2 n—3 —2 -3
ay” " —aj ay ~—ap - ag a3 " —ap-a; ceeapTt —ay - ay
n—1 n—1 n—1 n—2 n—1 n—2 n—1 n—2
Reduzindo o determinante (6.2) a termos semelhantes, teremos
1 1 . 1
0 (ag — ay) (a3 —ay) (an — ay)
0 as-(ag—ay) as - (az — ay) ay - (an — ay) (6.3)

0 ag"?’- (ag — aq) a§’3- (a3 —ay) -+ ar>-(a, —ay)

(a, — ay)

0 ag_Q-(ag—al) a§_2-(a3—a1) - a

Aplicando o Teorema de Laplace na primeira coluna do determinante (6.3), teremos

(az —ay) (az —a1) (an — a)
as - (ay — ay) az- (a3 —ay) -+ an-(a, —ay)
B o) (o) o)
a§_2 (ag —ay) ag_Q (az—ay) -+ a"?(a, —a

(6.4)

Agora, em cada uma das colunas de (6.4), aplicaremos a propriedade 5 e assim

ficamos com
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1 1 ... 1
a9 as oo Qp,
(ag —ay) - (a3 —ay) - (ag —ay) ... (a, —ay)
ag—?p a131—3 L azf?)
ang agf2 . 0’2_2
A - J
V’

Como V7 é um determinante de Vandermonde de uma matriz de ordem n — 1,

concluimos, por hipétese de inducao, que

V= H (a; — a;).

2<i<j<n

Dessa forma, o determinante de Vandermonde é valido para toda matriz de ordem

n > 2, ou seja:

V= H (a; — a;).

1<i<j<n

Exemplo 1) Calcule o determinante de Vandermonde abaixo:

1 1 1 1
5 3 2 4
25 9 4 16|
125 27 8 64

Resolugao:

Ora se, o determinante dado é de Vandermonde, entao os elementos caracteristicos

sao a; = H, ag = 3, ag = 2 e a4 = 4, assim o determinante serd igual a:



6.2 Regra de Cramer 79

(a1 — as) - (a4 — az) - (as — a1) - (a3 — a2) - (a3 — a1) - (a2 — a1)

(4-2)-(4-3)-(4=5)-(2-3)-(2-5)-(3-5)
(2)- (1) (=1) - (=1) - (=3) - (-2)

= 12.

< < <<
[

6.2 Regra de Cramer

Figura 6.1: Gabriel Cramer

A demonstragao sobre a Regra de Cramer que utiliza como meio norteador as
propriedades dos determinantes vistas anteriormente é a mesma que fiz por muitos
anos em minhas aulas no ensino médio diante dos meus alunos e que geralmente nao
deixa duvidas na hora da sua construcao.

Através desta pesquisa, descobri que a mesma é utilizada em alguns livros escolares
americanos, cuja referéncias mais antiga que encontrei foi em Monthly, Vol. 60, n°3 |
pp. 186-187, The American Mathematical, 1953, de Whitford e Klamkin [16].

Consideremos um sistema de equacoes lineares com n equagoes e n incognitas, na

sua forma genérica:

a1 —+ a12T9 -+ a13%3 + ...+ aipnTy, = b1
A01T1 + A9oTo + Qo33 + ... + Aok, = b
as31T1 + Aze%o + as3Ts + ... + aspr, = bs
a1 T1 + ipTo + ai3T3 + ...+ apx, = b
Ap1T1 + Gp2X2 + Ap3T3 + ... + Ty, = bn
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Seja D o determinante da matriz formada pelos coeficientes das incégnitas (chamada

de matriz principal incompleta);

aix G2 G13 A4 - Qip

Q21 Q22 Ag23 A4 -+ Q2q

az1 Q32 a3z Az4 -+ A3p
D =

;1 Q2 Qi3 Qi ... Qip

Ap1 Ap2 Ap3 Qpg4 - Ann

Seja D,, o determinante da matriz que se obtém do sistema dado, substituindo a
coluna dos coeficientes da incognita x; (i = 1,2,3,...,n), pelos termos independentes
by, b, ..., b,, teremos, de acordo com a regra de Cramer:

Os valores das incognitas x; de um sistema linear de n equagoes e n incognitas,
cujo determinante da principal D # 0, sao dados por fragdes cujo denominador é o
determinante D dos coeficientes das incégnitas e o numerador é o determinante D,,.

Com isso, podemos escrever:

Demonstragao:

Considere o seguinte sistema de equacoes lineares:

a11r1 + 1229 + a13C3 + ... +a,xr, = b1
a21T1 + Q22T + G373 + ... + ATy, = by
asz1T1 + 329 + a33T3 + ...+ asnly, — b3
a;1T1 + Q0T + A;3C3 + ... + AinTy = bl

Ap1T1 + GpaX2 + Ap3T3 + ... + Ty, = bn
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De modo que o determinante D formado pelos coeficientes na ordem que aparecem

no sistema, denominado de determinante da principal ou dos coeficientes, sera:

aix G2 G13 A4 - Qip

Q21 Q22 Ag23 A4 -+ Q2q

az1 Q32 a3z Az4 -+ A3p
D =

;1 Q2 Qi3 Qi ... Qip

Ap1 Ap2 Ap3 Qpg4 - Ann

Note que, ao multiplicarmos uma fila do determinante por um escalar, o determi-
nante inicial também ficara multiplicado por esse escalar. Dessa forma, ao multiplicar-

mos a primeira coluna de D por x1, D também ficara multiplicado por x, veja:

a1 - r1 Q12 @13 414 - Aip

Q21 - T1 Q22 G23 0G24 -+ Q2p

31 - Xp G32 a3z Az4 - dA3p
xIq - D=

Aj1 - T1 Q2 Q33 Qg ... Qip

Ap1*T1 Ap2 Qp3 Qpga - Ann

Agora aplicaremos o Teorema de Jacobi da seguinte forma:
1) fixaremos & primeira coluna do determinante;
2) adicionaremos a primeira coluna, a segunda coluna multiplicada por xs;

3

4) adicionaremos a primeira coluna, a quarta coluna multiplicada por x4.

adicionaremos a primeira coluna, a terceira coluna multiplicada por x3;

O processo sera repetido até a n-ésima coluna, de tal forma que o determinante D

ficara com o seguinte formato:
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11 T1+ a2 T2+ a3 -r3+ ...+ a1, T, Q12 G13 Q14 A1n
Q21 X1+ Qg2 - Tog + Q23 T3+ ...+ Qop - Ty A2 A23 Aoy A2n
31+ T1+ass - Xo+as3- T3+ ...+ a3, T, a3z aA33 A3y a3n
Iy - D=
Qi1 T+ Qg - Lo+ Qi3 - T3+ ...+ Qi * Tyy Q2 A3 Gy Qin
an1 * T1 + an2 * T2 + ap3 - T3 + ...+ Anp * Tn Ap2 Ap3 Apq Ann
Agora substituiremos a primeira coluna ordenadamente por by, bs, bs, . .., b, assim:

Como
b;

I -

by a ais
by ax as
bs azx ass

Q2 Q43

bn Ap2  an3

by
ba
bs
D =
b;
bn,
Q14
Q24
34
(077
An4

12
22

a32

Q1n

Q2n,

a3n

(027

ann

@13
@23

a33

;3

a14
Q24

34

A1n
A2p,

A3n

representa o determinante D,, da matriz, a

qual obtemos trocando ordenadamente os coeficientes de x; pelos termos independentes

do sistema, teremos

ZL‘l'D:DIliZL‘l:

De modo analogo, podemos mostrar que

D,,

Ty =

D , X3 =

1
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Exemplo 2) Resolva o sistema linear abaixo através da regra de Cramer.

rT+2y+z =
20 —y+z =
r+y—z =

Resolugao:

Note que podemos aplicar a regra de Cramer, pois o sistema possui 3 equagoes
e 3 incdgnitas, ou seja, o nimero de incognitas é igual ao nimero de equacoes e o

determinante da principal D # 0, como podemos verificar abaixo:

de x pelos termos independentes correspondentes

2 1 . . . .
Determinante obtido substituindo os coeficientes
D, = -1 1 |=15 ( )
1

1 1 . . . .
Determinante obtido substituindo os coeficientes
D, =|2 1 =30 ( )

de y pelos termos independentes correspondentes

9.,

Determinante obtido substituindo os coeficientes )

de z pelos termos independentes correspondentes
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D, 30
— v =9
Y=D " 15
D, 45
D 15

Portanto, a solugao do sistema é igual a:

(x,y, Z) = (17 2’3)



Capitulo 7
Conclusao

O objetivo deste trabalho foi proporcionar um aprofundamento no processo de en-
sino e aprendizagem inerentes ao estudo dos determinantes, visto que atualmente os
livros didaticos de ensino médio utilizados nas escolas brasileiras e até mesmo os de
nivel superior carecem de um tratamento mais formal que possibilite ao leitor melhor
compreensao do assunto.

Assim, tentamos inserir o trabalho dentro do contexto histérico, para isso partimos
do estudo dos sistemas lineares, pois com essas defini¢oes foi possivel desenvolver os
conceitos iniciais sobre permutagao e inversao, assunto que geralmente é visto apenas
no ensino superior.

A seu tempo, conseguimos, em nosso trabalho, ligar o conceito de permutacoes
e inversoes a definicao dos determinantes, pois acreditamos que dessa forma é pos-
sivel obter uma maior clareza e simplicidade, sem perder o formalismo existente nas
demonstragoes das propriedades aplicadas.

Dessa forma, ¢ nossa opiniao que essa atitude proporciona um beneficio aos alunos
que almejam ingressar em um curso da area de exatas, pois possibilita uma pequena
familiarizacao do rigor matematico utilizado no ensino superior.

Com tudo o que foi exposto, acreditamos ter contribuido de forma enriquecedora,
pois trouxemos novas ideias como as demonstragoes do Teorema de Laplace, do Teo-
rema de Binet e da Regra de Cramer, de modo a despertar o interesse de estudantes
que possam dar continuidade a esse trabalho, ji que entendemos que o processo de

aperfeicoamento deve ser continuo.
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Apeéendice A
Inducao Matematica

O principio da Inducao é uma ferramenta matematica que utilizamos de maneira
eficiente na obtencao de demonstracoes de fatos referentes aos nimeros naturais.

Deve-se a Giussepe Peano (1858-1932) a constatacao de que se pode elaborar toda
a teoria dos nimeros naturais a partir de quatro fatos basicos, conhecidos atualmente
com axiomas de Peano.

Vejamos os axiomas de Peano enunciados segundo Elon Lages [11].
Axiomas de Peano

O conjunto N dos nimeros naturais é caracterizado pelas seguintes propriedades:
(7) Existe uma funcao s : N — N, que associa a cada n € N um elemento s(n) € N,
chamado o sucessor de n.
(77) A funcdo s : N — N é injetiva.
(7i1) Existe um tnico elemento 1 no conjunto N, tal que 1 # s(n) para todo n € N.
(iv) Se um subconjunto X C N é tal que 1 € X, esen € X — s(n) € X, entao
X =N,

O quarto axioma de Peano é conhecido como axioma da indugao. Informalmente ele
significa que todo niimero natural pode ser obtido a partir de 1 por meio de repetidas
aplicagoes da operagao de tomar o sucessor.

O papel fundamental do axioma da indugao na teoria dos niimeros naturais resulta
do fato de que ele pode ser visto como método de demonstracao, chamado método de

Inducao Finita ou Principio da Inducao Finita.

38
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Principio da Inducao:

Seja P uma propriedade referente a nimeros naturais. Se 1 goza de P e se, além
disso, o fato do natural n gozar de P implica que seu sucessor s(n) também goza, entao
todos os naturais gozam da propriedade P, assim:

Seja P(n) uma afirmacao sobre o inteiro positivo n tal que:

(1) P(1) é verdadeira;
(17) Se P(k) for verdadeira, para algum natural k& > 1, entdao P(k + 1) também é

verdadeira. Assim P(n) serd verdadeira para todo n natural.
Observacoes:

A verificagao de P(1) chama-se passo basico. A hipdtese de que P(k) é verdadeira

1

chama-se hipétese de inducao'. O uso da hipdtese de inducao para provar P(k + 1)

chama-se passo de indugao.

Exemplo 1) Mostre que, para qualquer n natural tem-se que:

(n+1)n.

1+243+...+n= 5

Demonstragao:

Iremos demonstrar a férmula acima por inducao finita.

Assim, note que, para n = 1, a férmula dada é vélida pois:

(1+1)1
—

Agora, suponhamos que, para n = k, onde k é um natural qualquer, P(k) seja

1=

valido, ou seja:

kE+1)k
1+2+3+...+k:%.
Entdo, para n = k +1, 1+2+3+...+/€+(l€+1):wtambémseré
valido.
De fato,

!Considere de agora em diante em todo o texto: H.I. como sendo a abreviatura de Hipdtese de
Indugao.
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(k+1)k

L+2+3+. . +k="—

H.I.

Entao ao somar (K + 1) a ambos os membros teremos:

(l{;+1)k+

14243+, +k+(k+1) = (k+1)

(k+1)k+2(k+1)

1+243+...+k+(k+1)= 5

Fatorando o segundo membro obteremos:

k+2)(k+1
1+2+3+...+k+(k+1):( il )2( i ).

Reescrevendo a expressao na forma desejada teremos:

[(k+1)+1)(k+1)

1424+3+...+k+(k+1) = 5




