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RESUMO

O atual trabalho tem como objetivo principal estruturar estudantes, professores e
amantes da matematica para a melhor compreensdo, interpretacdo e resolucdo de
problemas que venham a ser solucionados usando-se as Equacgdes Diofantinas. Para
isso, foram usadas técnicas como o uso de inequagfes e 0 método paramétrico que séo
conteddos estudados pelos professores do Ensino Fundamental e Médio. Também foi
utilizada para isso a apresentacdo de varios exemplos, todos resolvidos, que servirdo
como objeto de estudo para professores, universitarios, estudantes escolares e amantes
da matematica. No primeiro capitulo abordaremos os fatos historicos de grandes
matematicos que contribuiram com o desenvolvimento das EquacGes Diofantinas. Ja no
segundo capitulo, vamos conhecer melhor a esséncia da Teoria Elementar dos Numeros,
apresentando, demonstrando e exemplificando as ferramentas matematicas que serdo
utilizadas na resolugdo das Equacbes Diofantinas. Por fim, no terceiro capitulo,
introduziremos as Equac¢des Diofantinas e os métodos de determinacdo de solucGes das
mesmas, aplicando-as em situac6es-problema do cotidiano. A conclusao desse trabalho
enfatiza a importdncia da compreensdo algébrica e geométrica das Equaces
Diofantinas, e que o contato com problemas desta area contribua para que o leitor
desenvolva de modo criativo, suas habilidades cognitivas. E importante ressaltar que a
introducdo a resolucdo de problemas dessa natureza ndo necessita de conhecimentos

superiores, podendo ser abordado no Ensino Fundamental e Médio.

Palavras-chave: Referencial Historico. Teoria dos Numeros. Divisdo Euclidiana.

Maéaximo Divisor Comum. Equacg6es Diofantinas.



ABSTRACT

The current work has as objective main to structuralize students, professors and loving
of the mathematics for the best understanding, interpretation and resolution of problems
that come to be solved using the Diofantinas Equations. For this, they had been used
techniques as the use of inequalities and the parametric method that are contents studied
for the professors of Basic and Average Education. Also the presentation of some
examples, all decided, that they will serve as object of study for professors, college’s
student was used for this, pertaining to school and loving students of the mathematics.
In the first chapter we will approach the facts historical of great mathematicians who
had contributed with the development of the Diofantinas Equations. No longer
according to chapter, we go to better know the essence of the Elementary Theory of the
Numbers, presenting, demonstrating and exemplifying the mathematical tools that will
be used in the resolution of the Diofantinas Equations. Finally, in the third chapter, we
will introduce the Diofantinas Equations and the methods of determination of solutions
of the same one, applying them in situation-problem of the daily one. The conclusion of
this work emphasizes the importance of the algebraic and geometric understanding of
the Diofantinas Equations, and that the contact with problems of this area contributes so
that the reader develops in creative way, its cognitive abilities. It is important to stand
out that the introduction to the resolution of problems of this nature does not need

superior knowledge, being able to be boarded in Basic and Average education.

Key words: Reference History. Theory of the Numbers. Euclidean Division. Maximum

Common Divider. Diofantinas Equations.
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1 INTRODUCAO

A ideia de desenvolver uma pesquisa sobre o tema “Equagdes Diofantinas”
surgiu apds meu contato com a disciplina de Teoria dos Numeros, pela Universidade
Federal do Ceard, tema este que praticamente ndo € estudado pelos alunos do ensino

fundamental e médio, e quando sim, pouco se ¢ trabalhado a respeito.

A importéncia do ensino e da aprendizagem matematica devem possibilitar
a expressao e a argumentacdo do aluno em diferentes linguagens (natural, aritmética,
algébrica e grafica), quando enfrentarem situacdes-problema e tomarem decisdes que
extrapolem a capacidade do ambito original, examinando e percebendo outras
possibilidades de enfrentamento dos contextos e possibilitando outros pontos de vista.

Este trabalho tem como objetivo mostrar que podemos e devemos ensinar as
equacdes diofantinas aos alunos a partir dos Ultimos anos do Ensino Fundamental,
apesar de ndo fazer parte dos contetidos usualmente abordados. Entdo podemos fazer a
exposicdo dos fatos histdricos, dos conceitos e das definicbes, dos axiomas, das
demonstracdes de teoremas ou proposictes e das aplicacdes que se relacionem com o
cotidiano, capacitando-os de um modo sistematico a resolucao dessas aplicacdes, que é
bem mais eficiente do que a estratégia de solucionar por tentativa e erro que é

apresentada normalmente.

Ao estudar as equacdes diofantinas, o estudante escolar terd o privilégio de
conhecer um pouco do verdadeiro alicerce matematico, isto é, da esséncia basica
matematica, daquilo que mais encanta 0s olhos e as mentes de seus adeptos,
admiradores e estudiosos. O que mais fascina é o fato de que uma vez demonstrado
determinado teorema, tal demonstracdo torna o teorema vélido eternamente. No
decorrer da histéria da humanidade existiram poucas mentes brilhantes que foram
capazes de realizar tal feito e ao estudar as equacgdes diofantinas, iremos vivenciar

alguns dos grandes feitos realizados por estas mentes geniais.

Entretanto, antes de estudar as equacOes diofantinas, os alunos devem estar

habilitados a diversos campos da matematica e assim utilizd-los e amplia-los,
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desenvolvendo de maneira mais ampla capacidades tdo importantes quanto as de
abstracdo, raciocinio em todas as suas vertentes, resolucdo de problemas de vérios tipos,
investigacdo, analise e compreensdo de fatos matematicos e de interpretagdo da propria

realidade.

Nas resolucdes de problemas cuja interpretagdo chega a uma Equagéo
Diofantina, as ferramentas matemaéticas utilizadas para o algoritmo séo essencialmente
conceitos previstos do Ensino Fundamental, tais como os ndmeros naturais e inteiros
com suas propriedades e operagdes basicas, numeros primos e decomposicdo em fatores
primos, algoritmo da divisdo, estudo da divisibilidade, multiplos, divisores, maximo
divisor comum, minimo multiplo comum, critérios de divisibilidade e equacao da reta, 0
que torna plausivel o estudo em questdo. Faremos uma revisao basica de alguns desses
conteddos com maior precisdo, reformulando e apresentando mais proposicbes e
mostrando outras alternativas de abordagem e céalculo, que nos levam a compreender e

determinar as solucdes destas equagdes.

Com o objetivo de organizar e estruturar o aprendizado sobre Equagfes
Diofantinas e mostrar um resumo da histdria envolvida nesse processo, dividiremos este

trabalho em trés capitulos.

No primeiro capitulo apresentaremos um referencial histérico de Diofanto
de Alexandria autor do tema principal deste trabalho. Também apresentaremos um
resumo histérico de outros autores, que sdo Euclides, Pierre de Fermat, Leonhard Euler
e Carl Friedrich Gauss, pois estes em muito contribuiram para a Algebra, e em

particular para as Equac6es Diofantinas.

No segundo capitulo faremos uma revisdo basica a Teoria dos NUmeros,
com o objetivo de introduzir os resultados basicos da Teoria Elementar dos NUmeros,
desenvolver mecanismos de reconhecimento de padrfes numéricos, introduzir o rigor
nas demonstragdes das proposi¢des e mostrar suas aplicagdes através de exemplos. Este
capitulo esta dividido em dez se¢des, que sdo: conjuntos numericos: naturais e inteiros;
fatorial; axiomas de Peano; ordem dos numeros naturais; inducdo; divisibilidade;
divisdo euclidiana; maximo divisor comum; ndmeros primos e congruéncia, distribuidos

nesta ordem. Cada secdo conttm um relato histérico, conceitos e definigdes,
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proposi¢cdes com suas demonstracdes e inimeros exemplos; sendo a diviséo euclidiana

0 resultado mais importante.

Ja no terceiro capitulo apresentaremos o estudo das Equacdes Diofantinas.
Aqui dividimos o capitulo em seis secBes, que estdo organizadas da seguinte forma:
métodos fundamentais para resolucdo de Equacdes Diofantinas; Equacdes Diofantinas
de duas varidveis; aplicagbes da secdo anterior tais como resolucdo de situacdes-
problema e utilizacdo dos programas Maple e Winplot; utilizando congruéncia para
resolver Equacgdes Diofantinas; Equacfes Diofantinas lineares com n variaveis e suas
aplicacbes. Na primeira sec¢do introduziremos métodos elementares tais como a
decomposicdo, a aritmética modular, a indugdo matematica e a descida infinita de
Fermat, com o objetivo de resolver algumas EquacBes Diofantinas. Na segunda secao
demonstra-se um teorema que estabelece as condicdes necessarias e suficientes para que
uma Equagdo Diofantina Linear tenha solucdo. Na terceira secdo aplicaremos 0s
conhecimentos e técnicas, apresentadas na segunda se¢do, na interpretacao e resolucéo
de problemas que envolvem tais equacdes, pretendendo-se também desenvolver uma
integracdo entre Algebra e Geometria ao utilizar os programas computacionais Winplot
e Maple como suportes para a resolucdo e visualizacdo grafica das solucdes inteiras das
equacOes estudadas. Na quarta sec¢do introduzimos a aplicacdo do importante conceito
de congruéncia nas Equac@es Diofantinas, ndo deixando de discutir também o chamado
Teorema chinés do resto. Nas quinta e sexta se¢@es, abordaremos métodos de resolucdes

das Equacdes Diofantinas lineares com n variaveis e suas aplicagdes cotidianas.

Este trabalho € destinado ndo s6 a estudantes do ensino fundamental e
médio, mas também a professores, universitarios, participantes de competicGes
matematicas, assim como a qualquer interessado em matematica. Por fim esta
dissertacdo deseja mostrar a importancia e o desenvolvimento da interpretacdo algébrica
e geométrica das EquacBes Diofantinas, e que 0 contato com este trabalho permita ao
leitor conjecturar, comparar e estabelecer estratégias mentais de forma criativa na
resolucéo de situagdes-problema de outras areas do conhecimento relacionando-as com

as tais equacoes.
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2 REFERENCIAL HISTORICO

“A matematica é uma vasta aventura em
ideias; sua histdria reflete alguns dos
mais nobres pensamentos de incontéveis
geracgoes”.

(Dirk J. Sruik)

Iniciaremos esta secdo histdrica, contemplando um pouco da histéria do
matematico Diofanto, autor das Equac@es Diofantinas, tema principal desta dissertacéo.
Em seguida, abordaremos também um pouco da histéria de outros matematicos que
contribuiram de modo excepcional para a Algebra, em particular para as EquacBes

Diofantinas, que sdo Euclides, Pierre de Fermat, Leonhard Euler e Carl Friedrich Gauss.

2.1 Diofanto

Figura 1: Imagem de Diofanto adulto com um escrito de um epitafio em seu tamulo.

Cerca de um século ap6s Claudio Ptolomeu, acredita-se que por volta de

250 d.C., um grande talento matematico floresceu na Universidade, o matematico
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Diofanto de Alexandria e sua enorme contribuicdo, se deu nos campos da Algebra e da
Teoria dos NUmeros. Pouco se sabe da vida de Diofanto, sendo inclusive incerto o
periodo em que viveu, presume-se que nasceu em cerca de 200 d.C. em Alexandria, no
Egito, uma coldnia grega e morreu em cerca de 284 d.C., também em Alexandria. O
unico dado pessoal sobre ele encontra—se sob forma de problema, na chamada
Antologia grega do 5° ou 6° século, onde Antolios Bispo de Laodiceia sendo um
matematico de talento, que comegou seu episcopado em 270 d.C, dedicou um livro a

seu amigo Diofanto, no qual ele permite calcular quantos anos Diofanto viveu:

Deus lhe concedeu ser menino pela sexta parte de sua vida, e
somando sua duodécima parte a isso, cobriu-lhe as faces de
penugem. Ele lhe acendeu a lampada nupcial ap6s uma sétima
parte, e cinco anos apos seu casamento concedeu-lhe um filho.
Ai! Infeliz criancga; depois de viver a metade da vida de seu pai,
0 Destino frio o levou. Depois de se consolar de sua dor durante

guatro anos com a ciéncia dos numeros, ele terminou sua vida.
Resolvendo esse enigma, a equacao que representa o problema sera:
T X+ X542 44=x
6 12 7 2

Concluimos que ele viveu 84 anos, se caso esse enigma for historicamente

exato.

Outra forma de enunciar este enigma é “Diofanto passou 1/6 de sua vida
como crianga, 1/12 como adolescente e mais 1/7 na condicdo de solteiro. Cinco anos
depois de se casar nasceu-lhe um filho que morreu 4 anos antes de seu pai, com metade

da idade (final) de seu pai”.

Encontramos mencdo em Rocque e Pitombeira (1991) que as obras de
Diofanto de Alexandria ndo obedecem a tradigdo classica grega para 0s textos
matematicos, ndo se assemelhando e nem formando a base da Algebra elementar dos

dias atuais. Sua obra aproximava-se mais da algebra babil6nica no que se refere a
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encontrar as solu¢des numericas de uma equacdo. Porém, enquanto que 0s matematicos
babilénicos se ocupavam principalmente com solugdes aproximadas de equagdes
determinadas, a obra de Diofanto de Alexandria é quase toda dedicada a resolucdo exata

de equac0es, tanto determinadas como indeterminadas.

Seguramente Diofanto escreveu trés tratados: Aritmética, em 13 livros dos
quais 6 sobreviveram, Sobre Numeros Poligonais, do qual restaram fragmentos, e
Porismas, que foi perdido. Seu tratado Aritmético (no grego, significa “ciéncia dos
nimeros”) é uma obra-prima, pioneira no tratamento do dificil assunto a que hoje
chamamos de Teoria dos Numeros, sem deixar qualquer davida de que seu autor era um
génio do mais alto nivel. Apesar de Euclides e outros ja terem feito algumas descobertas
importantes nessa area, Diofanto realizou avangcos incomparaveis, mostrando em seu
livro sucessivos exemplos das melhores qualidades de um grande matematico. Na
dedicatéria de Arithmetica, Diofanto escreve a Dionisio (muito provavelmente o bispo
de Alexandria) que, embora o material do livro seja dificil, “tornar-se-a facil de
dominar, com o seu entusiasmo e a minha capacidade de ensinar”. Segundo estudiosos,
em sua obra “Aritmética”, Diofanto so se interessava por solugdes racionais positivas,
ndo aceitando as negativas ou as irracionais. Aritmética é considerada o primeiro
manual de algebra que usa simbolos para indicar incdgnitas e poténcias, e apresenta a
resolucdo exata de equacOes indeterminadas. As outras obras tratam de um trabalho
sobre fragdes, introduzindo o emprego de ndmeros fracionarios. Os problemas
estudados por Diofante sdo problemas indeterminados que exigem solucdes inteiras (ou
racionais) positivas e envolvem, em geral, equacdes de grau superior ao primeiro. Na
Aritmética, ele resolve 130 problemas de naturezas variadas, como equacbes do
primeiro, segundo e até terceiro graus. Ela foi encontrada em Veneza por Johann Miller
(matematico e astronomo alemdo) em 1464 e a primeira traducdo se deve a Wilhelm
Holzmann (1532-1576). Essa obra representa, essencialmente, um novo ramo a
matematica usando um método diferente de tudo que se conhecia na época. Lins e
Gimenez (2005) apontam que Diofanto solucionava os problemas expostos utilizando
aplicagdes numéricas especificas, introduzindo diversas técnicas de resolucdo, porém
sem recorrer a teorizacdo. Em 1621, aparece a edi¢cdo de Bachet de Méziriac com o
sequinte titulo: Diophanti Alexandrini Arithmeticorum libri sex; et de Numeris

multangulis liber unus. Nunc primun graece et latini editi atque absolutissimis
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commentariis illustrati, Paris 1621 (que contém para além do texto grego e a traducgéo

em latim, esclarecimentos e notas).

DIOPHANTI
ALEXANDRINI
ARITHMETICORVM

LIERI SEX,
ET DE NVMERIS MVLTANGVLIS
LISIR ¥XVS
CFM COMMENTARIIS €.G. BRACHET] V.C.
DR Sraarss Teifan.

Figura 2. Capa do Livro Aritmética

Com relacdo aos seis livros recuperados da obra Aritmética, temos que:

No primeiro livro h4 39 problemas dos quais 25 sdo problemas que
envolvem equacdes de 1° grau e 14 sdo problemas de 2° grau.

No segundo livro encontramos 35 problemas. O mais famoso dos problemas

deste livro é o de nimero 8.

Foi numa copia do livro Aritmética, nas margens desse problema de nimero
8, no qual se achavam descritas as infinitas solucdes da equacdo pitagérica x? + y? = z2

que Pierre de Fermat (1601 - 1665) escreveu:

Por outro lado, é impossivel separar um cubo em dois cubos, ou uma
biquadrada em duas biquadradas, ou, em geral, uma poténcia qualquer,
exceto um quadrado em duas poténcias semelhantes. Eu descobri uma
demonstracdo verdadeiramente maravilhosa disto, que, todavia esta margem

ndo é suficientemente grande para cabé-la.

Esta afirmacdo, conhecida como o Ultimo Teorema de Fermat, s6 foi
demonstrada em 1995, pelo matematico inglés Andrew Wiles. Alguns acreditam que a

demonstracdo de Fermat néo estaria totalmente correta, outros, que seria realmente uma
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demonstracdo brilhante, uma vez que Wiles usou conhecimentos sofisticados e

modernos em sua demonstracao.

O terceiro livro contém 21 problemas. No problema 19 deste livro, pela

primeira vez, recorre-se a geometria para obter sua solucéo.

O quarto livro contém 40 problemas. A maioria deles trata dos nimeros
cubicos. Como os gregos ndo conheciam as formulas da equacéo cubica, a selecdo dos
dados de Diofanto faz com que se chegue a uma solucdo aceitavel deste tipo de

equacao.

O quinto livro consta de 30 problemas, dos quais 28 sdo de 2° e 3° graus.

O sexto e ultimo livro contém 24 problemas que trazem a resolucdo de

triangulos retangulos de lados racionais.

Segundo Roque (2012) a contribuicdo mais conhecida de Diofanto é ter
introduzido uma forma de representar o valor desconhecido em um problema,

designando-o como arithmos, de onde vem o nome “aritmética”.

O livro Aritmética continha uma colecdo de problemas que integrara a
tradicdo matematica da época. Ja no livro I, ele introduz simbolos, aos quais chama
“designagdes abreviadas”, para representar os diversos tipos de quantidade que
aparecem nos problemas. O método de abreviacdo representava a palavra usada para
designar essas quantidades por sua primeira ou Ultima letra de acordo com o alfabeto
grego. Diofanto usou o simbolo analogo a letra grega ( para representar a incognita;
para o quadrado da incognita usou AY, a qual chamou dynamis (quadrado); para cubo da
incognita usou K¥e chamou-lhe Kybos; para a poténcia de expoente quatro usou AYA e
chamou-lhe dynamis-dynamis; para as poténcias de expoente cinco e seis usou,
respectivamente, AKY (dynamis-kybos) e KYK (kybos-kybos).

Vejamos alguns problemas dos livros da obra Aritmética:

Problema 1. (Problema 8, Livro 1) Decompor o quadrado 16 em dois quadrados.
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Resolucdo proposta por Diofanto: Se quisermos decompor 16 em dois
quadrados e supusermos que o primeiro € 1 arithmo, o outro tera 16 unidades menos um
quadrado de arithmos e, portanto, 16 unidades menos um quadrado de arithmos sdo um
quadrado. Formemos um quadrado de um conjunto qualquer de arithmos diminuido de
tantas unidades como tem a raiz de 16 unidades, ou seja, 0 quadrado de 2 arithmos
menos 4 unidades. Este quadrado terd 4 unidades de arithmos e 16 unidades menos 16
arithmos, que igualaremos a 16 unidades menos um quadrado de arithmo e somando a

um e outro lado os termos negativos e restando os semelhantes, resulta que 5 quadrados

de arithmos equivalem a 16 arithmos e, portanto, 1 arithmo vale %; logo, um dos

, , 256 144 . , 400 . . .
numeros € —— e 0 outro —, cuja soma € ——, ou seja 16 unidades, e cada um deles é

um quadrado.
Problema 2. Dividir um nimero dado em dois numeros de diferenga dada.

a) Resolucdo proposta por Diofanto (retorica): Seja 80 o nUumero e a
diferenca 20; achar os numeros. Supondo arithmos o ndimero menor, 0 maior sera
arithmos + 20; logo, os dois somados ddo 2 arithmos + 20, que vale 80. Entdo, 80 é
igual a 2 arithmos + 20. Em seguida, subtrai-se 20 a cada um dos membros ficando 2
arithmos = 60. Logo, o nimero arithmos sera 30. Entdo, arithmos € 30 e arithmos + 20
é 50.

b) Uma resolucdo usando as abreviacfes (mais geral): Supondo ¢ 0 numero
menor, o maior sera { + 20; logo, os dois somados dao 2¢ + 20, que vale 80. Entédo, 80 é
igual a 2’ + 20. Em seguida vamos subtrair 20 a cada um dos membros ficando 2¢ igual

a 60. Logo o numero ¢ sera 30. Entdo, '€ igual a 30 e {'+ 20 € igual a 50.

c) Resolucdo em notacdo moderna: Supondo X 0 nimero menor, 0 maior
sera x + 20; logo, os dois somados ddo 2x + 20, que vale 80. Entdo, 2x + 20 = 80. Em
seguida vamos subtrair 20 de cada um dos membros 2x + 20 — 20 = 80 — 20 ficando 2X
= 60. Logo x = 30. Portanto, os nimeros sdo 30 e 50.
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Problema 3. (Problema 15, Livro Ill) Encontrar trés nimeros tais que o produto de

quaisquer dois somado a soma deles seja um quadrado.

Problema 4. (Problema 17, Livro 1) Encontrar quatro nimeros cuja soma trés a trés

seja, respectivamente, 22, 24, 27 e 20.

Problema 5. (Problema 13, Livro Ill) Encontrar trés ndmeros tais que o produto de

quaisquer dois somado ao terceiro seja um quadrado.

Apesar de muitos problemas tratados no livro Aritmética estarem
relacionados as equacdes diofantinas, Zerhusen, Rakes e Meece (2005) afirmam que a
obra ndo contém problemas envolvendo as equac6es indeterminadas de primeiro grau,

pois Diofanto ndo Ihes atribuia qualquer importancia.

Assim, Hefez (2005) aponta que Diofanto teve seu nome atribuido as
equacOes diofantinas lineares como uma homenagem poOstuma, dada por sua

importancia dentro do desenvolvimento da matematica.

A Aritmética de Diofanto foi uma espécie de garrafa lancada ao mar com
uma importante mensagem: doze séculos depois de escrita, 0 matematico alemao
Johann Muller encontrou em Padua, na Italia, um exemplar em grego e reconheceu-lhe
o valor. Em 1575 a obra foi traduzida e comentada por Wilhelm Holtzmann, da
Universidade de Heidelberg, e foi com base nesse trabalho que o nobre francés Bachet
de Méziriac publicou, em 1621, o texto grego acompanhado de sua versdo em Latim.
Contudo, depois de flutuar por mais de treze séculos, a garrafa acabou chegando as
maos de um pacato matematico amador francés, Pierre de Fermat, mais tarde conhecido

como O Principe dos Amadores.

Diofanto é frequentemente chamado o pai da algebra, mas talvez seja muito
mais adequado trata-lo como precursor da moderna teoria dos nimeros, cujo ponto de
partida seria o trabalho de Fermat no século XVII. E de realgar que o matematico persa
al-Khwarizmi (780-850) partilha o titulo de “pai da algebra” pelo seu proprio livro
intitulado Algebra, que continha uma solucdo sistematica de equacBes lineares e

quadraticas. Al-Khwarizmi introduziu os numerais hindu-arabicos e 0s conceitos de
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Algebra na matematica europeia. As palavras algoritmo e &lgebra decorrem do seu
nome e al-jbr (6 uma palavra &rabe que significa operacdo matematica usada para
resolver equagbes quadraticas), respectivamente.

Contudo, Diofanto foi pioneiro na criacdo de uma simbologia algébrica que,
mesmo rudimentar, ajudava a tornar menos dificeis as representaces de incognitas,
igualdades, somas, subtracdes, inversos, poténcias, etc. Até 0 momento, 0 que existia
era uma algebra retdrica ou verbal, conhecida também como desenvolvimento da
algebra pré-diofantina em que os argumentos da resolucdo de um problema sao escritos
em prosa pura, sem abreviagdes ou simbolos especificos; com Diofanto passou-se a
algebra sincopada, através do qual se adotavam algumas abreviacGes para as
quantidades e operagdes que se repetiam mais frequentemente; somente no século XVI,
de modo gradativo, comecou a surgir a moderna algebra simbdlica, onde as resolugdes
se expressam numa espécie de taquigrafia matematica formada por simbolos que

aparentemente nada tém a ver com 0s entes que representam.

Notemos que ndo ha possibilidades de definir uma linha de demarcacao
exata acerca do desenvolvimento da algebra na histéria da matematica. Visto que foram
inimeras influéncias em diferentes tempos que contribuiram para a formacédo da algebra

que estudamos.

Os Varios trabalhos de Diofanto foram preservados pelos Arabes e
traduzidos em Latim no século XVI. Em Arithmetica, Diofanto interessou-se mais em
encontrar solucdes contendo nimeros inteiros para equagdes como ax? + bx = c.
Embora os Babilénicos conhecessem alguns métodos de resolucdo de equaces lineares
e quadraticas do tipo que fascinavam Diofanto, Ele é especial, de acordo com J. D.
Swift, por ser o primeiro a introduzir notacdo algébrica extensiva e consistente,
representando uma melhoria grandiosa em relacdo ao estilo puramente oral dos seus
antecessores (e muitos sucessores). A redescoberta de Arithmetica através das fontes
bizantinas contribuiu grandemente para o0 renascimento da matematica na Europa
Ocidental e estimulou muitos matematicos, entre os quais Fermat como expoente

maximo.
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As incursdes de Diofanto na Geometria foram raras, mas em uma delas ele
produziu uma pequena pérola, demonstrando, através de um diagrama geométrico, que
no desenvolvimento do produto (a — b).(c — d) o produto (- b).(- d) é igual a (+ bd), ou
seja, a famosa regra menos vezes menos dd mais. Isso precisa ser recebido com
cuidado e bem entendido: trata-se de uma convencao que somos obrigados a estabelecer
se quisermos que a propriedade distributiva do produto em relacdo a soma valha

também para nimeros negativos e essa € a esséncia da prova de Diofanto.

Por volta de 300 d.C., trabalhou na Universidade um gedmetra de magnifico
talento, conhecido como Pappus, de Alexandria. Pappus é considerado o dltimo dos
grandes gebmetras gregos e, se a ldade de Ouro da Universidade foi o século de
Euclides, Arquimedes e Apol6nio, o século de Diofanto e Pappus foi a Idade de prata,

o verdadeiro canto de cisne daquela célebre escola.

2.2 Euclides

Euclides de Alexandria que viveu aproximadamente entre 360 a 295 a.C.,
foi um professor, matemaético e escritor. Teria sido educado em Atenas e frequentado a
Academia de Platdo, em pleno florescimento da cultura helenistica. Convidado por
Ptolomeu | para compor o quadro de professores da recém-fundada Academia, que
tornaria Alexandria o centro do saber da época, tornou-se 0 mais importante autor de
matematica da Antiguidade greco-romana e talvez de todos o0s tempos, com seu
monumental Stoichia (Os elementos, 300 a.C.), uma obra composta de treze livros ou
capitulos. Ndo é certo que tenham resultado do trabalho exclusivo de Euclides.
Possivelmente, a obra foi fruto da colaboracdo de uma equipe de matematicos
coordenada por ele. Os primeiros quatro livros tratam de geometria plana elementar e
estudam propriedades de figuras retilineas e do circulo, abordando problemas cuja
solucdo se faz com régua e compasso. O livro V aborda a teoria de proporcdes e o livro
VI aplica essa teoria ao estudo de geometria. Os livros VII, VIII e 1X versam sobre a
teoria dos numeros. O livro X trata dos incomensuraveis e os livros XI, X1l e XIlI
discorrem sobre geometria sélida. Vejamos um pouco mais sobre os assuntos abordados

nos livros.
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Livro 1. Grande parte do conteddo do livro | € conhecida por quem estuda
geometria plana na escola: teoremas de congruéncia de triangulos, construcoes
elementares com régua e compasso, desigualdades envolvendo angulos e lados de
triangulos, construgcdes envolvendo retas paralelas. Sdo apresentados definicbes e
conceitos a serem usados no decorrer da obra. O livro | comeca com 23 defini¢des de
intenso conteudo intuitivo, estabelecidas tendo a realidade fisica como referéncia. No
quadro abaixo, apresentamos algumas delas:

Figura 3. lluminura do século XIV, em uma tradugdo latina dos Elementos de Euclides, atribuida a
Adelardo de Bath; a figura feminina no papel de professora é provavelmente uma personificagdo da

geometria— The British Library.

Os postulados e axiomas do livro | dos Elementos asseguram a existéncia de
figuras geométricas fundamentais, tais como a reta e o circulo, a partir das quais as
outras figuras geométricas sdo estabelecidas. Além disso, eles determinam propriedades
do que hoje chamamos de geometria euclidiana: o espaco é homogéneo e infinito (toda
reta finita pode ser dilatada continuamente, dois angulos retos sdo iguais, as figuras
geométricas ndo sao alteradas por deslocamento). Além do mais, ha a possibilidade de
medir distancias, uma vez que vale o Teorema de Pitagoras, provado em conjunto com

seu reciproco no final do livro 1.
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Livro I1. O livro Il é pequeno, contém somente 13 proposigdes, e se ocupa
de um tema conhecido hoje como algebra geométrica. A algebra, com seus artificios
simbdlicos de representagdo e manipulacdo, s6 seria desenvolvida a partir da Idade
Média. Euclides demonstra resultados de natureza algebrica de forma geométrica, com
0 uso de quadrados e retangulos. Solucdes de alguns tipos de equacbes quadraticas
também sdo apresentadas por meio da manipulacdo de areas de quadrados e retangulos.
Os gregos ja sabiam da existéncia de grandezas incomensuraveis e ainda ndo dispunham
do conhecimento de ndmeros reais para trata-las. Assim, uma abordagem geomeétrica
para problemas que hoje se acham dentro do dominio da algebra parecia aos

matematicos gregos mais geral do que um tratamento genuinamente aritmético.

Livros 111 e IV. Os livros Il e IV lidam com a geometria do circulo,
material que possivelmente tem origem em Hipocrates de Quios. O livro Il inclui
relacfes de intersecdo e tangéncias entre circulos e retas. Apresenta uma definicdo de
tangente ao circulo da seguinte forma: “Uma linha reta que toca o circulo é qualquer
linha reta que, encontrando o circulo, ndo corta o circulo”. No livro IV sdo abordados

problemas sobre a inscricao e a circunscricdo de figuras retilineas no circulo.

Livros V e X. O livro V trata da teoria de proporc¢des de Eudoxo e o livro X
aborda sobre os incomensuraveis. A matematica grega tendia a evitar proporc¢des.
Grandezas em razdo da forma x : a = b : ¢ eram tratadas geometricamente como uma
igualdade de areas do tipo cx = ab. A teoria de Eudoxo, uma das mais belas construcdes
da matematica grega, contornou o problema da existéncia de incomensuraveis e colocou
sobre bases sélidas toda a teoria geométrica envolvendo proporcdes. Ela é agrupada aos
Elementos para ser aplicada nos livros subsequentes. O livro X faz uma classificagdo

metddica de segmentos de reta incomensuraveis da forma

vatvb, va+ vb, vVa + Vb

onde a e b sdo comensuraveis. O tratamento geometrico dispensado a esses objetos

fazia Euclides considerar este como mais um livro de geometria.
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Livros VII, VIII e IX. Esses livros sdo direcionados a teoria dos nimeros,
0S quais, para 0s gregos, eram inteiros e positivos. Uma vez que nem todas as grandezas
podiam ser representadas por numeros inteiros, Euclides agregava a cada nimero um
segmento de reta e se referia a ele por AB. Néo usava expressdes do tipo “é¢ multiplo
de” ou “¢ fator de”. No lugar, empregava “¢ medido por” ou entao “mede”. O livro VII
proporciona vinte e duas definicbes de tipos de numeros: par e impar, primo e
composto, plano e solido (produto de dois inteiros ou de trés inteiros). As duas
primeiras proposicdes do livro VII apresentam aquilo que hoje é conhecido como o
algoritmo de Euclides para encontrar o maior divisor comum (maior medida comum, na
linguagem de Euclides) de dois nimeros. O processo € uma aplicagdo repetida do
Postulado de Eudoxo. No livro IX, Euclides prova, dentre outros resultados, a infinitude

dos numeros primos.

Livros XI, XII e XI1I. O livro XI possui 39 proposicdes sobre geometria
espacial. O livro XII se ocupa da medida de figuras, usando o método de exaustdo. Ele
inicia mostrando que poligonos analogos inscritos em dois circulos tém suas areas em
razdo igual ao quadrado dos diametros dos circulos, para em seguida mostrar, usando o
método de Eudoxo, que as areas dos dois circulos seguem a mesma proporgdo. O
processo é empregado ainda para o célculo de volumes de piramides, cones, cilindros e
esferas. Por fim, o Gltimo dos livros é dedicado ao estudo de propriedades dos quatro
solidos regulares, ou solidos platénicos: cubo, tetraedro, octaedro, icosaedro (12 faces)
e dodecaedro (20 faces). Um poliedro é regular se suas faces sdo poligonos regulares
congruentes e, em cada vértice, 0 mesmo nimero de faces se encontram. Os solidos
platdnicos tém um lugar relevante na filosofia de Platdo, que associava os poliedros
regulares aos elementos classicos (terra, ar, dgua e fogo) e, deste modo, a prépria
composicdo do universo. Os solidos platénicos ja eram apreciados pelos pitagoricos,
mas a demonstracdo de que existem apenas cinco poliedros regulares € devida a
Theaetetus (417-369 a.C.), matematico ateniense contemporaneo de Platdo.

Provavelmente, boa parte do livro XIII se deve a esse matematico.

Considerando a importancia de sua obra, pouco é conhecido sobre a vida de
Euclides, onde e quando nasceu, ou sobre as circunstancias de sua morte. Escrita em
grego, a obra cobria toda a aritmética, a algebra e a geometria conhecidas até entdo no

mundo grego, reunindo o trabalho de seus predecessores, como Hipdcrates e Eudéxio, e
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sistematizava todo o conhecimento geométrico dos antigos e intercalava os teoremas ja
conhecidos entdo com a demonstracdo de muitos outros, que completavam lacunas e
davam coeréncia e encadeamento l6gico ao sistema por ele criado. Esta foi a mais
brilhante obra matematica grega e um dos textos que mais influenciaram o
desenvolvimento da matematica e da ciéncia. Foi um dos livros mais editados e lidos
em toda a historia, tendo sido usado como livro-texto no ensino de matematica até o
final do século XIX e inicio do século XX. Apds sua primeira edicdo foi copiado e
recopiado inUmeras vezes e, versado para o arabe, tornou-se o mais influente texto
cientifico de todos os tempos e um dos com maior numero de publicacdes ao longo da
historia.

Os Elementos foram produzidos como um livro-texto, de caréter
introdutério, cobrindo o que era considerado, na época, matematica elementar. A obra
ndo se propunha a expor de forma exaustiva o conhecimento matematico de entdo ou a
relatar resultados mais recentes e sofisticados. Euclides ndo foi o pioneiro na producao
de livros-texto de geometria: Hipocrates de Quios (470-410 a.C.) escreveu, mais de um
século antes de Euclides, o primeiro livro-texto organizado de forma sistematica sobre
geometria, do qual sobreviveram apenas fragmentos.

Pelas evidéncias que temos, ndo ha descobertas matematicas atribuidas a
Euclides e sua contribuicéo foi, sobretudo no &mbito da compilacdo e da sistematizacao
do conhecimento matematico. No entanto, ha muito de originalidade em seu trabalho,
tanto na forma de exposi¢cdo quanto na estrutura das demonstracdes. Euclides foi
herdeiro de uma tradicdo matematica iniciada na Grécia pelo menos trés séculos antes.
Os Elementos incorporaram as ideias de Platdo quanto a natureza abstrata dos objetos
matematicos, mas, sobretudo as de Aristoteles no que diz respeito a estrutura do
conhecimento matematico e dos elementos Idgicos usados em sua construcdo. A obra é
rigorosa quanto a estrutura légica, criteriosa na escolha das nogdes basicas: definicdes,
axiomas e postulados admitidos sem demonstracdo, e clara nas demonstracbes de
proposicdes mais complexas a partir das mais simples. E um perfeito retrato do carater
abstrato e dedutivo da matematica grega.

Depois da queda do Império Romano, os seus livros foram recuperados para
a sociedade européia pelos estudiosos arabes da peninsula Ibérica. Escreveu ainda
Optica (295 a.C.), sobre a Optica da visdo e sobre astrologia, astronomia, mdsica e
mecanica, além de outros livros sobre matematica. Entre eles citam-se Lugares de

superficie, Pseudaria e Porismas. Algumas das suas obras, como Os elementos, Os
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dados, outro livro de texto, uma espécie de manual de tabelas de uso interno na
Academia e complemento dos seis primeiros volumes de Os Elementos, Divisdo de
figuras, sobre a divisdo geométrica de figuras planas, Os Fendmenos, sobre astronomia,
e Optica, sobre a visdo, sobreviveram parcialmente e hoje sdo, depois de A Esfera de
Autdlico, os mais antigos tratados cientificos gregos existentes. Pela sua maneira de

expor nos escritos deduz-se que tenha sido um habilissimo professor.

2.3 Pierre de Fermat

Figura 4. Imagem de Pierre de Fermat.

Pierre de Fermat (1601-1665) foi um advogado e politico francés que
habitou na cidade de Toulouse. Fermat apreciava a matematica como um hobby e
jamais atuou como matematico profissional. Entretanto, foi um dos maiores génios
fecundos da matematica do seu periodo. Deixou contribuicBes expressivas em diversas
areas, que o fazem ser visto como um dos precursores da atual teoria dos numeros e
também como um dos criadores da geometria analitica e do calculo diferencial. Fermat
ndo escreveu obras completas, sendo que muitos dos seus trabalhos permaneceram
manuscritos em vida e ficaram conhecidos por meio de cartas a seus amigos e
colaboradores. Seu pai, Dominique de Fermat era um rico mercador de peles e lhe

propiciou um ensino excepcional, primeiramente no mosteiro franciscano de Grandselve
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e depois na Universidade de Toulouse. Ingressou no servico publico em 1631. Em 1652
ele foi promovido para Juiz Supremo na Corte Criminal Soberano do Parlamento de
Toulouse, entretanto esta promocao se deu pela eventual chegada da praga, que levou a
vida de grande parte da populacdo da Europa. Neste mesmo ano Fermat também
adoeceu e chegou-se a garantir que ele havia morrido, porém ele se recuperou e
permaneceu vivo por mais de uma década. Sua morte, de fato, deu-se a 12 de Janeiro de
1665, em Castres.

Em razdo de seu cargo, Fermat ndo podia ter muitos amigos para ndo ser
incriminado de favoritismo em seus julgamentos, também em razdo da tumultuosa fase
que passava a Franca de ent&o, com o Cardeal Richelieu sendo primeiro-ministro. Ao se
averiguar a produgdo matematica de Fermat, percebe-se naturalmente a caracteristica
amadora predominante em seus trabalhos. Na verdade, com rarissimas excec¢oes, ele ndo
publicou nada em vida e nem fez qualquer apresentacéo sistematica de suas descobertas
e de seus métodos, tinha as questdes da matematica mais como desafios a serem
resolvidos.

Considerado o Principe dos amadores, Pierre de Fermat nunca teve
formalmente a matematica como a principal atividade de sua vida. Jurista e magistrado
por profissdo, dedicava a Matematica apenas suas horas de lazer e, mesmo assim, foi
considerado por Pascal o maior matemético de seu tempo.

Contudo, seu grande génio matematico perpassou varias geragdes, fazendo
com que varias mentes se debrucassem com respeito sob o seu legado, que era
composto por contribuicdes nas mais diversas areas das matematicas, as principais:
calculo geométrico e infinitesimal; teoria dos nimeros; e teoria da probabilidade. Entre
os estudiosos com os quais mantinha contato postal, estdo: Sir Kenelm Digby, John
Wallis, Nicholas Hensius, além de Blaise Pascal, Assendi, Roberval, Beaugrand e o
padre Marin Mersenne.

Em seus estudos de aritmética, Fermat retomou o trabalho de Diofanto,
cujas obras, traduzidas para o latim, feitas por Claude Gaspar Bachet de Méziriac, um
texto sobrevivente da famosa Biblioteca de Alexandria, queimada pelos arabes no ano
646 d.C., e que reunia cerca de dois mil anos de conhecimentos matematicos, haviam
despertado o interesse dos matematicos desde o Renascimento. Fermat, de posse de uma
traducéo latina da Aritmética de Diofanto, fez comentarios nas margens do livro que se
tornariam célebres. Diofanto, em seus problemas, considerava solucgdes racionais,

enquanto Fermat limitou o universo de solucdes possiveis aos nimeros inteiros. Seus
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interesses principais em aritmética estavam nos ndmeros primos e nas propriedades de
divisibilidade. Alguns dos resultados propostos por ele seriam demonstrados apenas por
seus sucessores. Por exemplo, o chamado Pequeno Teorema de Fermat, que afirma que
“Se p é primo e a € um nimero nao divisivel por p o nimero aP~! — 1 é divisivel por
p.”

A primeira demonstragdo desse resultado foi anunciada por Leonhard Euler
em 1741. Fermat presumiu ainda que os nimeros da forma F,, = 22" + 1 fossem todos
primos. Euler provou que a conjectura falha para Fs = 232 + 1,

A matematica do século XVII estava ainda se restaurando da Idade das
Trevas, deste modo ndo é de se admirar o carater amador dos trabalhos de Fermat. No
entanto, se ele era um amador, entdo era 0 melhor deles, devido a precisdo e a
importancia de seus estudos, que, diga-se também, estavam sendo realizados longe de
Paris, 0 Unico centro que abrigava grandes matematicos, mas até entdo ainda nao
prestigiados estudiosos da Matematica, como Pascal, Gassendi, Mersenne, entre outros.

O padre Marin Mersenne teve um papel importante na histéria da
matematica francesa do século XVII e também foi uma das poucas amizades de Fermat.
Entretanto, € importante observar mais de perto o desenvolvimento da Matematica nesta
época.

Diferentemente da famosa escola pitagérica, os franceses ndo tinham o
costume de trocar com os colegas 0s avangos recentes de suas pesquisas, devido a
influéncia dos cosistas do século XVI, italianos que utilizavam simbolos para
representar quantidades desconhecidas. Mersenne tinha o costume, desagradavel para
seus contemporaneos matematicos, de divulgar os trabalhos dos pesquisadores. Em suas
viagens pela Franca e por paises estrangeiros, acabou conhecendo Fermat e trocando
com ele varias correspondéncias. No entanto, mesmo com a insisténcia do padre,
Fermat ndo publicou nada.

A mais célebre conjectura atribuida a Fermat ficaria conhecida como o
Ultimo Teorema de Fermat, que firma “Para n > 2, ndo existem n(meros inteiros
positivos X, y e z satisfazendo a identidade x" + y® = z".” Este resultado foi
conjecturado por Fermat em uma anotacdo escrita na margem da Aritmética de
Diofanto. Fermat, usando um método indutivo, expés uma demonstracdo do resultado
para n = 4. Ressaltou, porém, que ndo havia espaco para escrever a demonstragdo do
caso geral. Mesmo assim Fermat afirmou que tinha uma prova para a proposicdo. Ele

escreveu sua afirmacdo nas margens do livro Aritmética de Diofanto, uma versdo feita
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por Claude Gaspar Bachet (1581-1683). Ele afirmou: “Tenho uma prova maravilhosa
para esta proposi¢cdo, mas a margem é muito pequena para cabé-la”. Muitos
matematicos tentaram, sem sucesso, uma prova: Euler, Gauss, Dirichlet, Legendre,
Lamé, Kummer, Dedekind entre outros. De fato, o Ultimo Teorema de Fermat se
transformou em um dos problemas mais célebres da histéria da matematica, atraindo a
atencdo de varias geracdes de matematicos e estimulando enormes desenvolvimentos na
teoria dos numeros. Em setembro de 1994, o matemético Andrew Wiles, de Princeton, e
seu estudante Richard Taylor concluiram uma prova, mas a demonstracdo satisfatdria
foi obtida em 1995, usaram fatos sobre curvas elipticas, que sdo métodos bem
sofisticados, o que faz crer aos historiadores da matematica que, de fato, uma
demonstracédo geral do resultado ndo estava ao alcance de Fermat.

Fermat se dedicou em reconstruir a obra Lugares Planos, de Apol6nio, a
partir das citacGes contidas na Colecdo de Pappus. Nesse trabalho, Fermat descobriu,
em 1636, o principio basico da geometria analitica: uma equacdo envolvendo duas
variaveis descreve uma curva no plano. Fez essa comprovacdo um ano antes da
publicacdo da Geometria de Descartes e, por essa razdo, Fermat pode ser considerado
coinventor da geometria analitica. Fermat realizou estudos sobre equacdes de retas e de
coOnicas e abordou esses temas em um pequeno tratado intitulado Introducéo aos
Lugares Planos e Solidos, publicado somente ap06s a sua morte. Sua exibi¢do era muito
mais clara e ordenada que a de Descartes e seu método muito mais proximo da visao
moderna. Por exemplo, Fermat faz uso de um sistema de eixos coordenados ortogonais.
O uso de coordenadas representou um desenvolvimento historico essencial na
matematica, tendo aparecido em um contexto no qual as técnicas algébricas
desenvolvidas pelos matematicos medievais e renascentistas foram aplicadas aos
problemas geométricos classicos.

Fermat produziu mais um tratado intitulado Método para Encontrar
Méaximos e Minimos. Fermat analisou curvas do tipo y = x", onde n ¢ Z, hoje
conhecidas como “parabolas” ou “hipérboles de Fermat”, nos casos em que n € positivo
ou negativo, respectivamente. Para curvas polinomiais da forma y = f(x), determinou
um método para achar os pontos de maximo e de minimo que o coloca como um dos
precursores do calculo diferencial.

Fermat também desenvolveu um procedimento para encontrar tangentes a
uma curva polinomial do tipo y = f(x). Nao apresentou justificativas convincentes para

seu processo, limitando-se a dizer que ele era analogo aquele usado para encontrar
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maximos e minimos. Por isso, 0 método de Fermat ndo ganhou aceitagcdo vasta pelos

matematicos de sua época.
Fermat também conseguiu resultados a respeito de &reas sob curvas,

. . w b
produzindo um procedimento para calcular, na notacdo moderna, fa x"dx, para n

fracionario, com n # 1. Generalizou um resultado de Bonaventura Cavalieri, outro dos

precursores do célculo.

2.4 Leonhard Euler

Figura 5. Leonhard Euler, pintura de 1753 — Kunstmuseum Basel, Suica

Da bela cidade suica de Basel também surgiu aquele que foi a maior mente
matematica do século XVIII, um dos génios que mais influenciaram os estudos
adotados pela matemética moderna: Leonhard Euler (1707-1783). Euler estudou na
Universidade de Basel, onde foi aluno de Jean Bernoulli, que desde cedo reconheceu a
aptiddo de seu pupilo para a matematica e investiu em seu desenvolvimento. Em 1727
Euler se transferiu para Sdo Petersburgo, capital russa, onde adquiriu um posto na
Academia de Ciéncias Imperial. Em 1741, a solicitacdo de Frederico da Prussia, aceitou
um oficio na Academia de Berlim. Conviveu e trabalhou em Berlim até 1766, quando
voltou para S&o Petersburgo. Euler foi considerado o matematico mais produtivo de seu
tempo e, provavelmente, foi o mais prolifico matematico da histéria. Em sua vida,
publicou 560 livros e artigos, nimero que se aproxima de 800 quando também

contabilizados os manuscritos divulgados apds sua morte. Em 1765, Euler perdeu a
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visdo de um de seus olhos, e, logo apos seu retorno a Russia, a visdo em seu outro olho
comegou a deteriorar. E em 1766 ficou totalmente cego, porém manteve o ritmo de sua
producdo matematica até o final de sua vida, acreditando em sua memoria e ditando
seus trabalhos para um assistente.

Euler foi tdo importante ndo somente para a matematica, mas também para a
fisica, engenharia e astronomia. Euler escreveu sobre Algebra, Geometria, Teoria dos
NUmeros, Topologia, Célculo, Equagdes Diferenciais, Geometria Diferencial, Musica,
Astronomia, Mecanica, Engenharia, Acustica, etc. Euler escreveu livros que
estruturaram diversas teorias, construidas a partir de resultados que se achavam
dispersos e desordenados. Seus livros tiveram muita consideragdo e acabaram por
estabelecer uma ampla parcela das notacdes e da terminologia hoje usadas na algebra,
na geometria e na analise.

Euler foi responsavel pela admisséo de varios simbolos aplicados na escrita
matematica. A letra “e” para 0 numero cujo logaritmo hiperbolico vale 1, foi
introduzida por Euler, provavelmente tendo como referéncia a primeira letra da palavra
exponencial. Apesar de que ndo tenha sido invencéo sua, o simbolo , significando a

razdo entre a circunferéncia e o diametro do circulo, passou a ter uso generalizado apds

ser metodicamente empregado por Euler. O ingresso do simbolo i para+v—1 e das
notacdes sin.v, cos.v, tang.v, cosec.v, sec.v, cot.v para as funcbes trigonométricas
também sdo devidas a Euler. Em geometria, Euler constituiu a convencdo de se usar
letras mindsculas a, b e ¢ para os lados de um triangulo e letras maiusculas A, B e C

para 0s angulos opostos. Em escritos sobre teoria de probabilidades, introduziu a

n!

notacao [S] para o que hoje denotamos por (Z) psTo—r

Seu pai era um padre calvinista que mantinha expectativas de que seu filho
o0 precedesse no clericato. Ele instruiu a Euler a matematica. Quando seu filho entrou na
Universidade de Basel, estudou Teologia e a lingua Hebraica, e recebia a uma aula de
uma hora por semana com Johannes Bernoulli. Ele fez amizade com Daniel e Nicolaus
Bernoulli, e recebeu seu primeiro mestrado aos dezessete anos. Os Bernoullis, entéo,
tiveram de convencer seu pai a deixa-lo prosseguir com a carreira académica. A0S
dezenove anos, Euler recebeu mencgdo honrosa por uma solugdo que proclamou a um
problema posto pela academia de Paris. Mais tarde, ele ganhou o primeiro prémio nesta

mesma competicdo doze vezes.



36

Os Bernoullis obtiveram para Euler uma posicdo de pesquisa na Academia
de Séo Petersburgo, porém em Medicina, sob o reinado de Catarina I. Contudo, ela
morreu logo apds, e um regime de condi¢cdes desordenadas se seguiu, com Euler
passando a secdo de matematica da Academia. Euler ansiou por muito tempo regressar a
Europa, porém os constantes nascimentos de seus filhos o impediram. Entretanto, este
foi um momento muito produtivo para ele — era arriscado falar ou até mesmo sair as
ruas, consequentemente Euler meditou seus esforgos na pesquisa e desenvolveu
costumes que manteve pelo resto de sua vida. Euler também escreveu livros didaticos
para escolas russas, supervisionou o departamento de geografia do governo e auxiliou a
revisar o sistema de pesos e medidas. Ele continuou na Russia até 1740, quando aceitou
a solicitacdo de Frederico O Grande para ingressar na academia de Berlin, onde passou
0s proximos 24 anos. Euler, entretanto, ndo era tdo sofisticado quanto 0s outros
componentes da corte de Frederico e estes anos ndo foram completamente agradaveis
para ele. Contudo, ele conviveu relativamente bem e manteve uma casa em Berlin assim
como uma fazenda. A circunstancia na Russia melhorou bastante durante este tempo, e
em 1766 Catarina A Grande o trouxe de volta a Sdo Petersburgo. Ela deu a ele (e a seus
18 dependentes) uma casa mobiliada, e até mesmo um cozinheiro proprio.

Euler foi um cristdo por toda a sua vida e frequentemente lia a Biblia a sua
familia. Uma histdria sobre sua religido durante sua estadia na Russia envolve o dito
filosofo ateu Diderot. Diderot foi convocado a corte por Catarina, mas tornou-se
inconveniente ao tentar converter todos ao ateismo. Catarina solicitou a Euler que
defendesse, e Euler disse a Diderot, que era ignorante em matematica, que lhe daria uma
prova matematica da existéncia de Deus, se ele desejasse ouvir. Diderot disse que sim,
e, conforme conta De Morgan, Euler se aproximou de Diderot e disse, sério, em um tom
de perfeita conviccdo: "(a + bn ) / n = x, portanto, Deus existe”. Diderot ficou sem
resposta, e a corte caiu na gargalhada. Diderot voltou imediatamente a Franca.

Euler teve contribuices a varias areas da ciéncia, incluindo dindmica dos
fluidos, teoria das Orbitas lunares (marés), mecéanica, "A teoria matematica do
investimento” (seguros, anuidades, pensdes), bem como basicamente todas as areas da
matematica que existiam naquela época. Ele continuou sadio e alerta até o fim da sua
vida, quando morreu de um derrame aos 76 anos. O trabalho ativo de Euler provocou
uma tremenda demanda da academia de S&o Petersburgo, que permaneceu publicando

seus trabalhos por mais de 30 anos apds sua morte.
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A memoria de Euler era fabulosa, assim como suas capacidades de
concentragdo. Chamado de "Anélise Encarnada”, ele era capaz de recitar toda a Eneida
de cor, e nunca ficou perdido por interrupc6es ou desatengdes, de maneira que boa parte
de seu trabalho foi concretizado tendo suas criangcas a sua volta. Ele era capaz de
realizar célculos extraordinarios de cabeca, uma necessidade depois que ele ficou cego.
Seu matematico contemporaneo, Condorcet, conta uma histéria onde dois dos
discipulos de Euler estavam calculando independentemente uma sofisticada serie
infinita, e chegaram a uma discussdo depois de somarem dezessete termos, por uma
diferenca na quinquagésima casa decimal. Euler resolveu o debate realizando a soma de
cabeca.

Em sua obra Introductio in analisin infinitorum (Introducdo a analise do
infinito), de 1748, Euler analisou séries infinitas, tais como as de e*, senx e cosx, e
expds a reconhecida relagio e™ = cos(x) + i.sin(x). Estudou curvas e superficies a partir
de suas equacOes, o que faz com que esse seja considerado o primeiro livro de
geometria analitica. Seu aspecto mais ressaltante, no entanto, é o fato de ser o primeiro
texto em que a noc¢do de funcdo surge como elemento essencial da analise matematica.
Euler definiu funcdo de uma quantidade varidvel como “uma expressao analitica
composta de alguma maneira da quantidade variavel e de nimeros ou de quantidades
constantes”. Isto é, para Euler, uma funcdo era uma expressdo obtida a partir das
operacdes fundamentais admitidas em seu tempo: polinomiais, exponenciais,
logaritmicas, trigonométricas e trigonomeétricas inversas. A definicdo de Euler, apesar
de ser imprecisa a luz da matematica moderna, englobava um universo limitado de
funcbes. Euler buscou caracterizar as fungdes categorizando-as, de acordo com o modo
como eram produzidas, entre algébricas e transcendentes, uniformes e multiformes,
explicitas e implicitas. A notagdo f(x) para uma funcéo de x também foi introduzida por
Euler. Ainda introduziu a conhecida formula V - A + F = 2 para qualquer poliedro
simples com V Vvértices, A arestas e F faces.

Em seu livro Institutiones calculi differentialis (Fundamentos do célculo
diferencial), de 1755, e nos trés volumes de Institutiones calculi integralis
(Fundamentos do calculo integral), publicados entre 1768 e 1774, além de proporcionar
um tratamento mais extenuante da teoria do calculo, Euler desenvolveu a teoria de
equacdes diferenciais. E devida a Euler a distingio entre equagBes “lineares”, “exatas” e
“homogéneas”, adotadas hoje nos cursos rudimentares de equac@es diferenciais. Euler

foi o maior responsavel pelos procedimentos de solucdo estudados nesses cursos: 0 uso
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de fatores integrantes, o método de solucdo de equacdes lineares, a distincdo entre
equacdes lineares homogéneas e ndo homogéneas, as nogdes de solucdo particular e de
solucéo geral.

Os trabalhos de Euler no campo de teoria dos nimeros foram expressivos.
Ele provou o Pequeno Teorema de Fermat e mostrou sua capacidade de computacao
demonstrando que Fs = 4.294.967.297 nédo é primo. Euler colaborou para demonstracédo
do Ultimo Teorema de Fermat ao provar que, para n = 3, ndo existe solucdo inteira para

aequacdo x" + y" = z",

2.5 Carl Friedrich Gauss

Figura 6. Gauss, litografia publicada na Astronomische Nachrichten em 1828.

Carl Friedrich Gauss (1777-1855) comprovou desde cedo uma admiravel
aptiddo matematica. Sindnimo de genialidade soberana, de capacidade inexplicavel, de
raciocinio légico em sua condi¢cdo mais pura. Titd, Colosso de Rodes, Principe dos
Matematicos, foram alguns dos apelidos que seus colegas, com justificado respeito e
admiracdo, concederam-lhe ao longo de uma das mais espetaculares carreiras ja vistas
nas Ciéncias Exatas. Filho de um honrado, mas inculto trabalhador bracal da cidade de

Brunswick, Alemanha, ele tinha pouco mais de trés anos quando mostrou ao pai uma
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falha que este cometera ao calcular o quanto deveria pagar a alguns pedreiros que o
auxiliavam. Conta-se a histdria de que, quando crianga, seu professor, para manter a
turma ocupada, solicitou aos alunos que somassem todos os numeros de 1 a 100. Gauss,
sem fazer maiores célculos, imediatamente apresentou o0 resultado correto,
provavelmente usando a expressdo n(n + 1) / 2 para a soma dos n primeiros himeros
naturais. A habilidade do jovem estudante chamou a atencdo do Duque de
Braunschweig, sua cidade natal, que custeou sua educacdo. Em 1795, Gauss iniciou
seus estudos na Universidade de Gottingen. No ano seguinte, aos 18 anos de idade,
provou que o poligono regular de 17 lados poderia ser construido com régua e
compasso. Até entdo, os Unicos poligonos com nimero de lados primo construidos eram
o triangulo e o pentagono regulares.

Gauss ainda ndo sabia se dedicaria a vida a Matematica ou a sua outra
paixdo, o estudo de linguas. Como Euler, ele era também um génio linguistico e ja
dominava o Grego, o Latim, o inglés, o Francés e o Dinamarqués, com apenas 18 anos.
Gauss concluiu seu doutorado em 1799. Na sua tese forneceu uma demonstracéo para o
Teorema Fundamental da Algebra: todo polindmio ndo constante com coeficientes
complexos possui pelo menos uma raiz complexa. Falhas nas tentativas de
demonstragdo deste teorema por d’Alembert foram corrigidas por Gauss. A
demonstracdo contida em sua tese foi uma das quatro demonstracdes para o Teorema
Fundamental da Algebra que ele produziria ao longo de sua vida.

Quando Gauss comecou a trabalhar na sua obra Disquisitiones arithmeticae
(Investigacdes aritméticas) em 1801, a teoria dos numeros era simplesmente uma
bagunca de resultados isolados. Nessa obra ele introduziu a nocdo de congruéncia e, ao
fazé-lo, agregou a teoria dos nimeros. Disquisitiones contempla a aritmética modular,
com base nas relagbes da congruéncia. Gauss também proclamou e provou o famoso
teorema da reciprocidade quadratica, que ficou incompletamente demonstrado anos
antes pelo matematico francés, Adrien-Marie Legendre (1752-1833). Entretanto, este
teorema liga a solvabilidade de duas equacBes quadraticas relacionadas em aritmética
modular. Em Disquisitiones, a abordagem de Gauss de criar teoremas, acompanhados
de demonstragdes, corolarios e exemplos, foi usada por outros autores posteriormente.

Gauss ficou famoso quando, aos 24 anos de idade, calculou a oOrbita do
planetoide de Ceres, um asteroide existente entre as Orbitas de Marte e Jupiter.
Descoberto em 1801 pelo astronomo italiano Giuseppe Piazzi, esse corpo celeste teve

sua Orbita perdida em algumas semanas. A partir de poucas informagdes observacionais,
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Gauss desenvolveu um método matematico que previu a Orbita do planetoide.
Conhecido como método de Gauss, ele envolvia a solugdo de uma equacao de grau oito.
Esse método ainda hoje é usado para rastrear satélites. O reconhecimento pelos
trabalhos de Gauss em astronomia levou-o a ser designado, em 1807, diretor do
observatorio de Gottingen.

Desde o surgimento do calculo diferencial e integral, os procedimentos
dessa teoria foram empregados para o estudo de curvas e superficies. Gauss, em sua
obra Disquisitiones circa superficies curvas (Investigacdes sobre superficies curvas), de
1827, inovou o estudo da geometria de superficies ao utilizar procedimentos analiticos
para explorar suas propriedades locais. O texto de Gauss foi marcante no
desenvolvimento da geometria diferencial, apontando direcdes para o avanco da teoria.
Nele, Gauss inovou ao analisar superficies partindo de suas equacdes paramétricas. A
partir da parametrizacdo da superficie, Gauss estudou suas propriedades meétricas.
Conseguiu intensos trabalhos geodésicos, publicou uma obra-prima sobre Astronomia,
chamada Teoria motus corporum coelestium; desenvolveu pesquisas sobre eletricidade
e magnetismo, entre outras coisas.

Um tratado divulgado por Gauss em 1831 teve importancia histérica por
proporcionar a representacdo geométrica dos numeros complexos, estabelecendo a
correspondéncia entre o nimero z = X + iy e 0 ponto do plano cartesiano de coordenadas
(X, y). Uma representacdo geométrica analoga dos nimeros complexos ja tinha sido
obtida, em 1797, pelo noruegués Caspar Wessel (1745-1818). Entretanto, foi o trabalho
de Gauss que a difundiu dentro da sociedade matematica, de tal maneira que o plano dos
nameros complexos é hoje conhecido como plano Gaussiano. O termo ‘“nimero
complexo” também foi sugerido por Gauss, em substituicdo a nomenclatura “numero
imaginario”, que ajudava a manter ddvidas sobre a existéncia desses objetos. Gauss
contribuiu significativamente para a estruturacdo da teoria dos nimeros complexos,
sugerindo diversas aplicacfes a algebra e a aritmética. Por exemplo, designou uma nova
teoria de nimeros primos, dentro da qual 5 = (1 + 2i).(1 — 2i) ndo mais era considerado
primo.

Nos ultimos anos de sua vida, muitas de suas publicacBes estiveram
vinculadas ao seu trabalho no observatério astronémico. Nesse periodo, desenvolveu
estudos dentro do que hoje & considerada matematica aplicada. Gauss, além de
trabalhador incansavel, era um perfeccionista, que s6 se permitia publicar trabalhos

sobre teorias devidamente acabadas. Muitas de suas descobertas permaneceram em um
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diario pessoal e ndo foram publicadas. Um exemplo disso sd@o seus estudos sobre
geometrias ndo euclidianas. Em seus anos de estudante em Gottingen, Gauss fez
tentativas de demonstrar o postulado das paralelas, chegando a conclusao de que néo era
possivel uma prova. As conclusfes ndo publicadas de Gauss o tornariam inventor das
geometrias ndo euclidianas. Gauss morreu aos 78 anos, em sua casa, no observatorio de

Gottingen, ainda desfrutando plenamente de seus incomparaveis dotes intelectuais.
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3 INTRODUCAO BASICA A TEORIA DOS NUMEROS

“Seis é um numero perfeito nele mesmo,
e ndo porque Deus criou 0 mundo em
seis dias; a reciproca é que é verdade:
Deus criou 0 mundo em seis dias porque
esse numero é perfeito, e continuaria
perfeito mesmo se o trabalho de seis dias

ndo existisse.”
(Agostinho)

A Teoria dos Numeros € a parte da Matematica que se dedica em especial
ao estudo dos numeros inteiros. Ndo existem davidas de que o conceito de inteiro é um
dos mais antigos e fundamentais da ciéncia em geral, tendo acompanhado o homem
desde os primordios de sua histdria. Entdo, é de certo modo surpreendente que a Teoria
dos Numeros seja atualmente uma das areas de pesquisa mais efervescentes da
Matematica e que, de forma intensa, continue a fascinar e desafiar as atuais geracoes de
matematicos. S8o trés os principais ramos em que se divide a Teoria dos NUmeros:
Teoria Elementar, Teoria Analitica e Teoria Algébrica. Neste capitulo vamos nos limitar
a parte elementar, onde apresentaremos resultados basicos, através de Definicdes,
Proposicdes e exemplos, que serdo necessarios para a formula geral que fornece o
namero total de solugdes inteiras das Equacdes Diofantinas.

3.1 Conjuntos Numéricos: Naturais e Inteiros

Os numeros foram considerados durante milénios como entes intuitivos e
algumas de suas propriedades, como por exemplo, a comutatividade e a associatividade
da adicdo e da multiplicacdo, eram consideradas inerentes a sua propria natureza, e
assim, ndo necessitando de demonstracdo. O enorme avango matematico a partir da

criacdo do Calculo Diferencial, no século dezessete, colocou diante dos matematicos
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novos problemas que, para serem mais bem compreendidos e solucionados, requeriam
uma fundamentagdo mais rigorosa do conceito de nimero. Os nimeros naturais ainda
resistiram as investidas por algum tempo. S6 no final do século dezenove, quando 0s
fundamentos de toda a matematica foram questionados e intensamente repensados, é
que a nocdo de nimero passou a ser baseada em conceitos da teoria dos conjuntos,
considerados mais primitivos. O grande capitulo da construgdo dos numeros ficou
encerrado quando em 1888 Dedekind publicou um trabalho onde, a partir de nogoes
basicas da teoria dos conjuntos, ele elabora um modelo para os ndmeros naturais,
definindo as operacdes de adicdo e multiplicacdo e demonstrando as suas propriedades
bésicas. A construgdo de Dedekind ndo teve muita difusdo na época por ser bastante
complicada. Tornando-se mais popular com a axiomatica que Giuseppe Peano deu em
1889. Para 0s nimeros inteiros daremos um tratamento axiomatico, tendo como ponto
de partida uma lista de propriedades basicas que os caracterizardo completamente, para

delas deduzir as demais propriedades.

A nocdo bésica de conjunto ndo é definida, isto é, € aceita intuitivamente e,
por isso, chamada nocao primitiva. Ela foi utilizada primeiramente por Georg Cantor
(1845-1918), matematico nascido em Sao Petersburgo. Segundo Ele, a nocdo de
conjunto designa uma cole¢do de objetos bem definidos e discerniveis, chamados
elementos do conjunto.

Denomina-se nimero natural a “tudo que for definido por um conjunto e,

por todos os conjuntos que lhe sejam equivalentes.” (Bertrand Russel).
Consideremos o conjunto dos naturais como sendo,
N={1,23456,.}
isto é, o conjunto dos inteiros positivos.
O conjunto Z dos nameros inteiros € munido de duas opera¢des, uma adicdo
(+) que tem como elemento neutro o numero inteiro zero (0) e uma multiplicacdo (.) que

também tem seu elemento neutro, o nimero inteiro um (1). Consideremos o conjunto

dos nimeros inteiros como sendo,
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Z = {0, £1, 2, 3, +4, +5 6.},

ou seja, o conjunto formado pelos nimeros naturais e 0s nimeros inteiros negativos, e

Z* = {1, +2, +3, +4, 45, 46,..},

que representa 0s nameros inteiros nao nulos,

Z+={1,2,3,4,5,6,..},

que representa 0s nUmeros inteiros positivos, e

Z_={..-6, -5, -4, -3, -2, -1}

que representa 0s nUmeros inteiros negativos.

Sendo a e b dois nimeros inteiros quaisquer, denotaremos por a + b a soma

deaebea.b(ouab)oproduto de a por b.

Vejamos algumas propriedades que assumiremos aqui como axiomas.

I) A adigéo e a multiplicagdo sdo bem definidas:

Va,b,c,deZ, a=ceb=d=>a+b=c+d e ab=c.d.

I1) A adicéo e a multiplicacdo sdo comutativas:

Va,beZ a+b=b+a e ab=b.a.

I11) A adigéo e a multiplicagéo sdo associativas:

VabceZ (a+b)+c=a+((b+c) e (ab).c=a.(b.c).
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IV) A multiplicacéo e distributiva com relagéo a adicao:

VabceZ a(b+c)=ab+ac

V) Tricotomia: Dados a, b € Z, uma, e apenas uma, das seguintes
possibilidades é verificada:
1) a=Db
2) HceZ* b=a+c(também equivale a dizer que a <b)

3) HceZ* a=b+c (também equivale a dizer que b < a)

VI) Lei da Existéncia de Inversos Aditivos: Para todo inteiro a existe um
inteiro x tal quea + x = x +a =0 . Nesse caso, denotamos X por - a que pode ser
chamado também de oposto ou simétrico de a. Sendo a e b dois inteiros, define-se
a—b=a+(—h).

VII) Lei do Cancelamento da Multiplicagdo: Sea, b,c € Z,comc #0e

a.c=bh.centdoa="h.

VIII) Lei do Cancelamento da Adicdo: Sea,b,c€Zea+c=b+centdo

Curiosidades

1) Define-se googol ao nimero 1 seguido de 100 zeros, ou seja, 1 googol é
igual a 1010, A palavra “Googol” foi inventada em 1938, por um garoto americano de
9 anos, Milton Sirotta, a pedido do seu tio, 0 matematico Edward Kasner. Kasner usou o
conceito de “googol” para explicar aos alunos, a diferenca entre um numero
incrivelmente grande e o infinito. Esta palavra foi utilizada pelos fundadores do Google,
Larry Page e Sergey Brinn, com o objetivo de ilustrar a enorme quantidade de
informacdes que o sistema por eles criado, pretendia sistematizar. Este menino sugeriu,
também, o nome googolplex para um ndmero ainda maior do que o googol, o 1

googolplex = 101 90099,
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I1) Vivencie a seguinte brincadeira: Como adivinhar a idade do amigo (a)?

Instrucoes:
Peca que ele (ela) escreva dois digitos cuja diferenca seja maior do que um.
Que entre os dois digitos escreva um algarismo qualquer.
Peca que inverta a ordem dos algarismos do nimero obtido.
Peca que diminua o menor nimero obtido do maior.
Peca que inverta a ordem dos digitos da diferenca acima obtida.
Peca que some o ultimo nimero obtido ao resto anterior.
Peca que some 0 numero obtido a idade do amigo (a).
Peca para ele dizer qual o Gltimo resultado obtido.

Vocé entdo dira a idade do amigo (a).

Qual é o trugque?

Solucéo.

Vamos imaginar que seu amigo escreveu os digitos 7 e 2 e entre os dois
colocou o numero 4, formando o ndmero 742. Seguindo as instrucdes, invertendo o
namero, obtém-se 247. Diminuindo o menor ndmero do maior, tem-se: 742 — 247 =
495. Invertendo a ordem dos digitos da diferenca obtida, encontramos 594, que somado
a 495 nos da: 594 + 495 = 1089. Se a idade do amigo for, por exemplo, 17, vocé soma
1089 + 17 = 1106.

Qual € o truque?

O truque é o seguinte: qualquer que seja a escolha dos digitos, antes de
somar a idade do amigo, encontramos sempre o resultado 1089. Quando ele diz o
resultado final, vocé subtrai 1089, obtendo a idade do amigo. Experimente com outros

valores e comprove!

I11) Um namero ¢é dito perfeito, segundo definicdo dos proprios pitagoricos
que os classificaram, se for igual a soma de seus divisores, excluindo o préprio nimero.

Exemplos: 6 =1+2+3,28=1+2+4+ 7+ 14, 496 e 8128 sdo nimeros perfeitos.
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Estes sdo os Unicos numeros perfeitos menores que 10.000. O menor nimero perfeito, 6,
era ligado, pelos escribas misticos e religiosos a perfeicdo; isso justifica por que a
Criacdo de um mundo téo perfeito tenha necessitado apenas de 6 dias. Existe ou ndo
uma infinidade deles? Ainda ndo se sabe. A descoberta de Euclides para encontrar
numeros desse tipo, sé fornece numeros perfeitos pares, dai surge outra pergunta: existe
algum numero perfeito impar? Até hoje ndo se encontrou qualquer deles. Esse talvez
seja 0 mais antigo problema em aberto da teoria dos nimeros e talvez de toda
Matematica, resistindo fortemente a qualquer demonstracdo, ha 24 séculos! Outra
propriedade interessante dos numeros perfeitos é que todo ele é a soma de n nimeros
naturais consecutivos, paraalgumn e N; 6 =1+2+3,28=1+2+3+4+5+6 +7,
496=1+2+3+4+5+ .. +15 etc.

V) Dois numeros sdo ditos amigos quando um deles for igual a soma dos
divisores do outro, excluindo os proprios numeros. Os pitagéricos jd conheciam o
menor desses pares de numeros, que € (220 e 284). Vamos conferir: a soma dos
divisoresde 22061 +2+4+5+ 10+ 11 + 20 + 22 + 44 + 55 + 110 = 284, a soma dos
divisores de 284 é 1 + 2 + 4 + 71 + 142 = 220. O segundo exemplo de par de nimeros
amigos, so6 foi dado muitos séculos mais tarde, por Fermat, e o terceiro, por Descartes,
ambos no século XVII. Coube a Euler descobrir outros 60 pares desses nimeros. Quem
vir os pares de numeros amigos encontrados por Euler pode constatar sua capacidade
em trabalhar com nimeros enormes, numa época em que uma calculadora manual era
apenas um sonho. Apesar da sua argucia e habilidade para lidar com produtos e somas
de grandes numeros, € importante registrar que Euler deixou escapar,
desapercebidamente, um par de nimeros amigos relativamente pequenos: (1184, 1210).
Ficou para Nicolo Paganini, um garoto de apenas 16 anos, a descoberta desse par, em
1866. Muitos acreditavam que, como 0s quadrados magicos, 0s pares de numeros
amigos tinham poderes sobrenaturais e 0s usavam em talismas e po¢des magicas. Com a
computacdo, se conhece mais de dois milhGes de pares de nimeros amigos, e essa

quantidade cresce a cada momento.

V) Os dados de Whodunni.
Grumpelina, a bela assistente do Grande Whodunni, colocou uma venda nos

olhos do famoso ilusionista. Uma pessoa da plateia jogou entdo trés dados.
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— Multiplique o nimero do primeiro dado por 2 e adicione 5 — disse
Whodunni. — Entdo multiplique o resultado por 5 e some o numero do segundo dado.
Finalmente, multiplique o resultado por 10 e some o nidmero do terceiro dado.

Enquanto ele falava, Grumpelina anotava os célculos num quadro-negro
virado para a plateia, de modo que Whodunni ndo conseguisse vé-lo, mesmo que a
venda fosse transparente.

— Quanto deu? — perguntou Whodunni.

— Setecentos e sessenta e trés — disse Grumpelina.

Whodunni fez estranhos passes no ar.

— Ent&o os dados foram ...

Quais? Como ele conseguiu?

Solucéo.

Os dados foram 5, 1 e 3.

Se os dados mostrarem as letras a, b e ¢, o calculo ira gerar 0os nUmeros
2a+5

5(2a+5)+b=10a+b+25

10.(10a + b + 25) + ¢ = 100a + 10b + ¢ + 250

Portanto Whodunni subtraiu 250 de 763, ficando com 513, 0s nimeros dos

trés dados. Basta subtrairmos 2 do primeiro algarismo da resposta, 5 do segundo e néo

mexer no terceiro, facil.

3.2 Fatorial

Denomina-se fatorial de um namero natural n (indica-se por n!), ao produto

de todos os nimeros naturais de 1 até n, ou seja, n! =n.(n—1).(n—2)....2.1, paran>2.

Vejamos duas consequéncias:

I) Podemos escrever para qualquern e Nen > 2:
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n!'=n.(n-1)!

Veja que na igualdade 9! =9.8.7.6.5.4.3.2.1, temos 9.(8.7.6.5.4.3.2.1) = 9.8!

I1) Vamos estender o conceito de fatorial de n paran =1 e n = 0. Em cada extenséo

deve-se conservar a propriedade n! =n.(n— 1)!

Observe que,

a) Sen=2,temosn! =n.(n—1)!

21=2.(2-1)!
21=211
2.1 = 2.1! (dividindo os dois membros por 2)
1=1
Portanto,
=1

b) Sen =1, temos n! =n.(n - 1)!

11=1.(1-1)!
11=1.0!
1=10!

Para que essa igualdade seja verdadeira, definimos: 0! = 1

Observe que séo 0s Unicos numeros que tém o mesmo fatorial.

Exemplo 1. Calculando 6! temos, 6! =6.5.4.3.2.1 = 720.

Exemplo 2. Simplificar:

Solucéo. Colocando-se 98! em evidéncia, teremos:

100! —99!—98!
100!499!498!

98! (100.99-99 — 1) _ 49
98!(100.99+99+1) 50
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Exemplo 3. Determinar o maior niumero primo divisor de 87! + 88!.

Solucdo. 87!+ 88! =87!+88.87! =89.87!

Logo, 0 maior nimero primo € 89.

Exemplo 4. Resolva a equacédo (n —5)! = 5040.

Ora, (n—5)! =5040 = (n—5)! =7.6.54.3.2.1 = (n-5)!=71=n-5=7

= n=12.

3.3 Axiomas de Peano

A esséncia da caracterizacdo de N reside na palavra “sucessor”.
Intuitivamente, quando X, y € N, dizer que y é o sucessor de x significa que y vem logo
depois de x, isto é, ndo existem outros nimeros naturais entre x e y. Fica claro que esta
explicagdo apenas substitui “sucessor” por “logo depois”, logo nao é uma defini¢do. O
termo primitivo “sucessor” ndo ¢ definido explicitamente. Contudo, no século XX, o
matematico italiano Giuseppe Peano deu uma forma concisa e precisa para esses
nameros, através da enumeracdo dos quatro axiomas abaixo que sdo conhecidos como

Axiomas de Peano.

I) Todo nimero natural tem um Unico sucessor;

I1) Numeros naturais diferentes tém sucessores diferentes;

3

IIT) Existe um Unico numero natural, chamado “um” e representado pelo

simbolo 1, que ndo é sucessor de nenhum outro;

IV) Seja X um conjunto de nimeros naturais (isto é, X c N). Se 1 € X e se,

além disso, o sucessor de todo elemento de X também pertence a X, entdo X = N.
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Tudo o que se sabe sobre 0s numeros naturais pode ser provado como
consequéncia desses axiomas. O Ultimo dos axiomas de Peano é conhecido como o

axioma da indugao.

3.4 Ordem entre os numeros naturais

Sejam X, y € N, diz-se que x é menor do que Yy, € escreve-se X <y, para
significar que existe algum b € N tal que y = x + b. A relagdo x < y tem as seguintes

propriedades:

Transitividade: Sex <yey<bentdo x <b.

Tricotomia: Dados x, y € N, vale uma, e somente uma, das alternativas: x =

Y, X<youy<x.

Monotonicidade: Se x <y entdo, para qualquer b € N, tem-sex+b<y+Db

ex.b<y.b.

A proxima propriedade é conhecida como a Boa-ordenagdo ou tambeém

como a técnica da prova pelo contraexemplo minimo.

Principio da Boa Ordenacéo

O conjunto N dos inteiros positivos € bem ordenado, isto €, todo
subconjunto ndo vazio de N possui um menor elemento. Em outras palavras, para cada
conjunto C, subconjunto de N, se C # @, entdo existe ¢ € C tal que ¢ < x, paratodo x €
C. Este principio é equivalente ao principio da indugdo, assunto que veremos no

préximo subcapitulo.

Exemplo 1. Seja P = {x € N; x é um nimero par}. Este conjunto é um subconjunto
ndo vazio dos numeros naturais. Pelo Principio da Boa Ordenacdo, P contém um

elemento minimo. Naturalmente, o elemento minimoem P é 2.
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Exemplo 2. Demonstrar que toda funcéo f: N — N monotona nao crescente (isto ¢, n <

m = f(n) > f(m)) € constante a partir de um certo nimero natural.

Solucdo. Seja A c N a imagem de f. Pelo Principio da Boa Ordenacdo, tal conjunto
possui elemento minimo x,. Seja ny, um natural tal que f(n,) =x,. Como a funcgdo é
mondtona ndo crescente entdo para todo n > n, temos que f(n) < f(ny), Mas pela
definicdo de x, temos f(n) > x,. Logo f(n) = x, para todo n >n,, como queriamos

demonstrar.

3.5 Inducao

Em vérios problemas de Matemaética, em especial da Teoria dos NUmeros,
precisamos verificar a veracidade de uma afirmacdo, A(n), que depende de um nimero
natural n. Se a afirmacdo A(n) é de fato verdadeira, usamos o método de inducédo para
facilitar a sua prova. Os historiadores da Matematica tém opinides diferentes sobre
quem primeiro formulou o Principio da Inducdo Matematica. Mas, é certo que 0s
matematicos da antiga Grécia usaram argumentos indutivos, basta ver o Teorema 1X-20
em Os Elementos, de Euclides, onde ele prova a existéncia de infinitos nimeros primos.
Alguns historiadores argumentam que a formulacéo precisa do método e do processo de
inducdo deveu-se a Jacob Bernoulli (1654-1705) e Blaise Pascal (1623-1662). Em 1889,
quando estudava os nUmeros naturais, Giuseppe Peano (1858-1932) introduziu o
Principio da Inducdo Matematica como um dos axiomas dos numeros naturais.

Inducdo € uma importante ferramenta utilizada em matematica, que tem por objetivo
fazer generalizacdes, isto €, € um método usado para demonstrar uma propriedade que
envolve ndmeros naturais, ndo para descobrir qualquer propriedade. Nem todos 0s
resultados envolvendo nimeros podem ou devem ser provados por inducdo, por
exemplo, a soma de um numero impar com um ndmero par, ambos positivos, é um
namero impar. Veremos dois tipos de inducdo: a inducdo empirica e a inducdo

matematica.
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3.5.1 Inducao empirica

Se, em uma sequéncia (x;, X, , X3, X4 ,.., Xp ), Chegarmos a uma
generalizacdo baseada apenas na observacao de certa regularidade de um ndmero finito

de termos, diremos que a mesma trata-se de uma indugdo empirica.
Exemplo. 2,4,6,38,...
Observe que:
Sex; =12,%x,=22,x3=3.2,..entao, x, =n.x; — indugdo empirica.

Em Matematica, é inaceitavel generalizar uma sequéncia somente atraves da
observacdo, haja vista que existem férmulas que se verificam para um nimero limitado

de termos.

Exemplo. A afirmacdo de que a expressdo n? - n + 41 gera sempre um nimero primo,
qualquer que seja n, é falsa. Ela se verifica paran = 1, 2, 3,..., 40, mas ndo é valida para
n=41.

3.5.2 Inducdo Matematica

E um processo que permite demonstrar uma inducdo supostamente

empirica, através de poucos termos de uma sequéncia.
Axioma de inducéo: Seja C um subconjunto de N tal que:
I)1€eC.
IT) C ¢ fechado com respeito a operacdo de “somar 1” a seus elementos, ou seja,
vh,neC=n+1€eC.

Entdo, C = N.

Teorema (Principio de Inducdo Finita ou Matematica). Sejaa € N e P(n) uma

sentenca aberta de n. Suponha que:

1) P(a) é verdadeira;
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I1) P(n) € verdadeira para algum namero natural n > a.

Entdo P(n +1) é verdadeira para algum ndmero natural n> a.

Demonstracéo. Seja W = {n € N; P(n)}; ou seja, W é o subconjunto dos elementos de
N para os quais P(n) é verdade.

Considere o conjunto S={m € N; a + m € W},

Que verifica trivialmente a + S ¢ W.

Como, pela condicdo 1), temos que P(a) é verdadeira e pela condigédo 1)
P(a + 1) é verdadeira, logo a + 1 € W, segue-se que 1 € S.

Por outro lado, sem € S, entdo a + m € W e, por Il), temosquea +m+1 €

W; portanto, m + 1 € S. Assim, pelo Axioma de Indug&o, temos que S = N. Logo,

{meN;m>a}=a+NcW,

0 que prova o resultado.
|

A demonstracao por inducdo também pode ser pensada como a diversdo de
arrumar dominds em fila e derruba-los como uma onda: derrubamos a primeira peca,
que ao cair bate na segunda, que ao cair bate na terceira e assim sucessivamente, até que
todas elas estejam tombadas. Agora, em vez de pecas de dominds, pense numa
sequéncia de afirmacdes A(1), A(2), A(3), ..., A(n), .... Imagine que seja possivel provar

as duas etapas seguintes:

I) a primeira afirmacdo, A(1), seja verdadeira;

I1) sempre que uma afirmagcdo for verdadeira, a posterior também seré verdadeira.

Concluimos que todas as afirmacbes A(1), A(2), A(3), ..., A(n), ... sdo
verdadeiras. Relacionando com as pecas de domino, 1) seria a derrubada da primeira
peca, Il) seria a queda de uma peca de dominé provocada pela queda da peca anterior. A

parte 1) é chamada a hipotese de inducéo e Il) € a etapa indutiva.
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Exemplo 1. Este exemplo ilustra o primeiro registro da utilizacdo do Principio Inducéo

Matemética feita por Francesco Maurolycus em 1575. Queremos provar a validez, para

todo nimero natural n, da igualdade P(n) =1 +3+5+..+(2n—1) = n?

Soluc¢édo. Usaremos Inducao.

I) Verificacdo de P(1), P(1) é vélida, pois1=12=1

I1) Hipotese de inducéo:

Suponhamos P(n) verdadeira para certo valor de n.

[11) O que se quer demonstrar:

Queremos mostrar que P(n + 1) vale. Ora, da hip6tese 1 + 3 +..+ (2n — 1) =

nZ, somamos 2n + 1 a ambos 0os membros da igualdade, obtendo:

1+3+5+.+(2n-1)+(2n+1)=n?+2n+1, ou seja:

1+3+5+.+[2(n+1)-1]=(n+1)2

Mas esta Ultima igualdade é P(n + 1). Portanto P(n) = P(n + 1). Assim,

P(n + 1) vale paratodo n e N.

Exemplo 2. P(n) pode ser uma identidade:

1— .r.n+1

1+r+r2+, +rv 140z ser#1.

1-r ’

Solucéo.

1) Verificagdo de P(1):

P(1) e valida, pois
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1-r1*l  1-r2 _ (1-r)(A+r) _

1-7 1—7 Py l14+r=1+n
I) Hip6tese de indugéo:
Suponha P(k) valida para algum k > 1:
14+r+r2+,. + 7k 144k = 1_1il;+1

I11) O que se quer demonstrar:

Queremos mostrar que P(k + 1) vale, ou seja,

17 1- rk+2

= 1-r

LHr+r2+. +rk+rkt

A interrogacdo acima da igualdade indica que a identidade ainda ndo foi
provada. A ideia € usar a expressdo do lado esquerdo para deduzir a expressdo do lado

direito, usando a hipdtese P(K):

1— k+1
I G N i I e (R G N L B e
1-r
1-— rk+1+ rk+1(1_r) 1— .r.k+1+ rk+1_ rk+2 1— rk+2

1-r 1-r 1-r

Exemplo 3. P(n) pode ser uma desigualdade, como a Desigualdade de Bernoulli,

bastante util em um curso de Analise Real. Prove:
1+x)">1+nx,sex>-1.
Solucéo.
1) Verificacdo de P(1):
P(1) é valida, visto que (1 +x)1>1+x=1+1.x.

I1) Hipotese de inducdo:
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Suponha que P(k) vale para algum k > 1, isto &,
(1+x)8>1+kx.
I11) O que se quer provar:
Devemos provar que P(k + 1) € valida, ou seja,
1+ 11+ (k+ Dx.

Ora, por hipotese, x > - 1, donde (1 + x) > 0. Portanto, desse fato e do fato

de que P(k) vale, temos

A+x).1+0>0+x)(1 +kx) =2 1+ > 1 +kx +x +kx2=1+ (1 +k)x + kx?

> 1+ (1 +k)x, ja que kx* > 0 para qualquer x.

Exemplo 4. Demonstrar que, para todo numero natural n, M, = n(nz2- 1)(3n +2) ¢

maultiplo de 24.
Solucéo. Veja que se n =1 entdo M, =0, que é um multiplo de 24 (base da inducdo).

Agora, suponhamos que para certo inteiro k o nimero My é divisivel por 24
(hipotese de inducdo) e vamos mostrar que My, também € divisivel por 24 (passo

indutivo). Calculamos primeiramente a diferenca

Mg - My = (k+ 1)((k + 1)2 - 1)(3(k + 1) + 2) — k(k? - 1)(3k + 2) = k(k + 1)[(k + 2)(3k
+5) — (k—1)(3k + 2)] = 12k(K + 1)2.

Um dos nimeros naturais consecutivos k e k + 1 é par donde k(k + 1)2 é
sempre par e 12k(k + 1)2 é divisivel por 24. Por hipétese de inducdo, M, € divisivel por

24 e temos, portanto que My, ; = My + 12k(k + 1)2 também é divisivel por 24.

Exemplo 5. (Jakob Steiner — 1796-1863) Mostre, usando inducdo, que o nimero

ST - .. , .(n+1
méaximo de regides definidas por n retas no plano é L, = % + 1.

Solucgéo. Para n = 1, o plano fica dividido em duas regies. Assim L; = 1'(12+1) +1=2.
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O que mostra que a afirmacao € verdadeira paran = 1.

Tracando duas retas concorrentes, o plano fica dividido em 4 regides. A

2. (2+1)

expressao dada é verdadeira L, = +1=4.

Agora, observe que, tragando uma terceira reta, verificamos que esta divide
no maximo trés das quatro regides ja existentes, independentemente da posicao das duas

primeiras retas tracadas. Logo, com n = 3 retas, dividimos o plano em, ho maximo, 7

3. (3+1)

regides e a formula se verifica L; = +1=7.

Observe que, L, = L; + 2. L3 =L, +3.

Agora, para n > 1, a n-ésima reta aumenta o numero de regides do plano de
k se, e sO se, essa reta divide k das regifes ja existentes. Por outro lado, a n-ésima reta
intercepta k regides ja existente se ela intercepta as retas anteriores em k — 1 pontos.
Mas, duas retas se interceptam em no maximo um ponto. Portanto, a n-ésima reta sé
pode interceptar as n - 1 retas anteriores em no maximo n — 1 pontos. Assim, como k <
nL,<L,;+n.

Agora, desenhando a n-ésima reta de tal maneira que ela ndo seja paralela a
nenhuma das outras n - 1 retas e ndo passe por nenhum dos pontos de intersecdo ja
existentes, temos que L, = L,_; + n. Essa igualdade foi verificada acima paran=2en

= 3. Observe que o passo da inducdo de n paran + 1 é dado por:

n.(n+1)

Ln+1:Ln+(n+1)—[ +1]+(n+1)—[n(n+1)+( +1)]+1—

(n+1),(§+ 1)+1:(n+1)'[(2—“+1)+1]+1_

Portanto, o nUmero maximo de regides definidas por n retas no plano é L, =

n (“”) + 1, para todo nGimero natural n.

A Torre de Hanoi

A Torre de Hanoi € um quebra-cabeca que foi apresentado em 1883 por
Edouard Lucas (1842-1891), um professor do Lycées Saint-Louis, na Franca, no seu

livro Récréations Mathématiques, volume Ill, p. 56. Lucas anexou ao seu brinquedo
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uma lenda romantica sobre uma torre, a Torre de Brama, que supostamente tem 64

discos de ouro empilhados em trés agulhas de diamantes:

No inicio dos tempos, ele disse, Deus colocou estes discos de ouro na
primeira agulha e mandou um grupo de sacerdotes transferir para a terceira
agulha, movendo apenas um disco de cada vez e sem colocar um disco maior
em cima de um menor. Os sacerdotes, ao que se saiba, trabalham dia e noite

nesta tarefa. Quando eles terminarem, a Torre ruird e o mundo ira acabar.

A primeira solucdo do problema da Torre de Hanoi apareceu na literatura
matematica em 1884, num artigo de Allardice e Farser, La Tour d’Hanoi publicado em

Proc. Edinburgh Math. Soc., v. 2, p. 50 — 53, 1884.

Agora, enunciamos o problema da Torre de Hano6i de modo mais geral.
Exemplo 6. E dada uma torre com n discos, inicialmente empilhados por tamanhos
decrescentes em um dos trés pinos dados, conforme Figura 7. O objetivo é transferir a

torre inteira para um dos outros pinos, movendo apenas um disco de cada vez e sem

colocar um disco maior em cima de um menor.

1 2 3

Figura 7. A Torre de Handi

a) Determine a menor quantidade de movimentos necessarios para transferir todos 0s

discos de um dos pinos para outro.

b) Mais precisamente: prove que podemos realizar a transferéncia dos n discos, de

acordo com as regras de Edouard Lucas, com, no minimo, 2™ — 1 movimentos.
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Solucéo.
a) Na notacdo de inducdo associada a brincadeira do domino, a afirmacdo, A(n), a ser
provada é: “a menor quantidade de movimentos para transferir os n discos € igual a 2™ —
1.

Assim, A(1) sera entendida como a afirmacdo: “A quantidade minima de
movimentos para transferir um disco € igual a 21 — 1 =17;

A(2): a menor quantidade de movimentos para transferir dois discos €é igual
a2?-1;

A(3): a menor quantidade de movimentos para transferir trés discos é igual a

23 — 1, e assim sucessivamente.

Etapa 1: Verifiqguemos a base da inducéo, isto é, vamos verificar que A(1) é
verdadeira. Para isso, observe que, para transferir um sO disco, basta um Unico

movimento. Nesse caso, 1 = 21 — 1 e a férmula se verifica.

Etapa 2: Vamos supor que para n = k, onde k € o nimero de discos, a menor

quantidade de movimentos para realizar a transferéncia seja 2¥ — 1, onde k > 1.

b) Agora, provaremos que, para n = k +1 discos, 0 nimero minimo de movimentos que

realizam a transferéncia é dado por 2X+1 — 1.

De fato, se temos (k + 1) discos, podemos pensar em dois blocos de discos:
um bloco com k discos, contendo todos os discos, com excec¢do do disco maior, que esta
embaixo da pilha, e outro, s6 com o disco maior. Pela hipétese de inducdo, podemos
transferir os k primeiros discos com, no minimo, 2¥ — 1 movimentos. Assim,
transferimos o bloco contendo k discos para um dos pinos vazios, realizando 2K — 1
movimentos e, em seguida, transferimos o disco maior para 0 outro pino vazio e, por
ultimo, transferimos o bloco dos k discos para o pino em gue se encontra o disco maior,
com no minimo 2¥ — 1 movimentos. Portanto, o total minimo de movimentos realizados

foi:

(K- +1+(@k-1)=2.2k—1=2k1_1
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0 que conclui a prova.

No caso de n = 64 discos, 0 nimero minimo de movimentos sera 2% — 1,
necessarios antes que o mundo se acabe...

Agora, observe que o nimero 24— 1 é igual a 18.446.744.073.709.551.615.
Se fizermos uma transferéncia por segundo, 24 horas por dia, durante 365 dias no ano,

levariamos 58.454.204.609 séculos e mais seis anos para terminar o trabalho!

Teorema do 2° Principio da Inducéo (Principio de Inducdo Forte ou Completa).
Seja a € N e P(n) uma sentenca aberta de n. Suponha que:

1) P(a) € verdadeira;

I1) P(K) é verdadeira para todo natural k tal que a <k <n.

Entdo P(k +1) é verdadeira.

Demonstracéo. Seja F = {n € N; n > a e P(n) é falso}. Queremos provar que F é vazio.
Suponha, por absurdo, que F # @. Como F é limitado inferiormente (por a), pelo
Principio da Boa Ordenacdo, temos que F possui um menor elemento b. Como b € F
temos que b > a, mas por 1), temos que a € F, logo b # a e, portanto, b > a. Sendo b o
menor elemento de F, temos que b — 1 € F, logo P(b — 1) é verdadeira. De Il) segue-se
entdo que P(b) é verdadeira e, portanto, b ¢ F, contradicao.

|

Exemplo 1. A sequéncia de Fibonacci F,, é a sequéncia definida recursivamente por

Fo=0, F;=1 e F,=F,_ 4 +F,_, paran>2.

Assim, seus primeiros termos sdo

Fo=0, F;=1, F,=1, F3=2, F, =3, Fs =5, F,=8, ..

n_gn 1++/5 1-v5 . .
P onde o = ep= s30 as rafzes de x2 = x +

Mostre que Fp, = — 5 > >
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Solucéo.

0_ RO
Temos que Fy = *—5 =0eF, =2

B —6" = 1 (base de indugso).

1
o« B

k

Agora seja n > 1 e suponha que Fy = aa_ﬁ para todo k com 0 <k <n

(hipdtese de indugdo). Assim,

oh-1_ Bn—l _ (an+ an—l)_ (Bn"' Bn—l) _ ot+1_ Bn+ 1

oa—f a—f a—B oa—f

Fn+1 = Fn + Fn—l =

poisa? =a+1 = ol =q"+ "1 eanalogamente g+t = B + B0,
Veja que, neste exemplo, como o passo indutivo utiliza os valores de dois
termos anteriores da sequéncia de Fibonacci, a base requer verificar a formula para os

dois termos iniciais F, e F; e ndo apenas para o primeiro termo.

Exemplo 2. Seja P um poligono no plano. Triangular um poligono é tracar diagonais
pelo interior do poligono de modo que as diagonais ndo se cruzem e cada regido
formada é um tridngulo. Esses triangulos sdo chamados triangulos exteriores porque
dois de seus trés lados situam-se no exterior do poligono original. Prove que se um
poligono com quatro ou mais lados for triangulado, entdo ao menos dois dos triangulos

formados séo exteriores.
Solucéo.

Seja n o numero de lados do poligono.

Caso Comum: Como este resultado somente tem sentido para n > 4, o caso
comum é n = 4. A Unica maneira de triangular um quadrilatero é tracar uma das duas
diagonais possiveis. Em qualquer hipétese, os dois triangulos formados devem ser

exteriores.

Hipotese da inducéo forte: Suponhamos que tenha sido provada para todos
os poligonos com n =4, 5,....k lados.
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Seja P um poligono arbitrario triangulado com k + 1 lados. Devemos provar
que ao menos dois de seus triangulos sdo exteriores.

Seja d uma das diagonais. Esta diagonal separa P em dois poligonos A e B,
em que A e B sdo poligonos triangulares com menor nimero de lados do que P. E
possivel que A, ou B, ou ambos sejam, eles proprios, tridangulos. Consideramos 0s casos

em que nenhum, apenas um, ou ambos, A e B, sdo triangulos.

I) Se A ndo € um triangulo. Entdo, como A tem a0 menos quatro, mas, no
maximo, k lados, sabemos, pela inducéo forte, que dois ou mais dos triangulos de A sdo
exteriores. Agora temos motivo para preocupacdo: os tridngulos exteriores de A séo
realmente triangulares exteriores de P? N&o necessariamente. Se um dos triangulos
exteriores de A utiliza d como diagonal, entdo ndo é um triangulo exterior de P. Ndo
obstante, o outro triangulo exterior de A também ndo pode utilizar a diagonal d e, assim,

ao menos um tridngulo exterior de A € também triangulo de P.

I1) Se B ndo € um triangulo. Tal como no caso anterior, B contribui com ao

menos um triangulo exterior para P.

I11) Se A é um tridngulo. Entdo A é um tridngulo exterior de P!

IV) Se B € um triangulo. Entdo B é um triangulo exterior de P!

Em qualquer caso, tanto A como B contribuem com ao menos um triangulo

exterior para P, e assim P tem ao menos dois triangulos exteriores.
A prova por indugdo é um meétodo alternativo da prova por boa ordenacéo,

ou seja, qualquer resultado que provemos por inducdo pode ser provado igualmente com

0 método da boa ordenacdo, porém, as provas por inducdo sdo mais populares.

Curiosidades

) O italiano Leonardo de Pisa, mais conhecido como Fibonacci, que

significa filho de Bonacci, nasceu em 1180 na cidade de Pisa, na época do inicio da
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construcdo da famosa Torre de Pisa, e introduziu na Europa o sistema de numeracao
hindu-arabico através do seu famoso livro Liber Abaci (1202). Fibonacci é considerado
0 maior matemético da Idade Média. Seu livro Liber Abaci cont¢ém um problema
famoso sobre coelhos, cuja solucdo é agora conhecida como a Sequéncia de Fibonacci.
Surpreendentemente, 0os numeros de Fibonacci, isto é, 0s nimeros que comparecem na
Sequéncia de Fibonacci, servem para representar modelos da natureza, como o nimero
de espirais em determinadas rosas e frutas, como os girassais, a pinha, o abacaxi, entre

outros.

I1) Outra curiosidade da sequéncia de Fibonacci, diz respeito ao triangulo
de Pascal (Blaisé Pascal - 1623-1662) quando observado formando um triangulo
retdngulo. Observe na figura abaixo que surpreendentemente aparecem ai 0s nimeros de

Fibonacci como soma dos elementos das diagonais: 1, 1, 2, 3,5, 8, 13, ....

rd

1
NP P
2///3/1/
3‘////4 1
5"/1/5/10 10) (5 1
5%

1 6) 15 @) @ (6 1
rd

13
Figura 8. Tridngulo de Pascal, formando um tridngulo retangulo.

. ~ f, ,
I11) Considere a razéo r, = ‘;“, comn =1, 2, 3, 4,.., entre 0S nimeros de
n

1235813213455

Fibonacci consecutivos. A sequéncia r,, dada por: =, =, =, =, -, —, —=, — ..., possui
1"1"2"3' 5" 8' 132134

propriedades fascinantes:

(i) os termos de ordem par séo decrescentes: r, > 1, >rg >Tg > T > ....
(ii) os termos de ordem impar séo crescentes: r; <r; <rs <TI; <TIg <....
(iii) os termos consecutivos aparecem em ordem alternada: r; <r,, r, > 13, 'y <Ty, Iy >

Is, ...
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(iv) a sequéncia dos intervalos fechados: [ry, r,], [r3, rs], [rs, 6], [r7, 18], ..., €
encaixante, isto é, cada um dos intervalos, a partir do segundo, esta inteiramente contido
no anterior: [ry, ry] 2 [r3, ry] 2 [rs, 1] 2 [1r7, rg] 2 .... Além disso, o limite do

comprimento desses intervalos tende a zero quando n tende ao infinito.

3.6 Divisibilidade

Como a divisdo de um namero inteiro por outro nem sempre é exata, se
expressa esta possibilidade através da relacdo de divisibilidade. Se ndo existir uma
relacdo de divisibilidade entre dois ndmeros, veremos no préximo subcapitulo, que
ainda assim, sera possivel efetuar uma “divisdo com resto”, chamada de divisdo
euclidiana. Euclides, que viveu por volta de 300 a.C., escreveu 0 mais célebre e
importante tratado matematico de sua época, “Os Elementos”. Composto por treze
livros, dos quais trés, foram dedicados a aritmética, essa colecdo é composta de varios
assuntos, entre eles, uma sistematizacdo da teoria dos numeros naturais e um
mecanismo que possibilita a divisdo com resto, de a por b. Os nimeros primos, assunto
que trataremos mais adiante, constituem um dos objetos mais fundamentais da
matematica. O aspecto de indivisibilidade que carrega consigo cada nimero primo, tem
despertado o interesse e a admiracdo dos matematicos ao longo dos séculos. A
importancia dos primos se deve a capacidade que eles tém de gerar todos 0s nimeros
inteiros. Tal importancia tem motivado o estudo dos numeros primos desde a

antiguidade grega até 0s nossos dias.

Defini¢do: Dados dois nimeros inteiros a e b, com a # 0, dizemos que a divide b, e
escrevemos a | b, se existir um namero inteiro k tal que b = a.k. Caso a ndo divida b,
escrevemos a t b. Se a dividir b, dizemos que a é um divisor ou um fator de b, ou que b
é divisivel por a, ou ainda que b € um multiplo de a. Observe que todo inteiro ndo nulo

€ um divisor de si mesmo e de 0.

Exemplol. 5|0; 3|9; 3+7; 61+17.
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Exemplo 2. Um inteiro n € par se for um multiplo de 2; caso contrario, n é impar. De
acordo com a definigéo, os inteiros pares sdo precisamente 0s que podem ser escritos na

forma 2k, para algum Kk € Z, isto €, sdo os inteiros

ey -6,-4,-2,0,2,4,...
Os inteiros restantes, isto &,
..-5-3,-1,1,3,...,

sd0 os impares. Assim, todo impar é igual a um par mais 1, de modo que podemos
denotar um inteiro impar escrevendo 2k + 1, onde k € Z. Os inteiros sao classificados

assim, pelo menos, desde Pitagoras, 500 anos antes de Cristo.

Proposicdo 3.6.1. Sejaa € Z, mostreque a |0, que L |aeque a | a.

Demonstracéo. Ora, a |0 pois0=a.0,1|apoisa=1l.aea|apoisa=a.l

Proposicdo 3.6.2. Sea |1, entdo a = £ 1.

Demonstracéo. De fato, se a divide 1, existe q € Z tal que 1 = g.a. O que implica a=1
eq=1loua=-leq=-1,ouseja,a=%1.
|

Proposicdo 3.6.3. Sejam a e b inteiros e diferentes de zero, sea|beb|aentdoa =+
b.

Demonstracdo. Existe u, v € Z tais que se a | b entdo b = a.u e se também b | a entdo a
= b.v. Logo, a = (au)v = a.(u.v) que implica u.v =1, assim u | 1 e dai temos que u ==
lequea==h.

Proposicado 3.6.4. Sejam a e b inteiros com a #0, se a | b entdo b =0 ou |a| < |b|.
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Demonstragao. Suponha que a | b,coma #0eb#0. Assim, existe U € Z com u # 0 tal
que b = a.u, ou seja, |b| =|al.Jul. Como u # 0, temos que [u| > 1, desse modo segue que
|b| > |al.

[ |

Proposicdo 3.6.5. Se a, b e ¢ sdo inteiroscoma#0eb #0, taisque a|b e b | c entdo

alc.
Demonstracdo. Comoa | b e b | ¢ existem inteiros m e n tais que b =am e ¢ = bn.
Substituindo o valor de b na equagéo ¢ = bn teremos ¢ = (am).n = a(mn), logo, a | c.

Exemplo. Como 3|12 e 12|72, entdo 3 | 72. Como néo existe inteiro ¢ satisfazendo
25 = 6¢, entdo 6 t 25.

Proposicéo 3.6.6. Sejam a, b e c inteiros com ¢ # 0. Se ¢ | b, entdo ¢ | ab.

Demonstragéo. Se b = cm, com m € Z, entdo ab = c(am), com am € Z. Logo, c | ab.
|

Proposi¢do 3.6.7. Se a, b, c e d sdo inteiroscoma #0 e c #0, taisque a | b e ¢ | d entdo
ac | bd.

Demonstracéo. Existe u, v € Z tais que sea | b entdo b = u.ae se c | d entdo d = vc.
Multiplicando-se as equacdes membro a membro temos que bd = (uv).ac, dai, ac | bd.

Exemplo. Em particular, sejam a, b e c inteiros com b # 0 e ¢ # 0. Se b | a, entdo

bc | ac. Ora, se a = bm, com m € Z, entdo ac = (bc)m e, dai, bc | ac.

Proposicado 3.6.8. Sejam a, b e c inteiros, coma #0.Sea | (b +c),entdoa |b < a|c.
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Demonstragdo. Como a | (b + ¢), entdo existe k € Z tal que (b + ¢) = ak. Vamos supor
que a | b, entdo, existe w € Z tal que b = aw. Logo, b + ¢ = aw + ¢ = ak, donde segue-
se que ¢ = ak —aw = a(k —w), que nos diz que a | c. Agora, se a | ¢, entdo, existe h € Z
tal que ¢ = ah. Logo, b + ¢ = b + ah = ak, donde segue-se que b = ak — ah = a(k — h),
que nos diz que a | b. Portanto, a |b < a | c.

|

Proposi¢do 3.6.9. Sea,b,c,m,n€Z,comc|aec|b,entdoc|(ma nb).

Demonstracéo. Se ¢ |a e ¢ | b, entdo existem inteiros k e w tais que a = kc e b = wc.
Multiplicando a primeira equagéo por m e a segunda por n temos ma = mkc e nb = nwc.
Adicionando-se, membro a membro, obtemos ma + nb = (mk + nw)c, o que nos diz que
¢ | (ma + nb). Subtraindo, membro a membro, chegamos a ma — nb = (mk — nw)c, o
que nos diz que ¢ | (ma — nb). Logo, ¢ | (ma + nb).

|
Exemplo 1. Observe que 5|15e 5 | 60 e, consequentemente 5 | (6.15 — 1.60), ou seja,
5 30.

Exemplo 2. Encontre todos os inteiros positivos n tais que 2n% + 1 | n3 +9n - 17.

Solugdo. Utilizando o “2n? + 1 divide” para reduzir o grau de n® +9n — 17, temos que

{an +1|n®+9n-17
2n% + 1| 2n% + 1

implica 2n2+1 | (n® +9n- 17).2+(2n% +1).(-n) < 2n%2+1 | 17n- 34,

Como o grau de 17n — 34 é menor do que o de 2n? + 1, podemos utilizar a
proposicdo 2.6.4 para obter uma lista finita de candidatos a n. Temos 17n —34 =0 < n
=2o0u|2n? + 1|<|17n— 34| © n=1, 4 ou 5. Destes candidatos, apenasn=2en =
5 séo solugoes.

Proposic¢do 3.6.10. Sejam a, b, n € N, com a > b > 0. Entdo a — b divide a™ — b".
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Demonstracdo. Vamos provar o resultado usando inducdo sobre n. E dbvio que para n
= 0 a afirmacéo é verdadeira, pois a — b divide a® — b® = 0. Suponhamos, agora, que (a

—Db) | (a® — b"). Escrevamos a™*! — b™*1 obtemos:
a1 —p*1 = gg" — pha + ba™ — bb™ = (a — b) a™ + b(a" — b").

Como, (a — b) | (a — b) e, por hipétese, (a — b) | (a™ —b™), segue da
Proposicdo 3.6.9 que (a — b) | (a™*? - bn+1) 0 que completa a demonstracéo.
|
Exemplo 1. Vejaque, paratodon € N, 3 | 10™ - 7™, pois 3 =10 — 7 e pela proposicao
3.6.10,10 -7 | 10™ - 77,

Exemplo 2. Observe que, paratodon € N, 8 | 32" -1, pois8=9-1e3%" - 1=9"-
1", e pela proposic¢éo 3.6.10 temos que 9 — 1 | on - 1M,

Proposicdo 3.6.11. Sejam a, b, n e N com a > b > 0. Entdo a + b divide a?" - b0,

Demonstracdo. Novamente usaremos inducdo sobre n. A afirmacdo € verdadeira para n

_ b2n

= 0, pois a + b divide a® — b° = 0. Suponhamos que (a + b) | (a?® ). Escrevamos

q?(+1) — p2(+1) ptemos:

a2(n+1) _ b2(1’1+1) = q2q?n — bzazn + bzazn - b2b21’1 = (az - bz).azn + bZ.(aZH -

b2M).

Como, (a + b) | (a% — b?) e, por hipétese, (a + b) | (a2 — b™), segue das

igualdades acima e da Proposicdo 3.6.9 que (a + b) | a?®™*D + p2(+1) 4 que completa

a demonstragao.
|

Exemplo 1. Mostre que, paratodon € N, 53 | 740 - 241,



70

Ora, 53 = 49 + 4 ¢ 71 - 241 = (72)20 - (22)20 = 4921 _ 421 contudo, pela
proposicdo 3.6.11 temos que 49 + 4 | 492" - 420 [ogo 53 | 747 - 247,
Exemplo 2. Veja que, paratodo n € N, 13 | 927 - 2%" pois 13 =9 + 4 g 927 - 240 =
921 (22)2n = 920 . 420 ¢ pela proposicio 3.6.11 temos que 9 +4 | 927 - 427,

Proposicdo 3.6.12. Sejam a, b, n € N, coma + b # 0. Entdo a + b divide a?*! +
b2n+1.

Demonstracdo. Vamos provar usando inducdo sobre n. Para n = 0 a afirmacdo é

verdadeira, pois a + b divide a® + b = a + b. Vamos supor que (a + b) | (a?"+! +

b1 1), Escrevamos a2+ D+t 4 p2(+DHL ghtemos:
Q2D+ | bz(n+1)+1 = q2q2ntl — p2g2n+l L p2.2n+l 4 p2,2n+1 (aZ —

bZ)a2n+1 + bZ(a2n+1 + b2n+1)_

Como, (a + b) | (a% — b?) e, por hipétese, (a + b) | (a2"+* + b22*1), seque

das igualdades acima e da Proposicdo 3.6.9 que (a + b) | (a2®@+D+1 + p2(FD+1) 4 gue
estabelece o resultado para todo n € N.

[ |
Exemplo 1. Observe que, para todo n € N, 19 | 327+1 + 44742 nois 19 =3 + 16 e
32041 4 44042 — 32041 4 42(20+1) < 32041 4 (42)20+1 < 32041 4 1620+ assim pela

proposicao 3.6.12 temos que 3 + 16 | 320F1 + 162041,
Exemplo 2. Veja que, paratodo n € N, 14 | 520*1 + 341+2 nojs 14 =5+ 9 g 527+ +

34n+2 — g2n+l 4 32(2n+1) = §2n+l 4 (32)2n+1 = §2n+l 4 92n+1’ contudo pe|a

proposicao 3.6.12 temos que 5+ 9 | 520+t + 92n+1,

3.7 Divisdo Euclidiana

Neste subcapitulo, estudaremos o Algoritmo da Divisdo, proposto por

Euclides, e seus usos nas questdes de divisibilidade dos numeros inteiros. Observe que o
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inteiro 11 ndo divide o inteiro 52 e que 11 ndo divide 14. Por outro lado, podemos
escrever 52 = 4.11 + 8 e 14 = 1.11 + 3. E facil criar varios exemplos de dois niimeros
inteiros onde um ntmero ndo divide outro. Assim, concluimos que a divisdo € bastante
restritiva no conjunto dos ndmeros inteiros. Existe um processo de divisdo de um
numero natural qualquer por outro, que amplia o conceito de divisibilidade e pelo qual
se determina 0 quociente e o resto da diviséo, sendo eles determinados unicamente.
Esse processo é conhecido como Algoritmo da Divisdo (apresentado por Euclides), e
se estende de modo natural para o conjunto de todos os inteiros, com a restricdo do
divisor ser diferente de zero (ou divisor positivo, para facilitar).

Sabemos que 5 néo divide 48, mas, no entanto, podemos escrever 48 = 9.5 +
3. Nesse caso, 9 € o quociente e 3 é o resto da divisao de 48 por 5. Outro exemplo, -26
= (-7).4 + 2, nesse caso, -7 € 0 quociente e 2 € o resto da divisao de -26 por 4. Agora,
observe que, como 5 divide 35, podemos escrever 35 = 7.5 + 0; nesse caso, 7 € 0
quociente e 0 é o resto da divisdo de 35 por 5. E nesse sentido que dizemos que 0
Algoritmo de Euclides amplia o conceito de divisibilidade. De uma maneira geral

temos:

Teorema 3.7.1. Sejam a e b dois nimeros naturais com 0 < a < b. Existem dois unicos

ndmeros naturais q e r tais que

b=aq+r r<a

Demonstracédo. Vamos supor que b > a, e consideremos, enquanto se fizer sentido, 0s

nameros que formam o conjunto

S={b,b-a,b—-2a,---,b—na,---}cN

Pelo Principio da Boa Ordem, o conjunto S tem um menor elemento,
digamos r = b — gqa. Vamos provar que r satisfaz as condi¢es enunciadas no Teorema,
ou seja, r < a. Se a | b, entdo r = 0 e nada mais temos a demonstrar. Se, por outro lado, a
t b, provaremos que nao pode ocorrer r > a. De fato, se isto ocorresse, existiria um
numero natural ¢ < r tal que r = ¢ + a. Consequentemente, sendor=c +a=b — qa,

teriamosc=b —qga—a=Db—(q +1).a, com c <r, 0 que é uma contradicdo com o fato
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de r ser o menor elemento de S. Portanto, b = aq + r com r < a, 0 que prova a existéncia
deqger.
Resta provar a unicidade. Vamos tomar dois elementos distintos em S. Note
que a diferenca entre o maior e 0 menor desses dois nimeros é um multiplo de a e,
assim, essa diferenca é no minimo igual a a. Logoser; =b—-a.q; er, =b—a.q,, com
r; <r, < a, teriamos r, —r; > a. Isso nos daria, r, >r; + a > a, absurdo, portanto r, =
r;. Comor, =r;, segue-se que b —a.q; = b —a.q,, 0 que implica que a.q; = a.q, e,
portanto q; = q.
|
Nas condicbes do teorema, 0s numeros q e r sdo chamados,
respectivamente, de quociente e de resto da divisdo de b por a. Veja que o resto da
divisdo de b por a é zero se, e sO se, a divide b. Uma das mais importantes
consequéncias do Algoritmo da Divisdo é que qualquer natural b ou é divisivel por a
(sendo a natural maior do que 1) ou deixa resto 1 ou 2 ou 3 ou ... ou a — 1 na divisao

por a.

Exemplo 1. Vamos achar o quociente e o resto da divisao de 24 por 5.

Solucéo. Considere as diferencas sucessivas:

24-5=19, 19-5=14, 14-5=9, 9-5=4<5,

Istonosdaqg=4er=4.

Exemplo 2. Vamos mostrar aqui que o resto da divisdo de 10™ por 9 é sempre 1,

qualquer que seja 0 nimero natural n.

Solugdo. Faremos por indugdo sobre n. Para n = 1, temos que 10 = 9.1 + 1; portanto, 0
resultado vale.
Suponha, agora, o resultado valido para um dado n, isto € 10" = 9.q + 1.

Considere a igualdade

1071 =10.10" = (9 +1) 10" =9. 10" + 10" = 9. 10™ + 9.q + 1 = 9(10™ + q) + 1,
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provando que o resultado vale para n + 1 e, consequentemente, vale para todo n € N.

Exemplo 3. Mostre que de trés inteiros consecutivos um e apenas um deles é multiplo
de 3.

Solucdo. Suponha que os trés inteiros consecutivos sejam a,a + 1 e a + 2. Temos as

seguintes possibilidades: a deixa resto 0, 1 ou 2 quando dividido por 3.

I) Suponha que a deixe resto 0 quando dividido por 3, ou seja, a = 3q.
Logo,a+1=3q+1ea+ 2=23g+ 2. Assim, um e apenas um dos trés nameros é
maultiplo de 3, a saber, a.

I1) Suponha que a deixe resto 1 quando dividido por 3, ou seja, a = 3q + 1.
Logo,a+1=3q+2ea+2=3g+3=23(q+1). Assim, um e apenas um dos trés
nameros é maltiplo de 3, a saber, a + 2.

I11) Suponha que a deixe resto 2 quando dividido por 3, ou seja, a = 3q + 2.
Logo,a+1=3q+3=3.(q+1)ea+2=3.q+4=3.(qg+ 1)+ 1 Assim, um e apenas

um dos trés nameros é multiplo de 3, a saber, a + 1.

Corolario 3.7.2. Dados dois niimeros naturais a e b com 1 < a < b, existe um nimero

natural n tal que

na<b<(n+1a.

Demonstracéo. Pela Divisdo Euclidiana, existem g, r € N, com r < a determinados de
forma Unica, tais que b = aq + r, 0 que implica, aq < b. Por outro lado, b =aq +r < aq
+a=a.(q + 1). Portanto, aqg < b <a.(q + 1). Basta tomar n = ¢ para completar a
demonstracdo do Corolario.

|

Exemplo 1. Fixado um nimero natural n > 2, pode-Se sempre escrever um nimero

qualquer m, de modo unico, naformam=n.k +r,ondek,reNer<n.
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Por exemplo, todo nimero natural n pode ser escrito em uma, e s6 uma, das
seguintes formas: 3k, 3k + 1, ou 3K + 2.
Ou ainda, todo numero natural n pode ser escrito em uma, e sé uma, das

sequintes formas: 4k, 4k + 1, 4k + 2, ou 4k + 3.

Exemplo 2. Dadosa, n € N, coma > 2 e impar, vamos determinar a paridade de

(a"-1)
2

o , . , a™-1) , ,
Solugdo. Como a é impar, temos que a™ — 1 é par, e, portanto % é um numero

natural. Logo, € legitimo querer determinar a sua paridade. Sabemos que

(a™-1) _a-1

. - (a" 1+ . +a+1).

Sendo a impar, temos que a™ ! + ... + a + 1 é par ou impar, segundo n é par
. AT N . a-1
ou impar. Portanto, a nossa analise se reduz a procura da paridade de ——
. . ~ a-1,
Sendo a impar, ele é da forma 4k + 1 ou 4k + 3. Sea = 4k + 1, entdo —— € par,

~ . a-1,.,
enguanto que, se a = 4k + 3, entéo —— € impar.

(a"-1)
2

Contudo, temos que é par se, e s6 se, n é par ou a é da forma 4k + 1.

Teorema 3.7.3. (Algoritmo da divisédo em Z). Se a e b séo inteiros, com b # 0, entdo

existem Unicos inteiros qe rtaisque a=h.q+re0<r<|b|.

Demonstracao. Primeiramente demonstraremos supondo b > 0. Pelo teorema 3.7.1 e
tomando a > 0, existem ndmeros naturais q e r satisfazendoa =b.q+re0<r<b. Sea
< 0 entdo |a| > 0. Aplicando o teorema 3.7.1, existem naturais q e r satisfazendo: |a| =
b.g+re0<r<b.Como |al=-a,temosentdo —a =bqg+r, ouseja, a=b.(—q) + (-
r). Ser =0, temos a =b.(—q) + 0, sendo entdo — q e 0 0 quociente e o resto da divisdo
de a por b, respectivamente.

Se r > 0 temos:

a=b(-a)+ (-
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a=b.(—q)—b+b-r,logo
a=b.(—q-1)+((b-r)

Como0O<r<hb,temos — b <-r<0 e, entdo, somando b aos trés membros
desta Gltima desigualdade, 0 <b —r<b. Fazendog=-q—-1er=b —r’,temosa=b.¢'

+rcom0<r<b.

Para mostrar a unicidade do quociente q e do resto r, suponhamos que seja
possivel fazer:
a=b.q; +r; =b.qy +r,cOMqyq, qz, r; €15 inteiros, 0<r; <be0< r, <h.
Mostraremos que necessariamente q; = q, € r; = 1.
A partir da igualdade b.q; +r; = b.q, +r,, obtemos 0 = b.(q; - q;) + (r; -

r,) ou equivalentemente, (r, - r;) = b.(q; - q2)-

Logo, b divide (r, - r;). Por outro lado, como 0 <r; <be 0 < r, <b, segue
que —b <r, -r; <b e portanto |r, - r;| < b. Como b divide |r;, - r;| < b (pois divide r, -
r,), temos necessariamente r, - r; = 0 e consequentemente q, - q, = 0. Segue, portanto,

aunicidade q; =q, ery =r,.

Agora, para 0 caso b < 0 é analogo, temos que |b| > 0, pelo caso anterior b

> 0, existem inteiros q, e ry Unicos tais que

a=|b|.q +r; com0<r; <|b|.

Como |b| = - b, segue que

a=b.(-qy) +r;com0<r; <|b|.

ou seja, existem e sdo Unicos os inteiros q = (- q4) e r = ry tais que

a=b.q+r com0<r<|b|.
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Exemplo 1. Seja m um inteiro positivo. Entdo m é dito um quadrado perfeito se m =
n?, para algum inteiro n (podemos supor ndo negativo). Prove que todo quadrado

perfeito:

a) deixa resto 0 ou 1 quando dividido por 3.

b) deixa resto 0 ou 1 quando dividido por 4.
Solucéo. Seja n um natural

a) Pelo algoritmo da divisdo, o resto da divisdo de n por 3 é 0, 1 ou 2, de modo que n =

3¢, 3q+ 1 ou 3q + 2, paraalgum q € Z. Agora:

) Se n = 3q, entdo n? = 3.3¢2.
I1) Sen=3qg + 1, entdo n? = 3.(3q% + 2q) + 1.
1) Sen=3q+2, entdo n®> =3.(3q% +4q + 1) + 1.

No primeiro caso, ndeixa resto 0 quando dividido por 3; nos outros dois casos, n?deixa

resto 1 quando dividido por 3.

b) Novamente pelo algoritmo da divisdo, o resto da divisdo de npor 4 €0, 1, 2 ou 3, de
modo que n =4q, 4q + 1, 4q + 2 ou 4q + 3, para algum q € Z, e podemos dar uma prova
andloga a do item a). Vejamos, contudo, uma prova mais simples; invocando o

algoritmo da divisdo, temos n = 2q ou 2q + 1 para algum q € Z.
1) Se n = 2q, entdo n? = 4q?>.
) Sen=2q+1,entdon? =4.(q> +q) + 1.

No primeiro caso, n? deixa resto 0 quando dividido por 4; no segundo, n?

deixa resto 1 quando dividido por 4.

Exemplo 2. O quadrado de qualquer inteiro ou € da forma 4q ou 4q + 1, onde q € um

inteiro.
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Solucdo. Dado um inteiro b qualquer, temos que: ou b é par ou b é impar. Logo, ou b =

2k ou b =2k + 1, onde k é um inteiro. Portanto, ou
b? = 4k? = 4q, onde q = k?,
ou
b2=4k*+ 4k +1=4(k*+k)+1=4g+1,ondeq=k?+k € Z.

Portanto, o quadrado de qualquer inteiro é da forma 4q ou 4q + 1, onde q é

um inteiro.

Exemplo 3.  Nenhum numero da lista abaixo é um quadrado perfeito, isto é, um

guadrado de um numero inteiro:
11,111,11113,11111,1111117, 1121112173, ...........

Solucéo. Ora, Basta observar que todo numero da lista é da forma 4q + 3, com g € Z,

pois, 11..11 =11..100 + 11 = 4r + (4.2 + 3) = 4q + 3, com r € Z. Vejamos que:

11=42+3;
111=4.27 + 3,
1111 =4.277+3

Mas, de acordo com o exemplo 2, o quadrado de qualquer nimero inteiro €
da forma 4q ou 4q + 1, onde g é um inteiro. Portanto, nenhum numero da lista dada é
um quadrado perfeito.

Corolario 3.7.4. Dados inteiros a,, a, e b, sendo b # 0, temos que b | (a; - a,) se, e

sO se, a; € a, deixam restos iguais na divisao por b.

Demonstragéo. Suponha primeiro que a; =b.q; +rea, =b.q, +r,comqq, q,, r € Z.
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Entdo a; - a, =b.(q; - q3), 1.e.,b | (a; - a,). Reciprocamente, suponha que
b | (a; - ay),esejama; =b.q; +ry,a, =b.qy +1ry;,cOMQq,qy, 11,1, €EZe0<r;, I,

<|b|.
Portanto,
a; - a; =(qq - qz).b + (ry - 1rp).

E, como b | (a;-a;) eb |(qy-qz).b, segue da proposicio 3.6.9 que b
divide r; -r, =(a, - a;) - (q; - q3).b. Por outro lado, 0 <ry, r, < |b| implica |[r; — r,]

< |b|, de modo que a tnica possibilidade é ser |[r; — r,| =0 ou, ainda, r; = r,.
|
Exemplo. O dltimo algarismo de um quadrado perfeito so6 pode ser 0, 1, 4, 5, 6 ou 9.

Solucéo. Veja primeiro que o resto da divisdo de um numero natural por 10 coincide
com seu Ultimo algarismo (o algarismo mais a direita, na representacdo decimal do
namero). De fato, sejam = 10m’ + ay, comm’ € Z, ¢ 0 < a, < 9; como o inteiro 10m’
termina por 0, segue que a representacdo decimal da soma 10m’ + a, (que é igual a m)

termina a direita com o algarismo a,.
Sejam, agora, n€ Neq, re Ztaisquen=10q +r, com 0 <r <9. Entdo
n? = (10q + r)2 = 100g? + 20qr + r? = 10.(10k2 + 2kr) + r?,

de sorte que 10 | (n? - r2) e o corolario 3.7.4 garante que n? e r? deixam restos iguais
na divisdo por 10. Portanto, segue de nossa observacao inicial que o Gltimo algarismo

de n? é igual ao ultimo algarismo de r2.

Para terminar, basta checar quais s&o os Gltimos algarismos dos niimeros r?
quando r varia de 0 a 9: 02 = 0; 12 e 92 terminam em 1; 22 e 82 terminam em 4; 32 e 72
terminam em 9; 42 e 62 terminam em 6; 52 termina em 5. Assim, os possiveis Gltimos

algarismos de n? sd0 0, 1, 4, 5, 6 ou 9.
3.8 Maximo divisor comum

O conceito de Maximo Divisor Comum ¢ bastante usado nas mais variadas

areas do conhecimento. Com essa ferramenta somos capazes, por exemplo, de prever



79

alinhamentos de corpos celestes, estudar o ciclo de vida de alguns seres vivos, construir,
de modo a garantir o minimo de desperdicio, mosaicos de azulejos que podem ser

utilizados na arquitetura, dentre outros.

Dados dois nimeros inteirosae b coma # 0 ou b # 0, dizemos que um
inteiro d é um divisor comum deae b quando d | ae d | b. Note que a e b sempre
tém divisores comuns: por exemplo, 1. Ademais, desde que qualquer inteiro ndo nulo
tem apenas um numero finito de divisores, a e b tém apenas um numero finito de

divisores comuns. Contudo, a defini¢éo a seguir tem sentido.

Defini¢cdo. O maximo divisor comum dos inteiros ndo ambos nulos a e b,
denotado mdc(a, b) (alguns autores usam a notacdo (a, b)), € o maior dentre os
divisores comuns de a e b. Os inteiros a e b sdo primos entre si, ou relativamente
primos, se mdc(a, b) = 1. Para a = b = 0 convencionamos mdc(0, 0) =0. O mdc de a e
b ndo depende da ordem em que a e b sdo tomados, temos que (a, b) = (b, a). Se d é
maximo divisor comum entre a e b, entdo d também é maximo divisor comum entre a e
-b,-aehb, eainda, entre - a e - b. Esta definicdo de mdc para inteiros a e b também ¢é
valida para uma quantidade finita de inteiros a4, a,, as,..., a,, como por exemplo, o
mdc entre trés nimeros:

mdc(a,, a,, az) = mdc(mdc(a,, a,), az) = mdc(a,, mdc(a,, as)).
Vejamos a definicdo dada por Euclides nos elementos e se constitui em um
dos pilares da sua aritmética.

Diremos que d é um méximo divisor comum de a e b se conter as seguintes

propriedades:
1) d € um divisor comum de a e de b,
I1) d é divisivel por todo divisor comum de a e b.
A condicdo 1) acima pode ser reenunciada como se segue:
I1’) Se ¢ ¢ um divisor comum de @ e b, entdo ¢ | d.

Portanto, se d € um mdc de a e b e ¢ é um divisor comum desses nimeros,

entdo ¢ < d. Em particular, isto nos mostra que, se d e d, s&o dois mdc de um mesmo par
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de nimeros, entdo d < d; e d; < d, e, consequentemente, d = d;. Ou seja, 0 mdc de dois

nameros, quando existe, é dnico.

Vejamos dois modos de determinar o mdc:

I) Com auxilio da decomposicéo em fatores primos. Regra:

a) Decompdem-se os numeros dados em fatores primos;

b) A poténcia, ou o produto, resultante das poténcias do(s) fator(es) primo(s)
comum(ns) da(s) base(s) elevada(s) ao(s) menor(es) expoente(s), sera 0 mdc procurado.
Exemplo. Determine o mdc dos nimeros 48 e 40.

Soluc¢do. Vamos decompor os nimeros em fatores primos:
48=2*3 e 40=235

Portanto, 0 mdc(48, 40) = 23 = 8.

I1) Através da interseccdo dos divisores comuns. Para isto, basta
determinarmos, separadamente, os divisores dos nimeros dados e, em seguida, 0s
divisores comuns.

Exemplo 1. Determine o mdc dos numeros 60 e 36.
Solucéo.

D(60) ={1, 2, 3,4, 5, 6, 10, 12, 15, 20, 30, 60}
D(36) ={1, 2, 3,4, 6,12, 18, 36}

D(60) N D(36) ={1, 2, 3,4, 6, 12}

Logo, mdc(60, 36) = 12.

Exemplo 2. Sejam a = 12 e b = 18. Determine 0 mdc(12, 18).
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Solucéo. Vamos determinar os divisores de 12, que sao:

e os divisores de 18, que séo:

Tomando o maior divisor comum, obtemos: mdc(12, 18) = 6.

No entanto, quando um dos dois nimeros for grande, esse método fica
impraticavel, pois achar os divisores de um nimero grande é muito complicado. O que
fazer entdo? Euclides, trés séculos antes de Cristo, nos da uma solucdo para este

problema descrevendo um algoritmo muito eficiente para fazer este calculo.

Lema 3.8.1 (Lema de Euclides). Sejam a, b, n € Z, entdo o mdc(a, b) = mdc(a, b -

na).

Demonstracéo. Seja d = mdc(a, b - na). Como d | aed | (b - na), segue que d divide
b=Db-na+ na. Logo, d é um divisor comum de a e b. Suponha agora que ¢ seja um
divisor comum de a e b; portanto, ¢ é um divisor comum de a e b - na e logo, ¢ | d. Isso
prova que d = mdc(a, b).

|

Exemplo 1. Determine 0 mdc(3264, 1234).

Solucgdo. mdc(3264, 1234) = mdc(1234, 3264 - 1234) = mdc(1234, 2030) = mdc(1 234,
2030 - 1234) = mdc(1234, 796) = mdc(796, 1234 - 796) = mdc(796, 438) = mdc(796 -
438, 438) = mdc(358, 438) = mdc(358, 438 - 358) = mdc(358, 80) = mdc(358 — 80, 80)
=mdc(278, 80) = mdc(198, 80) = mdc(118, 80) = mdc(38, 80) = mdc(38, 42) = mdc(38,
4) = mdc(34, 4) = mdc(30, 4) = mdc(26, 4) = mdc(22, 4) = mdc(18, 4) = mdc(14, 4) =
mdc(10, 4) = mdc(6, 4) = mdc(2, 4) = mdc(2, 2) = 2.

Exemplo 2. Dados a, m € N com a > 1, temos que:
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(a;n__ll,a — 1) =(a—1,m).

Solucéo. Ora, seja d o primeiro membro da igualdade, temos que

d=@t+a™ 2%+ . . +a+1l,a-1)= (@™t-D)+@?-1)+..+(a-1)+m,a-

1).
Como, pela proposicédo 3.6.10, temos que:
a-1| @™ t-1)+@m2-1)+..+(a-1),

segue-se que (a™ 1-1)+ (@™ ?%-1)+ ..+ (a-1)=n.(a-1) para algum n € N, e,

portanto, pelo lema 3.8.1, tem-se que:

d=(M.(a-1)+ma-1)=(a-1,n(a-1)+m)=(a—1,m).
Exemplo 3. Determine os valores de a e n para os quais a + 1 divide a?™ + 1.
Solugdo. Vejaque: a+1 | e+l (a+1,a®"+1)=a+1.

Como a?" + 1 = (a®™ — 1) + 2, e pela proposi¢do 3.6.11, a+1 | a?* -1,

segue-se, pelo lema 3.8.1, que para todo n,
(a+l,a™+1)=(a+1,(@®"-1)+2)=(a+1,2).

Portanto, a + 1 | a’™ + 1, paraalgumn € N, se,esose,a+1=(a+1,2),

0 que ocorre se,es6se,a=0o0ua = 1.

Teorema 3.8.2. (Bachet-Bézout). Seja d o maximo divisor comum de a e b. Entéo

existem n, e m, inteiros tais que d = n,.a + m,.b.
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Demonstragéo. Seja B o conjunto de todas as combinacdes lineares na + mb, com n e
m inteiros. Obviamente, B contém ndmeros negativos, positivos e também o zero.
Vamos escolher n; e m; tais que ¢ = ny;.a + my.b seja 0 menor inteiro positivo
pertencente ao conjunto B. Primeiramente, vamos provar que ¢ | a e ¢ | b. Suponhamos
que c t a, neste caso, pelo Teorema 3.7.1, existemqertaisquea=qc+rcom0<r<
c. Portanto,r=a—qc =a-q.(n;.a + my.b) = (1 — q. n;).a + (— . my).b. Isto mostra
que r € B, 0 que é uma contradi¢do, uma vez que 0 < r < c e, por hipotese, c era 0 menor
elemento positivo de B. Logo, ¢ | a e de forma anéloga se prova que c | b.

Como d é um divisor comum de a e b, existem inteiros w, e w, tais que a =
w;.d e b =w,.d e, portanto, ¢ = n;.a + my.b = n;.wy.d + my.w,.d =d.(ny.w; + my.w,)
0 que implica d | c. Por serem d e ¢ ambos positivos, segue da proposicao 3.6.4, que d <
c. Como d < ¢ ndo é possivel, uma vez que ele é o maximo divisor comum, concluimos

qued=c,isto ¢, d=n,.a + m,.b. |

Corolario 3.8.3. Sejam a, b, ¢ € Z. A equacdo ax + by = ¢ admite solucdo inteira em X

ey se, e sose, mdc(a, b) | c.

Demonstracdo. Se a equacdo admite solucdo inteira, entdo mdc(a, b) divide o lado
esquerdo, logo deve dividir o direito também. Reciprocamente, se mdc(a, b) | c,
digamos ¢ = k.mdc(a, b) com k € Z, pelo teorema 3.8.2 existem inteiros x, € y, tais que
a.xq + b.y, = mdc(a, b) e multiplicando tudo por k obtemos que x = k.x, e y = K.y, S&0
solugdes da equacao dada.

|
Corolario 3.8.4. Sejam a e b inteiros ndo nulos e d seu mdc. Se d’ € N, entdo d’ | a, b

se, es6se, d” | d.

Demonstracdo. Tome inteiros x e y tais que d = a.x + b.y. Uma vez que d’ | a, b, a

proposicéo 3.6.9 nos garante que d’ | d. A reciproca ¢ imediata.
|

Corolario 3.8.5. Sejam a e b inteiros ndo nulos e d seu mdc. Entdo d = 1 se, e sO Se,

existirem inteiros x e y tais que a.x + b.y = 1.
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Demonstracao. Se d = 1, a existéncia de inteiros x e y como pede o enunciado segue do
teorema 3.8.2. Reciprocamente, sejam X e y inteiros como no enunciado. Como d | a,
b, segue novamente da proposi¢do 3.6.9 que d | a.x +b.y,isto é,d | 1. Logo,d=1.

|

Exemplo. Sejam a, b, c, d inteiros nao nulos, tais que ¢ + d # 0 e a.d — b.c = 1. Prove

~ a+b , . p
que a fracéo — ¢ irredutivel.

Solucdo. Queremos provar que mdc(a + b, ¢ + d) = 1. Para tanto, procuremos, de
acordo com o corolario 3.8.5, inteiros X, y tais que (a + b).x + (¢ + d).y = 1. Ora, uma

vez que ad — bc = 1, basta tomarmos x =dey=-b.
Proposicao 3.8.6. Para todo inteiro positivo t e a, b € Z, tem-se que (ta, tb) = t(a, b).

Demonstracéo. Pelo Teorema 3.8.2, existem k, w € Z tais que (a, b) = ak + bw. Entdo
t(a, b) = tak + tbw. Assim, (ta, tb) | ta, tb. Por outro lado, (a, b) | a, b= t(a, b) |ta, tb

= t(a, b) | (ta, tb). Portanto, (ta, tb) = t(a, b).

Proposicdo 3.8.7. Se ¢ > 0 e a e b sdo divisiveis por c, entdo

(2 9) ==.(a,b).

)
cC C

~ ~ S a b . . . .
Demonstragdo. Como a e b sdo divisiveis por ¢, temos que = € . Sa0 numeros Inteiros.

Substituindo a por % e b por % e tomando t = ¢ na Proposicdo 3.8.6 chegamos ao

resultado desejado.
|

Corolario 3.8.8. Se (a, b) =d, entédo
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Demonstracdo. Da proposigdo 3.8.7, ¢ € um divisor comum de a e b. Se tomarmos ¢
como sendo 0 maximo divisor comum d, isto é, ¢ = d, teremos o resultado desejado.
|

Exemplo. Como (21, 35) = 7 temos que (21 E) =(3,5) =1

77
Proposicado 3.8.9. Sejam a, b e ¢ inteiros ndo nulos, temos que:
a) Se a | bc e mdc(a, b) =1, entdo a | c.
b) Se ¢ | bemde(a, b) = 1, entdo mdc(a, c) = 1
Demonstracao.

a) Como mdc(a, b) =1 pelo Teorema 3.8.2, existem inteiros w e k tais que wa + kb = 1.
Multiplicando os dois membros dessa Gltima equacéo por ¢ temos que w.(ac) + k.(bc) =

c. Como a | ac e, por hipotese, a | bc, entdo, pela Proposicdo 3.6.9, a | c.

b) Sejamd € Z tal que b =cd e u, v € Z tais que au + bv = 1. Entdo, au + c.(dv) =1 e
segue, do coroléario 3.8.5, que mdc(a, ¢) = 1.
|

Exemplo. 4 | (29.16), logo 4 | 16 uma vez que (4, 29) = 1; agora, 5 | 20 e mdc(7,
20) = 1, entdo mdc(7, 5) = 1.

Proposicdo 3.8.10. Para a, b e c inteiros ndo nulos, temos que se a + bc # 0, entdo
mdc(a + bc, b) = mdc(a, b).

Demonstracdo. Sejam d = mdc(a + bc, b) e d” = mdc(a, b). Como d’ | a, b, temos que
d’ | a, a + bc. Portanto, pelo corolario 3.8.4 temos que d’ | d. Reciprocamente, como
d | (a+bc)ed | b, temos que d | [(a + bc) — be], isto é, d | aed | b. Novamente
pelo corolario 3.8.4, temos que d | d’ e, portanto, d =d’.

|
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Lema 3.8.11. Sejam a e b dois inteiros positivos e a = bq + r, com 0 < r < b. Entdo
mdc(a, b) = mdc(b, ).

Demonstracdo. Com efeito, se a = bq + r, entdo r = a — bg. Seja k um divisor comum
de a e de b; entdo k | aek | b. Assim, k | r, ou seja, k € um divisor comum de b e der.

Reciprocamente, como a = bqg + r, vem imediatamente que todo divisor comum de b e
de r € divisor comum de b e de a. Assim, o conjunto dos divisores comuns de a e de b é
igual ao conjunto dos divisores comuns de b e de r. Logo, mdc(a, b) = mdc(b, r).
|
Agora podemos enunciar o algoritmo de Euclides.
Teorema 3.8.12. (Algoritmo de Euclides). Sejam a e b inteiros positivos, com a > b.
Usando sucessivamente o algoritmo da divisdo, segue do lema 3.8.11 que o problema de

achar o mdc(a, b) reduz-se a achar o mdc(r,_,, ry), comn € N.

Demonstracao. Naturalmente, repetindo esse processo e fazendo divisdes sucessivas,

teremos:
a=b.q;+ r;,com0<r;<b
b=r;.qy+r;,com0<r,<ry
r{=r,.qz +rz,com0<r;<r,

In—z =Tp_1.qp * Iy, comO0<r, <r,_4

Ip—1 =Tp.Qpts ¥ g, COMIy g =0
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Como o resto diminui a cada passo, 0 processo ndo pode continuar
indefinidamente, e alguma das divisdes deve ser exata. Suponhamos entéo que r,,; seja

0 primeiro resto nulo, como esta indicado antes. Do lema 3.8.11, temos que:
mdc(a, b) = mdc(b, r;) = mdc(ry, rp) = ... =mdc(ry_q, Ip).
Finalmente, como r, | r,—, € facil ver que mdc(r,, r,—;) =r,, logo,
mdc(a, b) =r,.
|
Exemplo 1. Calcule 0 mdc(1126, 522).

Solucéo. Realizando as divisGes sucessivas, temos:

1126 = 2.522 + 82

522 =6.82 + 30
82=2.30+22
30=122+38
22=28+6
8=16+2
6=32+0

Assim, temos mdc(1126, 522) = mdc(522, 82) = mdc(82, 30) = mdc(30, 22)
=mdc(22, 8) = mdc(8, 6) = mdc(6, 2) = mdc(2, 0) = 2.

Exemplo 2. Sejam m # n dois nimeros naturais. Mostre que

1 seaépar,

mdc(a™ + 1, @ + 1) = { >
2 seaéimpar.

Soluc¢éo. Suponha sem perda de generalidade que m > n e observe a fatoracédo

2m—1 2m—1

a?" -1= (@ (@@ - == (@@ 1)@+ 1) (@ + D)(a? - D).
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Logo, ™ + 1= (a?" +1).q+ 2 com g € Z e assim

mdc(a?™ + 1, a?" + 1) = mdc(a?" + 1, 2)

que é igual a 2 se a2" + 1 for par, isto &, se a for impar, e é igual a 1 caso contrario.

Exemplo 3. Se a, m e nsdo naturais tais que a > 1 e m = nq + r, com 0 <r <n, prove
que

mdc(a™ — 1, @™ — 1) = g™dctmm _ 1.

Solucdo. Mostremos inicialmente que, se r = 0, entdo (a™ — 1) | (a™ — 1). Para tanto,
basta observar que a™ — 1 = (a™)? — 1 e lembrar, pela proposi¢do 3.6.10, que a™ — 1
divide (a™)? - 1.

Provemos agora que, se r > 0, entdo mdc(a™ — 1, a™ — 1) = mdc(a™ - 1, a”

~1).

De fato, fazendo a™ = b quando conveniente, temos:

am™—-1=a™*" - 1=(a™ -1).a" +(a" -1)=((a™?-1).a" +(a" - 1) =

(@ -1).b 1+ .. +b+1).a" +(a" -1).

Sendo
c=MbT14+ b2+ -+ b+ 1)a"
d =mdc(a™ - 1,a"- 1) :
d' =mdc(a"- 1,a" - 1)
temos
a™-1=(a"-1).c+(a" -1).

Portanto, segue da proposic¢do 3.8.10 que mdc(a™ — 1, a™ — 1) = mdc((a™ —
1.c+(a"-1),a™—1)=mdc(a" -1, a™ - 1).
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Para o que falta suponhamos, sem perda de generalidade, que m >n. Se m =
n, nada ha a fazer. Suponhamos, pois, m > n e consideremos o algoritmo de Euclides
param e n:

m=n.q;+ r;, comO0<r;<n;

N=ry;.qy+ry;, comO<r,<ry;

ry =rp.qz +r3, comO<r;<ry;

j_z =Tlj_1.q; 15, c0m0 <71 <Tj_q;
Ij—1 =Tj. qj4+1 + 0.
Nossa discusséo anterior garante que:
mdc(m, n) = mdc(n, r;) = mdc(ry, 1) = ... = mde(rj_q, 15) =15 .
Portanto, aplicando a discussdo acima sucessivas vezes, concluimos que:
mdc(a™ - 1,a™ - 1)=mdc(a™ - 1,a™ -1)=mdc(a™ -1,a2-1)=..=
mdc(a”™-1 —1, a"i —1) = @"i — 1 = gmdcmm)-1,
O Algoritmo de Euclides pode ser realizado na pratica como se segue.
Inicialmente, dividimos b por a, obtendo q, e r; e colocamos esses nimeros

no diagrama a seguir da seguinte forma:

q1
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Em seguida, efetuamos a divisdo de a por r;, obtendo q, e r,. Colocando

esses novos numeros no diagrama, ficamos com:

d1 q:2
b a ry
ry I

d1 dz d3 dn-1 dn dn+1
b a Iy Iz I'n—2 rh-1 | In=(a,Db)
ry Iy I3 Iy Iy 0

Exemplo 1. Calculemos o mdc de 372 e 162, temos:

2 3 2 1 2
372 162 48 18 12 6
48 18 12 6 0

Veja que, o algoritmo de Euclides nos fornece:

6=18-1.12
12=48-2.18
18 =162 —-3.48
48 =372 - 2.162

Donde se segue que
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6=18-112=18-1.(48—-2.18) =3.18 — 48 = 3.(162 — 3.48) — 48 = 3.162 — 10.48 =

3.162 - 10.(372 — 2.162) = 23.162 — 10.372.

Temos, entdo, que mdc(372, 162) = 6.

Exemplo 2. Determinar o maior nimero natural pelo qual se deve dividir 574 e 754, a

fim de que os restos sejam 15 e 23, respectivamente.

Solucéo. Seja d o numero desejado. De acordo com os dados, teremos:

) 574=d.q1+15(=)d.q1:574—15<=)q1:?

II)754:d.q2+23<=>d_q2:754_23=)q2:%

Como d € divisor simultdneo de 559 e 731, e queremos determinar o maior,

basta calcularmos o mdc dos nimeros 559 e 731, ou seja:

1 3 4
731 559 172 43
172 43 0

Portanto, 0 mdc(731, 559) = 43, isto é, 0 numero procurado € o0 43.

Exemplo 3. Calcular a diferenca (positiva) de dois niUmeros naturais, que tém para

produto 2304 e para mdc o nimero 12.

Solucdo. Supondo x e y dois numeros, teremos, de acordo com os dados:

I)%Zq’(:))(:llq’

{ x.y = 2304

mdc(x,y) = 12

L=q"ey=12q"
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Multiplicando-se 1) por Il), teremos:

2 29 2 29 2 29 2304 2 29
(12.9).(12.97°)=xy e (12.9").(12.97°) =2304 & q’.q" = & 94 16.

Como q’ e q”° sdo niimeros primos entre si, teremos que determinar o(s)
par(es) de numeros que satisfazem tal condicdo, dai, se q’.q’> = 16, entdo, q"’=1¢eq”’ =

16. Substituindo q” ¢ q’” em I) ¢ 1), teremos:

X=12.1<x=12.
y=12.16 & y=192.

Logo, a diferenca positiva serd 192 — 12 = 180.

3.9 NuUmeros Primos

“O problema de distinguir os numeros
primos dos numeros compostos e de
exprimir estes Gltimos a custa de seus
fatores primos deve ser considerado
como um dos mais importantes e dos
mais U(teis em Aritmética. A propria
dignidade da ciéncia requer que todos
0s meios possiveis sejam explorados
para a resolucdo de um problema tao

’

elegante e tdo famoso.’

(Gauss)

Os numeros primos constituem um dos objetos mais fundamentais da
Matematica. O aspecto de indivisibilidade que carrega consigo cada numero primo, tem
despertado o interesse e a admiracdo dos matematicos ao longo dos séculos. A
importancia dos primos se deve a capacidade que eles tém de gerar todos 0s nimeros

inteiros, veremos adiante quando abordarmos o Teorema Fundamental da Aritmética.



93

Tal importéncia tem motivado o estudo dos niumeros primos desde a antiguidade grega
até os nossos dias.

Desde a Grécia antiga, os quimicos se esforcaram para identificar os
elementos basicos da natureza. Tal esforco culminou com a elaboracdo da tabela
periddica de Dimitri Mendeleev (1834 -1907), professor da Universidade de Sao
Petersburgo, na Russia. Cada uma das moléculas do mundo fisico pode ser decomposta
por atomos da tabela periédica de elementos quimicos. Para os matematicos, 0s
nlmeros primos sdo os elementos de nossa tabela periodica. Mas, apesar do sucesso que
0S gregos antigos tiveram na identificacdo de blocos de numeros que permitem um
amplo dominio da aritmética, os matematicos tém dificuldade de entender a tabela dos
nameros primos. O matematico que primeiro construiu uma tabela de primos foi
Eratdstenes, que foi diretor da biblioteca de Alexandria no século Il a.C.. A lista de
matematicos que se esforcaram para entender a tabela dos ndmeros primos € imensa,
contando com nomes como Euclides, Fibonacci, Gauss, Euler, Goldbach, Riemann,
Fourier, Jacobi, Legendre, Cauchy, Hilbert, Hardy, Littlewood, Ramanujan, Minkowski,
Landau, entre outros. Até os dias de hoje ainda se procura entender a tabela dos primos.

Eratdstenes, astrbnomo e matematico grego que foi diretor da biblioteca de
Alexandria na época de Ptolomeu 11, inventou uma técnica para achar todos os primos
menores do que ou iguais a um dado numero n, que ficou conhecida como Crivo de
Eratdstenes. A técnica consistia em listar todos 0s nimeros de 2 até n; em seguida,
riscar todos os mdultiplos de 2, maiores do que 2; logo apos, riscar todos os multiplos de
3, maiores do que 3; depois, riscar todos os multiplos de 5, maiores do que 5, e assim
por diante. Eratostenes sabia que um dos fatores primos de um numero composto era
menor do que ou igual a raiz quadrada do nimero. Assim, ele continuaria o processo até
que o maior nimero primo menor do que ou igual a+/n fosse atingido. Nessa altura,
todos 0s nimeros compostos de 2 até n j& teriam sido riscados, restando somente 0s
nameros primos de 2 até n. Eratostenes também foi atleta, poeta, filosofo e historiador.

Como atleta, fez sucesso nos 111 Jogos Olimpicos, da Grécia antiga.

Um inteiro p > 1 é primo se seus unicos divisores positivos forem 1 e p.

Dados p e q dois nimeros primos e um a € N, decorrem da definicdo os seguintes fatos:

I)Sep|q,entdop=q.
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De fato, como p | g e sendo g primo, temos que p = 1 ou p = ¢. Sendo p

primo, tem-se que p > 1, o que acarreta p = q.
1) Septa,entdo (p, a) = 1.

De fato, se (p, a) = d, temos que d | p e d | a. Portanto, d = p ou d = 1. Mas,

d # p, pois p 1 a e, consequentemente, d = 1.

Um inteiro n > 1 que ndo ¢é primo ¢ dito composto. Logo, se n é composto,
existira um divisor b de n tal que b # 1 e b # n. Portanto, existird um nimero natural c

talquen=Db.c,coml<b<nel<c<n.

Por exemplo, 2, 3, 5 e 7 sdo numeros primos, enquanto que 4, 6 e 8 séo
nimeros compostos. Note que a definicdo ndo classifica os nimeros 0 e 1 nem como
primos nem como compostos. Exceto esses dois nimeros, todo nimero natural ou €

primo ou é composto.

Nosso objetivo é estudar os nimeros primos e sua relacdo com o0s nimeros
compostos. Uma pergunta que surge espontaneamente € a seguinte: Quantos sdo 0s
nameros primos? Euclides de Alexandria, em 300 a.C., ou seja, ha mais de 2 300 anos,
mostrou que existem infinitos nimeros primos. Como terd Euclides feito isto? Sera que
ele exibiu todos os nimeros primos? Seria isto possivel? Veremos mais adiante como

Euclides realizou tal faganha.

Determinar se um dado namero € primo ou composto pode ser uma tarefa
muito ardua. Para se ter uma ideia da dificuldade, vocé saberia dizer se 0 nimero 241 é
primo? Muito mais dificil é decidir se 0 nimero 4 294 967 297 é primo ou composto. O
matematico francés Pierre de Fermat (1601-1655) afirmou que esse nimero é primo,
enguanto que o matematico suico Leonhard Euler (1707-1783) afirmou que é composto.
Qual deles estava com a razdo? Veremos como solucionar a todas estas perguntas e

também a outras.

Dois ou mais numeros sdo ditos primos entre si, quando o seu Unico divisor
comum for a unidade. Por exemplo, 4 e 9 sdo primos entre si, pois D(4) = {1, 2, 4} e

D(9) ={1, 3, 9}, donde o unico divisor comum € 0 1.
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Agora, vejamos algumas propriedades, das quais ndo demonstraremos:
I) Dois nimeros naturais sucessivos sdo sempre primos entre si.
I1) As poténcias de dois ou mais nimeros primos entre si também sao

ndmeros primos entre si.

I11) Se dentre varios nimeros naturais, dois quaisquer deles forem primos

entre si, entdo todos eles serdo também nimeros primos entre si.

IV) Se dois nimeros x e y forem primos entre si, a soma e o produto deles

serdo sempre nimeros primos entre si.

V) Se x e y sdo dois nimeros naturais quaisquer ndo nulos, 0s nimeros y e

X.y + 1 sdo sempre primos entre si.
VI) Os numeros x, X + 1 e 2x + 1 sdo sempre primos entre si, dois a dois.

VII) Um nimero impar qualquer diferente de 1 e a metade de seu sucessivo

sd0 sempre primos entre si.

VIII) Dois nimeros X e y, cuja soma seja um ndmero primo p, sdo primos

entre si.
IX) Dois nimeros impares consecutivos X e y sdo sempre primos entre si.
Proposicdo 3.9.1. Sep | a.b, p primo, entdop | a ou p | b.

Demonstracéo. Se p t a, entdo mdc(p, a) =1 o que implica, pelo item a) da proposicao
3.8.9,p|b.

|
Lema 3.9.2. (Euclides). Todo inteiro positivo maior que 1 pode ser expresso como 0

produto de um namero finito de primos, ndo necessariamente distintos.

Demonstracao. Iremos fazer a prova por inducdo sobre n. Se n = 2, nada ha a fazer.
Suponha, agora, que todo inteiro n tal que 2 < n < m pode ser escrito como o produto de
um ndmero finito de primos; provemos que este é também o caso para m: se m for

primo, nada ha a fazer. Sendo, existem inteiros a e b tais que m = a.b, com 1 <a, b <
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m. Pela hipotese de inducéo, a e b podem ser escritos como produtos de numeros finitos
de primos, digamos a = p; ... px, b =qq ... qj, com k, j > 1 € py ... Px, q1 ... qj Primos.
Logo, m=a.b =p; ... pk.q ... qj, € também o produto de um numero finito de primos.

Corolario 3.9.3. (Eratostenes). Se um inteiro n > 1 for composto, entdo n possui um

divisor primo p, tal que p <+vn.

Demonstragéo. Seja n = a.b, com 1 < a <b. Sendo p um divisor primo de a, segue que

plne
p?<a?<ab=n,

de modo que p <+/n.

Exemplo 1. Prove que 641 é primo.

Solucédo. Inicialmente, note que 25 < V641 < 26. Portanto, se 641 for composto, segue

do corolério 3.9.3 que 641 deve possuir um divisor primo p <25, de modo que
Pe{2 3,5, 7, 11,13, 17, 19, 23}.

No entanto, € imediato verificar que, dentre as divisdes de 641 pelos primos

acima, nenhuma € exata. Logo, 641 é primo.

Decompor um numero em fatores primos significa obter uma multiplicacédo
onde todos os fatores sejam necessariamente primos e o produto deles seja igual ao

ndmero dado.

Exemplo 2. Analise, justificando, se 0 nimero 377 é primo.

Solugdo. Como V377 = 19,416..., pelo corolario 2.9.3, basta procurar um divisor para
377 dentre os inteiros primos de 1 até 19. E facil ver que 13 divide 377 e, portanto, 377

ndo é primo.

O Teorema Fundamental da Aritmética coloca em evidéncia o papel dos

numeros primos na estrutura dos inteiros. Ele nos assegura que um numero pode ser
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expresso como um produto de ndmeros primos de modo Unico, a menos da ordem

desses fatores primos.

Teorema 3.9.4. (Teorema Fundamental da Aritmética). Seja n > 2 um namero

natural. Podemos escrever n de uma tnica forma como um produto

N=Pp1..Pxk
onde k> 1 € um natural e p; <...< pi S0 primos.

Demonstragéo. Mostramos a existéncia da fatoragéo de n em primos por indugéo. Se n
¢ primo ndo ha o que provar, escrevemos k = 1, p; = n. Se n é composto podemos
escrever n =a.b,a, b € N, 1 <a<n, 1 <b <n. Por hipétese de inducdo, a e b se
decompbem como produto de primos. Juntando as fatoracdes de a e b, reordenado os
fatores, obtemos uma fatoracdo de n. Agora, para mostrar a unicidade, suponha por
absurdo que n possui duas fatoragfes diferentes, temos

N=P1..Pxk=d1 -G

comp; < ..< Pk, g1 < ...<q; € que n € minimo com tal propriedade. Como p; | q; para
algum valor de i pela proposicao 3.9.1 (no caso geral). Logo, como q; € primo, p; =q; €
p1 > q;. Analogamente temos q, < p,, donde p, = q;. Mas

n = = .
o, Pz Px=dz--0Gj

admite uma Unica fatoracdo, pela minimalidade de n, donde k = j e p; = q; paratodo i, 0
que contradiz o fato de n ter duas fatoracgoes.
|

Outra maneira de escrever a fatoracdo é n = p;*... p*, comp; <...<pg e
a; > 0. Também temos a formulacdo n = 2%2.3%3,5% ., p*p.... estas expressdes sdo

ditas fatoragdo candnica de n em primos.
Exemplo 1. Decomponha em fatores primos o nimero inteiro 120.

Solug@o. O numero dado se escreve (ou se decompde) como produto de primos da

seguinte maneira: 120 = 2.2.2.3.5. Na pratica, escrevemos: 120 = 23.3.5, onde 2 < 3 < 5.
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Exemplo 2. Decomponha em fatores primos o nimero inteiro 4.667.544.

Solugdo. O numero dado se escreve (ou se decompde) como produto de primos da
seguinte maneira: 4.667.544 = 2.2.2.3.3.3.3.3.7.7.7.7. Na préatica, escrevemos:
4.667.544 =23.3*7* onde 2< 3 <7.

Exemplo 3. Determine todas as ternas (a, b, ) de inteiros positivos tais que a? = 20 +

ct.

Solugdo. Como a? = 2P + ¢* & (a - c?).(a + c?) = 2P, pelo Teorema 3.9.4 existem
dois naturais m > n taisque m+n="Db, a- c?=2"ea+ c?=2™. Subtraindo as duas
ultimas equagdes, obtemos que 2.c? = 2M - 2" & ¢2 =201 (2m- " - 1), Como 2™ 1e
2M~1 _ 1 sdo primos entre si e 0 seu produto € um quadrado perfeito, novamente pelo
Teorema Fundamental da Aritmética 2771 e 2™~ _ 1 devem ser ambos quadrados
perfeitos, logo n — 1 é par e 2™™® — 1 = (2k — 1)? para algum inteiro positivo k. Como
2m-N = (2k — 1)2 + 1 = 4.k.(k — 1) + 2 é divisivel por 2 mas néo por 4, temos m — n =
1. Portanto, fazendo n — 1 = 2t, temos que todas as solucbes sdo da forma (a, b, ¢) =
(3.2%%, 4.t + 3, 2% com t € N e é fécil verificar que todos os nimeros desta forma sédo

solucdes.

Exemplo 4. Sejam x, y € N, tais que 3x*> + x = 4y? + y. Prove que X — y é um

quadrado perfeito.

Soluc&o. Sejam p um primo e p%, p® e p° as maiores poténcias de p que dividem x, y e
X — Y, respectivamente. Suponha, por um momento, que a < b. Entdo p2¢ | x2,y?, e
segue da proposicio 3.6.9 que p?* | (4y? - 3x?). Mas, como X — y = 4y? - 3x?, temos

entdo que p2¢ | (x —y) e, dai, ¢ >2a. Por outro lado, escrevendo:

x2=(x—y) - 4.(y?-x*) = (x—y).[1 + 4y +X)],

concluimos que p© | x2, de modo que ¢ < 2a pelo mesmo argumento acima. Portanto, ¢
= 2a, um namero par. Se a > b, concluimos de modo analogo, que ¢ = 2b. Por fim,
como o primo p foi escolhido arbitrariamente, segue do Teorema Fundamental da
Aritmética que x — y é um produto de poténcias de primos com expoentes pares, logo

um quadrado perfeito.
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Conforme afirmamos antes, Euclides, em sua obra Os Elementos,

demonstrou o seguinte:
Teorema 3.9.5. (Euclides). Existem infinitos primos.

Demonstragéo. Suponha por absurdo que py, ..., px fossem todos os primos. O nimero
N =p; ... px + 1 > 1 ndo seria divisivel por nenhum primo p;, 0 que contradiz o

Teorema Fundamental da Aritmética.

Exemplo. Prove que ha infinitos primos da forma 4k — 1.

Solucdo. Suponha que s6 houvesse uma quantidade finita de primos da forma 4k — 1,
digamos p; = 3, p, = 7, p3 = 11, ..., p;, € considere 0 nimero m = 4.p;.p,...p¢ - 1.
Claramente, m > 1 e, sendo m’ = p;.p,...pt, ttmos m = 4m’ — 1. Por outro lado, o lema
3.9.2 garante a existéncia de primos impares q4, ..., q; tais que m =q;... q;. Observe,
agora, que todo primo impar ¢ da forma 4q’ — 1 ou 4q” + 1, para algum q’ € Z. Se fosse

q; =4q;’ + 1 para 1 <i<t, teriamos:
m=(4q, +1)..(4q,' +1) =4q+1,

para algum g € N, contradizendo o fato de ser m = 4m’ — 1. Portanto, existe 1 <i<s
tal que q; = 4q;’ - 1. Finalmente, como p4, pz,..., P; S0 todos os primos dessa forma,
deveriamos ter q; = p; para algum 1 < j < t. Mas, como q; | m, seguiria entdo que p;
seria um divisor do nidmero m = 4.p,.p,...p — 1, 0 que é uma contradicdo. Logo,

existem infinitos primos da forma 4k — 1.
Parte inteira de x.
Seja x um namero real, sua parte inteira |x| é definida por:
|X] = max{n € Z;n <x}.
De outro modo, para n € Z, temos:
x| =nen<x<n+1.

Por exemplo, como 1 < /3 < 2, temos que |V3] = 1.
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Proposicdo 3.9.6. (Férmula de Legendre). Seja p um primo. Entdo a maior poténcia

de p que divide n! é p* onde
-2 LN I L
a= lpJ * lpZJ * lp3 B
Observe que a soma ¢ finita, pois os termos [5] s&o nulos paran < p'.
Demonstracéo. No produto n! = 1.2.....n, apenas os multiplos de p contribuem com um

fator p. Ha [%J tais multiplos entre 1 e n. Destes, os que sdo mltiplos de p? contribuem

com um fator p extrae ha [;—ZJ tais fatores. Dentre estes ultimos, os que sdo multiplos

de p3 contribuem com mais um fator p e assim sucessivamente, resultando na formula

de Legendre.

Exemplo 1. Determine com quantos zeros termina 1000!.

Solucéo. O problema ¢ equivalente a determinar qual a maior poténcia de 10 que divide
1000! E como ha muito mais fatores 2 do que 5 em 1000!, o expoente desta poténcia
coincide com a da maior poténcia de 5 que divide 1000!, ou seja,

22 |22 2] o 22 <2

Portanto, 1000! termina com 249 zeros.

Exemplo 2. Qual é a maior poténcia de 165 que divide em 2000! ?

Solugo. Temos que 165 = 3.5.11 e vale a,;(2000) = [2000] + [2000] + [2000] = 181

11 121 1331

+ 16 + 1 = 198. Portanto, é a 198-ésima a maior poténcia de 165 e também a maior de
11 que divide 2000!.

Curiosidades

1) Em 1970, trés pesquisadores que trabalhavam no Massachussets Institute
of Tecnology — MIT, nos Estados Unidos, Ron Rivest, Adi Shamir e Leonard Adleman,

explorando os trabalhos de Pierre de Fermat, feitos no século XVII, descobriram um
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modo de usar 0s numeros primos para proteger nossos cartdes de créditos, quando
fazemos compras pela Internet. Sem o poder dos numeros primos, esse tipo de comércio
jamais poderia existir. Os trés pesquisadores citados usaram um processo para manter o
numero de nossos cartdes de crédito em seguranca, usando nimeros primos com 100
digitos. O sistema inventado se chama RSA, sendo R a primeira letra do segundo nome
do primeiro cientista, S a primeira letra do segundo nome do segundo cientista e A a
primeira letra do segundo nome do terceiro. Hoje em dia, para aumentar a seguranga, ja

se usa numeros primos com 600 digitos.

I1) Existem infinitos pares de primos da forma (p, p + 2), como (3, 5), (5, 7),
(11, 13), (1000000000061, 1000000000063)? Ainda ndo se sabe.

Eles sdo chamados primos gémeos. Quantos pares de primos gémeos vocé
conhece? Com o advento dos computadores, intensificou-se a busca por esses tipos de

primos.

I11) Os ndmeros da forma M,, = 2™ — 1 sdo chamados de nimeros primos
de Mersenne, devido a importancia que estes nimeros tém no estudo da primalidade de
outros numeros, e devido ao padre e matematico francés Marin Mersenne (1588-1648),
que estudou essas e varias outras questdes sobre nimeros. Se n for um nimero primo,
2" — 1 é chamado nimero de Mersenne, e pode ser um numero primo ou ndo. Existem
infinitos numeros primos de Mersenne? Acredita-se que sim, mas até o presente
momento se conhecem apenas 48 primos de Mersenne, cujo maior nimero de Mersenne
que foi descoberto em 2013, é 257885161 _ 1 e tem 17.425.170 digitos! Deduza dai o
maior numero perfeito conhecido. Alguns desses calculos para checar se um nimero é
ou ndo um primo de Mersenne levam, por exemplo, 29 dias para serem feitos, usando-se

um processador 3.0 GHz Intel Core2!

IVV) Uma palestra silenciosa.

Em 1644, entre os numeros da forma 2™ — 1 que Mersenne afirmara serem
primos, estava 267 — 1. Com referéncia a esse nimero, em um encontro da American
Mathematical Society, em 1903, o matematico F. N. Cole (1861-1927) deu o0 que parece
ter sido a Unica palestra silenciosa de toda historia. Ao ser anunciada sua conferéncia, o

matematico dirigiu-se lentamente a lousa, escreveu silenciosamente quanto valia 267 — 1
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e, sem pronunciar qualquer palavra, escreveu quanto resultava o produto dos nimeros
193.707.721 e 761.838.257.287, mostrando que dava o mesmo valor. Logo depois,
soltou o giz e retornou em siléncio a sua cadeira. Toda a plateia explodiu em

entusiastica vibracao!

V) Os nimeros da forma F,, = 22" + 1 ficaram conhecidos como niimeros
de Fermat, e os numeros primos dessa forma, como numeros primos de Fermat.
Fermat achava que todo nimero desta forma era primo, mas ele foi traido por seus
calculos. Em 1732, Euler, com sua usual habilidade em lidar com ndmeros muito
grandes, mostrou a decomposicao 22° +1=6.700.417 x 641. Existem outros primos de
Fermat, alem de F, = 3, F, = 5, F, = 17, F; = 257, F, = 65537? Os calculos
computacionais ndo sao animadores, ja que, até onde se conseguiu verificar, todos os
outros nimeros de Fermat sdo compostos. Chega-se a acreditar que a resposta a essa
pergunta € negativa, mas caso exista algum deles sera um ndmero muito grande, com
varios digitos. SO para se ter uma ideia do “tamanho” gigantesco desses nimeros, em
dezembro de 2014, descobriram que o nimero 44.670.651 x 2°7%° + 1 divide Fqy,;.

Com certeza, brevemente essa descoberta ja estard superada.
V1) Alguns problemas em aberto envolvendo nimeros primos:

a) Existe sempre um numero primo entre dois quadrados consecutivos de nimeros

naturais n® e (n + 1)2?

b) H& infinitos primos da forma n! — 1 ou n! + 1? Esses primos sdo chamados primos

fatoriais. E primos da forma n? + 1?

c) Mesma pergunta anterior, onde n! é substituido por #n. Define-se #n como o produto

de todos 0s primos menores do que ou iguais a n.

3.10 Congruéncia

A teoria da congruéncia é uma das nog¢des mais revolucionarias do estudo
da aritmética, € o instrumento adequado quando se quer dar énfase ao resto na divisdo

euclidiana por um ndmero fixado. Ela foi introduzida e extensivamente estudada por
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Carl Friederich Gauss (1777-1855) no seu famoso trabalho Disquisitiones Arithmeticae,
publicado em 1801, quando tinha apenas 24 anos. Varias ideias de grande importancia,
que serviram de base para o desenvolvimento da teoria dos numeros, aparecem neste
trabalho. As noc¢des introduzidas por Gauss e suas notacbes foram imediatamente
adotadas pelos matematicos da época e ainda sdo usadas na atualidade. Para termos uma

ideia ilustrativa da nogéo de congruéncia, consideremos o seguinte problema.
Se hoje é quarta-feira, que dia da semana sera daqui a 2015 dias?

Para resolver o problema vamos indicar (0) para o dia de hoje (quarta), o 1

para o dia de amanh& (quinta) e assim por diante. Veja a tabela:

Quarta Quinta Sexta Séabado Domingo | Segunda Terca
0 1 2 3 4 5 6
7 8 9 10 11 12 13

Tabela 1. Dias da semana.

Vamos determinar a coluna em que se encontra 0 nimero 2015. Observe
que dois numeros na sequéncia 0, 1, 2,..., estdo na mesma coluna se, e sO se, sua
diferenca é divisivel por 7. Suponhamos que o numero 2015 esta na coluna encabecada
pelo nimero 0 < x < 6. Fazendo uso da diviséo euclidiana temos que para algum q € Z,
2015 =7.q + x, com 0 < x < 6. E ainda pela unicidade do resto na divisdo euclidiana

segue-se 2015 = 7.287 + 6. Assim, temos que apds 2015 dias sera uma terca-feira.

Definicdo. Sejam a, b, n € Z, sendo n > 1. Dizemos que a € congruente a b mddulo n se
0s restos da divisdo de a e b por n forem iguais, e denotamos a =b mod n, se n | (a — b).

Se n t (a —b) dizemos que a é incongruente a b modulo n e denotamos a # b mod n.

Exemplos: 3 =5 mod 2, pois 2 | (3 —5); 2=-1mod 3, pois 3| (2 — (- 1)); 15 % 10 mod
7, pois 7 + (15 - 10).

A notagdo de congruéncia médulo n enxerga apenas o resto da divisdo de
um numero por n, contudo podemos estar se perguntando quais as vantagens que
teremos em utiliza-la. A primeira contribuigdo ao se usar congruéncias é computacional;

provaremos algumas propriedades elementares de congruéncias, as quais vdo nos
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permitir, por exemplo, calcular mecénica e rapidamente o resto da divisdo de 132°*> por
11, tarefa que ndo é facil de cumprir com os métodos de que dispomos até o presente

momento.

Proposic¢do 3.10.1. Sejam dados a, b, ¢, d, m e n inteiros, com m, n > 1, temos:
a)a=a modn;

b) Se a =b mod n, entdo b = a mod n;

€) Se a=bmodneb=cmodn, entdo a = ¢ mod n;

d) Sea=bmodnec=dmodn, entdio a+ c=Db + d mod n. Em particular, sea=b

mod n, entdo k.a = k.b mod n para todo k € Z;
e) Sea=bmodnec=dmodn, entdio a.c =b.d mod n;
f) Se a = b mod n, entdo aX = bX mod n, para todo k € N;

g) Se a.c =b.c mod n e mdc(c, n) = d, entdo a =b mod g. Em particular, se mdc(c, n) =

1, entdo a =b mod n;

h) Sea=bmodnesem | n, entdo a =b mod m;

i) Se a =b mod n, entdo mdc(a, n) = mdc(b, n);
j)Sea+c=b+cmodn, entdo a =b mod n;

k) Se a =b (mod m.n), entdo a =b mod m e a =b mod n;

I) Se a =b mod n e a=bmodm,com mdc(n, m) =1, entdo a =b (mod n.m).
Demonstracao.

a) Observe que n | a—a=0.

b)Sen | a—b,ention | -(a-b)e=n | b-a

c)Sen |a—ben |b—c,ent€10n |(a—b)+(b—c)=>n |a—C.

d) Sen |a—ben |c—d,logon |(a—b+c—d)e, portanto, a + c =b + d mod n. O

caso particular segue de k = k mod n.
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e) Temos quen |a—ben |c—d. Comoa.c—b.d=a.(c-d)+d.(a—b), segue-se que

n | (a.c —b.d) e, consequentemente, a.c =b.d mod n.

f) Fazendo ¢ = a e d = b no item e), obtemos a? = b? mod n. Se ja mostramos que a’ =
b’ mod n, para um certo j € N, entdo, novamente do item ) (dessa vez comc=a’ ed =

b’), obtemos a’** = a. a’ =b. b/ = b/*1 mod n. O item f) segue, por inducéo sobre k.

g) Sejam n =d.n’ e ¢ = d.c’, com ¢’ e n’ inteiros primos entre si. De a.c = b.c mod n,
segue que (d.n”) | [d.c’.(a — b)] ou, ainda, que n’ | c’.(a — b). Mas, como mdc(n’, ¢’) =
1, segue da proposic¢do 3.8.9 que n’ | a —bou, o que € 0 mesmo, a =b mod g. O resto é

imediato.
h) Se n | a—becomom |n, segue-se que m | a—Db. Logo, a =b mod m.

i) Como a =b mod n, existe q € Z tal que a = b + n.q. Queremos, pois, mostrar que

mdc(b + n.g, n) = mdc(b, n). Mas isso é imediato a partir da proposicéo 3.8.10.

j)Sea+c=b+cmodn, entdo n divide (a +c) — (b + ¢) = a — b, 0 que é 0 mesmo que

a =b mod n.

k) Se m.n |a— b, entio m |a - b. Mas essa Gltima relagio equivale a a = b mod m;

analogamente, a =b mod n.

1) Como m, n |a— b e mdc(m, n) = 1, segue do item b) da proposicdo 3.8.9 que

m.n | a — b, que é o que queriamos provar.
|

Chamaremos de sistema completo de residuos médulo n a todo conjunto de
ndmeros naturais cujos restos pela divisdo por n sdo os nameros 0, 1, ..., n — 1, sem
repeticdes e numa ordem qualquer. Além disso, dois desses nimeros distintos ndo sdo
congruentes médulo n. O sistema de invertiveis mdédulo n é todo conjunto de numeros
naturais tais que o maximo divisor comum entre n e qualquer elemento do conjunto é

um, isto €, mdc(n, k) = 1 para todo k pertencente ao conjunto.

Exemplo 1. Ana, Bernardo e Carla arrumam laranjas para vender na feira, colocando
12 laranjas em cada saco. Ana tinha 389 laranjas, Bernardo 188 e Carla 97. Depois de

arrumar todas as laranjas nos sacos, quantas sobraram ao todo?
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Solucéo. Para resolvermos o problema, temos que observar que precisamos considerar,
para cada um deles, a quantidade de laranjas médulo 12. Como 389 =5 mod 12, 188 =8
mod 12 e 97 = 1 mod 12, quando Ana terminou de arrumar as laranjas nos sacos,
sobraram 5 laranjas, das laranjas de Bernardo sobraram 8 e das de Carla sobrou 1.
Portanto, no final sobraram 5 + 8 + 1 = 14 laranjas. Mas, 14 =2 mod 12. Isso significa
que eles, em conjunto, poderiam completar mais um saco com 12 laranjas e sobrariam

apenas 2 laranjas.

Exemplo 2. Calcule o resto da divisdo do nimero 17292 por 13.

Solugdo. Como 17 =4 mod 13 e 16 = 3 mod 13, segue do item f) da proposi¢éo 3.10.1

que, modulo 13, 172002 = 42002 = 11001 = 31001,

Notando, agora, que 33 = 1 mod 13 e aplicando os itens €) e f) da

proposicédo 3.10.1, obtemos:
31001 = 32 3999 =9 (33)333 =9 1333 =9 madulo 13.
Entdo, segue que 172°92 deixa resto 9 na divisdo por 13.
Exemplo 3. Mostre que o nimero 431°1 + 23101 ¢é divisivel por 66.

Solucdo. Ora, como 66 = 6.11, entdo, um namero é divisivel por 66 se, e s6 se, é
divisivel simultaneamente por 6 e 11. Agora, 43 =1 mod 6 e 23 = -1 mod 6. Portanto,
podemos dizer que, 43°1 = 1 mod 6 e 23'°1 = -1 mod 6. Somando ambas as
congruéncias, obtemos 431°% + 23191 =1 + (-1) mod 6, que é o mesmo que 431°! +
23191 = 0 mod 6. Assim, 431°1 + 23101 ¢ divisivel por 6. Resta mostrar que 43191 +
23101 ¢ divisivel por 11. Para isso, observe que 43 = -1 mod 11 e 23 = 1 mod 11.
Portanto, podemos dizer que 431°1 = -1 mod 11 e 23'°! = 1 mod 11. Logo, 43%°1 +
23101 = 0 mod 11, que é o mesmo que dizer que 43%°1 + 23101 ¢ divisivel por 11.
Portanto, como 43191 + 23101 ¢ divisivel simultaneamente por 6 e por 11, ou seja,

43101 4+ 23101 ¢ divisivel por 66.

Exemplo 4. Dado um inteiro qualquer n, podemos afirmar que o nimero (n? + 1) ndo

é divisivel por 3.
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Solucdo. De fato, na divisdo de um ndmero inteiro por 3, 0s possiveis restos sdo 0, 1 ou
2. Desse modo, acontece uma, e s6 uma, das seguintes possibilidades: ou n =0 mod 3,

oun=1mod3,oun=2mod 3.

Se n = 0 mod 3, entdo, n? = 0 mod 3. Dai, segue que n?+ 1 = 1 mod 3.
Portanto, nesse caso, n? + 1 deixa resto 1 quando dividido por 3.

Se n=1 mod 3, entdo, n? + 1 = 2 mod 3. Nesse caso, n® + 1 deixa resto 2
quando dividido por 3.

Se n = 2 mod 3, entdo, n? = 22 mod 3, que é 0 mesmo que n? = 1 mod 3.
Logo, podemos dizer que n? + 1 = 2 mod 3. Assim, na divisdo por 3 o nimero n? + 1

deixa resto 1. Logo, para todo n, n? + 1 ndo é divisivel por 3.

Exemplo 5. Determine os restos das divisdes de:

a) 31999 por 101 b) 53°° por 13
Solucéo.

a) Como 3% = - 20 mod 101, elevando ao quadrado obtém 32 = 400 mod 101 < 38 = -

4 mod 101. Multiplicando por 32, obtemos 31° = - 36 mod 101. Portanto,
320 =1296 mod 101 < 32° =-17 mod 101

349=289 mod 101 & 3%% =- 14 mod 101

380 =196 mod 101 < 38° =-6 mod 101

380,320 = (- §).(- 17) mod 101 &> 310 = | mod 101.

Contudo, elevando a ultima congruéncia a 10, obtemos 31°°° = | mod 101,

ou seja, 3199 deixa resto 1 na divisdo por 101.
b) Note que como 5* = 1 mod 13, os restos de 5™ por 13 se repetem com periodo 4:
5%9=1mod 13 54 =1mod 13 ...

51 =5mod 13 5°=5mod13 = ...
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52=-1mod 13 56=-1mod13 ...
53=-5mod 13 5=-5mod13 ...
Por outro lado, temos 3 = - 1 mod 4 = 32°= 1 mod 4, isto é, 32° deixa

resto 1 na divisdo por 4. Assim, 53 = 5! mod 13, ou seja, 53°" deixa resto 5 na divisdo

por 13.

. - - - 7
Exemplo 6. Vamos determinar o algarismo das unidades do nimero 77",

Solugdo. Ora, vamos determinar o algarismo das unidades de todo nimero da forma
77%, onde & é um nGmero natural impar. Note que 7 = - 3 mod 10 e, portanto, temos que

77% =- 37" mod 10, j& que 7% é impar.

Por outro lado, de 3% + 1 = 0 mod 10, do fato de (7% - 1) /2 é impar, temos

que:

7%-1

(33) 2z +1=0mod 10.

7%—1

Logo, 37" +3=3.[(3%) 2 + 1]=0mod 10, e, portanto, 77“ =77 + 37"
+3 =3 mod 10.

Consequentemente, o algarismo das unidades de 77 ¢ 3.
Exemplo 7. Mostre que a equagédo x3 - 117y = 5 ndo possui solugdes inteiras.
Solucdo. Veja que como 117 é maltiplo de 9, qualquer solucdo inteira deve satisfazer:
x3-117y3 =5mod 9 & x3 =5mod 9.

Porém, x s6 pode deixar resto 0, 1, ..., 8 na divisdo por 9. Analisando estes 9

casos, temos:

x mod 9 ’012345678
x3m0d9‘018018018

ou seja, x3 s6 pode deixar resto 0, 1 ou 8 na divisdo por 9. Logo, x3= 5 mod 9 é

impossivel e a equacdo ndo possui solugdes inteiras.
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Em 1770, Eduard Waring (1734-1798), matematico inglés, afirmou em seu
livro Medidationes algebraicae, que um de seus estudantes, John Wilson (1741 — 1793),
conjecturou que, se p € um numero inteiro primo, entdo p divide (p — 1)! + 1. Mas,
Wilson ndo conseguiu provar. O resultado foi provado por Legendre, em 1771, que

provou também a reciproca.

Teorema (Wilson) 3.10.2. Sejan > 1. Entdo n | (n—1)!+ 1 se, e sose néprimo. Mais

precisamente,

— 1modn, sen é primo
0 mod n, sen é compostoen # 4.

(n—N!'= {
Demonstracéo. Se n é composto, mas ndo é o quadrado de um primo podemos escrever
n=abcom1<a<b<n. Neste caso tanto a quanto b séo fatores de (n — 1)! e portanto
(n—1)! =0 mod n. Se n=p?, p> 2, entdo p e 2p sdo fatores de (n — 1)! e novamente (n
— 1)! = 0 mod n; isto demonstra que para todo n # 4 composto temos (n — 1)! =0 mod n.
Se n é primo podemos escrever (n—1)! =- 2.3....(n — 2) mod n, pois (n—1) =- 1 mod n;
entdo podemos juntar os inversos aos pares no produto do lado direito, donde (n — 1)! =
- 1 mod n.
|

Exemplo 1. Mostrar que se p € um primo impar, entdo 2.(p — 3)! =- 1 mod p.
Solucgédo. Sendo p primo, temos pelo teorema 3.10.2 que (p — 1)! =- 1 mod p; mas, (p —

D'=(p-1).(p-2).(p—3)".E,comop—-1=-1modpep—2=-2modp parap #2,
temos (p—1).(p—2).(p—-3)!'=(-1).(-2).(p-3)!'=2.(p—3)! =- 1 mod p.

Exemplo 2. Mostre que p € o menor primo que divide (p — 1)! + 1.
Solucéo. Pelo teorema 3.10.2 p | [(p —1)! + 1]. Assim, como qualquer primo menor que

p divide (p — 1)!, nenhum deles pode dividir (p — 1)! + 1, pois, neste caso, deveria

dividir 1. Logo, p € o menor primo tendo esta propriedade.
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Numa carta para Bernard Frenicle de Bessy (1605-1675), datada de 18 de
outubro de 1640, Pierre de Fermat (1601-1665) deu sua versao do que hoje conhecemos
como Pequeno Teorema de Fermat. Ele descobriu algo surpreendente e que foi usado
para a criacdo do sistema RSA. Fermat descobriu que se vocé, por exemplo, calcular as
poténcias de 2 em uma calculadora comum e verificar o resto na divisdo por 7, estes
restos tém um padrdo: comegando com 2°, apds 6 calculos consecutivos o resto volta e

ser 1, veja a tabela a sequir:

Poténcia de [ 20 |21 {22 [ 23 |24 |25 |26 | 27 | 28 | 29 | 210 | 911 212
2

Visor da|1l |2 |4 |8 |16 32|64 |128 | 256 |512 | 1024 | 2048 | 4096
calculadora

Resto daf1 (2 |4 |1 |2 (4 |1 (2 (4 |1 |2 |4 |1
divisdo por
7

Tabela 2. As poténcias de 2 e seus restos na divisao por 7.

Fermat, ainda viu que este padrdo se mantinha se ele substituisse 7 por

qualquer numero primo, enunciando o seguinte:

Teorema (Pequeno Teorema de Fermat) 3.10.3. Para a, p € Z, com p primo, temos

aP = a mod p. Em particular, se mdc(a, p) =1, entdo aP~! = 1 mod p.

Demonstracdo. Se aP = a mod p, entdo p divide aP - a = a.(aP~! - 1); Logo, se mdc(a,
p) =1,aP~! =1 mod p segue do item a) da proposicdo 3.8.9. Basta, pois, mostrarmos
que aP = a mod p, para todo a € Z.

Se p = 2 o resultado é 6bvio, uma vez que a? - a = a.(a — 1), sendo o produto de dois
inteiros consecutivos, é par. Suponhamos, entdo, que p > 2 e provemos 0 resultado,
primeiramente para a > 0, por inducdo sobre a. Paraa = 1 nada ha a fazer. Suponha,
por hipotese de inducdo, o teorema valido para um certo valor natural de a, isto é,

suponha que kP =k mod p, para algum k € N. Para a =k + 1, temos

(k1P - (k+ ) = (- )+ 272 (7) ko,
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Mas, como p | (kP - k) pela hipotese e p | (5’) para 1 <j<p -1, segue que
p divide (k+ 1)P - (k + 1), ou seja, que (k+ 1)? = (k + 1) mod p.

Analisemos, agora, 0 caso a < 0; se a = 0, nada ha a fazer; se a < 0, entdo,

uma vez que p é impar, segue do que fizemos acima que

a? =-(—a))=-(-a)=amodp.

Exemplo 1. Determinar o resto da divisdo de 2199090 por 17,

Solucao. Pelo teorema 3.10.3 temos aP~1 = 1 mod p quando p é primo e p 1 a. Portanto,
como 17 & primo e 17 1 2, temos 21 = 1 mod 17. Mas 100000 = 6250.16 e, portanto,
2100000 = (9166250 = 16250 = | mod 17. Assim, 0 resto da divisdo por 17 de 2100000 ¢

1.
Exemplo 2. Se p e g sdo primos distintos, prove que p.q divide p3-1 + gqP~1 - 1.

Solucdo. Como p e g sdo primos distintos, temos mdc(p, ) = 1. Portanto, pelo teorema
3.10.3, q divide p9~1 - 1. Mas, como q também divide gP~1, segue que q divide q9°* +
(p9~! - 1). Analogamente, p divide p9~1 + (gP~! - 1). Por fim, como ambos p e q
dividem p9~1 + gP~1 - 1 e mdc(p, g) = 1, o item b) da proposicdo 3.8.9 garante que p.q
divide pd=t + gP~1 - 1.

Exemplo 3. Se p é um nimero primo impar, entéo p | [2P71 + (p - D).

Solucdo. De fato, sendo p um numero primo impar, pelo teorema 3.10.3, temos que p
| 2P=* - 1. Por outro lado, pelo teorema 3.10.2, p | (p — 1)! + 1. Portanto, p | {(2P~* -

D+[(p-1)!+1]}
Exemplo 4. Verifique que 17 divide 111%% + 1.

Solugéo. 17 é um nimero primo e 11 néo divide 17. Assim, pelo teorema 3.10.3, 111¢

=1 mod 17. Por outro lado, pelo Algoritmo da Divisdo, 104 = 16.6 + 8. Assim, 11104 =
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(11%6)6,118 = (1).118 mod 17 =118 mod 17. Agora, observe que: 112 = 121 = 2
mod 17 e 118 = (112)* =2* mod 17 = - 1 mod 17. Portanto, podemos afirmar que

111%4 =118 mod 17 =- 1 mod 17, que é o mesmo que afirmar que 17 divide 111°% + 1.

Funcéo de Euler

Dado um numero natural n € importante saber a quantidade de nimeros
naturais menores do que n e relativamente primos com n. Essa curiosidade nos remete a

definicdo da chamada funcéo de Euler.

¢: N — N, tal quen € N.
@(n) = a quantidade de nimeros naturais k < n, tais que k e n s&o primos

entre si. Vejamos o seguinte exemplo. Os valores de:

a) (12) = 4, pois 0s Unicos numeros naturais que sdo menores que 12 e relativamente

primos com ele sdo {1, 5, 7, 11}.

b) ¢(17) = 16, pois 0s nimeros naturais que sao menores que 17 e relativamente primos
comelesdo {1, 2,3,4,5,6,7,8,9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16}.

Euler observou que se p € um numero primo, assim como no item b) do
exemplo anterior, entdo ¢(p) = p — 1. Além disso, descobriu uma generalizacdo do

Teorema de Fermat, como veremos a seguir.

Teorema (Euler) 3.10.4. Sejam n e a inteiros positivos primos entre si. Entdo a®™ =1

mod n.

Demonstracdo. Observemos que Se ry, Iy ,.., Iym) € UM sistema completo de
invertiveis modulo n e a € um namero natural tal que mdc(a, n) = 1, entdo ary, ar,,...,

arem) também € um sistema completo de invertiveis modulo n. De fato, temos que
mdc(ar;, n) = 1 para todo i e se ar; = ar; mod n, entdo r; = ry mod n pois a € invertivel
maédulo n, logo r; = r; e portanto i = j. Consequentemente cada ar; deve ser congruente

com algum r; e, portanto,
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(ar;)) = 1_[ r; modn & a®™, 1_[ r = 1_[ r; modn.
1<i<@() 1<i<@m) 1<i<@(m) 1<i<@(m)

Mas como cada r; € invertivel modulo n, simplificando o fator []; <; < ¢(n) Ii, Obtemos o
resultado desejado.
|

Exemplo 1. Encontre o resto da divisdo do nimero 393692 por 14.

Solugdo. O nimero ao qual 3936°2 é congruente é o resto solicitado. Ora, 39 e 14 sdo
primos entre si e @(14) = @(2.7) = ¢(2).¢(7) = 1.6 = 6 e 3602 = 600.6 + 2. Pelo
Teorema de 2.10.4, temos 39¢(1*)=39¢ = 1 mod 14, donde 393¢°°= 1 mod 14, o que
nos da 393602 = 393600 392 =392 mod 14. Como 39 = 11 mod 14, segue que 392 =
112 mod 14 = 121 mod 14 = 9 mod 14. Portanto, 9 € o resto solicitado.

Exemplo 2. Mostre que ndo existe inteiro x tal que 103 | x3 - 2.

Solug&o. Observe que 103 é primo. Agora suponha que x3 = 2 mod 103, de modo que

103-1
= 34, obtemos x10? = 234

103 t x. Elevando ambos os lados desta congruéncia a

mod 103 e sabemos pelo teorema 3.10.4 que x'°2= 1 mod 103. Porém, fazendo as
contas, obtemos que 23* = 46 mod 103, uma contradi¢do. Portanto, ndo ha inteiro x tal

que 103 | x% - 2.

Exemplo 3.  Mostre que existem infinitos nimeros da forma 2000...009 que s&o
multiplos de 20009.

Solugdo. O problema é equivalente a encontrar infinitos naturais k tais que 2.10X + 9 =
0 mod 2009 < 2.10% + 9 = 2009 mod 2009 < 10%73 = 1 mod 2009, pois 2000 &
invertivel médulo 2009. Como mdc(10, 2009) = 1, pelo teorema 3.10.4 temos que
1092009 = | mod 2009 = 109?009t = | mod 2009 para todo t € N, logo basta tomar
k = ¢(2009).t + 3.
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Observacdo: Deixaremos para 0 proximo capitulo, o assunto sobre as
congruéncias lineares, pois este tema é estreitamente relacionado com os estudos das

equac0es diofantinas.

Curiosidade

A conjectura de Goldbach, proposta pelo matematico prussiano Christian
Goldbach, ¢ um dos problemas ndo resolvidos da Matematica, mais precisamente da
Teoria dos NUmeros, mais antigos atualmente. Ela diz que todo nimero par maior ou
igual a 4 é a soma de dois primos. Por exemplo: 4=2+2;6=3+3;8=5+3;10=3+
7=5+5;12=5+7; etc. Verificacbes por computador ja confirmaram a conjectura de
Goldbach para varios numeros. No entanto, a efetiva demonstracdo matematica ainda
ndo ocorreu. O melhor resultado até agora foi dado por Olivier Ramaré em 1995: todo
namero par é a soma de até 6 nimeros primos. Em 7 de junho de 1742, o matematico
prussiano Christian Goldbach escreveu uma carta a Leonhard Euler, onde ele propds a
seguinte conjectura: Todo inteiro par maior que 2 pode ser escrito como a soma de 3
numeros primos. Ele considerava o nimero 1 como sendo primo, que uma convencao
posterior (e presente até hoje) abandonou. Uma visdo moderna da Conjectura (e a mais
aceita) é: Todo inteiro par maior que 5 pode ser escrito como a soma de 3 numeros
primos. Euler, interessado pelo problema, respondeu que a conjectura era equivalente a
outra: Todo inteiro par maior que 2 pode ser escrito como a soma de 2 nimeros primos.
Euler adicionou, ainda, que estava absolutamente certo sobre isso, porém néo era capaz
de prové-lo. A versdo de Euler é a mais conhecida e divulgada atualmente, também a
mais aceita, por ser mais simples e abrangente. Para valores pequenos de n, a conjectura
de Goldbach pode ser testada diretamente (método conhecido jocosamente pelos
matematicos como forca bruta e ignoréncia). Em 1938, N. Pipping testou todos os

nameros até 105.
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4 EQUACOES DIOFANTINAS

“Ndo se preocupem com suas
dificuldades em Matematica, posso
assegurar-lhes que as minhas sdo bem

maiores.”’

(Albert Einstein)

Definicdo: Equagdes Diofantinas sdo equacgdes polinomiais, em varias incognitas, com
coeficientes inteiros (ou racionais) das quais se buscam solucdes restritas ao conjunto

dos nimeros inteiros.

Entdo, de modo geral, uma Equacdo Diofantina é uma equacdo do tipo f(x;,
X, ... , Xp) = 0, onde f é uma funcdo n-varidvel com n > 2 e coeficientes inteiros. As

solucdes de f sdo as n-uplas (a,, a,, ..., a,) emque a; €Z, 1 <i<n.
Exemplo. 26x + 18y =10; x%=y? + 13.

Chamaremos de Equacdes Diofantinas lineares as equacdes do tipo a;.x; +
a, X, + ... + a,.x, = b, sendo a4, a,,..., a,, € b nmeros inteiros (ou racionais), cujas
solugdes sdo inteiros x;, X,,..., Xp-

Dada uma equacéo diofantina, é natural formular as seguintes perguntas:
a) Sob quais condicdes a equacdo admite solucbes?
b) Se tem solucdo, o nimero de solugdes é finito ou infinito?

¢) Quando existem solugdes finitas, como determina-las?

NOs podemos naturalmente nos perguntar se ndo existe uma teoria mais

geral. Este é em esséncia o décimo problema de Hilbert: dada uma equacdo diofantina
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com qualquer nimero de incognitas e com coeficientes inteiros, descrever um processo
que determine, em um namero finito de passos, se a equacdo admite solucdo inteira.
Este problema foi resolvido por Martin Davis, Yuri Matiyasevich, Hilary Putnam e Julia
Robinson, ndo por eles terem descrito um procedimento, mas por eles terem
demonstrado que ndo existe um algoritmo que, dada uma equacdo diofantina, decida se

a equagdo admite solucdo inteira.
4.1 Métodos fundamentais para resolucdo de Equactes Diofantinas

Antes de respondermos as perguntas que foram formuladas anteriormente,

vejamos sete métodos elementares para se resolver algumas equacdes diofantinas.
4.1.1 Meétodo da fatoracgao

Dada a equagdo f(xq, X3, ..., X,) = 0, n6s podemos escrevé-la na forma
equivalente f; (X1, X2, .., Xp)- f2(X1, X2, <oy Xp) oo f(X1, X2, .oy Xp) =aonde fy, f,, ..., fx
possuem coeficientes inteiros e a € Z. Fatorando a em ndmeros primos, obtemos um
namero finito de decomposicBes em k fatores inteiros a4, a,, ..., a;. Cada uma dessas

decomposicgdes gera um sistema de equacoes:

fl(Xli Xz, ...,Xn) = a1
fz(Xl,Xz, ...,Xn) = az

fi(X1,X0,...,Xp) = a
Agora vejamos alguns exemplos usando o método da fatoracéo.
Exemplo 1. Determine as solucdes inteiras da equagio 6x? — 2y? + xy — 5 = 0.

Solugdo. Reescrevendo 6x2? — 2y? + Xy — 5 = 0 como 6x? + 4xy — 2y? - 3xy = 5 &
2X(3x + 2y) — y(3x + 2y) = 5. Assim, obtemos (3x + 2y).(2x —y) =5 0 que nos leva aos

sistemas:

{3x+2y=1 {3x+2y=5 {3x+2y=—1 {3x+2y=—5
2x—y =5" 2x—y =1’ 2x—y =-=5" 2x—y =-1
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Resolvendo os sistemas, obtém-se (1, 1) e (— 1, — 1) como solugdes inteiras
da equacgdo 6x? —2y% + xy —5=0.

Exemplo 2. Determine todas as solugdes inteiras ndo negativas da equacgao

(xy = 7)*=x*+y*

Solucéo. Reescrevendo a equagdo temos (xy — 7)? = x? + y? & x2y? - 14xy + 49 = x?
+ty? & xPy?-12xy +36+13=x* +2xy +y* & (xy — 6)* — (x + y)* =-13.

Logo, (xy — 6)* — (x+y)*>=-13 & [(xy — 6) — (x + Y)][(xy — 6) + (x + y)] =- 13, 0
gue nos conduz aos sistemas:

{xy—6—(x+y)=1 {xy—6—(x+y)=—1
xy—6+x+y=-—13" xy—6+x+y=13 '’

{Xy—6—(x+y)=13 {Xy—6—(x+y)=—13
xy—6+x+y=-1" Xy—6+x+y=1

que se assemelham aos sistemas,

{x+y=—7 {x+y=7

xy=0 "' xy=12"

{x+y=—7 {x+y=7
xy=12 ' xy =0

Resolvendo os sistemas, obtemos (— 7, 0), (0, — 7), (3, 4), (4, 3), (— 3, — 4),
(—4,—3), (0,7) e (7, 0) como solugbes. Portanto, as solucdes inteiras e ndo negativas
da equacdo (xy — 7)2 =x2 + y? séo (3, 4), (4, 3), (0, 7) e (7, 0).

Exemplo 3. Determine todas as solugdes inteiras da equagdo x?(y — 1) +y?(x— 1) =
1.
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Solugcdo. Fagamos x=u+1 e y=v+ 1, substituindo na equagcdo dada, temos
uU+D>v+(v+1Du=1euviv+2uv+v+uv’+ 2uv+u=1< uv(u+v) +
4uv+ (u+v) =1 uwlu+v+4)+ (u+v+4) =5 (uw+1)(u+v+4)=

5. Assim, a equacdo (uv + 1)(u + v + 4) = 5 nos leva aos sistemas:

{uv+1=1 {uv+1=—1

u+v+4=5" u+v+4=-5"
{1N+1=5 {1W+1=—5
ut+v+4=1" u+v+4=-1

Estes sistemas sdo equivalentes aos sistemas:

{ulf:v:=01’ {ulfIYV:=_—29’
{u-il-“\,/zél—S’ {ullev==_—65

Resolvendo os sistemas, verifica-se que somente o primeiro e o Ultimo
apresentam solucgdes inteiras que sdo: (0, 1), (1, 0), (— 6, 1), (1, — 6). Como (x,y) =
(u+ 1,v+ 1), as solugBes inteiras da equagdo x*(y — 1) +y?(x— 1) = 1sdo (1, 2),
2, 1),(-5,2),(2,-5).

Exemplo 4. Determine todas as solucgdes inteiras positivas da equacgédo

Solucdo. Fatorando a equagdo temos i + i = %:) 6(x+y)— xy =0 6x+ 6y —

xy=0 & x(6—-y)+6y —36=-36 & x(6—-y)—6(6—y)= —-36 <
(x—6)(y—6) = 36.

Veja que i < % logo, x > 6 e, assim, x—6 > 0. Contudo, a equacédo

(x—6)(y — 6) = 36 nos conduz aos sistemas:



119

{x—6=1 {X—6=2 {X—6=3 {X—6=4 {X—6=
y—6=36" y—6=18" y—6=12" =

{X—6=9 {X—6=12 {X—6=18 {X—6=36
y—6=4’ y—6=3" y—6=2" y—6=1

Resolvendo os sistemas, obtemos as seguintes solugdes: (7, 42), (8, 24), (9,
18), (10, 15), (12, 12), (15, 10), (18, 9), (24, 8) e (42, 7), que sdo as solucdes inteiras

. ~ 1 1
positivas da equacdo — + ST 5

Exemplo 5. Encontre todas as solu¢des para a equacdo (x? + 1).(y? + 1) + 2(x — y).(1

—Xy) =4.(1 + xy).
Solucdo. Vamos escrever a equagdo na forma
x2y2 —2xy + 1+ x2 +y?2 —2xy + 2(x — y).(1 — xy) = 4,
ou
(xy— 12+ (x—y)?-2.(x-Yy).(xy—1) = 4.
Isto é equivalente a
[(xy—1) - x—y]* =4,
ou
x+1).(y-1)==+x2.
Se (x +1).(y - 1) = 2, obtém-se os sistemas de equagdes

{X+1=2 {X+1=—2 {x+1=1 {x+1=—1
y—1=1 y—1=-1 y—1=2 y—1=-2
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obtendo-se as solugdes (1, 2), (- 3, 0), (0, 3), (- 2, - 1).
Se (x +1).(y - 1) = - 2, obtém-se 0s sistemas

{x+1=2 {x+1=—2 {x+1=1 {X+1=—1
y—1=1" y—1=-2' y—1=2"

cujas solugdes sdo (1, 0), (- 3, 2), (0, - 1), (- 2, 3).

Todos os oito pares ordenados que determinamos satisfazem a equacao
dada.
Observacgéo: Vejamos agora um exemplo interessante de uma equacdo néo

polinomial, mas que se resolve pelo método da fatoragdo.

Exemplo. Prove que a equagdo 2" + 1 = g3 ndo admite solu¢des em inteiros positivos

neq.

Solugdo. Veja que para n = 1, 2, 3 a equacdo ndo admite solugdo, poisq®=3,q3=5¢e
q® = 9 respectivamente, ndo possuem solucdes inteiras positivas. Fatorando obtemos:
2"=(g-1).(g>+q+1).Comoq-1 | 2™ devemos ter g = 2 ou q = 2k + 1 para algum
k € N. Temos que g = 2 ndo produz solugdo, pois 2™ = 7 ndo admite solucdo inteira
positiva. Entdo, se q = 2k + 1, temos que 2" = (2K)[(2k + 1)? + 2k + 1 + 1] = (2k)(4k?
+ 4k + 1 + 2k + 2) = (2k)(4k? + 6k + 3) = 8k® + 12k? + 6k. Como n >3, 8 | 2". Mas se
k é impar, 8k3 + 12k? + 6k ndo é multiplo de 8. Agora se k é par, 8k3 + 12k? + 6k =
2k.(4k? + 6k + 3) = 2", Entfo, 2" ¢ igual ao produto de um niimero par por um impar,
ja que 2k é par e 4k? + 6k + 3 é impar. Mas, uma poténcia de 2 nunca possui um fator
impar maior que 1 em sua fatoragdo. Portanto, a equacdo 2" + 1 = g3 ndo admite

solucéo.
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4.1.2 Utilizando Inequacdes para Resolver Equacdes Diofantinas

Este método consiste em restringir os intervalos em que as variaveis se
encontram utilizando desigualdades adequadas. De modo geral, esse processo leva a um
numero finito de possibilidades para todas as variaveis ou para algumas delas. Vejamos

alguns exemplos da aplicacdo deste método.

Exemplo 1. Determine as solugdes inteiras da equacao

x3+ y3 = (x+y)2

Solucéo. Veja que, devido a simetria da equacdo, os pares da forma (X, y) = (k, - k) com

k € Z, sdo solugdes. Se x +y # 0, a equagdo fica

E+YEP—xy+ y) = x+y)? & x2—xy+ y2=x+y,

ou ainda, multiplicando por 2, depois somando 2 a ambos 0s membros e em seguida

reordenando os termos, temos:
2= 2xy+ y2)+ x> — 2x+ 1)+ (y2— 2y+1) = 2,
que equivale a
x-y)*+ x-1)°+ y-D*=2 )

Como (x—1)2+ (y—1)2 <2,segue que, (x—1)2 <le(y—1)?% <1.
Isto restringe os valores das varidveis x e y no intervalo [0, 2]. Se x = 0, substituindo na
equacdo (1), temosy? + 1 +y%2 -2y +1=2 < y? — y = 0, que nos da o par ordenado
(0, 1); se x = 1, temos y2 — 2y = 0, que nos da os pares ordenados (1, 0) e (1, 2); e se

x = 2, temos y? — 3y + 2 = 0, que nos da os pares ordenados (2, 2) e (2, 1).

Contudo, obtemos as solugdes (0, 1), (1, 0), (1, 2), (2, 2), (2, 1) e (k, - k)

comk e Z.
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Exemplo 2. Encontre as solugGes inteiras positivas da equacéao

Solucdo. Por causa da simetria da equacdo, podemos assumir que 2 < x <y < z. Isto
implica que

3 3
Z > =xe€{2345}.
X 5
Se x = 2, temos
1,11
y z 10
Isso acarreta que
2 > L € {11,12,...,20}
- — = ., .
y =10 7 Pl

Dai segue que

10y

Z= y= 10

Assim, neste caso, temos as solugdes (2, 11, 110), (2, 12, 60), (2, 14, 35), (2,
15, 30), (2, 20, 20).

Se x = 3, temos

Isto implica que
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2>4 €{3,4,5,6,7}
— ) .
y = 15 y

Segue que

15y
2T y—15

Neste caso as solucdes sdo (3, 4, 60), (3, 5, 15), (3, 6, 10).

Se x = 4, temos

Isto acarreta que

7
> — = ye{4,5}

<IN

Segue que

20y
S 7y =20

Z

Neste caso a unica solucdo é (4, 4, 10).

Se x = 5, temos

+1 _ 2
y z 5
Isto acarreta que
2 - 2 € (5)
->- = .
y=5 7



124

Segue que

S5y
2y — 5

7 =

Neste ultimo caso a Unica solucéo é (5, 5, 5).
Portanto, as solugdes inteiras da equacdo dada sdo (2, 11, 110), (2, 12, 60), (2, 14, 35),
(2, 15, 30), (2, 20, 20), (3, 4, 60), (3, 5, 15), (3, 6, 10), (4, 4, 10) e (5, 5, 5).

Exemplo 3. Determine todos os pares de inteiros (x,y) que sdo solucdes da equacao
x+D*= x—1D*= ys.

Solugdo. Temos que (x+1*— x—D*=[x+1?+ x—1)?][(x+1)?-
(x—1)?] = (2x* + 2)(4x) = 8x3 + 8x.

Seja (x,y) solucdo para x > 1. Entdo 8x3 < 8x3 + 8x < 8x3 + 4x% +
4x + 1, ou seja, (2x)3® < y3 < (2x + 1)3, que é uma contradicdo. Logo, x < 1.

Veja que se (x,y) é uma solugdo, (— x, — y) também serd. Assim, — x deve
ser ndo positivo. Portanto, x = 0. Substituindo na equacdo, obtemos y = 0, ou seja, a

equacdo tem uma Unica solugdo (0, 0).

Exemplo 4. Encontre todas as solu¢fes em inteiros da equacéo

X3+ (x+ 13+ x+2)3+..+x+7)3=y5

Solugdo. Sendo P(x) = x> + (x + 1)3+ (x + 2)3 + ... + (x + 7)3 = 8x3 + 84x? + 420x +
784. Se x > 0, entdo (2x + 7)3 = 8x3 + 84x? + 294x + 343 < P(x) < 8x3 + 120x? + 600x
+ 1000 = (2x + 10)3, assim 2x + 7 <y < 2x + 10; Por conseguinte, y é 2x + 8 ou 2x +

9. Mas nenhuma das equagdes

P(X) - (2x + 8)% = - 12x2 + 36x + 272 = 0,
P(X) - (2x + 9)3 = - 24x? - 66X + 55 = 0,
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tem quaisquer raizes inteiras, assim ndo existe solucdes com x > (. Agora, veja que P
satisfaz P(- x — 7) = - P(x), entdo (X, y) é uma solugdo se e s6 se (- X - 7, - y) é uma
solugéo. Portanto ndo existem solugdes com x < -7. Assim, para (X, y) ser uma solucéo,
devemos ter - 6 <x <- 1. Para-3 <x <-1, temos P (-1) = 440, ndo um cubo, P (- 2) =
216 = 63, e P (- 3) = 64 = 43, de modo que (- 2, 6) e (- 3, 4) sdo as Unicas solugdes com
-3 <x <-1.Portanto (- 4, - 4) e (- 5, - 6) sdo as Unicas solu¢des com - 6 < x < - 4,
Contudo, as Unicas solugdes sao (- 2, 6), (-3,4), (-4,-4)e (-5, - 6).

Exemplo 5. Encontre todos os triplos (X, y, z) de inteiros positivos tais que

(1+3)(1+ %)(1 +3)=2,

Solugéo. Sem perda de generalidade, podemos assumir x >y > z. Observe que devemos
ter2<(1+ 1/2z)3, o0queimplica que z < 3.

Sez=1, entéo(1+ l).(1+ 1):1@3+1+i:0<:>m:0<:x
X y X y Xy Xy

+y=-1, 0que é claramente impossivel.

Ocasoz=2levaa (1 + i)(l + i) = g. Assim %5 (1 + %) 2 0 que obriga
y < 7. Desde 1 + i> 1, obtemos y > 3. Conectando os valores apropriados produz as
solucdes (7, 6, 2), (9, 5, 2), (15, 4, 2).

Se z = 3, entdo (1 + i)(l + é) = % Uma anélise semelhante levaay <5e
y >z = 3. Estes valores produzem as solucdes (8, 3, 3) e (5, 4, 3).

Concluimos que as solucgdes sdo todas as permutacgdes de (7, 6, 2), (9, 5, 2),
(15,4, 2), (8,3,3) e (5, 4, 3).

4.1.3 O método paramétrico

Em muitas situacOes, as solugcOes integrais para uma Equacdo Diofantina
f(x4, X3, ..., Xp) = 0 pode ser representada de um modo paramétrico como se segue:
%1 = g1(Ke, Ko, o K1), X2 = 82Ky, Koy oo K1), ooy Xn = 8n(Ky, Ko, . k), ONde g5, 85,
..., gn 580 funcgdes com | varidveis e ky, k,, ... , k; € Z. O conjunto de solucdes para

algumas equac0es diofantinas podem ter maltiplas representagdes paramétricas. Para a
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maioria destas equacdes ndo é possivel encontrar todas as solucdes explicitamente. Em
muitos casos 0 método paramétrico fornece uma prova da existéncia de um ndmero
infinito de solugdes.

Exemplo 1. Prove que existem infinitos triplos (X, y, z) de inteiros tais que

B +y3+z3=x2 +y2 + 22,

Soluc&o. Definindo z = - y, a equagéo torna-se x3 = x2 + 2y2. Tomando y = mx, m € Z,

teremos X = 1 + 2m?2. Obtemos um conjunto infinito de solugdes
x=2m?+1, y=m(@2m?+1), z=-m(2m? +1), meZ.

Exemplo 2. Vejamos este exemplo de uma equacdo ndo diofantina. a) Sejam m e n
inteiros positivos distintos. Prove que existem infinitos triplos (X, y, z) de inteiros
positivos tais que x? + y? = (m? + n?)?, com
i) z impar; i) z par.
b) Prove que a equacio x? + y? = 132 tem infinitas solugBes nos inteiros positivos X, y,
z.
Solucéo. a) Para i), considere o conjunto
xx =m(m? + n®)X, yo=n(m? + n»)X, 7z, =2k+1, kezZ,.

Para ii), considere o conjunto

Xg = [m? — n?|.(m? + n®)X1, y=2mn(m? + n?)k1, z =2k, kezZ,.

b) Desde 22 + 32 = 13, podemos tomar m = 2, n = 3 e obter 0s conjuntos solugdes

x =2.13% y/=3.13% z/=2k+1, keZ,;

xi ' =5.13%1, y, " =12.13k1 7" =2k keZ,.
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Observagoes.
1) Tendo em conta a identidade de Lagrange

(a® + b?).(c* + d?) = (ac — bd)? + (ad — bc)?,

podemos gerar um conjunto infinito de solucgdes, definindo de forma recursiva as

sequéncias (Xk )k »1, (Yk )k =1 COMO segue:

Xk+1 = MXyg — Nyg
{ emquexlzm,y1=n.

Yk+1 = DXk + myy’

Né&o ¢é dificil verificar que (|xkl, yx, k), k € Z,, sdo solu¢des da equacdo
dada.

2) Outra maneira de gerar um conjunto de infinitas solu¢cbes € com os
ntimeros complexos. Seja k um inteiro positivo. Temos (m + in)* = Ay + iBy, onde Ay,

By € Z. Tomando médulos, obtemos,
(mZ + n2)k :Akz + Bkza
e portanto, (|Ax|, |Bx[, K) € uma solucdo da equacdo dada.

Exemplo 3. Encontrar todos os triplos (X, y, z) de inteiros positivos tais que

+

L

1
2

< Ik

Xy

ty Seja d = mdc(x, y). Em seguida temos x =

Solucdo. A equacdo é equivalente a z =

dm, y = dn, com mdc(m, n) = 1. Segue-se que o0 mdc(m.n, m + n) = 1. Portanto,

dmn

m+n’

implicando que (m +n) | d, isto é,d=k(m +n),KE Z,.
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As solucdes para a equacdo sdo dadas por x = km(m +n), y =kn(m + n),

z=kmn, ondek,m,neZ,.

Observagoes.

1) Se a, b, ¢ sdo inteiros positivos com nenhum fator comum tais que

Qlr
o |-

temos que a + b € um quadrado perfeito. Com efeito, k =1, a = m(m + n), b = n(m + n),

e portanto, a + b = (m + n)?.

2) Se a, b, ¢ sdo numeros inteiros positivos que satisfazem

ol

Q=
o lr

entdo a? + b? + c? é um quadrado perfeito. De fato,
a? +b? + ¢ =k*[m?(m + n)? + n?(m + n)* + m?n?]
= k?[(m + n)* - 2mn(m + n)* + m*n?]

=k?[(m + n)? — mn]?.

Exemplo 4. Prove que para cada inteiro n > 3 a equagdo x" + y™ = z"~1 tem infinitas

solugdes nos inteiros positivos.
Solugdo. Um conjunto infinito de solucGes é dado por
x =Kk + D2, yp = (k" + 12z =(k"+ DL, kezZ,.
4.1.4 O Método Aritmético Modular
Em muitas situacdes, as consideragdes aritméticas modulares simples sao

empregadas em mostrar que determinadas equacdes diofantinas ndo séo

solucionaveis ou em reduzir a escala de suas solugdes possiveis.
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Exemplo 1. Prove que a equacdo (x + 1)%+ (x + 2)? + ... + (x + 2001)? = y? ndo tem
solucéo.
Solucéo. Seja x =z - 1001. A equacéo se torna
(z—1000)2+ ...+ (z—1)?+z2+ (z+ 1)? + ...+ (z+ 1000)? = y?,
ou
2001z2 +2(1%2 + 22 + ... + 1000?) = y2.

Daqui resulta que

200172 + 9 1000:1001.2001 _ y2
6 H

ou equivalentemente,
2001z% + 1000.1001.667 = y2.

O lado esquerdo é congruente a 2 mod 3, por isso nao pode ser um quadrado

perfeito.

Exemplo 2. Encontre todos os pares (p, ) de nimeros primos tais que p3 - q°> =

(p+q)2.

Solucéo. A unica solucgéo € (7, 3). Primeiro suponha que nem p e nem q sao iguais a 3.
Em seguida, p=1ou2mod 3 eq=1ou2mod 3. Se p=q mod 3, temos que, o lado
esquerdo ¢é divisivel por trés, enquanto que o lado direito ndo é. Se p # g mod 3, o lado
direito é divisivel por 3, enquanto que o lado esquerdo néo e.

Se p = 3, temos que q° < 27, 0 que é impossivel.

Se q = 3, obtemos p3 - 243 = (p + 3)?, cuja Unica solucéo inteiraé p = 7.
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Exemplo 3. Prove que a equagdo x> - y? = 4 ndo admite solugBes nos nimeros

inteiros.

Solugdo. Consideremos a equagdo médulo 11. Uma vez que (x°)? =x1°=0 ou 1 mod
11 para todo x, temos x°> = - 1, 0 ou 1 mod 11. Assim x> - 4 é congruente a 6, 7 ou 8
maodulo 11. No entanto, os residuos quadrados médulo 11 s80 0, 1, 3, 4, 5 e 9, de modo

que a equacdo ndo tem solugdes inteiras.
Exemplo 4. Determine todos 0s nimeros primos p para 0s quais o sistema de equacdes

{p+1=2x2
p?+ 1=2y?%’

tem uma solucdo em nimeros inteiros X, y.

Solucgéo. O unico tal primo é p = 7. Suponha sem perda de generalidade que x, y > 0.
Observe que p + 1 = 2x? é par, entdo p # 2. Além disso, 2x2 =1 = 2y? mod p, 0 que
implica X =+ y mod p, uma vez que p ¢ impar. Como x <y < p, temos X +y = p. Em

seguida
p>+ 1=2(p —x)2=2p?-4px+p+1,

de modo que p =4x —1,2x2=4x,xé0o0u 2, epé—1ou 7. Naturalmente, - 1 ndo é

primo, mas parap =7, (X, y) = (2, 5) é uma solucao.
4.1.5 O Método de Inducdo Matematica

Inducdo matematica € um método poderoso e elegante para provar
declaracfes dependendo de inteiros ndo negativos. Sobre inducdo matematica, o leitor
pode consultar a se¢do 3.5.2. Este método de prova é amplamente utilizado em varias
areas da matematica, por exemplo, em teoria dos nimeros. Os exemplos seguintes

destinam-se a mostrar como a inducdo matematica funciona em equacdes diofantinas.
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Exemplo 1. Prove que para todos os inteiros n > 3, existem inteiros positivos impares

X, y, tal que 7x? + y? = 21,

Solugdo. Vamos provar que existem inteiros positivos impares x,, y, de tal modo que
X2 +y,2=2% n>3.

Para n = 3, temos x3 =y5 = 1. Agora, suponha que para um determinado
inteiro n > 3 temos inteiros impares X, , y, Satisfazendo 7x,? + y,? = 2". Vamos
apresentar um par (Xp.1, Yn+1) d€ inteiros positivos impares tais que 7xy412 + Y412 =

2'*1 De fato,

7(X“ iy“)z + (7"“;3’“)2: 2(Txp? +yp%) =277

Xn+Yn . [Xn—Ynl

Precisamente um dos nimeros S e é impar (uma vez que a sua

. . (s Xn+¥Yn < ¢
soma seja maior do que x, € y,, que é impar). Se, por exemplo, =—== é impar, temos

também € impar (como uma soma de um ndmero impar e um numero par); portanto

neste caso podemos escolher

_ Xnt¥yn _ 7Xn—Y¥n
Xn+1 = 2 € Yn+1 = 2

Xn— Yn

Se == é impar, entdo

7Xpn+ Yn Xnt+ ¥n

=3x, +

assim podemos escolher

_ |Xn=ynl _ 7Xn*+Yn
Xn+1 — - € Yn+1 = 5
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Exemplo 2. Provar que para todos os inteiros positivos n, a equagdo x? + y? + z% =

59" ¢é soltvel em nameros inteiros positivos.

Solugdo. N6s usaremos a inducdo matematica com s = 2 e n, = 1. Observe que para (x4,
y1,21) = (1,3, 7) € (X, y2, 2) = (14, 39, 42), temos

X 2+y;2+2,2=59 e x,2+y,%+1z,2=592%
Definimos agora (X, Yn, Zp), n > 3, por
Xn42 =99%n, Ynsz =99n, Zniz =997,
para todo n > 1. Entdo
Xk4z + y2k+2 + 2% = 597 (X% + yzk +2%);
dai x?y +y?, + 2% = 59¥ que implica x%, + y?, ,, + 2%k42 = 59542,
Observacdo. Podemos escrever as solugdes como

(X2n—1: Y2n—1s Zzn-1) = (1-59n_1’ 3.59" 71, 7-59n_1)

(Xans Vo Zon) = (14.597, 39597, 42.59%) n > 1.

Exemplo 3. Prove que, para todo n > 3 a equagdo

é soltvel em inteiros positivos distintos.
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Solucéo. Para o caso basico n = 3 temos

414l
3
Assumindo que para algum k > 3,
i_|_ i+...+ i: 1,
X1 X2 Xk

em que X4, X,, ..., X Sa0 inteiros positivos distintos, obtemos

RN SO B

2Xq 2Xo 2Xg 2

Dai resulta que

l+i+ L+...+ i:l,

2 2xq 2Xo 2Xx
onde 2, 2x4, 2X,, ..., 2X} Sao distintos.

Exemplo 4. Prove que para todo n > 412 existem inteiros positivos X4, Xy, ..., X, de

modo que

Solugéo. Temos que

1

a3 a3 7 a3

onde o lado direito é composto por oito termos, por isso, se a equacao (*) é solivel em

nameros inteiros positivos, entdo assim é a equacao
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Utilizando o método de inducdo matematica com ritmo 7, ele é suficiente
para provar a resolubilidade da equagdo (*) para n = 412, 413, ..., 418. A ideia-chave é

construir uma solugdo em cada um dos casos acima de menores mddulo 7. Observe que

27 - 1¢27=412mod 7,

33
i+3i3+2—§=1e4+9+36=49E413m0d7,

23
2 +2-1¢4+32=36=414mod 7,
2 4

%4_@:1@184-243:261E415m0d7,
3 9

o118+ 16+144=178=416mod 7,
3 4 12
144

i+£+£+g=1e4+16+36+144=2005417mod7.

23 43 63

Finalmente,
22+ 422 -1 e4+9+81+324=418.
2 3 9 18

4.1.6 Meétodo do descenso infinito de Fermat ou descida de Fermat

Dada uma equacéo f(x, X5, ..., X,) = 0, 0 método da descida de Fermat,
quando aplicavel, permite mostrar que esta equacdo ndo possui solucBes inteiras
positivas ou, sob certas condi¢des, até mesmo encontrar todas as suas soluc@es inteiras.

Se o conjunto de solucdes de f

S ={(x41, X3, ..., Xp) € Z"/ f(x4, X3, ..., Xp) = 0}

é diferente de vazio, entdo gostariamos de considerar a solu¢gdo minimal em certo
sentido. Ou seja, queremos construir uma funcdo ¢: S — N e considerar a solucéo (x;,
Xy, . , Xp) € S com @(xq, X5, ... , X,) Minimo. O descenso consiste em obter, a partir

desta solucdo minima, uma ainda menor, 0 que nos conduz claramente a uma
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contradicdo, provando que S é de fato vazio. Para trabalharmos este método
consideremos os exemplos abaixo.

O método da descida de Fermat consiste entdo no seguinte esquema:

I) Supor que uma dada equacdo possui uma solucdo em inteiros ndo nulos.

I1) Concluir dai que ela possui uma solucdo em inteiros positivos que seja, em algum
sentido, minima.

I11) Deduzir a existéncia de uma solucdo positiva menor que a minima, chegando a uma

contradicao.
Exemplo 1. Resolva em inteiros ndo negativos a equacao
x3 + 2y3 = 423,

Solucdo. Observe que (0, 0, 0) é uma solucdo. Vamos provar que ndo ha outras
solucBes. Suponhamos o contrério, que a equacgao possui solucdes (X, Yy, z) nos inteiros
positivos. Entdo, dentre todas as solucdes (X, y, z), com X, y e z inteiros positivos, existe
uma (X, Y, z) = (x4, ¥1,21) para a qual z =z; € o menor possivel. Trabalhemos tal
solucéo.

De x,° + 2y,3 = 47,3 segue-se que 2 |x,, assim x; = 2x,, com x, € Z,.
Dai vem que 4x,3 +y,3 = 2z,3. Assimy,; = 2y,, comy, € Z,, substituindo na
equacdo, chegamos a 2x,3 + 4y,3 = z;3. Também, z, = 2z,, com z, € Z,, logo a
equacdo fica x,3 + 2y,3 = 4z,3. Assim obtemos outra solucdo (x,, y,, z,) da equagdo

original, com z, = 22—1 <z,. Mas isso é uma contradicdo, pois partimos de uma solucdo na

qual o valor de z =z, era minimo possivel. Logo, nossa equagdo ndo possui solucdes

inteiras positivas, apenas a unica solucao (0, 0, 0).

Exemplo 2. Demonstrar que a equacdo x* + y* = z2 ndo possui solucdes inteiras

positivas.

Solucéo. Suponhamos que x* + y* = z2 possui uma solucéo inteira com x, y, z > 0.
Assim existe uma solucdo (a, b, ¢) pela qual ¢ € minimo. Em particular, temos que a e b

sdo primos entre si, pois se d = mdc(a, b) > 1 poderiamos substituir (a, b, c) por



136

ab ~
(E’E’d%) e obter uma solugdo com ¢ > diz. De (a?) 2 + (b?) 2 = c? temos portanto que
(a?, b?, c) é uma tripla pitagdrica primitiva e assim existem inteiros positivos m e n

primos relativos tais que
a’?=m?-n? b%?=2mnec=m? + n?.

Temos da primeira equacdo que (a, n, m) é tripla pitagorica primitiva e
assim m é impar. Logo, de b? = 2mn concluimos que b, e portanto n, é par. Observando
ainda que b? = (2n)m é um quadrado perfeito e mdc(2n, m) = 1, concluimos que tanto
2n como m sdo quadrados perfeitos, pelo qual podemos encontrar inteiros positivos s e t

tais que
2n=4s®> e m=t2

Por outra parte, dado que a? + n? = m?, entéo existirdo inteiros positivos i e

J, primos entre si, tais que
a=i%-j%, n=2ij e m=i%+j
n

Logo, s? = > = 1j, assim i e j serdo quadrados perfeitos, digamos i = u?ej=v2

Portanto temos que m =i% +j2, i = u?, j=v? e m = t2, assim
t* =u* + v
ou seja, (u, v, t) é outra solucdo da equacédo original. Porém

t<t?=m<m?<m?+n?=c

e t # 0 porque m ¢ diferente de 0. Isto contradiz a minimalidade de c, o que conclui a

solucéo.

Exemplo 3. Encontrar todas as solugdes inteiras positivas da equacgéo
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m?-mn-n?=+1.

Solucdo. Observe que m? = n? + mn = 1 > n? = m > n, com igualdade se, e s6 se, (m,
n) = (1, 1), que é claramente uma solugcdo. Agora seja (m, n) uma solu¢cdo com m > n.

Provaremos que (n, m — n) também € solucdo. Para isto vejamos que

n?-nm-n)—(m-n)?2=n?-nm+n?-m?+2mn-n?=n?+nm-m?=-(m?-nm

Portanto, se temos uma solucdo (m, n), podemos encontrar uma cadeia
descendente de solucdes, e este processo terminara quando atingirmos uma solucéo (a,
b) com a = b, isto é, a solucdo (1, 1). Invertendo o processo, encontraremos assim todas
as solucdes, ou seja, se (m, n) é solucdo entdo (m + n, m) é solucdo. Logo todas as

solucdes positivas sdo
(l’ l)’ (27 1)’ (3’ 2)7 R (Fn+1’ Fl’l)’ b
onde F,, representa o n-ésimo termo da sequéncia de Fibonacci.

Observacdo: Vejamos um exemplo de uma equacéo ndo diofantina, mas que se resolve

pelo método da descida de Fermat.
Exemplo. Resolva em inteiros ndo negativos a equacao
2% -1 =xy.

Solucéo. Observe as solucdes (0, k), k € Z,, e (1, 1). Vamos provar que ndo ha outras
solugdes usando o método do descenso infinito de Fermat sobre os fatores primos de x.
Seja p; > 2 um divisor primo de x com p; | 2* - 1 e seja g 0 menor inteiro positivo tal
que p; |29 - 1. Pelo pequeno teorema de Fermat temos p; | 2P*~1 — 1, e portanto q <
p1— 1<p;.

Vamos provar agora que q | x. Se isso ndo ocorre, entdo x =kq +r, com 0 <

r<g,e
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2x—1=2ka 2r-1=29k 2r-1=(29—- 1+ 1) % 2" -1=2"—1mod p;.

Segue-se que p; | 2" — 1, o que contradiz a minimalidade de g. Assim q | X
e 1< <p;. Agora seja p, | 2¥ - 1 um divisor primo de g. E claro que p, é um divisor
de x e p, < p,. Dando continuidade a esse procedimento, construimos uma sequéncia
decrescente infinita de divisores primos de X: p; > p, > p3 >..., uma contradi¢do pelo

fato de ndo existir uma sequéncia de nimeros inteiros ndo negativos tais que x; > x, >

4.1.7 Equacdes diofantinas variadas

Muitas equacdes diofantinas elementares ndo sdo dos tipos descritos nas

secdes anteriores. No que se segue, apresentamos alguns exemplos de tais equacoes.
Exemplo 1. Resolva em inteiros positivos o sistema de equagdes

{X2+ 3y = u?
y? + 3x = v?

Solugéo. As desigualdades
x2+ 3y>(x+2)%,  y*+ 3x>(y+2)?

ndo podem ser ambas verdadeiras, sendo teriamos uma contradigdo, pois
X2+ 3y>(x+2)’=x*+ 3y>x*+ 4x+4 S 3y>4x+4 S 3y-4x>4
e

y2+ 3x>(y+2)2 = y?+ 3x>y% + 4y + 4 & 3x— 4y >4,

somando as equagdes obtidas temos — x —y > 8 & x + y <— 8. Assim, pelo menos uma
das desigualdades x? + 3y < (x + 2)% e y? + 3x < (y + 2)? é verdadeira. Sem perda
de generalidade, suponha que x2 + 3y < (x + 2)2. Entdo x? <x? + 3y < (x + 2)?
implicando em x? + 3y = (x + 1)? ou, 3y =2x + 1. Obtemos x =3k + 1,y =2k + 1
para algum K inteiro ndo negativo e y? + 3x = 4k? + 13k + 4. Parak > 5, (2k + 3)? <
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4k? + 13k + 4 < (2k + 4)?; portanto, y? + 3x ndo pode ser um quadrado perfeito.
Assim, precisamos apenas considerar k € {0, 1, 2, 3, 4}. Apenas k = 0 faz y? + 3x um

quadrado perfeito; portanto, a Unica solucao é

Exemplo 2. Resolva a equacéo

1+x; +2x1X, + ...+ (N—1) X1X5... X1 = X1Xp... Xp

em inteiros positivos distintos x4, X5, ..., Xy.

Solucéo. Escrevendo a equacgdo na forma

X1(Xp.. Xp -(N=1) Xp... Xp_1 - . - 2%, -1) =1

produzx, =1e

Xy (X5... Xp - (N —1) X3... X1 - ... - 3X5 - 2) = 2.

Porque x, # X;, Segue-se que x, = 2 e que

X3(Xge Xp - (N—1) X4 Xpq - ... - 4%, - 3) = 3.

NOs temos x;3 # X, € X3 # Xq ; portanto, x; = 3. Continuando este

procedimento (o que equivale a uma "inducdo finita™), obtemos

Xx1=1,X,=2,...,Xp_1 =Nn-1.

Finalmente, segue-se que (n — 1).(x, - (n—1)) =n-1, isto &, x,, =n.

Observagao. Substituindo na equacdo fornece a identidade
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1+111+221+ .. +(n-1).(n—1)! =nl.

Observacgéo: Vejamos agora um exemplo interessante de uma equagdo ndo
polinomial.

Exemplo. Resolva em inteiros positivos a equacao

7% +x* + 47 = y2,

Solugdo. Se x for impar, temos que 7* = — 1 mod 4 pela proposi¢do 2.6.12, x* = 1 mod
4 pois x2 =1 mod 4 e 47 = 3 mod 4, portanto 7X + x* + 47 = 3 mod 4, e uma vez em
que ndo existe quadrados perfeitos desta forma, ndo ha solucdes neste caso.

Vamos supor que x = 2k, para algum ntimero inteiro positivo k. Para k > 4,

teremos

(7%)% < 72K + (2k)* + 47 < (7F + 1)

De fato, a desigualdade esquerda é clara, e a da direita é 72X + 8k* + 47 <
7%k + 2.7 + 1 & 8k* + 23 < 7X, 0 que pode ser justificado usando inducdo
matematica.

Basta considerarmos k € {1, 2, 3}. Apenas k = 2 produz uma solucéo.

Assim, x = 4, y =52 é a Unica solucao.

4.2 Equacdes Diofantinas Lineares de Duas Variaveis

Vamos iniciar com um exemplo.

Vamos supor que sO existiam moedas de 15 e de 7 escudos e que eu queria
pagar (em dinheiro) uma certa quantia em escudos. Sera que € sempre possivel? E se s

existissem moedas de 12 e de 30 escudos?

No primeiro caso, se conseguirmos pagar 1 escudo, entdo também sabemos
pagar qualquer quantia; basta repetir 0 pagamento de 1 escudo as vezes que forem
necessarias. Para se pagar 1 escudo, podemos usar uma moeda de 15 e receber de troco
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duas moedas de 7. Assim, se quisermos pagar 23 escudos podemos usar 23 moedas de
15 e receber de troco 46 moedas de 7. E Gbvio que seria mais simples pagar com 2
moedas de 15 e receber 1 moeda de 7 de troco. No fundo estamos a encontrar solugfes

inteiras da equacdo 7x + 15y = 1.

No segundo caso é claro que qualquer quantia que se consiga pagar é
necessariamente multipla de 6, porque 12 e 30 sdo multiplos de 6. De contra partida,
podemos pagar 6 escudos usando uma moeda de 30 e recebendo de troco duas moedas
de 12. Deste modo podemos fazer o pagamento de qualquer quantia que seja multipla de
6.

Defini¢do: Uma equagdo da forma ax + by = c, onde a, b e c sdo inteiros é
dita equacdo diofantina linear. A resolucdo de varios problemas de aritmética que
exigem solucdes inteiras recai, em varias situacdes, na resolucdo de equacbes desta
forma. Nem sempre essas equagdes apresentam solugdes, vejamos, por exemplo, a
equacdo 4x + 6y = 5; veja que ndo ha nenhuma solucdo inteira para a equagéo, pois, o
primeiro membro da equagdo € par e, nunca serd igual ao segundo membro que é um
namero impar. Sabemos que uma equacdo do tipo ax + by = ¢, em que se admitem
valores reais para as incognitas x e y, representa uma reta no plano cartesiano. Entéo,
podemos interpretar a resolucdo da equacdo diofantina como o problema de determinar
0s pontos da reta que tém ambas coordenadas inteiras. Ainda existem equac6es do tipo
ax + by = ¢, sem solucgdes inteiras, que, geometricamente, evitam todos os pontos do
produto cartesiano Z X Z ={(x, y)/x, y € Z}. Por exemplo, a equacdo 12x + 8y = 5 ndo
tem solucdes inteiras, ja que mdc(12, 8) = 4 que n&o divide 5. E natural perguntar-se
quais sdo as condicBes necessarias e suficientes para que a equacdo diofantina linear

tenha solucdo e como fazer para encontra-las. As perguntas serdo solucionadas a seguir.

Teorema 4.2.1. Sejam a, b, ¢ € Z com a e b n&o ambos nulos e seja d = mdc(a, b). A

equacdo diofantina linear ax + by = ¢ tem solucdo em Z se, e so se, d divide c.

Demonstragéo. Suponhamos que a equacao tenha solucdo e que existam x e y € Z tal
que ax + by = c¢. Como d | aed |b, temos que d divide qualquer combinacao linear

formada pelos inteiros a e b, portanto, d | (ax + by), ou seja, d | c.
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E reciprocamente temos por hipotese que d | c. Assim, existe k € Z tal que
kd = c. Usando o teorema 3.8.2, existem «a, § € Z tais que aa + b = d. Multiplicando
essa igualdade por k obtemos (aa)k + (bB)k = dk, ou seja, a(ak) + b(Bk) = c, 0 que
mostra que ak = x e Bk =y, e assim (X, Vo) = (ak, BK) é solucdo da equacdo ax + by =
c.

|

Teorema 4.2.2. Sejam a, b, ¢, k € Z e d = mdc(a, b). Se d 1 c, entdo a equacdo ax + by
= ¢ ndo tem solucdo inteira. Se d | ¢ a equacdo possui infinitas solucdes e se X =x, ey =

yo € uma solucdo particular, entdo todas as solucdes sdo dadas por:

Demonstracao. Se d t ¢, entdo a equacao nao possui solucéo, pois, comod|aed|b, d
deveria dividir ¢, uma vez que ¢ € uma combinacdo linear de a e b. Suponhamos,
portanto, que d | c. Pelo Teorema 3.8.2, existem inteiros n, € my, tais que any + bmg =
d. Como d | c, existe um inteiro k tal que ¢ = kd. Multiplicando an, + bmg = d por K,
teremos a(nyk) + b(mgyk) = kd = c. Isto nos diz que o par ordenado (x,, y,) COM X, =

nyk e y, = myk € uma solucéo de ax + by = c.

Vamos agora verificar que os pares ordenados da forma x = x, + (g)k ey
Vo - (g)k sdo solugdes de ax + by = c.

De fato, ax + by = a[xo + (g)k] + b[yo - (g)k] = axy + %bk + bYo - %bk =

ax, + by, =c.
Assim, mostramos que conhecida uma solucdo particular dada pelo par

ordenado (X, yo) podemos, a partir dela, gerar infinitas soluces. Resta mostrar que
toda solucdo da equacdo ax + by = ¢ é da forma x =x, + (g)k e Y =y - (%)k.

Vamos supor que o par ordenado (X, y) seja uma solucdo, isto €, ax + by = ¢. Mas como

ax, + by, = ¢, obtemos, subtraindo membro a membro, que

ax + by —axy, — by, =a(x— xo) +b(y —yo) =0,
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0 que acarreta a(X — Xq) = b(y, —y). Como d = (a, b), segue do Corolério 3.8.8,

Portanto, dividindo os membros de a(x — x,) = b(y, — ) por d, teremos

Sx=x)=200-y) ()
Logo, pelo item a) da proposicédo 3.8.9, (g) |(x — Xp). Assim, existe um
inteiro k tal que x - x, = k(g). Substituindo esse valor na equacéo (1) temos y =y, -
(%)k 0 que completa a demonstracéo.

A solucéo (x,, yo) da equacdo ax + by = ¢, € chamada de solugdo minimal

se sendo (x4, y;) uma solugéo qualquer da equacao, temos que x, < X;.

Voltemos ao exemplo anterior. Uma vez que a equagdo 15x + 7y = 17 tem
como solucdo particular x = 3, y = — 4 (por exemplo), para pagar 17 escudos, basta
pagar com 3 moedas de 15 escudos e receber de troco 4 moedas de 7 escudos. Outra
hipotese seria pagar com 11 moedas de 7 escudos e receber de troco 4 moedas de 15
escudos. E claro que os teoremas anteriores nos da um método de encontrar todas as

solucdes possiveis.

Exemplo 1. A equagdo 18x + 24y =5 ndo admite solugdo pois mdc(18,24)=6e615.
Exemplo 2. Determine as solugdes da equacao 28x + 90y = 22.

Solucgdo. Vamos inicialmente calcular o mdc(28, 90).

90 28 6 4 2
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Visto que mdc(28, 90) =2 e 2 |22, a equacdo admite solu¢des. Usando o

algoritmo da diviséo de trés para frente, temos

2=6-14
4=28-46
6=90-3.28

Segue-se que 2 =6 —1.(28 —4.6) = (- 1).28 + 5.6 = (- 1).28 + 5.(90 — 3.28)
= (- 16).28 + 5.90

Portanto, 2 = (- 16).28 + 5.90.

Multiplicando ambos os membros desta igualdade por 11, temos

22 = (- 176).28 + 55.99.

Logo, uma solucdo particular da equagdo é dada por (xq, ¥o) = (- 176, 55).

Pelo teorema 4.2.2, a solucéo geral é

X =-176 + 45t
y=55-14t, comteEZ.

Exemplo 3. Encontrar as solu¢des da equacdo - 26x + 39y = 65.

Solucdo. Dividindo os coeficientes da equacdo - 26x + 39y = 65 por 13, obtemos a
equacdo equivalente - 2x + 3y = 5. Como o mdc(2, 3) = 1, esta Ultima equacao possui
solucéo, e, portanto a equacdo dada também. Temos que encontrar (X, Vo), Solugédo de
- 2x + 3y = 1, que gera o par (5x,, 5y,), solucdo da equacédo original. Aplicando o

algoritmo de Euclides para o calculo de mdc temos:
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Assim, 1=31-21
1=-21+3.1

Dai, como (xq, yo) = (1, 1), temos que (5%, 5y,) = (5, 5) é uma solucdo

particular da equacéo dada, e sua solugédo geral é:

X=5+3t
y=5+2t, comteZ.

Exemplo 4. Determinar todas as solucdes inteiras e positivas da equacdo diofantina
18x + 5y = 48.

Solucgédo. Determinemos 0 mdc(18, 5) pelo algoritmo de Euclides:

3 1 1 2
18 5 3 2 1
3 2 1 0

Como o mdc(18, 5)=1¢e 1 |48, a equacdo dada tem solugdo. Usando o

algoritmo da divisdo, temos

1=3-12
2=5-13
3=18-35

Entéo 1=3-12=3-1(5-13)=(-1)5+23=(-1)5+2(18-3.5) =
(-7).5+2.18
Portanto, 2.18 + (- 7).5 = 1, multiplicando a equacdo por 48, temos

96.18 + (- 336).5 = 48

Logo, uma solucdo particular da equagédo é dada por (xq, ¥o) = (96, - 336).

Pelo teorema 4.2.2, a solucéo geral é
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X =96 + 5t
y=-336-18t, comteEZ.

As solucdes inteiras e positivas sd@o encontradas escolhendo t de modo que

sejam satisfeitas as desigualdades:

x>0ey>0,entdo temos que 96 + 5t >0e - 336 - 18t >0, ou seja, t >-19,2et<- 18,6

0 que implica que t = - 19 e, portanto,

X =096 +5.(-19) = 1
y=-336—18.(-19) =6

Contudo, o par de inteiros X =1 e y = 6 € a Unica solucdo inteira e positiva
da equacédo 18x + 5y = 48.

4.3 Aplicagdes das Equacdes Diofantinas Lineares de Duas Variaveis

Veremos algumas aplicacfes das equacOes diofantinas lineares no cotidiano,
para isto, dividiremos esta parte em duas secdes, Na primeira vamos apresentar algumas
situacBes-problema que os alunos do ensino médio encontram em alguns livros
didaticos, provas de vestibulares, Enem e outros. Ja na segunda secdo, apresentaremos

alguns softwares matematicos para resolver e esbocar o grafico dessas equacoes.

4.3.1 Situagdes-problema envolvendo equagdes diofantinas lineares

Problema 1. Nayara comprou um numero impar de canetas e algumas borrachas,
gastando R$ 37,40. Sabendo-se que os pre¢os unitarios das canetas e das borrachas séo,
respectivamente, R$ 1,70 e R$ 0,90, determine quantas canetas e quantas borrachas ela

comprou.
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Solucdo. Sejam x 0 numero de canetas e y o numero de borrachas com X, y € N.
Obtemos a equacéo 1,7x + 0,9y = 37,4. Multiplicando essa equacéo por 10, ela se torna
17x + 9y = 374. Como mdc(17,9) =1 ¢ 1 |374 a equacdo tem solugdo. Usando o
Algoritmo de Euclides, vamos encontrar uma solugéo para a equagdo 17x + 9y = 374.

1 1 8
17 9 8 1
8 1 0

Verificando o algoritmo podemos escrever 1 =9 —1.8e 8 =17 — 1.9. Segue
quel=9-18=9-1.(17-1.9)=-1.17 + 2.9. Multiplicando por 374, teremos

374 =—-374.17 + 748.9.

Assim, temos a solucéo particular (xq, yo) = (— 374, 748). A solugéo geral é,

entdo, dada por

x=—374+ 0t
y=748—-17t , comteZ.

Comox>0ey>0,temos —374 +9t>0¢ 748 — 17t > 0, ou seja, 41,55 <t
<44, 0 que implica, t =42 ou t = 43.

Set=42,entdo,x=4ey=34,eset=43, teremos x =13 ey =17. Como X
deve ser impar, segue que a Unica solucdo favoravel é x = 13 e y = 17, isto €, foram
compradas 13 canetas e 17 borrachas.

Problema 2. Quantas quadras de basquete e quantas quadras de vélei sdo necessarias

para que 80 alunos joguem simultaneamente?

Solucgdo. As equipes de basquete e vOlei sdo compostas, respectivamente, de 5 e 6

jogadores. Como precisamos de duas equipes por quadra, modelamos o problema com
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da seguinte equacdo diofantina: 12x +10y = 80 onde Xx e Yy representam,
respectivamente, a quantidade de quadras de vOlei e basquete necessarias para acomodar
0s 80 jogadores. Simplificando a equagéo temos 6x + 5y = 40 e mdc(5,6) =1. Como 1 |
40 concluimos que o problema tem solucéo. Pelo algoritmo de Euclides, 40 = 40.6 —

40.5, entdo a solucéo geral é:

X =40 + 5t
y=-—40-6t, comteZ.

Assim, como o numero de quadras é um numero natural, devemos restringir
nossa resposta de modo que x>0ey>0,logox=40+5t>0ey=—40 -6t >0, dai
temosque—-8<t<- 7.

Parat=— 8, temos 0 quadras de vdlei e 8 quadras de basquete.

Parat=— 7, temos 5 quadras de volei e 2 quadras de basquete.

Problema 3. Exprimir 100 como soma de dois inteiros positivos de modo que o

primeiro seja divisivel por 7 e o segundo seja divisivel por 11.

Solucdo. Sejam 7x e 11y esses dois numeros. Assim, temos 7x + 11y = 100. Como
mdc(7, 1) =1 e 1 | 100, a equagdo tem solugdo. Usando o Algoritmo de Euclides,
vamos encontrar uma solucdo particular para a equacgdo 7x + 11y = 100.

1 1 1 3
11 7 4 3 1
4 3 1 0

Verificando o algoritmo podemos escrever,1 =4 -13,3=7-14e4=11
-1.7.

Sequeque1=4-13=4-1(7-14)=24-17=2(11-17)-17+=
2.11 — 3.7. Multiplicando por 100, temos 100 =—300.7 + 200.11.
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Isso implica que a solucdo particular é (%, yo) = (— 300, 200). Entdo a
solucdo geral é dada por (X, y) = (— 300 + 11t, 200 — 7t), comt € Z. Como x >0ey >0,
temos — 300 + 11t > 0 ¢ 200 — 7t > 0, ou seja, 27 <t < 29. Logo, t = 28, 0 que nos da (X,
y) = (8, 4). Portanto, 0s nimeros sdo 56 e 44.

Problema 4. O valor da entrada de um cinema é R$ 8,00 e da “meia” entrada é de R$
5,00. Qual é 0 menor nimero de pessoas que podem assistir a uma sessao de maneira
que a bilheteria seja de R$ 500,007

Solucdo. Vamos iniciar identificando as variaveis do problema; seja X 0 numero de
pessoas que pagardo o valor integral da entrada, e y 0 nimero de pessoas que pagarao o

valor da meia entrada. Assim, a equacéo representativa é 8x + 5y = 500

Vamos encontrar 0 mdc(8, 5) pelo algoritmo de Euclides:

1 1 1 2
8 5 3 2 1
3 2 1 0

Como o mdc(8, 5) = 1, a equagdo apresenta solugdo, pois 1 | 500.
Verificando o algoritmo podemos escrever, 1 =3-12,2=5-13e3=8-
15.Segueque1=3-1.(5-13)=-5+23=-5+2,(8-15)=2.8+ (- 3).5.

Multiplicando a equacéo por 500, fica:

1000.8 + (- 1500).5 = 500

Isso implica que a solucdo particular é (xq, yo) = (1000, - 1500). Logo, a
solucdo geral € dada por

x = 1000 + 5t
y=-1500-8t, comteZ.
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O problema requer solucdes inteiras e positivas, que serdo determinadas
escolhendo t de modo que sejam satisfeitas as seguintes desigualdades, x > 0ey > 0,
entdo temos que 1000 + 5t >0 e - 1500 - 8t > 0, ou seja, - 200 <t < - 187,5

Contudo, para que encontremos 0 menor numero de pessoas, devemos

utilizar o maior valor inteiro de t, que é t = - 188. Assim, obtemos os valores:

x =1000 +5.(— 188) =60 e y=- 1500 - 8.(—188) =4.

Sendo assim, para a bilheteria ser de R$ 500,00 com o menor numero de
pessoas possiveis, devem-se ter 60 pessoas que irdo pagar R$ 8,00 cada e 4 pessoas que
irdo pagar R$ 5,00 cada. Portanto, nessas condigdes 0 menor nimero de pessoas sera
64.

Problema 5. Um teatro vende ingressos e cobra R$ 18,00 por adulto e R$ 7,50 por
criangca. Numa noite, arrecada-se R$ 900,00. Quantos adultos e criangas assistiram ao
espetaculo, sabendo-se que eram mais adultos do que criangas?

Solucdo. Sejam x o numero de criangas e y o nimero de adultos que assistiram. Temos
que resolver a equacéo diofantina 7,5.x + 18y = 900, com a seguinte condigdo y > x > 0.
Multiplicando a equacéo por 2, temos 15.x + 36.y = 1800. Como mdc(15, 36) =3 e 3
| 1800 a equagdo admite solugdo. Simplificando a equacdo, temos 5x + 12y = 600.

Observando que (x, y) = (120, 0) é uma solucédo da equacdo, entdo a solucdo geral é

X =120 + 12t
y=-5t , comteZ.

120

Dey>x20decorre-5t>120+12t20edai,-7,05=-?>t2-%:-10, ou seja,
-10<t<-7,050quedate {-10,-9,-8}.

As trés possiveis solugdes séo:

{XZO ol {x=12 ol {x=24
y =50 y =45 y = 40

Problema 6. Determinar 0 menor inteiro positivo que dividido por 8 e por 15 deixa 0s

restos 6 e 13, respectivamente.
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Solucdo. Seja n o numero inteiro positivo. Pelo algoritmo da divisdo, existem x e y
inteiros positivos, tais que n = 8x + 6 e n = 15y + 13. Contudo, temos que:

8X+6=15y+13=8x—-15y =7

Como mdc(8,15)=1el | 7 a equagdo tem solugdo. Usando o Algoritmo de
Euclides, vamos determinar uma solugéo particular para a equagdo 8x — 15y = 7.

1 1 7
15 8 7 1
7 1 0

Verificando o algoritmo podemos escrever 1 =8 -1.7e 7 =15-1.8.
Segue-se que, 1 =8-1.7=8-1.(15-1.8) = 2.8 — 1.15. Multiplicando por
7,temos 14.8 + 7.(- 15) = 7.

Isso nos dé& a solucdo particular (xq, yo) = (14, 7). A solucdo geral €, entdo,
dada por (x, y)= (14 — 15t, 7 — 8t),comt € Z. Comox >0ey >0, temos 14 — 15t>0e

7—8t>0,ouseja,t<ﬁet< Z
15 8

Assim, o menor valor de n serd obtido ao tomar o menor valor de x e y que
satisfaca a equacdo 8x — 15y = 7 e, isso acontece quando t = 0. Isso implica que (x, y) =
(14, 7) e, portanto, n = 118.

Problema 7. Encontrar todos 0s nimeros naturais N menores do que 10000 tais que, 0
resto da divisdo de N por 37 é 9 e o resto da divisdo de N por 52 é 15.

Solucéo. Pelo algoritmo da divisdo, existem X e y inteiros positivos, tais que N = 37x +
9e N =52y + 15, segue que:

37X +9 =52y +15= 37x—-52y =6
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Como mdc(37, 52) =1 e 1 | 6, a equagdo admite solugdo inteira. Pelo
algoritmo de Euclides, temos:

1 2 2 7
52 37 15 7 1
15 7 1 0

Observando o algoritmo de Euclides podemos escrever 1 =15 - 2.7, 7 = 37
-215e15=52-1.37.Dai,1=15-27=15-2(37-2.15)=-237+5.15=-237 +
5.(52 - 1.37) =5.52 — 7.37, segue que — 7.37 — 5.(— 52) = 1. Multiplicando por 6, segue
que (- 42).37 - 30.(-52) = 6

Temos que a solucdo particular € (x,, yo) = (- 42, - 30). A solucgéo geral é

X =-42-52t
y=-30-37t, comteZ.

Para encontrar as solugdes da equacdo nos naturais, basta determinar t de

modo que sejam satisfeitas as desigualdades: x >0 e y > 0, segue que —42 — 52t >0 ¢

L 21 30
-30-37t>0,istoé, t<-—et<-—.
26 37

O que implica que se t < - 1, temos que a equacdo 37x — 52y = 6 possuli
infinitas solu¢des no conjunto dos nimeros naturais.

Retomando a pergunta inicial, os niUmeros N que estamos procurando séo
dados, por:

N =37x+9=237.(- 42 - 52t) + 9 = - 1545 - 1924t.

Para que N < 10000, teremos:

- 1545 - 1924t < 10000 & t > - 2%~ _ 6,001

1924
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Assim, se t> - 6, a equagdo N = - 1545 — 1924t nos fornece um numero N >
10000. Agora para que o numero N seja natural e menor do que 10000, devemos ter - 6
<t<-1,oqueimplicaemte {-6,-5,-4,-3,-2,-1}.

Contudo, os seis possiveis valores naturais para N sdo: 379, 2303, 4227,
6151, 8075 e 9999.

Problema 8. Se o custo de uma postagem é de 83 centavos e 0s valores dos selos sdo

de 6 e 15 centavos, como podemos combinar os selos para fazer essa postagem?

Solucdo. Sejam x e y as quantidades de selos de 6 centavos e de 15 centavos
respectivamente, entdo a equacdo deste problema é 6x + 15y = 83. Observe que 0
mdc(6, 15) =3 e 3 183, logo a equagdo diofantina ndo possui solugdes inteiras, contudo

0 problema de postagem ndo tem solucéo.

Problema 9. Um fazendeiro deseja comprar filhotes de pato e de galinha, gastando um
total de R$ 1.770,00. Um filhote de pato custa R$ 31,00 e um de galinha custa R$

21,00. Quantos de cada um dos dois tipos o fazendeiro podera comprar?

Solucdo. Sejam x o ndmero de patos comprados e y o numero de galinhas. Assim,
podemos modelar o problema do seguinte modo, 31x + 21y = 1770. Observe que 0
mdc(31,21) =1 e que 1 | 1770. Assim, a equagdo tem solugdo. Vamos encontrar uma

solucdo particular. Para isso, usamos o Algoritmo da Diviséo:
31=1.21+10;
21=2.10+1;
1=21+(-2).10=21+(-2).[31 + (-1). 21] = 3.21 + (- 2).31.
Multiplicando ambos os lados por 1.770, obtemos:

(- 3540).31 + (5310).21 = 1770.

Portanto, uma solucdo particular é x, = - 3540 e y, = 5310. A solucdo geral

da equacéo ¢ dada por:
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=-3540 + 21t
y=5310-31t , comteZ.

Observe gque estamos interessados somente nas solucGes positivas ou nulas,
pois representam as quantidades de animais. Assim, temos que impor as seguintes

condigdes:
-3540+21t>0e 5310 -31t>0.

Portanto, 21t > 3540 e 31t < 5310, que ¢ o mesmo que: t > 168,57 e t <
171,29. Assim, como t € um numero inteiro, temos que 169 <t < 171. Desse modo, as

solugdes sdo:

Parat =169, temos x = - 3540 + 21.169 =9 e y = 5310 — 31.169 = 71,
parat =170, temos x = - 3540 + 21.170 = 30 e y = 5310 — 31.170 = 40;
parat=171,temos x =- 3540+ 21.171 =51 ey =5310-31.171 =9.

Contudo, essas solugcbes nos dizem que o fazendeiro tem trés alternativas

para comprar: 9 patos e 71 galinhas, ou 30 patos e 40 galinhas, ou 51 patos e 9 galinhas.

Problema 10. Um parque de divers6es cobra R$ 1,00 a entrada de criancas e R$ 3,00 a
entrada de adultos. Para que a arrecadacdo de um dia seja R$ 200,00; qual o menor
namero de pessoas, entre adultos e criangas, que poderiam estar no parque nesse dia?

Quantas criancas? Quantos adultos?

Solucdo. Considerando o numero de criangas por X € o numero de adultos por y, de
acordo com o enunciado temos a equacdo 1x + 3y = 200. Agora, para encontrar a
solucgéo desse problema basta resolver a equacdo diofantina gerada. Como o mdc(1, 3) =
lel |200 a equagdo possui solugdo, logo, 1 = 1.(- 2) + 3.1 entdo 200 = 1.(- 400) +

3.200. Assim, todos os possiveis valores para X e y se apresentam da seguinte forma:

X=-400+3tey=200-tcomte Z.
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Como X e y representam numeros de pessoas, eles devem ser numeros

naturais, sendo assim, temos:

-400 +3t>0¢ 200 - t >0 que geram o intervalo, 134 <t < 200.

Contudo, devemos encontrar 0 menor nimero de pessoas, e para gque isso

aconteca t deve assumir o menor valor no intervalo, isto é, 134. Portanto, temos que:

X=-400+3.134=2ey=200- 134 =66.

Entdo, o menor nimero de pessoas que esteve no parque nesse dia foi 68

pessoas, sendo 2 criangas e 66 adultos.

4.3.2 Utilizando o Maple e o Winplot

Vamos utilizar o Maple para solucionar algumas equacdes diofantinas
lineares e em seguida iremos também fazer a construcdo de alguns graficos utilizando o
Winplot e iremos verificar as suas solucBes inteiras nestas construgdes geométricas.
Veremos que 0 uso desses programas matematicos computacionais facilitard na melhor

compreensdo dos problemas.

Exemplo 1. Jodo pediu a Pedro que multiplicasse o dia de seu aniversario por 12 e o
més do aniversario por 31 e somasse os resultados. Pedro obteve 368. Qual é o produto
do dia do aniversario de Pedro pelo més de seu nascimento?

Solucdo. Sejam x e y o dia e més, respectivamente, do aniversario de Pedro. Entdo

temos a equacdo 12x + 31y = 368. Utilizando o Maple temos:

EC:\Users\'Fébio\DD(umenb\Diufa’lﬁna.rrM"— erver ﬂm
Arquivo(F) Editar (E) Visualizar(V) Inserir(l) Formatar(r) Tabela(a) Desenho Graficol (P} Planilha(5) Ferramentas(T) Janela Ajuda (H)

DE2BESE LBl S TP EE «=2 NI O%Hd & & 2 B

Wi

isolve(12-x + 31-y =368,1);

(x=10—31%y=8 + 127}

Figura 9. Solugdes da equacdo diofantina com o auxilio do Maple.
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E facil notar que o Gnico valor do parametro que satisfaz o problema é t = 0,
pois sabemos que 1 <x <31 e 1 <y <12. Entdo Pedro nasceu no dia 10 de agosto e 0
produto € 10.8 = 80.
Exemplo 2. Dois irmaos, Jodo e José, pescaram em uma manhd “x” e “y” peixes,
respectivamente. Sabendo que 3x + 4y = 61, determine as possiveis quantidades de

peixes que eles conseguiram juntos?

Solucéo. Ora, utilizando o software Maple, vamos determinar todas as solugdes inteiras.
Para que isso ocorra utilizaremos o comando “isolve” que nos fornece as solugdes
inteiras da equacdo em funcdo de um parametro, sendo este um nimero inteiro.

Assim ao abrir o Maple digitamos o comando “isolve” e em seguida digitamos entre
parénteses a equacdo diofantina linear seguida de uma virgula para colocarmos o
pardmetro desejado, encerrando 0 comando com ponto e virgula. Veja:

@ C3Users\Fabio\Documents\Diofantina.mw?” - [Server 1] - Maple 15
Arquivo(F) Editar (E) Visualizar(V) Inserir(ly Formatar(r) Tabela(a) Desenhe Gréfico( (P) Planilha(S) Ferramentas(T) Janela Ajuda (H)

L2BESE Ll ¢ TP HI1Oo%e & 0% ¢ B

I\
1solve(3-x + 4-y=61,t); # Comando executado conforme a orientaco e a solugio da equacdo estd abaixo

{(x=19—4t,y=1+43t}

Figura 10. Utilizando o Maple para encontrar as soluges de uma equacéo diofantina.

Agora, basta determinar t de modo que sejam satisfeitas as desigualdades:
x>0ey>0,sequeque19-4t>0el+3t>0,ouseja,
t<—=475 e t>--=-0,33,
4 3

O que acarretaem 0 <t<4 comte Z, logot € {0, 1, 2, 3, 4}, assim existem
5 possibilidades para a pescaria, e a quantidade de peixes que eles conseguiram juntos

foi:

Parat=0, temos que x =19 e y = 1 e juntos conseguiram 20 peixes ao todo.

Parat=1, temos que X = 15 e y = 4 e juntos conseguiram 19 peixes ao todo.
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Parat =2, temos que x = 11 e y = 7 e juntos conseguiram 18 peixes ao todo.
Parat =3, temos que x = 7 e y = 10 e juntos conseguiram 17 peixes ao todo.
Parat =4, temos que x = 3 e y = 13 e juntos conseguiram 16 peixes ao todo.

Exemplo 3. Represente graficamente as solucgdes inteiras e positivas da equacdo 20x +

50y = 510 com a ajuda do Winplot.

Solugéo. No programa Winplot escolhemos a opgdo plotar grafico de “2* dimensao”.

Janela | Ajuda

2-dim F2
3-dim F3
Adivinhar

Mapeador >

Planetas

v Mostrar arquivos recentes
Abrir o dltimo arquivo

v Usar padrio

Sair

Figura 11. Tela inicial do Winplot.

Na proxima janela selecione “Equacgdo” e depois “Reta”.

Dois Anim  Outros
F1
F2
F3
Fa

Inventario Ctri+1

Figura 12. Instrugdes para a construcéo do grafico de uma reta.
Agora para plotar o gréfico da equacdo ax + by = c, basta digitar seus

coeficientes.
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a= |20
b= |50
e= |510

ezpezzura da linha |2 cor
ok | cancelar| ajuda

" zdlido ¢ pontlhade ™ tracejado I‘

Figura 13. Inserindo os coeficientes de uma equacéo diofantina que representa uma reta no plano.

Agora vamos visualizar geometricamente o conjunto-solugéo da equacao

linear 20x + 50y = 510.

foreberas o . T

Arquive Equagdoe Ver Mouse Um  Dois Anim Outros
— ¥ . . . . . . .

Figura 14. Representacdo geomeétrica das soluges inteiras da equagdo diofantina.

Vemos que a interpretacdo geométrica desse problema é um conjunto de

pontos alinhados que pertencem a reta de equacdo 20X

grafico acima. Entdo a partir da solucdo geral obtida

+ 50y = 510, conforme mostra o

com o Maple, podemos atribuir

valores inteiros para t e no Winplot inserirmos alguns pontos com coordenadas inteiras

no grafico que satisfazem a equacdo. Assim, o exemplo possui apenas 5 solugdes com

coordenadas inteiras positivas.

Exemplo 4. Ao entrar num bosque, alguns viajantes avistam 37 montes de magcas.

Apbs serem retiradas 17 frutas, o restante foi dividido igualmente entre 79 pessoas.

Qual pode ter sido a menor parte recebida de cada pessoa? Utilize o programa Maple e

em seguida represente graficamente as solugdes inteiras no programa Winplot.
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Solucdo. Ora, se cada um dos 37 montes tem x macéas e apds serem retiradas 17 macéas
sobraram-nos k macds, temos a equagdo 37x — 17 = k. Como o restante das macéas sera
dividido igualmente entre 79 pessoas, temos que k é multiplo de 79 e assim sendo, € da
forma k = 79y, com y € Z, onde y é a parte inteira que cabe a cada pessoa. Assim,
substituindo temos a seguinte equacdo diofantina, 37x — 79y = 17.

Solucionado no Maple temos:

@ C:\Users\Fabio\Documents\Diofantina.mw® - [-Semer 1] - Maple 15

Arquivo(F) Editar (E) Visualizar(V) Inserir(l) Formatar(r) Tabela(a) Desenho Grafico( (P) Planilha(5) Ferramentas(T) Janela Ajuda (H)

DEBSE YoM S¢ Tk EE «= NI OFHFH &© & e 2 B

i Y

isolve(37-x — 79-y =17, 1);

{(x=94+79fy=44+ 371}

Figura 15. Solugdes da equacao diofantina do exemplo 4 obtidas com o Maple.

Para que venhamos repartir a menor quantidade possivel para cada pessoa,
basta, contudo fazer t = 0 na equacgdo y = 4 + 37t. Assim, temos que y = 4, isto é, cada
uma das pessoas recebera 4 macas.

Visualizando o grafico da equacao diofantina linear 37x — 79y = 17, temos:

| rquivo Equagio Ver Mouse Um Dois Anim Outros

s

I I A A A

Figura 16. Representacdo geométrica da Unica solucdo que apresenta as menores coordenadas inteiras.

A equacdo 37x — 79y = 17 possui infinitas soluc@es, contudo o Unico par

com coordenadas inteiras que nos fornece a menor quantidade de macas que podem ser
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repartidas igualmente entre as 79 pessoas € (9, 4). Ou seja, cada monte contém 9 macas

e ao serem retiradas 17 dessas macas, cada uma das 79 pessoas ficara com 4 magas.

4.4 Utilizando congruéncia linear para resolver equacgoes diofantinas

Sejam a, b, n € Z, com n > 0, entdo chamaremos de congruéncia linear toda
congruéncia do tipo ax = b mod n. Uma congruéncia linear ax = b mod n possui uma
solucdo x, se n |(a.x0 - b), ou seja, se existe um y € Z, tal que a.x, - b = n.y, isto é,
a.Xy - Ny = b. Logo, as solugbes de tais congruéncias também sdo solucGes de uma
equacdo diofantina. A reciproca dessas implicacGes é imediata, confirmando o conceito

de equacéo diofantina equivalente a uma congruéncia linear.

Teorema 4.4.1. Sejam a, b e n inteiros, com n > 1 e d = mdc(a, n).

) A congruéncia a.x =b mod n tem solugo se, e s6 se, d | b.

II) Se d | b, existem exatamente d solugdes distintas modulo n, com representantes

Xo) Xo + g, o X+ (d— 1).% , onde x, é uma solug#o particular qualquer de a.x = b mod

n.

Demonstracao.

I) A congruéncia a.x =b mod n admite solugdo em X se, e s se, a equagdo
diofantina a.x + n.y = b admite solucdo em x e y e isto é equivalente, pelo teorema
4.2.1, a condigao d | b.

I) Seja x, uma solucdo qualquer da congruéncia a.x = b mod n, assim
existe y, tal que (xq, yo) € uma solucdo particular da equacéo diofantina a.x + n.y = b.
Pelo teorema 4.2.2, temos que toda solucéo da equacdo diofantina a.x + n.y = b é, para
algum t € Z, da forma

a

n
X:X0+t.a, y:yO't.a.

Logo, toda solugdo da congruéncia a.x =b mod n é da forma
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X=x,+t=, teLZ.
d
As seguintes solucdes de a.x =b mod n, sao
X0y Xo +§1---1X0 +(d_1)§’ (*)

sdo claramente duas a duas incongruentes modulo n. Por outro lado, se X =x, + t.gé

uma solucédo qualquer de a.x =b mod n, pondo t =d.q + r com 0 <r <d, temos que
n n
= +{-= +r -
X=Xg+1o=Xg + 17 mod n.

Ent&o, x é congruente modulo n a uma e somente uma das solucées em (*).
|

Corolario 4.4.2. Sejam a, b € Z e n € N. Entdo:

a) se 0 mdc(a, n) = 1 entdo existe ¢ € Z, tal que ac = 1 mod n;

b) (lei do corte) se 0 mdc(a, n) =1, ¢ € Z e ac = ab mod n, entdo b = ¢ mod n.
Demonstracdo. Para o item a) basta aplicar o teorema 4.4.1 a congruéncia ax = 1 mod
n. Para o item b) basta “multiplicar a igualdade ac = ab mod n por ¢” em que c € tal que
ac =1 modn. |
Exemplo 1. Determine a solucdo geral da equacdo diofantina 12x + 25y = 331 por

congruéncia linear.

Solugé@o. Como o mdc(12,25)=1¢ 1 | 331, entdo a equagao diofantina possui solucéo.
Segue que 12x — 331 = 25.(- y), dai 12x = 331 mod 25, como 331 = 12.13 mod 25
temos que 12x = 12.13 mod 25, por fim, x = 13 mod 25. Portanto, X, = 13 € uma
solugdo particular da equacdo diofantina linear. Substituindo este valor na equagéo

diofantina, obtemos, y, = 7. Contudo, a solucdo geral da equacdo €

X =13 + 25t
y=7-12t , comteZ.
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Exemplo 2. Determine a solucdo geral da equacdo diofantina 7x + 6y = 9 por

congruéncia linear.

Solucdo. Veja que o mde(7,6)=1¢ 1 | 9, assim a equagao diofantina admite solucao.
Segue que 7x — 9 = 6.(- y), dai 7x =9 mod 6, como 9 = 7.3 mod 6, temos que 7x = 7.3
mod 6, contudo, x = 3 mod 6. Logo, x, = 3 € uma solucdo particular da equacéo
diofantina linear. Substituindo este valor na equacdo diofantina, obtemos, y, = - 2.

Portanto, a solucdo geral da equacéo €

X=3+06t
y=-2-7t, comteZ.

Teorema chinés do resto

Problemas antigos da astronomia, ligados aos movimentos periddicos dos
corpos celestes, deram origem ao hoje conhecido como Teorema Chinés de Restos. O
nome veio do fato dos problemas terem sido originarios dos antigos matematicos
chineses. Ha registros de problemas relacionados ao tema propostos no século terceiro
depois de Cristo. O chamado Teorema Chinés dos Restos do século V da um método
sistematico de resolucdo de sistemas de congruéncias do tipo ax = b mod n.
Aparentemente a ideia surgiu com a necessidade de contar o nimero de soldados numa
parada. Suponhamos que sabemos que o numero de soldados € no maximo 1000.
Mandamos ordenar os soldados em filas de 7 e depois em filas de 11 e depois em filas
de 13 (o que é mais simples do que contar os soldados) e contamos o numero de
soldados que sobraram em cada um dos casos. Suponhamos que esses numeros foram 6,

5 e 3. Estamos assim diante do sistema

6 mod 7
5mod 11
3mod 13

X
X
X

cuja solugdo € x = 874 mod 1001, onde 1001 = 7.11.13. Deste modo existe k € Z tal que
0 nimero de soldados é 874 + 1001k. Como o namero pretendido é no maximo 1000

podemos concluir que existem 874 soldados na parada.
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O teorema chinés dos restos que veremos a seguir nos diz que, se
conseguirmos encontrar (por algum método) uma solucdo do sistema entdo passaremos

a conhecer todas as suas solugdes.

Teorema (Teorema Chinés dos Restos) 4.4.3. Sejam ny, n,, ..., ny naturais maiores
que 1 e dois a dois primos entre si. Dados inteiros quaisquer a,, a,, ..., ay, 0 sistema de

congruéncias lineares

>
I

= a, mod n,
X = a, mod n,

(*)

X = ax mod ny

admite uma unica solugdo, modulo ny, n,, ..., ni. De outro modo, existe um tnico 0 <y

<n;n,..ny tal que X € Z satisfaz o sistema acima se, ¢ s0 se, x =y mod nqn,...ny.

Demonstracdo. Veja que se x; e x, forem duas solu¢bes quaisquer do sistema (*),
entdo x; = a; = x, mod n;, paratodo 1 <i<k.
Mas, como n;, n,, .., ny sdo dois a dois primos entre si, segue da

proposi¢édo 2.10.1 que x; = x, mod n;n,...ny.

Logo, se o sistema (*) tiver uma solucgdo, esta serd tnica, moédulo n;n,...ny.

Para a existéncia de solugdo defina, para 1 <j <Kk,

_ IInj
Yj—lsisk,
i#j

de sorte que mdc(y;, n;) = 1. Seja b; o inverso de y; modulo n; e x = Zle a; by;. Fixado
1 <t <k, temos que n; | yj para j # t e, dai, médulo n, temos que
X = a;byy; = a;.1 = a, mod ny.
|
Exemplo 1. Seja M um namero natural e sejam r,, r;; € ry3 0S Seus restos pela divisao
por 7, 11 e 13, respectivamente. Tem-se entdo que M = 715.r; + 364.r;; + 924. 15
mod 1001.
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Solucéo. De fato, temos N = 7.11.13 = 1001, N; = 143, N, = 91 e N; = 77. Por outro
lado, y; = 5,y, = 4 e y3 = 12 sdo solugdes de 143.Y =1 mod 7, 91.Y =1 mod 11 ¢

77.Y = 1 mod 13, respectivamente. Assim, o sistema

X=r, mod7
X=r;; mod 1l
X =r;3 mod 13

tem por solugéo 715.r; + 364. r;; + 924. r;3 mod 1001.

Este exemplo serve para a seguinte brincadeira em sala de aula: O professor
pede a um aluno que escolha um nimero menor do que 1001 e que diga 0s restos r,, rq;
e ry3 desse numero quando dividido por 7, 11 e 13, respectivamente. Sem nenhuma
outra informacdo, o professor é capaz de adivinhar o nimero escolhido pelo aluno. De
fato, o nimero que o aluno escolheu é o resto da divisao de 715.r; + 364. r;; + 924. ;3
por 1001.

Exemplo 2. Qual é o nuimero que deixa restos 2, 3 e 2 quando dividido,

respectivamente, por 3,5 e 7?

Solugéo. Temos que N = 3.5.7 = 105, N; = 35, N, = 21 e N3 = 15. Por outro lado, y; =
2,y, =21 ey3 =1 sdo solugdes, respectivamente, das congruéncias 35.Y = 1 mod 3,
21.Y=1mod 5e 15.Y =1 mod 7. Logo, uma solu¢do modulo N = 105 ¢ dada por

X =Nyy; 11 + Npy,ry + Naysrs =233

Como 233 = 23 mod 105, segue-se que 23 é a solucdo minimal Unica

maodulo 105 e qualquer outra solucédo é da forma 23 + 105k, com k € N.

Exemplo 3. Mostre que, dado n > 1 inteiro, existem n naturais consecutivos, todos

compostos.
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Solugdo. Escolha n primos distintos p;, p2, ..., pn © considere o sistema de

congruéncias

X = —1mod p,?
X = —2 mod p,?
X = —nmod p,?

Como p4, p2; ---» Pn S0 dois a dois primos entre si, 0 teorema chinés dos
restos garante a existéncia de m € N satisfazendo o sistema acima. Logo, p; | (m + 1)
para 1 <i < n, de maneira que m + 1, m + 2,..., m + n sdo naturais consecutivos e

compostos.

Exemplo 4. Uma senhora transportava um cesto de ovos. Assustada por um cavalo que
galopava perto dela, deixou cair o cesto e todos os ovos se partiram. Quando lhe
perguntaram quantos ovos tivera o cesto, respondeu dizendo que é muito fraca em
aritmética, mas lembra-se de ter contado os ovos de dois em dois, de trés em trés, de
quatro em quatro e de cinco em cinco, e tivera sobra de 1, 2, 3, e 4 0vos,

respectivamente. Ache a menor quantidade de ovos que o cesto inicialmente poderia ter.

Solucdo. Seja x a quantidade de ovos que estavam inicialmente no cesto. Entdo

podemos escrever.

X =1mod 2
Xx=2mod 3
X =3 mod 4
X =4 mod 5

Na notacdo do Teorema Chinés de Restos, temos:
ri=1r,=2,r3 =3,1r,=4;

n; =2,n,=3,n3 =4,n, =5;
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N&o podemos aplicar diretamente o Teorema Chinés de Restos, pois
mdc(n,, ng) = mdc(2, 4) = 2. Para resolver o problema, inicialmente, trabalhamos
somente com as congruéncias lineares

X=1mod 2

Xx=2mod 3

X=4mod 5

Agora, na notagdo do Teorema Chinés de Restos o sistema acima tem o0s
seguintes dados:

ri=1r,=2,1r;3 =4

n; =2,n, =3,n3 =5;

N =2.3.5=30,

N, =35=15N, =25=10,N; =2.3=6.

As congruéncias N;x; =1 mod 2, N,x, =1 mod 3 e N3x3 =1 mod 5, sdo:

15.x; =1 mod 2, que € 0 mesmo que 1.x; =1 mod 2, cuja solucdo é x; =1

mod 2;

10.x, =1 mod 3, que é 0 mesmo que 1.x, =1 mod 3, cuja solucdo € x, =1
mod 3;

6.x3 =1 mod 5, que é 0 mesmo que 1.x; =1 mod 5, cuja solucdo é x; =1
mod 5.

Logo, a solucdo do sistema ¢é dada por

X =1.15.1+2.10.1+ 4.6.1 =59 mod 30 = 29 mod 30.

Contudo, X = 29 + 30k, onde k € um nimero inteiro. Agora, substituimos X
na congruéncia X =3 mod 4. Assim, 29 + 30k =3 mod 4, que é o mesmo que 1 + 2k =3
mod 4. Ou ainda, 3 + 1 + 2k = 3 + 3 mod 4, que nos leva para 2k = 2 mod 4, que é
equivalente a dizer 2k — 2 = 4t, onde t é um inteiro, isto é, 2.(k — 1) = 4t. Portanto, k tem

de ser um namero impar, k = 2s + 1, onde s € um nimero inteiro. Logo, X = 29 + 30.(2s
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+1) = 59 + 60s. Assim, 0 nimero minimo de ovos que a cesta inicialmente poderia

conter é 59.

Agora iremos mostrar como encontrar uma solugdo particular e a solucéo

geral de equacdes diofantinas lineares com mais de duas variaveis.

4.5 Equac0Oes Diofantinas Lineares com n variaveis

Primeiramente veremos o caso em que n = 3. Seja a equagao a;x + a,y +
as;Z = b, onde cada a;, com i = 1, 2, 3, sejam inteiros ndo nulos simultaneamente. A
mesma argumentacdo usada para provar o Teorema 4.2.1 garante que essa equacao
admite solucdes se, d = mdc(a,, a,, a;) divide b. Se d; = mdc(a,, a,), entdo existem
ky, k, € Z para os quais a,k, + a,k, =d;. E como d = mdc(d,, a;), entdo existem K, z,

€ Z de maneira que d = d;K + az,. Assim,
d = (a;k; + a;k;)K + aszo = a; (k1K) + a,(k,K) + asz,.
Fazendo k;k = x, e k,k =y, entdo a;x, + a,y, + aszy = d.
Portanto, se a;X + a,y + a;z = b admite solugéo e como b = dq, para algum
q € Z, entdo, a,(x0q) + a,(yoq) + as(z,q) = dq = b, 0 que mostra que (X¢9, Yo, Zoq) é

uma de suas solucdes particulares.

Para encontrar a solucdo geral de uma equacdo diofantina linear de trés

variaveis, utilizaremos os seguintes passos:

I) Por meio de uma substituicdo, reduziremos a equacdo original a uma

equacdo com duas variaveis e resolveremos essa equacao.

I) A partir dessa solugéo, retornaremos na substituigdo feita inicialmente e

resolveremos mais uma equacdo com duas varidveis. Obtendo assim a solucéo geral.
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Reduzindo a equacdo a,x + a,y + a;z = b para duas variaveis, considerando
a;X + a,y =p, temos p + a;z = b que possui solucdo, pois mdc(1, a;) =1lel | b, e tem

como solugéo geral,
1
Sl = {(po + Z—itl,ZO - d—ltl)/tl € Z},
e como mdc(1, a3) = 1, segue que

Sy ={(po + asty,zo —t1)/t; € Z}.

Dai, a partir dessa solucdo geral encontrada, escolheremos um valor
conveniente para t;, que satisfaca, d, = mdc(a,, a,) | (po + ast;) e daremos
continuidade para encontrar a solucdo geral da equacdo a;X + a,y = p =po + ast;, ea
partir dessa, a solugéo geral da equacdo original. Agora, basta analisar a equacéo gerada
pela substituicdo feita, a;X + a,y = p = po + ast; que tem com solucéo geral,

a, a
= 2z -2 € 7.
S2 {(Xo + g, Yo g tz)/ t; }
Logo, a solucdo geral da equacéo original é
a a
S={(X0+ d—ztz,yO_ d_:tZIZO_tl)/tl'tZ € Z},

que é gerada a partir de um valor apropriado, atribuido ao parametro t; no processo de
descoberta dessa solucdo. Com isso, podemos afirmar que, a cada t, apropriado sera

gerado um novo conjunto solucao.

Agora veremos como determinar uma solucdo particular e a solugcéo geral da
equacdo diofantina linear para n varidveis. Seja a equacgdo a;x, + a,x, + ... + a,x, = b,
onde cada a;, com i = 1, 2,..., n, sejam inteiros ndo nulos simultaneamente. A mesma
argumentacdo usada para provar o Teorema 4.2.1 garante que essa equacdo admite
solugdes se, d = mdc(a,, a,,..., a,) divide b. Sed; = mdc(a,, a,), entdo existem k, k,

€ Z para os quais a;k; + a,k, = d;. E como d, = mdc(d,, a3), entdo existem ks, k, € Z
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de maneira que d, = d;k; + ask,. Procedendo de forma analoga n - 1 vezes,
chegaremos em d = mdc(d,— 4, ay), entdo, a,(x1,0) + a,(xz,0) + asz(x3,q) + ... +
An- 1(X(n-1),9) + an(xn,q) = dq = b para algum q € Z, 0 que mostra que (x1,d, X,0, .-,

X(n- 1), Xn,d) € Uma de suas solugdes particulares.

Para encontrarmos a equacdo geral devemos utilizar o processo de reduzi-la
a uma equacao diofantina linear de duas variaveis. Para isso, faremos uma substituicdo
de n - 1 variaveis, por uma outra variavel qualquer, diferente das ja existentes. Feito
isso, basta encontrar a solucdo geral desta nova equacdo gerada. Aplicando esse
processo repetidas vezes, encontraremos todos os valores de x; com i =1, 2, 3, ..., n,
assim como desenvolvido para encontrar a solucdo geral das equacdes diofantinas
lineares de trés variaveis. Entdo, a solucdo geral de uma equacédo diofantina linear de n

variaveis, se apresenta da seguinte forma:

a

a .
S = {(Xlo + Kiltn_l’XZO - Kiltn_l,X3o - tn_z, ...,X10 - tl)/ ti € Z,Coml =

1,2,..,n— 1} sendo d,,_; = mdc(a4, a,).

Podemos concluir que o numero de parametros na solucdo geral de uma

equacdo diofantina linear se da da seguinte forma:

I) Se a equacdo possui duas variaveis, a solucdo geral estard em funcéo de

um parametro;

I) Se a equacdo possui trés variaveis, a solucdo geral estara em funcdo de

dois parametros;

I11) Se a equacdo possui quatro varidveis, a solucdo geral estara em funcéo

de trés parametros;

Assim, indutivamente, uma equagdo diofantina linear com n variaveis, tera

sua solucédo geral em funcéo de n - 1 parametros.
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Exemplo 1. Determine uma solucéo particular e a solucdo geral da equacdo 100x +
72y + 90z = 6.

Solug¢do. Como o mdc(100, 72, 90) = 2 ¢ 2 | 6 , entdo a equacdo possui solucéo.
Consideremos agora a equacao dada na forma equivalente, 50x + 36y + 45z = 3. Usando
o algoritmo de Euclides para o calculo do mdc(50, 36) temos:

1 2 1 1 3
50 36 14 8 6 2
14 8 6 2 0

Assim, 14 =50 - 36.1
8=36-14.2
6=14-8.1
2=8-6.1

dai,2=8-6.1=8-(14-8.1)=8.2-14=(36-14.2).2-14=36.2— 14.5=36.2 - (50
~36.1).5 = - 50.5 + 36.7 = 50.(- 5) + 36.7.

Aplicando novamente o algoritmo de Euclides para o mdc(2, 45), temos:

22 2
45 2 1
1 0

logo, 1 =45 —-2.22 e como 2 = 50.(- 5) + 36.7 segue que:

1 =45 - [50.(- 5) + 36.7].22
1=45.1+50.110 + 36.(- 154)
1=50.110 + 36.(- 154) + 45.1
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Dai, o terno (110, - 154, 1) é solucdo de 50x + 36y + 45z = 1, logo (3x,,
3yo, 3z¢) = (330, - 462, 3) &€ uma solucéo particular da equacéo dada.

Agora vamos por partes, encontrar sua solugdo geral, considerando sua
forma equivalente, 50x + 36y + 45z = 3. Seja p = 50x + 36y, que gera a equacao, p +
45z = 3, que também possui solucdo, pois mdc(1, 45)=1¢e 1 |3. Entdo, conseguimos
encontrar uma solucédo particular para a equacédo p + 45z = 3, fazendo,

1=1.(-44)+45.1

3=1.(-132) +45.3

que nos leva a solucdo geral de p + 45z = 3 como:
S; ={(- 132 +45t,, 3 - t;)/t, € Z}.

Para encontrar a solucdo geral da equacéo original, devemos agora encontrar a solucéo
geral da equagéo 50x + 36y = p = - 132 + 45t,. Para que essa equacao possua solugéo, o
mdc(50, 36) = 2 deve dividir — 132 + 45t,.

Satisfazendo a condicdo acima, basta encontrar a solucdo geral, assim pelo algoritmo

gue resolvemos antes, temos que 2 = 50.(- 5) + 36.7. Portanto,

2=50.(-5) +36.7 (%‘H’Stl).z = 50.(- 5)(%‘”“1) + 36.7.(_ 132 +45t1) o

2

— 132 + 45, = 50.(66"%“1) + 36.(%)

temos que a equacao geral de 50x + 36y = p = - 132 + 45t, é:

660 —225t; | 36, —924+315t; 50
s = (57 + TR - Fu) /s e

Com isso, podemos concluir que a solugdo geral da equacdo diofantina

linear de trés variaveis é:
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660 — 225t —924 + 315t
S= {(Tl + 18t ———* — 25t;,3 —t; ) / tuty € Z}.

Exemplo 2. Determine a solugéo geral da equacgdo 120x + 65y + 90z + 45w = 25.

Solucdo. Como o mdc(120, 65, 90, 45) = 5 e 5| 25, entdo a equacdo possui solucéo.
Dividindo a equacgéo dada por 5 obtemos a equacdo equivalente, 24x + 13y + 18z + 9w
= 5. Sendo p = 24x + 13y + 18z temos que p + 9w =5, que possui solugéo, pois mdc(1,
9) =1e 1|5. Agora devemos encontrar a solucao geral de p + 9w = 5. Como o0 mdc(1,

9) = 1, podemos fazer:

1=1(-8)+9.1
5=1.(-40) + 9.5

Disso temos que (pg, wo) = (- 40, 5) é uma solugdo particular de p + 9w =5

Sl = {(' 40 + 9t1, 5 _tl) / tl € Z},
representa a solucao geral de p + 9w = 5.

Voltando para a primeira substituicdo, temos 24x + 13y + 18z =p =-40 +
9t; que possui solucdo qualquer que seja o valor de t;, pois mdc(24, 13, 18)=1e 1| (-
40 + 9t,).

Continuando a procura pela solucdo geral, devemos fazer uma nova
substituicdo. Assim, seja q = 24x + 13y. Dessa segunda substituicdo, segue que q + 18z
= - 40 + 9t;, que também possui solucdo qualquer que seja o valor de t; pois, mdc(1,
18)=1e 1| (-40 +9t,).

Agora, devemos encontrar a solucdo geral de g + 18z = - 40 + 9t;. Ja

sabemos que mdc(1, 18) =1, entdo temos:

1=1.(-17)+18.1
- 40+ 9t, = 1.(- 17).(- 40 + 9t,) + 18.1.(- 40 + 9t,)
- 40 + 9t, = 1.(680 - 153t,) + 18.(- 40 + 9t,)
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dai, concluimos que (qo, z¢) = (680 - 153t,, - 40 + 9t,) e a solucdo geral de q+ 18z =
-40 + 9t, é:

SZ = {(680 - 153t1 + 18t2, -40 + 9t1 - tz) / tl’ t2 € Z}

Depois de ter encontrado as solucdes de p + 9w =5 e q+ 18z = - 40 + 9t,, agora é

suficiente encontrar a solucdo geral de

24x + 13y = q =680 - 153t + 18t,

que possui solucdo qualquer que sejam os valores de t; e t,, pois mdc(24, 13) =1e 1 |

(680 - 153t + 18t,). Utilizando o algoritmo de Euclides para mdc(24, 13), temos

1 1 5 2
24 13 11 2 1
11 2 1 0

dai, seque que  11=24-13.1
2=13-111
1=11-25

assim, 1 =11 -25=11- (13 -11.1).5 = 11.6 — 135 = (24 — 13.1).6 — 13.5 = 24.6 —
13.11 = 24.6 + 13.(- 11).

Portanto, multiplicando a equacdo 1 = 24.6 + 13.(- 11) por 680 - 153t +
18t,, obtemos,
680 - 153t, + 18t, = 24.6.( 680 - 153t, + 18t,) + 13.(- 11).( 680 - 153t, + 18t,) < 680
- 153t, + 18t, = 24.(4080 - 918t, + 108t,) + 13.(- 7480 + 1683t, - 198t,)
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disso obtemos (x,, yo) = (4080 - 918t, + 108t,, - 7480 + 1683t; - 198t,) e a solucdo
geral de q=680 - 153t, + 18t, é:

S, = {(4080 - 918t, + 108t, + 13t5, - 7480 + 1683t, - 198t, - 24ts) / ty, ty, t5 € Z}.

Contudo obtemos a solucgdo geral para a equagdo 120x + 65y + 90z + 45w =

25, que é expressa por,

S = {(4080 - 918t, + 108t, + 13ts, - 7480 + 1683t, - 198t, - 24t,, - 40 + Ot, - t,, 5 -
tl) /tlv t2a t3 € Z}

Tomando t; =0, t, =1 e t; =2, obtemos:

W=5

z=-40+9.0-1=-41

y=-7480+ 1683.0 - 198.1 —24.2 =- 7726
X =4080 —918.0 + 108.1 + 13.2 = 4214

isto €, (4214, - 7726, - 41, 5) é uma solucéo particular de 120x + 65y + 90z + 45w = 25.
Assim, para cada valor atribuido aos parametros t,, t, € t3, sera gerada uma nova

solucdo particular.

Exemplo 3. Encontre a solugéo geral de 32x - 60y - 24z + 42w + 14u = 12.

Solugdo. Como o mdc(32, 60, 24,42, 14)=2¢2 | 12, entdo a equagdo possui solucao.
Dividindo a equacdo por 2 obtemos a equacdo equivalente, 16x - 30y - 12z + 21w + 7u
= 6. Seja p = 16x - 30y - 12z + 21w, dai, p + 7u = 6, também possui solucao, pois

mde(1,7)=1e1 |6. Assim,

1=1(-6)+7.1
6=1(-36) + 7.6

entdo, (- 36, 6) é uma solugdo particular de p + 7u = 6, que nos leva a solucéo geral
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S1={(-36+7t;,6-t;)/t; €Z}.

Continuando pela busca da solucdo geral, faremos 16x - 30y - 12z + 21w =
p = - 36 + 7t; que possui solucdo, qualquer que seja o valor para t;, pois mdc(16, 30,
12,21) = 1.

Considerando p’ = 16x - 30y - 12z, obtemos p’ + 21w =- 36 + 7t; € COMO 0
mdc(1, 21) = 1, qualquer que seja o valor de t; teremos o mdc(1, 21) dividindo — 36 +

7t;. Assim, temos

1=1.(-20)+21.1

-36 + 7t; = 1.(- 20).(- 36 + 7t;) + 21.1.(- 36 + 7t;)

-36 + 7t; = 1.(720 - 140t,) + 21.(- 36 + 7t,)
que possui (720 - 140t,, - 36 + 7t;) como uma solucdo particular e

SZ = {(720 - 140t1 + 21t2, -36 + 7t1 - tz) / tl’ t2 € Z},

como solucdo geral de p’ + 21w =- 36 + 7t;.

Desta vez, seja 16x - 30y - 12z =p’ = 720 - 140t, + 21t, que possui solucéo
atribuindo um valor para t,, de forma que 720 - 140t, + 21t, seja divisivel pelo mdc(16,
30, 12) = 2. Sendo p”’ = 16x - 30y, obtemos p’’ - 12z = 720 - 140t, + 21t,. Portanto,

como anteriormente, qualquer que seja o valor de t, teremos o mdc(1, 12) dividindo
720 - 140t, + 21t,, assim,

1=1.13-12.1 & 720 - 140t, + 21t,= 1.13.(720 - 140t, + 21t,) — 12.1.( 720 - 140t, +
21t,) & 720 - 140t, + 21t,= 1.(9360 - 1820t, + 273t,) — 12.(720 - 140t, + 21t,)

que possui como uma solucéo particular (9360 - 1820t; + 273t,, 720 - 140t, + 21t,) e

S, = {(9360 - 1820t, + 273t, - 12t5, 720 - 140t, + 21t, - t3) / t, t,, t € Z},

como solugdo geral de p’’ - 12z = 720 - 140t, + 21t,.
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Finalmente, tomamos 16x - 30y = p”’ = 9360 - 1820t, + 273t, - 12t; e
como mdc(16, 30) = 2 devemos escolher um valor adequado para t; que faga com que 2
divida 9360 - 1820t, + 273t, - 12t5. Pelo algoritmo de Euclides para o mdc(16, 30),

temos
1 1 7
30 16 14 2
14 2 0
assim,
14=30-16.1
2=16-14.1

dai,2=16-14.1=16 - (30— 16.1).1 = 16.2 — 30.1 assim, temos

2 =162 - 301 & 2. (9360 - 1820t12+ 273t; — 12t3) = 16.2. (9360 - 1820t12+ 273t — 12t3) _

9360 — 1820t; + 273t; — 12t3
2

30.1. ( ) & 9360 — 1820¢, + 273t, — 12t; = 16.( 9360 —

1820t + 273t, — 12t) - 30.1.(

9360 — 1820t + 273t; — 12t3)
2

que possui solugéo particular

9360 — 1820t, + 273t, — 12t;
(9360 —1820t, + 273t, — 12ts, )

2

Se = {(9360 — 1820t + 273¢, — 12¢, — ¢, BETIEE L _ By Y

t,ty,t3, 04 € Z},

como solugdo geral de p’” = 9360 - 1820t, + 273t, - 12t,.
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Portanto, podemos concluir que

9360-1820t; +273t,—12t5
2

S= {(9360 — 1820t, + 273t, — 12t, — 15t,, — 8t,,720 —

140t; +21t, —t5,— 36+ 7t; = t5,6 — ;) /ty,ty, 5, ty € Z},

é a solucdo geral da equacgdo 32x - 60y - 24z + 42w + 14u = 12.

Agora, a partir da solucdo geral, é possivel encontrar uma solugdo particular

qualquer para a equacdo. Tomando t; =1, t, =0, t; =4 e t, = 10, obtemos

u=5
w=-36+71-0=-29
Zz=720-140.1+21.0-4=576

9360 —1820.1 + 273.0-12.4
y= - = 3746

X =9360 - 1820.1 + 273.0 — 12.4 — 15.10 = 7342

isto é, uma solucdo particular é S = {(7342, 3746, 576, - 29, 5)}.

Exemplo 4. Determine a solucgéo geral para 45x - 15y - 27z + 36w + 16u - 8v = 43.
Soluc¢do. Ora, como o mdc(45, 15, 27, 36, 16, 8) =1 ¢ 1 |43, entdo a equacao possui
solucdo. Substituindo as cinco primeiras incognitas por uma, teremos p = 45x - 15y -
27z + 36w + 16u, dai obtemos p - 8v = 43, que também possui solugdo, pois mdc(1, 8)

=1e 1 |43. Entio,

1=19-81
43 =1.387 - 8.43

e a partir disso, encontramos (py, Vo) = (387, 43), que representa uma solucdo particular
dep-8v=43e

S,={(387-8t,,43-t,) /t; € Z},
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como solucéo geral de p - 8v = 43.

Voltando para a primeira substituicao, temos: 45x - 15y - 27z + 36w + 16u
= p = 387 - 8t; que possui solucdo qualquer que seja o valor de t;, pois mdc(45, 15, 27,
36,16)=1 | 43. Com uma nova substitui¢do, considerando p’ = 45x - 15y - 27z + 36w,
obtemos p’ + 16u = 387 - 8t;, que também possui solugao pois mdc(1, 16) =1 | (387 -
8t,). Entdo, como mdc(1, 16) = 1 segue que

1=1(-15) +16.1
387 - 8t, = 1.(- 15).(387 - 8t,) + 16.1.(387 - 8t,)
387 - 8t, = 1.(- 5805 + 120t,) + 16.(387 - 8t,)

assim, (p’y, up) = (- 5805 + 120t,, 387 - 8t,) e a solugdo geral de p’ + 16u = 387 - 8t, é
Sz = {(' 5805 + 120t1 + 16t2, 387 - 8t1 - tz) /tl, tz € Z}

Voltando para a segunda substituicdo, temos 45x - 15y - 27z + 36w =p’ =
- 5805 + 120t, + 16t, e para que a equacdo acima admita solucdo, devemos atribuir
valores a t; e t,, de forma que mdc(45, 15, 27,36) =3 | (- 5805 + 120t, + 16t,).
Prosseguindo em busca da solucdo geral, faremos uma nova substituicéo,
sendo p’” = 45x - 15y - 27z, obtemos p’’ + 36w = - 5805 + 120t, + 16t,, que possui
solugdo pois mde(1, 36) =1 | (- 5805 + 120t; + 16t,) qualquer que sejam os valores de
t, et,. Logo,

1=1.(- 35) + 36.1 & - 5805 + 120t, + 16t,= 1.(- 35).(- 5805 + 120t, + 16t,) + 36.1.(-
5805 + 120t, + 16t,) & - 5805 + 120t, + 16t,= 1.(203175 - 4200t, - 560t,) + 16.(-
5805 + 120t, + 16t,)

que resultaem, (p”'o, wy) = (203175 - 4200t, - 560t,, - 5805 + 120t, + 16t,) e gera

S; = {(203175 - 4200t - 560t, + 36t3, - 5805 + 120t + 16t, - t3) / tq, t,, t3 € Z},
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como solucdo geral de p*” + 36w = - 5805 + 120t; + 16t,.

Agora, devemos voltar na terceira substituicdo feita, isto €, 45x - 15y - 27z =
p’’ =203175 - 4200t, - 560t, + 36t; e para que essa equacao tenha solucdo, devemos
atribuir valores acessiveis a t;, t, e t; de modo que o mdc(45, 15, 27) =3 | (203175 -
4200t, - 560t, + 36t3). Com a substituicdo de duas variaveis por uma, considerando
p’>’ = 45x - 15y, obtemos p’’’ - 27z = 203175 - 4200t, - 560t, + 36t3, que possui
solugéo qualquer que sejam os valores de t4, t, € t3, pois mde(1, 27) = 1 |(203175 -
4200t, - 560t, + 36t3). Resolvendo p’*” - 27z = 203175 - 4200t, - 560t, + 36t5, temos:

1=1.2827.1 & 203175 - 4200t, - 560t, + 36t; = 1.28.(203175 - 4200t, - 560t, +
36t,) — 27.1.( 203175 - 4200t, - 560t, + 36t;) < 203175 - 4200t, - 560t, + 36t =
1.(5688900 - 117600t, - 15680t, + 1008t;) — 27.1.(203175 - 4200t, - 560t, + 36t5)

que gera (p'"'y, zo) = (5688900 - 117600t, - 15680t, + 1008t,, 203175 - 4200t, - 560t,
+ 36t3) e tem como solugdo geral para p’’’ - 27z = 203175 - 4200t, - 560t, + 36t5,

s, = {(5688900 - 117600t, - 15680t, + 1008t; - 27t,, 203175 - 4200t, - 560t, + 36t;
= t4)/t1, tz, t3, t4_ € Z}

Finalmente, basta voltar para a quarta substituicéo e resolver a equacao, isto
é, 45x - 15y = p”” = 5688900 - 117600t; - 15680t, + 1008t; - 27t,, € para que essa
equacdo possua solucdo, devemos atribuir valores convenientes a t;, t,, t3 € t,, de
maneira que o mdc(45, 15) = 15 |(56889OO - 117600t - 15680t, + 1008t; - 27t,).
Pelo fato do mdc(45, 15) = 15, temos

15=451-152 < 15.(

5688900 — 117600t; — 15680t, + 1008t3 — 27t4) _
15

45.1. (

5688900 — 117600t; — 15680t + 1008t3 — 27t4)
15

5688900 — 117600t; — 15680t, + 1008t3 — 27t,
15

15.2. ( ) & 5688900 - 117600t -

3136 336

15680t, + 1008t - 27t, = 45. (379260 — 7840, — °t, + =t; —

9 6272 672 18
Et4) ; 15.(758520 — 15680t — ¢, + 2t — ?t4).
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Com isso, obtemos (x,, yo) COMo sendo

3136 336 9 6272
(379260 — 7840t, — 5t ot gt4,758520 — 15680t, — 3t
672 18
5 BT ?t4)

3136 336 9 15
ss = {(379260 - 7840t — 2, + E2t; — 2t, — Zt5,758520 — 15680t —

6272 672 18 45
PP+ Pty = Tta— 1ots) /bt ts €Z)

como solugdo geral de p’’” = 5688900 - 117600t, - 15680t, + 1008t; - 27t,.

Portanto, a solucdo geral da equacdo original é:

s = {(379260 - 7840t, — T, + Z2t; — 2t, — t5,758520 — 15680t; —
22t + - 2ty — 3t5,203175 — 4200t; — 560t, + 36t; —

t4,_ 5805 + 120t1 + 16t2 - t3, 387 - 8t1 - t2,4‘3 - tl) /tl,tz,t3,t4,t5 EZ}

Para determinar uma solucdo particular, basta atribuir valores convenientes

aos parametros, entdo, set; =1,t, =3,t3 =-1,t, =-4 e tg = 2, temos:

V=43 1=42

u=2387-8.1-3=376

W = - 5805 + 120.1 + 16.3 —(- 1) = - 5636

7 = 203175 — 4200.1 — 560.3 + 36.(- 1) — (- 4) = 197263

6272 672

y = 758520 — 15680.1 — 2.3+ <= (~1) — 2. (—4) — 32 =

736442

3136 336

X =379260 — 7840.1 — —=.3 + =2.(-1) — g (—4) — 2 = 368222

isto é,

S ={(368222, 736442, 197263, - 5636, 376, 42)}.
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4.6 SituacgOes-problema envolvendo equagdes diofantinas lineares com

n variaveis

Observando o fato de que atualmente, com a aplicacdo das provas do Enem,
a interpretacdo de situacdes problema tem sido de fundamental importancia para um
desempenho eficaz, juntamente com os conhecimentos cientificos adquiridos durante a
vida estudantil, ampliando o senso critico, a visdo de mundo e atualidades. Sendo assim,
entendemos que é de grande valia a abordagem dessa questdo. Como a observéancia, a
interpretacdo e resolucéo de problemas estdo presentes em situacGes do nosso cotidiano,
devem ser trabalhadas efetivamente com os alunos da educacdo basica, mostrando ao
aluno a aplicacdo de tais conhecimentos nessas situagdes, por isso, além de
simplesmente mostrar como resolver equagdes diofantinas lineares, também
resolveremos problemas cuja interpretacdo matematica gera uma equacdo diofantina
linear. Portanto, veremos alguns problemas que serdo solucionados através dos

conceitos previstos.

Problema 1. Deseja-se sacar R$ 1000,00 em notas de R$ 2,00, R$ 5,00 e R$ 10,00.

Apresente um método para encontrar formas distintas de efetuar esse saque?

Solucgéo. De acordo com o enunciado, geramos a seguinte equacéo diofantina, 2x + 5y +
10z = 1000, onde x representa 0 numero de notas de 2, y o nimero de notas de 5e z o
namero de notas de 10, onde é obrigatério o saque de pelo menos uma nota de cada
tipo. Para resolvermos o problema basta encontrar a solucdo geral da equacdo gerada.
Como mdc(2, 5, 10) = 1 e 1 |1000, segue que a equacdo possui solugcdo. Tomando 2x +
5y = p, temos que p + 10z = 1000 e como mdc(1, 10) =1 e 1| 1000, podemos fazer:

1=1(-9)+10.1
1000 = 1.(- 9000) + 10.1000

dai, p =-9000 + 10t; e z = 1000 - t;, e como p e z devem ser nimeros naturais, temos,

- 9000 + 10t, > 0 & 10t, > 9000 & t, > 900
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1000 -t, >0 & - t; > - 1000 & t; < 1000

gerando, 900 < t; <1000, com t, € Z.

Para determinar x e y devemos escolher um valor conveniente para t,, de
modo que o mdc(2, 5) divida p. Como o0 mdc(2, 5) = 1, entdo t, pode assumir qualquer
valor no intervalo. Seja t; = 901, entdo, 2x + 5y = p = - 9000 + 10t; = - 9000 + 10.901

= 10. Utilizando o algoritmo de Euclides para o mdc(2, 5), temos:

1=51-22
1=2.(-2)+51
10 = 2.(- 20) +5.10

assim, x =- 20 + 5t, e y = 10 - 2t, e como X e y devem ser nUmeros inteiros positivos,

devemos ter,

10-2t,>0-2t,>-10t, <5

que gera, 4 <t, < 5, assim, para t; = 901, ndo existe t, € Z satisfazendo, isto &,
nenhuma maneira de efetuar o saque.
Agora, seja t; =902, logo, 2x + 5y = p = - 9000 + 10t, = - 9000 + 10.902 =

20. Como ja vimos, temos que

1=2.(-2) +5.1 & 20=2.(- 40) + 5.20

entdo, x =-40 + 5t, e y = 20 - 2t, e como X e y devem ser nUmeros naturais, devemos

ter 8 <t, <10, que resulta em t, =9, que representa um modo de efetuar o saque.
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Para t; = 903, temos 2x + 5y = p = - 9000 + 10t; = - 9000 + 10.903 = 30,

que pode ser representada assim,

1=2.(-2) +5.1 < 30=2.(- 60) + 5.30

assim, x = - 60 + 5t, e y = 30 — 2t, e como X e y devem ser numeros inteiros positivos,
segue que, 12 < t, < 15, ou seja, dois modos de efetuar o saque.

Tomando qualquer valor para t; no referido intervalo, teremos também uma
determinada quantidade de t,, com isso encontraremos todos os modos de efetuar o
saque.

Com t; = 950, temos 2x + 5y = p = - 9000 + 10t; = - 9000 + 10.950 = 500,
dai,

1=2.(-2) +5.1 & 500 = 2.(- 1000) + 5.500,

assim, x = - 1000 + 5t, e y = 500 - 2t, e como X e y devem ser numeros naturais,
devemos ter 200 < t, < 250, ou seja, 250 — 200 - 1 = 49 modos de efetuar o saque.

Contudo que foi exposto, podemos concluir que existem varios modos distintos de se
efetuar o saque. Para encontrarmos todos esses modos, devemos analisar os intervalos
de t, e t,, e para fazer esta analise de maneira eficaz, basta colocar t, em funcdo de t;,
pois a partir da escolha de um valor conveniente para t;, encontraremos o intervalo
apropriado para t,. Para encontrar t, em funcéo de t,, faremos 2x + 5y = p = - 9000 +

10t,. Entdo, temos:

1=51-22
1=2(-2)+5.1

- 9000 + 10t = 2.(- 2).(- 9000 + 10t,) + 5.1.(- 9000 + 10t,)
- 9000 + 10t, = 2. (18000 - 20t,) + 5.(- 9000 + 10t,)

assim, x = 18000 - 20t, + 5t, e y =- 9000 + 10t, - 2t, € como X e y devem ser nUmeros

naturais, devemos ter:

18000 - 20t, + 5t, > 0 & t, > 4t, — 3600
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- 9000 + 10t, - 2t, > 0 & t, < 5t; — 4500,
isto €, 4t; - 3600 <t, < 5t; — 4500 que representa o intervalo desejado, pois gera,
juntamente com o intervalo de t;, cada um dos distintos modos de efetuar o saque.
Facamos alguns testes.
Se t; =901, temos
4t, - 3600 < t, < 5t, - 4500
4.901 - 3600 < t, <5.901 - 4500

4<t,<5

isto €, para t; = 901 ndo existe t,, gerando assim, nenhum modo de efetuar o saque, tal

como vimos anteriormente.
Seja agora, t; =902, assim,
4t, - 3600 < t, <5t - 4500
4.902 - 3600 < t, <5.902 - 4500
8<t, <10
isto é, para t; =902, temos 10 - 8 - 1 = 1 modo de efetuar o saque.
Se t; =950, temos
4t, - 3600 < t, < 5t; - 4500
4.950 - 3600 < t, < 5.950 - 4500

200 < t, < 250

isto é, para t; = 950, temos 250 - 200 - 1 = 49 modos de efetuar o saque.
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Contudo, fica provado que o intervalo encontrado para t, nos da de maneira
eficiente, todos os possiveis modos de efetuar o saque, baseados no intervalo de t;, ou

seja, 0 método apresentado é verdadeiro.

Problema 2. Deseja-se sacar R$ 40,00 em notas de R$ 2,00, R$ 5,00 ou R$ 10,00. De

quantas maneiras é possivel efetuar esse saque?

Solucdo. Percebemos que este problema é semelhante ao anterior, exceto pelo fato de
que podemos considerar também, os saques com notas apenas de um tipo ou saques
com notas de dois tipos. Pelo enunciado a equacao diofantina gerada é 2x + 5y + 10z =
40, onde x representa 0 numero de notas de 2, y 0 nimero de notas de 5 e z 0 nimero de
notas de 10. Para responder a pergunta basta encontrar a solucdo geral da equacao
gerada. Aproveitando os célculos realizados do problema anterior, temos 2x + 5y = p,
assim, p + 10z = 40 e como mdc(1, 10) = 1, podemos fazer:

1=1.(-9)+10.1
40 = 1.(- 360) + 10.40

entdo, p = - 360 + 10t, e z =40 - t; e como p e z devem ser nimeros naturais, devemos

ter,

- 360 + 10t, > 0 < 10t, > 360 < t, > 36

40't120@'t12'40c}t1§40

gerando 36 <t; <40 com t; € Z.

Para determinar os valores para x e y, faremos 2x + 5y = p = - 360 + 10t; e

como o0 mdc(2, 5) = 1, qualquer que seja o valor de t; sempre teremos 1 dividindo p = -

360 + 10t,, assim,
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1=2(-2)+51
- 360 + 10t, = 2.(- 2).(- 360 + 10t,) + 5.1.(- 360 + 10t,)
- 360 + 10t, = 2.(720 - 20t,) + 5.(- 360 + 10t,)

logo, x = 720 - 20t; + 5t, e y = - 360 + 10t, - 2t, e como X e y devem ser ndmeros

naturais, teremos

720 - 20t, +5t, > 0 & t, > 4t, - 144

360 +10t, - 2t, >0 & t, < 5t, — 180

gerando, 4t, - 144 <t, <5t; - 180 com t, € Z.

Portanto, para determinar todos os possiveis modos de efetuar o saque,

faremos as escolhas para t; no intervalo 36 <t; <40. Vejamos cada caso:

I) Se t; = 36, temos que, 4.36 - 144 =0<t, <5.36 - 180 =0, isto é, t, = 0,
que representa um modo de efetuar o saque. Para determinar a configuracdo desse

saque, basta substituirmos os valores encontrados para t; e t, em X, y e z, assim,

2=40-t,=40-36=4
y =-360 + 10t, - 2t, =- 360 + 10.36 - 2.0 =0
X =720 - 20t, + 5t, = 720 - 20.36 + 5.0 = 0

ou seja, 0 saque sera feito somente com quatro notas de dez.
I) Se t; = 37, temos que, 4.37 - 144 =4 <t, <5.37 - 180 = 5, isto &, dois
modos de efetuar o saque. Assim, para encontrar essa configuragdo, faremos como no

caso anterior, mas, devendo analisar, t, =4 et, =5;

a)parat; =37et, =4



187

2=40-t,=40-37=3
y =-360 + 10t - 2t, = - 360 + 10.37 - 2.4 = 2
X =720 - 20t, + 5t, = 720 - 20.37 + 5.4 =0

isto é, o0 saque sera feito apenas com duas notas de cinco e trés notas de dez;

b) parat; =37et, =5
z=40-t;,=40-37=3
y =-360+ 10t, - 2t, =- 360 + 10.37-2.5=0
X=720-20t; +5t,=720-20.37+55=5

assim, o saque sera feito apenas com cinco notas de dois e trés notas de dez.

I11) Se t; = 38, temos que, 4.38 - 144 = 8 <t, < 5.38 - 180 = 10, ou seja,

trés modos de efetuar o saque. Portanto, analisaremos os casos t, =8, t, =9 e t, = 10.

a)parat; =38et, =8
z=40-t,=40-38=2
y =-360 + 10t, - 2t, = - 360 + 10.38 - 2.8 = 4
X =720-20t; +5t, =720-20.38+5.8=0

logo, o saque seré feito apenas com quatro notas de cinco e duas notas de dez;

b) parat; =38et, =9
z=40-t,=40-38=2
y =-360 + 10t, - 2t, =- 360 + 10.38-2.9=2
X =720-20t; +5t, =720-20.38+5.9=5
assim, o saque sera feito com cinco notas de dois, duas notas de cinco e duas notas de

dez;

c)parat; =38et, =10
z=40-t;,=40-38=2
y =-360 + 10t, - 2t, = - 360 + 10.38 - 2.10 =0
X =720 - 20t, +5t, =720-20.38 +5.10 =10

entdo, o saque sera feito apenas com dez notas de dois e duas notas de dez.
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IV) Se t; = 39, temos que, 4.39 - 144 = 12 <t, <5.39 - 180 = 15, ou seja,

quatro modos de efetuar o saque;

a)parat; =39et, =12
z=40-t;,=40-39=1
y =-360 + 10t, - 2t, =- 360 + 10.39 - 2.12 =6
X=720-20t; +5t,=720-20.39+5.12=0

assim, o saque seré feito apenas com seis notas de cinco e uma nota de dez;

b) parat; =39et, =13
z=40-t;,=40-39=1
y =-360 + 10t - 2t, =- 360 + 10.39 - 2.13 = 4
X =720-20t; +5t, =720-20.39+5.13=5
logo, o saque sera feito com cinco notas de dois, quatro notas de cinco e uma nota de

dez;

c)parat; =39et, =14
z=40-t,=40-39=1
y =-360 + 10t, - 2t, =- 360 + 10.39 - 2.14 = 2
X =720 - 20t; +5t, =720-20.39 +5.14 =10

entdo, o saque sera feito com dez notas de dois, duas notas de cinco e uma nota de dez;

d)parat; =39et, =15
z=40-t,=40-39=1
=-360 +10t, - 2t, =-360+10.39-2.15=0
x =720 - 20t; +5t, =720-20.39 +5.15=15

neste, o saque sera feito apenas com quinze notas de dois e uma nota de dez.

V) Se t; = 40, temos que, 4.40 - 144 = 16 <t, < 5.40 - 180 = 20, ou seja,

cinco modos de efetuar o saque;

a)parat; =40et, =16
z=40-t,=40-39=0
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y=-360+10t, - 2t, =- 360 + 10.40 - 2.16 = 8
x =720 - 20t, + 5t, = 720 - 20.40 + 5.16 = 0

isto é, o saque sera feito somente com oito notas de cinco;

b) parat; =40et, =17
z=40-t;,=40-39=0
y =-360 + 10t, - 2t, =- 360 + 10.40 - 2.17 = 6
X=720-20t; +5t,=720-20.40+5.17=5

ou seja, o0 saque serd feito apenas com cinco notas de dois e seis notas de cinco;

c)parat; =40et, =18
z=40-t;,=40-39=0
y =-360 + 10t, - 2t, =- 360 + 10.40 - 2.18 =4
X =720 -20t; +5t, =720-20.40+5.18 =10

entdo, o saque serd feito apenas com dez notas de dois e quatro notas de cinco;

d) parat; =40et, =19
z=40-t,=40-39=0
y=-360 + 10t, - 2t, =- 360 + 10.40 - 2.19=2
x =720-20t; +5t, =720-20.40 +5.19 =15

neste, 0 saque sera feito apenas com quinze notas de dois e duas notas de cinco;

e)parat; =40et, =20
z=40-t,=40-39=0
y =-360 + 10t, - 2t, =- 360 + 10.40-2.20=0
X = 720 - 20t, + 5t, = 720 - 20.40 + 5.20 = 20

logo, o saque sera feito somente com vinte notas de dois.

Contudo, somando todas as possibilidades verificadas, podemos concluir

que ¢ possivel efetuar o saque de quinze modos distintos.

Problema 3. Com pacotes de papel higiénico contendo 8 unidades, de sabonete, 16

unidades, de pasta de dente, 12 unidades e de shampoo, 4 unidades. Quantas maneiras
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distintas existem, para montar quites com 56 unidades, que contenham pelo menos um

pacote de cada item?

Solucéo. Interpretando o problema, temos 8x + 16y + 12z + 4w = 56, onde, X representa
0 namero de pacotes de papel higiénico, y o nimero de pacotes de sabonete, z 0 nimero
de pacotes de pasta de dente e w 0 nimero de pacotes de shampoo. Em primeiro lugar,
vamos analisar se a equagdo possui solucdo. Como mdc(8, 16, 12, 4) =4 ¢ 4 | 56, o
problema possui solugédo, devemos agora, encontra-la, calculando sua solucédo geral.

Seja, 8x + 16y + 12z = p, entdo, p + 4w = 56, como mdc(1,4)=1¢ 1 | 56, temos

1=1.(-3)+41
56 = 1.(- 168) + 4.56

assim, p=-168 + 4t, e w =56 - t; e como p e w devem ser nimeros naturais, devemos
ter 42 <t; <56 com t,; € Z. Escolhendo um valor conveniente para t;, de maneira que
0 mdc(8, 16, 12) divida p, temos:

8x + 16y + 12z =p =- 168 + 4t,

fazendo uma nova substituicdo em 8x + 16y + 12z = - 168 + 4t,, considerando 8x + 16y
=p’, segue que,
p’ +12z=-168 + 4t

e como mde(1, 12)=1¢ 1 | (- 168 + 4t;) , qualquer que seja o valor de t; no intervalo

encontrado, podemos continuar nossa procura pela solucéo, do seguinte modo:

1=1.(11)+121
- 168 + 4t, = 1.(- 11).(- 168 + 4t,) + 12.1.(- 168 + 4t,)
- 168 + 4t, = 1.(1848 - 44t,) + 12.(- 168 + 4t,)

assim, p’ = (1848 - 44t,) + 12t, e z= (- 168 + 4t;) - t, ¢ como p’ e z devem ser inteiros

positivos, devemos ter:
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— 1848 + 44t;

(1848 - 44t,) + 12t, > 0 < 12t, > - 1848 + 44t, & t, > &ty >- 154 +

11
—t
3 1

e
(-168+4t))-t, >0 -t, >-(-168 +4t;) & t, <- 168 + 4,
que gera, -154+13—1t1 <t, <-168 +4t, comt, € Z.

Prosseguindo, devemos escolher um valor adequado para t, de modo que o

mdc(8, 16) divida p’, temos entao,
8x + 16y =p’ = 1848 - 44t + 12t,

assim, como mdc(8, 16) = 8, vem:

8 = 8(- 1 + 161 < 8. (1848_4:(1"'12'(2) = 8( 1) (1848—4:t1+12t2) N

16.1. (

1848 — 44t + 12t2)

© 1848 - 44t + 121, = 8. (= 231+ —t; — 2t,) +

16. (231 - St + ;tz)

assim, temos:

16

11 3 11 3
X:—231+ 7t1_ Etz +?t3:_231+ 7t1_ Et2+2t3

y=231— —t;+ 2ty- t3

com X e y nimeros naturais, portanto, devemos proceder da seguinte maneira:

231 11 3
o+ St
2 4 1 2

— 2314 it — St + 263> 002> 231 — St + S St > ;
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231— —ti + 2t -t >0 - 3> - 231+ —t; — ~t, © ;<231 — —t + ot

231 11 3 11 3
gerando, — — bt t<ty< 231 — St + Stycomt; EZ.

Depois de ter analisado todas as restricdes de t;, t, € t3, encontramos:

42 <t, <56

-154+%t1<t2<-168+4t1

231 11 3 11 3
2 4t1+ Zt2<t3<231— 7t1+ Etz Comtl,tz,t3€Z.

Para responder a pergunta do problema, analisaremos 0s seguintes casos:

I) Set, =43, temos - 154 + %.43 = 3,6667 <t, <- 168 + 4.43 = 4, assim

como nao existe t, € Z neste caso, entdo t; = 43 ndo gera formas de montar o quite.

I) Se t; = 44, temos - 154 + %.44 =7,3333 <t, <-168 + 4.44 = 8, assim

como nao existe t, € Z neste caso, entdo t; = 44 ndo gera formas de montar o quite.

1) Se t, = 45, temos - 154 + 13—1.45 =11<t, <- 168 + 4.45 = 12, cOMO n&o

existe t, € Z, assim como nos casos anteriores, entdo t; = 45 ndo gera formas de montar
0 quite.

IV) Se t; = 46, temos - 154 + 46 = 14,667 <t, < - 168 + 4.46 = 16, isto

é, t, = 15, para determinar t5, primeiro devemos analisar se 0 mdc(8, 16) = 8 divide

1848 - 44t, + 12t,, caso divida, continuaremos o processo, caso nao divida, concluimos
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0 processo, sem encontrar formas de montar o quite para os respectivos valores de t; e
t,. Como 1848 —44.46 + 12.15=4 ¢ 8 1 4 segue que t; = 46 ndo gera formas de montar

0 quite.

V) Set; =47, temos - 154 + %.47 =18,333<t, <-168 + 4.47 = 20, isto é,

t, = 19, para determinar t3, faremos como no caso anterior, 1848 — 44.47 + 12.19 =8 e

como 8 |8, continuaremos o processo para encontrar valor de t;, caso exista, logo,

22—1— 14—1.47+ %.19:0,5<t3<231— %.47+ %.19: 1 e como ndo existe t; € Z,

t, = 47 ndo gera formas de montar o quite.

VI) Se t, = 48, temos - 154 + %.48 =22 <t,<-168 +4.48 =24 isto é, t,

=23 assim, 1848 —44.48 + 12.23 = 12 e como 8 1 12 segue que t; = 48 ndo gera formas

de montar o quite.

VII) Set; = 49, temos - 154 +13—1.49 = 25,667 <t, < - 168 + 4.49 = 28,
verificando cada caso, temos:

a) parat, = 26, obtemos 1848 — 44.49 + 12.26 = 4 ¢ como 8 t 4 ndo ¢
possivel encontrar valor para ts;

b) parat, = 27, obtemos 1848 — 44.49 + 12.27 = 16 e como 8 | 16, segue

que, 22—1— 14—1.49+ 2.27 =1<t;3<231- %.49+ %.27 = 2, que ndo gera valor

para ts.

Portanto, para t; = 49, ndo encontramos formas de montar o quite.

VIII) Se t; = 50, temos - 154 +%.50 = 29,333 <t, < - 168 + 4.50 = 32,
verificando cada caso, temos:

a) para t, = 30, obtemos 1848 — 44.50 + 12.30 = 8 ¢ como 8 | 8 segue que,

231

- — .50+ 2.30=0,5<t3 <231 — —.50 + 2.30 = 1, que no gera t;;

b) parat, = 31, obtemos 1848 — 44.50 + 12.31 = 20 e como 8 1 20 ndo ¢
possivel determinar valor para ts.

Assim, t; = 50 ndo gera formas de montar o quite.
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IX) Se t; = 51, temos - 154 + =51 = 33 <t, < - 168 + 451 = 36,

verificando cada caso, temos:
a) parat, = 34, obtemos 1848 — 4451 + 12.34 = 12 e como 8 1 12 ndo ¢
possivel encontrar valor para ts;

b) para t, = 35, obtemos 1848 — 44.51 + 12.35 = 24 e como 8§ |24 segue

que,zz—l— %.51+ %.3521,5<t3<231— %.51+ %.35:3, que gera tz = 2.

Portanto, para t; = 51, temos uma forma de montar o quite.

X) Set; = 52, temos - 154 + 52 = 36,667 <t, < - 168 + 4.52 = 40,

verificando cada caso, temos:
a) parat, = 37, obtemos 1848 — 44.52 + 12.37 = 4 ¢ como 8 t 4 ndo ¢
possivel encontrar valor para ts;

b) para t, = 38, obtemos 1848 — 44.52 + 12.38 = 16 e como 8 | 16 segue

que, 22—1— 14—1.52+ 2.38 =1<t;3<231- %.52+ %.38 = 2, que ndo gera valor

para ts.
C) parat, = 39, obtemos 1848 — 44.52 + 12.39 = 28 ¢ como 8 1 28 ndo ¢

possivel encontrar valor para t;.

Logo, t; =52 nédo gera formas de montar o quite.

XI) Set; = 53, temos - 154 +—53 = 40,333 <t, < - 168 + 453 = 44,

verificando cada caso, temos:

a) para t, = 41, obtemos 1848 — 44.53 + 12.41 = 8 e como 8 |8 segue que,

231 1

- = :1.53 + %.41 =05 <t;<231— %.53 + %.41 = 1, que ndo gera valor para

t3.
b) parat, = 42, obtemos 1848 — 44.53 + 12.42 = 20 ¢ como 8 t 20 nao ¢
possivel encontrar valor para ts.

C) parat, = 43, obtemos 1848 — 44.53 + 12.43 = 32 e como 8 |32 segue

que,ZZ—l— %.53+ %.43=2<t3<231— %.53+ %.43=4, isto é, t; = 3.
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Portanto, para t; = 53, temos uma forma de montar o quite.

XIl) Set; = 54, temos - 154 + =54 = 44 <t, < - 168 + 454 = 48,

verificando cada caso, temos:

a) parat, = 45, obtemos 1848 — 44.54 + 12.45 = 12 e como 8 1 12 ndo ¢
possivel encontrar valor para ts;

b) parat, = 46, obtemos 1848 — 44.54 + 12.46 = 24 ¢ como 8 |24 segue

que, 25— = 54+ 2.46=15<t; <231 — —.54+ >.46 =3,ist0 ¢, t3 = 2;

C) parat, = 47, obtemos 1848 — 44.54 + 12.47 = 36 ¢ como 8 1 36 ndo ¢

possivel encontrar valor para t;.

Assim, para t; = 54, temos uma forma de montar o quite.

XII1) Se t; = 55, temos - 154 +%.55 = 47,667 <t, < - 168 + 4.55 = 52,

verificando cada caso, temos:

a) parat, = 48, obtemos 1848 — 44.55 + 12.48 = 4 ¢ como 8 t 4 ndo ¢
possivel encontrar valor para ts;

b) para t, = 49, obtemos 1848 — 44.55 + 12.49 = 16 e como 8 | 16 segue

que, %— %.55+ %.49 =1<t3<231—- %.55+ %.49 = 2, que ndo gera valor

para ts;

c) parat, = 50, obtemos 1848 — 44.55 + 12.50 = 28 e como 8 1 28 ndo ¢
possivel encontrar valor para ts;

d) parat, = 51, obtemos 1848 — 44.55 + 12.51 = 40 e como 8 |40 segue

que, 25— 2255+ 2.51= 25 <t;<231— —.55+ 2.51=5,ist0 ,t; = 3 ety =

4.

Entdo, para t; = 55, temos duas formas de montar o quite.

Contudo, basta somar todas as possibilidades acima para determinar o total

de modos, M, de montar o quite. Logo,
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M=0+0+0+0+0+0+0+0+1+0+1+1+2=5.

Enfim, existem 5 modos distintos de montar o quite.
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5 CONCLUSAO

Neste trabalho apresentamos como € possivel determinar solucbes de uma
Equacéo Diofantina que contenha vérias variaveis, e também, mostramos que é possivel
a aplicacdo desse tipo de equacdo em situacdes do nosso cotidiano. Assim trabalhamos
objetivamente o conceito mais geral de maximo divisor comum, da diviséo euclidiana e
de congruéncia e que 0s mesmos ndo se resumem apenas em descobrir qual é o maior
divisor entre nimeros inteiros, ou se dois nimeros inteiros deixam o0 mesmo resto, mas
também, que suas aplicabilidades, auxiliadas pelo algoritmo de Euclides, possuam uma
significativa importancia no processo de resolucdo das Equacdes Diofantinas. Contudo,
deseja-se que o leitor seja capaz de identificar problemas, ndo s6 matematicos, mas
também de outros ramos do conhecimento, que possam ser modelados e em seguida
solucionados por meio dessas equacdes. E possivel reparar a contribuicdo de Diofanto
para a historia da matematica, contribuindo para a abertura de novos horizontes, e que
sirva de incentivo e inspiragdo para um melhor entendimento da importancia da
matematica atual, em particular & algebra, pois foi pioneiro no desenvolvimento da
notacdo algébrica em que algumas operacbes eram representadas por suas abreviacgoes.
Embora ndo tenha sido o primeiro a trabalhar com equagfes indeterminadas ou a
resolver equagdes quadraticas de forma ndo geométrica, podemos considerar que
Diofanto foi o primeiro a iniciar 0s passos rumo a uma estrutura da simbologia
algébrica que estudamos hoje. Por isso a importancia fundamental de se fazer um estudo
acerca das equacdes, visando as aplicacdes das mesmas na resolucdo dos problemas
algébricos. Diante do que foi abordado, percebemos a importancia desse contetido que
poderia estar no curriculo do Ensino Médio, sabendo que a base necessaria para
trabalha-lo é transmitida desde o Ensino Fundamental. O material pode ser
desenvolvido a partir dos ultimos anos do Ensino Fundamental, trabalhando as
aplicacdes das Equacdes Diofantinas Lineares com duas varidveis. Ja para o Ensino
Médio, seriam abordadas as aplicacfes das Equacdes Diofantinas lineares com varias
variaveis e a resolucdo por meio dos métodos fundamentais, tais como a fatoracéo, a
inducdo matematica entre outros. Assim cabe ao professor explora-lo da forma que lhe
pareca mais adequado, de modo a levar os estudantes a investigacdo e a pesquisa por
meio de situa¢Ges-problema instigadoras e curiosas. Contudo, desejo que este trabalho

possa contribuir para uma melhor compreensdo do processo de ensino-aprendizagem
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dos temas relativos a Teoria Elementar dos Numeros no Ensino Fundamental e Médio,
em particular das Equagdes Diofantinas ajudando discentes e/ou docentes a aprimorar

seus conhecimentos sobre este assunto.
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