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Resumo

Trata-se de uma proposta de abordagem das sequéncias, em especial, as
progressodes aritméticas para o ensino médio, em que procurou-se expor o tema de
forma contextualizada e objetiva, realizando-se uma inter-relacdo das sequéncias
com as funcdes, utilizando um pouco da Histéria Matematica, exemplos do cotidiano
e curiosidades mateméticas, fazendo também algumas interpretacbes geométricas
do tema. Inicialmente faz-se uma abordagem dos conceitos necessarios ao
desenvolvimento do tema visando mostrar a relevancia do assunto, fazendo uma
coletanea dos assuntos que envolvem as sequéncias, tais como: definicdo de corpo,
definicdo de corpo ordenado, definicdo de séries numéricas e propriedades, limite de
sequéncias e propriedades e o conceito de funcbes com algumas propriedades. A
seguir, estudam-se formas de buscar padrdes nas sequéncias utilizando-se a
sequéncia de Fibonacci e o numero Euler e por fim, uma abordagem do assunto
progressfes aritméticas, fazendo uma relacdo com as funcgles, utilizando-se a
divisibilidade, quadrado magico, funcdo quadratica, juros simples e o estudo da
posicdo em funcdo do tempo onde se relacionam as disciplinas de Matematica e
Fisica. O texto segue como base as Orientacdes Curriculares Para o Ensino Médio
que prevé que o assunto nao deve ser tratado como um tépico independente e evitar
calculos desnecesséarios utilizando apenas aplicacbes de férmulas.

Palavra Chave: Sequéncias, Progressfes Aritméticas, Funcdes, Quadrado Magico,
Divisibilidade.
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1. Introducéo

Na construcdo do conhecimento, o individuo estd a todo o momento
observando os fendmenos da natureza em busca de regularidades, ou seja, de
padrées para melhor entender tais fendbmenos. As previsbes de fenémenos
colaboram na tomada de decisGes mais eficazes, para isso 0s pesquisadores tentam
transformar esses padr6es em representacfes matematicas, a fim de melhorar os
procedimentos de decidir. Desde problemas do cotidiano, como o de comprar
determinado produto, qual sera a melhor forma de pagamento?, até os que nédo
estdo a mostra para a maioria da populacdo, como o grande namero de satélites em

Orbita, o lixo espacial. E se existe o risco de colisdes entre satélites.

A investigacdo de padrbes ndo deve ficar restrita aos pesquisadores e as
cadeiras académicas das universidades, a escola pode sim ter o papel de construtor
do conhecimento, fazendo que o aluno investigue, relacione contetdos e assim
desfazer a ideia de que a escola é um lugar para meros espectadores, mas sem
abandonar o formalismo que a matematica necessita para a construcdo do
conhecimento. Com isso, proporcionar um ambiente de aprendizagem que tenha
algo a ver com a realidade e experiéncias dos estudantes, descobrindo relacdes,
encontrando conexdes e fazer generalizagcbes dos temas abordados é um desafio

aos docentes.

Na busca de contetdos adequados para desenvolver uma colaboracdo ao
processo de ensino aprendizagem no ensino médio, optou-se pelo tema sequéncias
que é abordado em geral no primeiro ano do ensino médio. Trazendo como
parametro de objetivos a serem alcancados no processo de ensino aprendizagem as
Orientacbes Curriculares Para o Ensino Médio [3], elaborado pelo Ministério da
Educacdo no ano de 2006, que trata do conhecimento a ser desenvolvido no
assunto progressdes como:

As progressdes aritméticas e geométricas podem ser definidas
como, respectivamente, funcdo afim e exponencial, em que o dominio é o
conjunto dos naturais. Nao devem ser ftratadas como um tdpico

independente, em que o aluno nao reconhece as fungdes ja estudadas.
Devem se evitar as exaustivas coletaneas de célculos que fazem o simples

"«

uso de formulas (“determine a soma...”, “calcule o quinto termo...”).
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Apesar dessas orientagdes, 0 que se vé na realidade, na maioria dos livros
didaticos para o ensino médio, o tratamento do assunto sequéncias e progressdes
como sendo um capitulo a parte do assunto funcdes. Assim, o presente trabalho
busca trazer algumas opcdes para o docente trabalhar o assunto, tratando o tépico

sequéncia relacionado ao conceito de fungdes.

As sequéncias sao utilizadas a todo momento, seja na numeragdo das
casas, nos dias da semana ou mesmo em sala de aula quando é feita a chamada
dos alunos, todas essas sequéncias seguem um padrédo para a sua construcao.
Uma forma de se introduzir o tema sequéncias, dentre as quais sera destacado as
progressdes aritméticas, se refere ao estudo de padrbes matematicas, utilizando
fatos que ocorrem no dia a dia do aluno, a histéria da Matemética, com o estudo de
sequéncias conhecidas, aplicacdes financeiras vivenciadas pela sociedade e

algumas curiosidades matematicas.

Encontram-se registros de sequéncias na historia desde o Egito antigo,
cerca 3000 anos antes da era cristd. Com o problema das cheias do rio Nilo, os
egipcios perceberam que as inundacdes se davam em periodos iguais, o que
representa uma sequéncia de um determinado fato. Segundo [1] na Babil6nia antiga
tem-se o registro da soma dos termos de uma progressdo geomeétrica na tabela
Plimpton 322, outro registro de sequéncias é o papiro de Rhind que no problema 79

do papiro traz a progressao geométrica escrita da seguinte forma:
“7 casas, “49 gatos, 343 ratos, 2401 espigas e 16 807 hectares”

Ainda segundo [1] a Escola Pitagérica demonstra interesse pelo tema
principalmente com o0s numeros figurados que podem ser representados por
construcdo geométrica, entre eles, os numeros triangulares (1,3,6,10,...) e 0sS
nameros quadrados (1,4,9,16,...). As sequéncias estdo diretamente ligadas aos
processos de contagem e ao estudo do desenvolvimento dos sistemas de
numeracao, através dos varios registros de sequéncias nos principais documentos
das civilizagbes da antiguidade percebe-se esse processo matematico é utilizado
desde entdo. Com a histdria das sequéncias verifica-se que seus estudos auxiliaram
0S matematicos na resolucdo dos mais diversos problemas e no desenvolvimento do

conhecimento matematico.
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Assim segundo [10] define-se uma sequéncia de nimeros reais como uma
fungcdo x: N —» R, definida no conjunto dos naturais N ={1,2,3,4,...}, e tomando
valores no conjunto R dos numeros reais. O valor x(n), para todo n € N, sera
representada por x, e chamado de termo de ordem n, ou n-ésimo termo da
sequéncia. Escreveremos ( x;, x5, X3, ..., Xn, -.. ), OU Simplesmente (x,) para indicar a

sequéncia x.

A funcdo x ndo é necessariamente injetora, pode-se ter x,, = x, cOm m # n;
o conjunto ( xq, x5, X3, ..., X, ... ) POde ser finito, apesar da notacdo adotada, ou até
mesmo reduzir-se a um Unico elemento, como nas sequéncias constantes. Quando
a sequéncia (x,) for injetora, ou seja, m # n implica que x,, # x,, diremos, entéo,

gue ela € uma sequéncia de termos dois a dois distintos.

Como toda sequéncia obedece a uma “lei de formagao”, ou uma regra que
permita dizer, para todon € N. Pode-se voltar ao exemplo da chamada em sala de
aula, na qual a numeracédo dos alunos € colocada através de ordem alfabética, ou
seja, a ordenacdo dos alunos € dada por uma lei de formacdo. Uma importante
conexdo a ser feita é a construcdo e observacdo dos gréficos de progressdes
aritméticas. Onde fica evidente para o aluno a distincdo do dominio real em funcdes
e do dominio natural para as progressdes aritméticas, fazendo com que o discente

compreenda a unido ou ndo dos pontos de um grafico.

Nos capitulos 2 e 3, hd uma construcao formal necesséria para 0s conceitos
de progressdo aritmética que serdo abordados, a seguir do capitulo 4 procura-se
trazer algumas formas de abordagem para relacionar as fung¢des afins, quadraticas e
exponenciais com as progressodes aritméticas, assim criando uma inter-relacdo entre

0s temas.

O trabalho de pesquisa dos capitulos 2 e 3 e as sequéncias famosas foram
realizados em conjunto com o colega de mestrado e amigo Ivonzil José Soares

Junior.



12

2 Sequéncias e séries numéricas

No inicio do ensino médio sdo abordados o0s conceitos de conjuntos
numericos, intervalos na reta real, numeros reais, funcées e sequéncias. Como o
presente trabalho tem o objetivo de relacionar o conceito de fungbes ao de
sequéncias, inicialmente serdo abordados alguns conceitos necessarios para o

desenvolvimento do mesmo.

2.1 Corpo

Definicdo 2.1: Um corpo é um conjunto C, com duas operacoes,
denominadas adi¢cdo e multiplicacédo (+:C X C—>C, -: € x C—- C), que satisfazem
determinadas condicfes. Ou seja, sendo os elementos x,y,z € C, definidas as
operacbes de adicdo e de multiplicacdo, onde cada par de elementos operados

pertence a C, tem-se as seguintes propriedades:

Tabela 1: Propriedades do Corpo.

Adicao Multiplicacao
Associativa x+y)+z=x+y+2) (x-y)z=x-(y-2)
Comutativa x+y=y+x X'y=y-x
Elemento Neutro 30 €eC,0+x=x 31 €C1l-x=x
Inverso x+(—x)=0 Vx #0€C x1-x=1

Fonte: Autor.

Exemplo 2.1: O conjunto dos numeros racionais @, que sdo os todos 0os nimeros ha

7

~ q'+p’.
forma g compegq€7Zeq#0, éum corpo, com as operacdes §+p—'=w

q’ q-q’
!
(adico) e 5-5—:= % (multiplicac&o), e sdo validos as propriedades da adicéo e da

multiplicagao.
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2.2 Corpo ordenado.

Definicdo 2.2: Um corpo (C,+,") é ordenado se contiver um subconjunto P
com as seguintes propriedades:

x+y €P

P1- x,y, € P, tem-se que{x_yep .

P2- dado x € P, exatamente uma das trés alternativas ocorre, ou x = 0,0ux € P ou

—x € P.

Exemplo 2.2: Como visto no exemplo 2.1, o conjunto dos nimeros racionais Q, com
as operacdes de adicdo e de multiplicacdo usuais, € um corpo. Agora sera

mostrado que Q € um corpo ordenado.

Dado um SEQ, pode-se considerar sempre g >0, pois ¢q<0 = —q.

Assumindo que seja sempre positivo o0 denominador g, valem as relacdes seguintes:

s < 0,0u g =0, ou s = 0. Assim temos que o conjunto Q é um corpo ordenado.

2.3 Intervalos.

Para explorar a compreensao do que sao cotas superiores e inferiores,
buscando-se entender quando um conjunto ou intervalo tem um maior ou um menor

elemento. Destaca-se inicialmente os intervalos.

Definicdo 2.3: Sejam a e b dois numeros reais, sendo a < b. Denomina-se
intervalo fechado de extremos a e b ao conjunto dos numeros reais x tais que

a < x < b, erepresenta-se por [a,b].

Definicdo 2.4: Denomina-se intervalo aberto de extremos a € b, a < b, ao

conjunto de numeros reais x tais que a < x < b e representa-se por (a, b).
Assim pode-se defini-los como sendo:

Intervalos Limitados:
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e Fechado: [a,h] = {x € R/a < x < b};

e Fechado aesquerda: [a,b) = {x € R/ a < x < b};
e Fechado adireita: (a,b] = {x € R/a < x < b};

e Aberto: (a,b) = {x € R/a < x < b}.

Podem-se representar os intervalos como sendo segmentos de reta contidos

na reta dos niumeros reais como mostra a figura 1.

Figura 1: Intervalos Limitados

@ @
@ ©
© O
0 £
15, ©

Fonte: Autor.

Intervalos llimitados:

e Semirreta direita fechada, de origem: b (—o,b] = {x € R/x < b}

e Semirreta direita aberta, de origem: b (—o,b) = {x € R/ x < b}

e Semirreta esquerda fechada, de origem: a [a,+®) = x € R/a < x}

e Semirreta esquerda aberta, de origem: a (a,+©) = {x € R/a < x}

e Intervalo aberto: (—o,+o) = R este intervalo também conhecido como

intervalo total.

Geometricamente, tem-se na figura 2 a representacdo dos intervalos

ilimitados.
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Figura 2: Intervalo llimitado.

o

()

Fonte: Autor.

Intervalo degenerado:

e [a,a]: este intervalo consiste em um Unico ponto a.

Geometricamente tem-se a marcacdo de um ponto na reta dos reais,

mostrado na figura 3.

Figura 3: Intervalo Degenerado.

Fonte: Autor.

Proposicédo 2.1 - Todo intervalo ndo degenerado € um conjunto infinito.

Prova:

Como R é um corpo ordenado tem-se que, se x < y, entdo, x < “Ty < .
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Assim, se [ for um intervalo de extremos a,b, com a < b, pode-se obter infinitos

elementos x4, x5, X3, ..., X, €m I, sendo:

a+b a+x a+x a+x . P
=— 1 X3 = - 2 Xpy = T” Assim obtém-se a < - < x3 < x, <

x; < b. Logo, tem-se infinitos elementos entre a e b.

2.4 Desigualdades

Sendo R* o conjunto dos elementos positivos do corpo ordenado R. O
conjunto R*contém todos os racionais positivos.
Definicdo 2.5: Sendo x € R, o valor absoluto de x, representado por |x| é
definido por:
x| = {xsex > 0;
—xsex < 0
Assim, para qualquer real x, tem-se:
lx| = |—x|.
Decorrem imediatamente para qualquer x € R, da definicdo de valor

absoluto, as seguintes propriedades:
P1- |x| = 0;
P2-|x| = 0 © x = 0;

P3- |x|

| —x[;
P4- |x| = x.

Teorema 2.1: Seja ¢ um real qualquer. Entdo, |c| = Vc2.

Prova:
Imediata, se ¢ > 0. Se ¢ < 0, entdo c? = |c|? e, portanto, VcZ = ./|c|? = |c|.
Proposicéo 2.2: Quaisquer que sejam 0s numeros reais a, b e x, tem-se:

1. |x|? = |x?| =x?%;
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2. |ab| = |al |b];
3.|la + b| < |a| + |b| (Desigualdade Triangular);
4.Sea > 0,|x]| £a e —a < x < a;
5. ]al — |b| < [la| — |b]| £ |la — bl.
Prova:
1. Sendo x? > 0,V x € R, tem-se que:
|x2] = x2, pela definicdo de valor absoluto.

Resta mostrar que |x?| = x2.

Sex > 0,temos |x| = x e, portanto, |x?| = x2.

Sex < 0,|x| = —x e, portanto, |x?| = (—x)? = x2.
2. Do item 1 tem-se que:

la-b|? = (a-b)?> = a?-b?>= |al|? - |b|?,0useja,|a-b| = |a| - |b]|.
3. Usando o fato de |x| > x, paratodox € R. Temos:
la + b2 = (a + b)? = a® + b2 + 2ab < |a|> + |b|? + 2lallbl = (Ja|] + |b])?.
Ou seja, |[a + b|* < (la| + |b])?.
Assim obtém-se |a + b| < |a| + |b]|.

4. Supondo que |x| < a.Sex = 0,temosx = |x| < a.Sendo x > 0, é claro que

x = —a, de modo que, neste caso, —a < x < a.

Sex <0,entdo x < ae —x = |x|] £ a Mas —x < a é equivalente a

x = —a,demodoque —a < x < a.

Portanto, prova-se que |x| < a = —a < x < a. Para provar a reciproca,

distingue-se oscasosx = 0ex < 0.

Suponha que —a < x < a. Esta dupla desigualdade pode ser desdobrada

emx <aex = —a.
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Sex = 0, |x] = x e aprimeira desigualdade nos da |x| < a.
Sex < 0, |x] = —x e, da segunda desigualdade, temos |x| < a.
Logo,—a < x < a = |x| < a

5. Usando a desigualdade triangular, tem-se:
la] = [(a — b) + b| < |a — b| + |b|. Assim tem-se
la| = |b] < |a = b|. (1)

Pelo mesmo motivo, tem-se |b| — |a| < |b — a.

Logo, |a — b| = |b — a].

Consequentemente, |b| — |a] < |a — b|ou|a — b] = —(|la|] — |b]). (II)

De () e (Il) e a partir do item 4 conclui-se que ||a] — |b]| < |a — b].

2.5 Vizinhanga de um Ponto

Note que, como R esta sendo associado a uma reta, € comum o uso de
expressdes, como o numero real x ou o ponto x, para identificar um elemento de R.

Definicdo 2.6: Dado um numero real x, denomina-se vizinhanca de x, a
qualquer intervalo aberto de R, contendo x. Fixado um ponto de R, observa-se que
tal ponto possui uma infinidade de vizinhangas, representadas por V(x).

Observe que uma vizinhanca de x € R é um conjunto linear. Por exemplo,
dado o numero real 2, uma vizinhanca de 2 &, por exemplo, o intervalo (1, 3).
Ha infinitas vizinhancas de x € R.

As vizinhangas de um ponto possuem as seguintes propriedades:
P1- se V(x) e V'(x) forem vizinhancas de x € R entdo a interseccdo V (x) n V'(x) é
vizinhanca de x. Note que o simbolo n significa uma operacdo definida entre
conjuntos. Assim, dados dois conjuntos V e V', denomina-se intersec¢ao de V com
V', representando-a por V N V', ao conjunto formado pelos objetos que pertencem a
VeV'. Logo,quandoV = (1,3)e V' =(-1,2),temosV NV = (1,2);
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P2- se V(x) for uma vizinhanca de x e y € V (x) entdo existe uma vizinhanca
V(y) € V(x). Note que o simbolo € € uma relacdo binaria entre os conjuntos V e V'.
Diz-se que V < V' quando todo objeto de V pertence a V'. Por exemplo, V = (1,2)
elV'= (0,2)tem-seV c V',

P3- Se x,y € R, com x # y, existe uma V(x) e uma V(y) tais que V(x) e V(y) né&o
possuem pontos em comum. Escreve-se simbolicamente V(x) N V(y) igual ao

conjunto vazio ou a parte vazia de R.

2.6 Infimo e supremo

Seja A um subconjunto dos numeros reais.

Definicdo 2.7: A é limitado superiormente quando existe x € R tal que
x = a para todo a € A. Cada x € R com esta propriedade € chamado de uma cota

superior de A.

Exemplo 2.3: Seja A um subconjunto dos numeros reais, tal que A=

{..,1,2,3,4}, tem-se que a cota superior de A é igual a 4, poisVa € 4,4 > a.

Definicdo 2.8: Se A é limitado inferiormente quando existe y € R tal que
y < a para todo a € A. Assim um elemento y € R com essa propriedade é chamado

de cota inferior de A, segundo [10].

Exemplo 2.4: Seja A um subconjunto dos numeros reais, tal que A=

{1,2,3,4, ...}, tem-se que a cota inferiorde A é 1, poisVa € 4,1 < a.

Como demostrado na Proposicdo 2.1, o fato de todo intervalo né&o
degenerado ser um conjunto infinito no conjunto dos reais e definidas as cotas

superior e inferior, define-se os conceitos de extremo e infimo.

Dado o corpo ordenado R e sendo A um subconjunto de R, com A limitado

superiormente.

Definicdo 2.9: Um elemento b € R chama-se supremo do subconjunto 4 é a
menor das cotas superiores de A em R. Para que b seja determinado como supremo

€ necessario e suficiente que sejam satisfeitas as seguintes condicdes:
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e Paratodo x € 4, tem-se x < b;

e SeceRétalquex <cparatodox € 4, entdo b < c¢

Propriedade: Se dois elementos b e b’ em R satisfazem as condi¢fes citadas, tem-
sequeb < b" eb' < b,ousejab= b'. Portanto, o supremo do conjunto, quando

existe € Unico e é denotado como sup A.

Definicdo 2.10: Seja a € R, chama-se infimo do subconjunto A limitado
inferiormente, quando a é a maior das cotas inferiores de A em R. Para que a seja
determinado como infimo é necessario e suficiente que sejam satisfeitas as

seguintes condicoes:

e paratodoy € A, tem-se a <y;

e seceReétalquec<yparatodoy € A, entdo c < a.

Propriedade: Se dois elementos c e ¢’ em R satisfazem as condic¢des citadas, tem-
sequec < ¢ ec <c, ousejac=c. Portanto, o infimo do conjunto, quando existe

€ unico e é denotado como inf A.
Uma importante consequéncia da definicdo de supremo é dada como:

Propriedade de Arquimedes. Sendo x > 0 e y, dois nUmeros reais quaisquer,

entdo, existe pelo menos um numero natural n tal que nx > y, segundo [5]
Prova:

Supondo por absurdo, que Vn € N, temos nx < y. Consideremos entdo o
conjunto A = {nx}. Sendo A ndo vazio, pois 1-x =x € A, e limitado

superiormente por y, logo admite supremo. Seja s 0 supremo de A.

Como x > 0,s — x < s; assim, evidentemente s — x ndo € cota superior
de A; logo existe um numero natural m tal que s — x < mx edars < (m + 1)x

que é uma contradicao.
Logo, nx > y para algum natural n.

ApoOs estas definicdes fica, de uma maneira intuitiva, ao aluno determinar o

infimo e o supremo em um intervalo fechado ou ainda nas sequéncias numéricas.
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Exemplo 2.5: Seja Y € Q a sequéncia definida como Zin comn € N.

Afirma-se que infY =0 e supY = % primeiro, temos % EY e zin < % para
todo n > 1. Logo % € 0 maior elemento de Y, consequentemente sup Y =% . Como

1 . . .
0< - bara todo n € N, observamos que 0 é cota inferior de Y. Agora falta mostrar
gue nenhum numero racional ¢ > 0 é cota inferior de Y. Sendo Q arquimediano,

dado ¢ > 0, pode-se obtern € N tal que n > % —1louaindal+n> %

Pela desigualdade de Bernoulli, tem-se 2" =(1+1)">1+n> % ou seja,

zin < c¢. Logo nenhum ¢ > 0 é cota inferior de Y e, portanto, inf Y = 0.

O exemplo 2.5 também pode ser tratado como uma funcgéo, e o seu grafico

pode explorar os conceitos de infimo e supremo de uma maneira visual ao discente.

Dado f:N — Q, definida como f(n) = zin , construindo uma tabela com os discentes,

tem-se que:

Tabela 2: Pontos de uma sequéncia.

neN 1 2 3 4 5 6 7 8

f(n) 0,5 0,25 | 0,125 | 0,0625 | 0,03125 | 0,015625 | 0,007813 | 0,003906

Fonte: Autor.

Com a marcacao dos pontos da tabela 2 no grafico representado na figura 4,

observa-se que os pontos ficam cada vez mais préximos de zero e superiormente

13 M 1 ~ ~
sai” de >- Que s&o os extremos da funcéo.

Figura 4: Pontos de uma sequéncia.

0,6

0,5 L 2

0,4

0,3 1

0,2 o>

0,1 L 2
0 T T ’_‘_’_’_‘_’_\

Fonte: Autor.
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Se determinarmos o dominio da fungdo sendo x > 1, x € R*, tem o gréafico
da figura 5.

Figura 5: Grafico infimo e supremo.

A

¥

Fonte: Autor.

Exemplo 2.6: Pode-se trabalhar utilizando um subconjunto A dos nimeros reais,
onde ele ndo admitir um maximo, entretanto, podera admitir uma menor cota

superior.
A={xeR/1<x<3}

Observe que o subconjunto A ndo admite um maximo, porém sua cota superior é
igual a 3, ou seja, sup A = 3. Utilizando a visualizacdo para explorar o tema observe

o0 intervalo na reta dos reais na figura 6.

Figura 6: Intervalo.

Fonte: Autor.

Postulado de Dedekind: Todo subconjunto n&do vazio de R, constituido de

elementos positivos, tem um infimo, segundo [5]
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Todo corpo ordenado K possui um subconjunto, que pode-se identificar com
0 conjunto @. Como K um corpo ordenado, ele contém o niamero 1 e, sendo ele

fechado em relacdo a soma, contém todos os naturais: 2=1+1,3=2+1, ...

Sendo K um corpo ordenado, ele contém 0 e o simétrico de cada natural,
portanto, ele contém um subconjunto que se pode identificar com os inteiros. Sendo
K um corpo ordenado, ele contém os inversos dos inteiros ndo nulos e produtos
destes com inteiros, ou seja, ele contém um subconjunto que podemos identificar
com os racionais. Em particular, sendo R um corpo ordenado, ele contém um

subconjunto que pode-se identificar como os racionais.

O postulado de Dedekind determina o corpo dos reais entre todos 0s corpos
ordenados. Podemos simplificar e simplesmente dizer que R contém Q. A reta r é

um modelo geométrico para a representacéo do corpo R.

2.7 Sequéncias

Definicdo 2.11: Uma sequéncia de numeros reais € uma funcdo x: N - R,
definida no conjunto dos naturais N = {1,2,3,-:-} e associando valores no conjunto R
dos nuameros reais. O valor x(n), para todo n € N, serd representado por x, €

chamado o termo de ordem n, ou n — ésimo termo da sequéncia.

Notacdo: (xq, x5, -, %p, ), OU (x,)ney OU Simplesmente (x,), € usado para
indicar a sequéncia x, para O0S seus termos usa-se a notacao

X(N) = (leXZ'"'an"”)'

Exemplo 2.7: Uma sequéncia formada por numeros pares (x,) = (2,4,6,8....),
definida como sendo uma fungcdo x:N-R,f(n) =2n,vne N, é limitada

inferiormente, ilimitada superiormente, monotona crescente.

Observacao: A funcdo x: N - R néo € necessariamente injetiva: pode-se ter
Xm = X, cOMm m # n. O conjunto (xq,x,, -+, X,, -+ ) pode ser finito, ou até mesmo ser
reduzido a um unico elemento, como é o caso de uma sequéncia constante, em que

X, =a/a€ R paratodon € N.
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Exemplo 2.8: Uma sequéncia formada por (x,,) = (2,2,2,2....), definida como sendo

umafuncdo x:N > R, f(n) =2,vn € N.

Observacdo: Quando a sequéncia (x,) for injetiva, isto €, quando m #n

implicar x,, # x,, diz-se que ela € uma sequéncia de termos dois a dois distintos.

Exemplo 2.9: Uma sequéncia formada por nameros impares (x,) = (1,3,5,...),

onde € definida como sendo uma fungdo x: N - R, f(n) =2n—1,vn € N.

Definicdo 2.12: Uma sequéncia (x,) é limitada quando o conjunto dos seus
elementos é limitado, isto é, quando existem numeros reais a, b tais que a < x, <b
para todo n € N. Isto quer dizer que todos os termos da sequéncia pertencem ao

intervalo [a, b].

Todo intervalo [a,b] esta contido num intervalo da forma [-¢,c], com ¢ >0
(intervalo simétrico). Para ver isto, basta tomar ¢ = max {|al, |b|}. Com a condicéo
X, € [—c,c] é equivalente a |x,| < ¢, se vé que uma sequéncia (x,) € limitada se, e
somente se, existe um numero real ¢ > 0 tal que |x,| <c para todo n € N. Dai

resulta que (x,,) é limitada se, e somente se, (|x,|) € limitada.

Exemplo 2.10: Uma sequéncia formada por (x,) = (2,4,6,8), onde € limitada ao

intervalo fechado [2, 8]
Observacdo: Quando uma sequéncia (x,) néo € limitada, diz-se que ela é ilimitada.

Definicdo 2.13: Uma sequéncia (x,) diz-se limitada superiormente quando
existe um numero real b tal que x,, < b para todo n € N. Isto significa que todos os

termos x,, pertencem a semirreta (—oo, b].

Exemplo 2.11: Uma sequéncia definida como sendo uma funcdo x:N - R, f(n) =
—-2n,vn € N, tem-se (x,) = (—2,—4,—6,—8,...). Isto significa que todos os termos

X, pertencem a semirreta (—oo, —2].

Definicdo 2.14: Diz-se que (x,) € limitada inferiormente quando existe

a € Rtal que a < x,, ou seja, x,, € [a,+x] paratodon € N.
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Exemplo 2.12: Uma sequéncia definida como sendo uma funcdo x:N - R, f(n) =
%,Vne N, tem-se (xn)z(%%gi) Isto significa que todos os termos x,

pertencem a semirreta [1,0].

Definicdo 2.15: Uma sequéncia (x,) é limitada se, e somente se, € limitada

superior e inferiormente.

Exemplo 2.13: x, =2 para todo n €N, isto define a sequéncia constante
(2,2,--+,2,-++); ela é evidentemente limitada, pois x(N) = {2}, ndo-decrescente e

também nao-crescente.

Exemplo 2.14: x,, = 1 para n par e x,, = 2 para n impar. A sequéncia assim definida
é (2,1,2,1,--+). Seu conjunto de valores é x(N) = {1,2}. Ela é limitada e nao é

mondtona.

Definicdo 2.16: Dada uma sequéncia x = (x,)nen de numeros reais, uma
sequéncia de x é a restricdo da funcdo x a um subconjunto infinito N’ = {n; < n, <
< m; <} de N. Escreve-se x' = (xp)ne v OU (X, Xnyy 5 Xpp 0 ) OU (Xp,)ien PAIA

indicar a subsequéncia x’ = x / N’, segundo [10]

Exemplo 2.15: A sequéncia (x,) dos numeros naturais onde os termos de ordem
par, ou seja, a subsequéncia (x,,) € a sequéncia dos numeros pares, € uma

subsequéncia dos niumeros N.

As sequéncias mais estudadas no ensino médio sdo as progressdes
aritméticas e geométricas, neste capitulo sera feita apenas a sua definicao

trabalhando suas propriedades posteriormente.

Definicdo 2.17: Uma progressdo geométrica (P.G.) € uma sequéncia
(X1, Xg,X3, ..., Xp, .. ), ONde cada termo, a partir do segundo, é o produto x,,; = x,.q
do termo anterior multiplicado por uma constante q chamada de razéo da P.G, com

o termo geral iguala x:N - R, x,, = x;.q™ 1, conforme [9].

Exemplo 2.16: A sequéncia x, = (2,4,8,16,32,...,)onde x; =2 e a razdo igual

q=2.
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Definicdo 2.18: Uma progressdo aritmética (P.A) € uma sequéncia
(X1, Xg,X3, .., Xp, - ), NA qual cada termo, a partir do segundo, € a soma x,,1 = x, +
r do termo anterior mais uma constante r, chamada razéo da P.A, com o termo geral

igualax:N - R, x, = x; + (n—1) - r, conforme [7]

Exemplo 2.17: A sequéncia x, = (2,4,6,8,10,12,...,) onde x; =2 e a razao igual

r=2.

Definicdo 2.19: Uma progressao aritmética de segunda ordem é uma
sequéncia na qual as diferencas entre cada par de termos Ax,, = x,,; — x, formam,

entre si, uma progressao aritmética ndo estacionaria, conforme [9].

Exemplo 2.18: A sequéncia (x,) =(1,3,6,10,15,21,..) € uma progressao

aritmética de segunda ordem porgue a sequéncia das diferencas entre seus termos

x1=3—1
x2=6—3
x;=10—6
X, = 15— 10
xg=21—-15

Ax, = (2,3,4,5,6,...) € uma progressao aritmeética ndo estacionaria.

2.7.1 Limite de uma sequéncia

Para dizer que o numero real a é limite da sequéncia (x,) significa afirmar
que quanto maior for o valor de n, mais proximos de a se, esta. Para ser mais
preciso, e estipulando-se um “erro” € > 0, encontrar-se um n, tal que todos os
termos as sequéncia x, que possui indice n maior do que n, sao valores

aproximados de a com erro inferior a «.

. ~ . 1 . . ~ . . P
Exemplo 2.19: Seja a sequéncia x,, = ~ 0 limite da sequéncia lim,,_,,, = € 0.

SIe
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Realmente, dado ¢ > 0, arbitrdrio podemos obter n, € N tal que n, =§. Logo

1 1 . 1
n>n0=>—<—<e,ouseja,n>n0=>|-—0|<g,
n o ng n

O indice n,, evidentemente, deve depender de ¢, sendo de se esperar que,
para valores cada vez menores de ¢, necessite-se tomar n, cada vez maior. Isto nos

leva a seguinte definicéo.

Definicdo 2.20: Diz-se que o numero real a é limite da sequéncia (x,) de
nameros reais, e escreve-se a = limx,, ou a = lim,_ . X, quando para cada
namero real € > 0, dado arbitrariamente, for possivel obter um inteiro n, € N tal que

|x, —al| < &, sempre que n > n,, segundo [10]
Simbodlica, tem-se:
limx, =a.=Ve>0Inp eN/n>ny=|x, —al| <e
Assim, pode-se ler a definicdo escrita, como sendo:

“limx,, = a quer dizer que, para todo numero real € > 0, existe um namero

natural n, tal que n > n, implica |x,, — a| < &".

Constata-se que se limx, = a o intervalo (a —¢,a + ¢), de centroa e raio
€ > 0, comporta todos os termos de x, da sequéncia, com excecdo no maximo de
um numero finito de indices n. De fato, dado o intervalo (a — ¢, a + €), como lim x,, =
a, obtem-se np e Ntalquen>ny, = |x, —a| <e. Ouseja,n>n,=>x, €(a—¢a+
). Portanto, fora desse intervalo (a —¢,a + €) s6 poderdo estar, no maximo, 0s
termos xi, X, **+, X,

Reciprocamente se, qualquer intervalo de centro a contém todos os x,,, salvo
talvez para um numero finito de indices n entdo lim x,, = a. Com efeito, dado
qualquer € > 0, o intervalo (a — ¢,a + ¢) contera todos 0s x,, exceto para um ndamero
finito de indices n. Seja n, 0 maior indice n tal que x, € (a —¢,a + €), ou seja
|x, —al| < &, isto prova que lim x,, = a.

Deste modo, dado uma sequéncia x, se o limx, =a, se diz que esta
sequéncia converge para a, e escreve-se x, — a. Uma sequéncia que possui limite
chama-se convergente. Caso contrario quando para nenhum numero real a, se

tenha lim x,, = a, a sequéncia chama-se divergente.
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Agora mostrar-se que uma sequéncia, ndo pode possuir dois limites
distintos.
Teorema 2.2: (Unicidade do limite). Se limx, =a e limx, =b entdo a = b,
conforme [10].
Prova:

Seja limx,, = a. Mostrar- se que para qualquer numero real b # a, ndo se

. . . b- p:
tem limx, = b. Inicialmente, tomando-se e=|—2a| é claro que ¢>0 e que os

intervalos (a—¢,a+¢)e(b—¢b+¢) sdo disjuntos. (Se existisse x € (a—¢,a +
eN(b—¢eb+e)seteriala—x|<eelx—b|<eonde|la—b|<|a—x|+|x—b| <
2¢ = |a — b|, um absurdo.) Ora, como lim x,, = a, existe n, € N tal que n > ny, = x,, €
(a—¢,a+¢€) e, portanto, x, € (b — &, b + ¢) para todo n > n,. Logo néo é limx, = b.

Teorema 2.3: Se limx,, = a entdo toda subsequéncia (pela definicdo 2.16) de (x,)
converge para o limite de a.

Prova:

Seja (xp,, Xn, *, Xn,++) UMa subsequéncia de (x,). Dado &> 0, existe
ny € N tal que n > ny = |x, — a| < e. Como os indices da subsequéncia formam um
conjunto infinito, existe entre eles um n; >n, ENtdo n; >n; =>n; >ny =
|xni — a| <e.Logo lim x,, = a.

A reciproca nem sempre é verdadeira, como por exemplo para a sequéncia
x, = (—1)™ Tem-se que x, € limitada, mas € divergente pois para € = % temos que
Xp—a>&E0U|x, —al>¢eVa ERn €N
Teorema 2.4: Toda sequéncia convergente é limitada.

Prova:

Seja lim x,, = a e atribuindo € = 1, observa-se que existe n, € N tal que
n>n,=>x, €(a—¢a+e), ou seja x, €(a—1,a+1). Seja o conjunto finito
F ={x;,x,,%,,a —1,a + 1}. Sejam ¢ o menor e d 0 maior elemento de F. Nos
leva que todos os termos da sequéncia x,, estdo contidos no intervalo [c,d]; logo a
sequéncia é limitada.

Teorema 2.5: Toda sequéncia monotona limitada é convergente, segundo [10].
Prova:
Dado uma sequéncia limitada e ndo decrescente, ou seja, x, = {x; < x, <

-« < x, < -+ }. Tomando-se a = sup{x, /n = 1,2,--}. Temos que a = limx,,. De fato,
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dado qualquer € >0, como a—&<a, 0 nhimero a—¢ ndo € cota superior do
conjunto dos x,. Logo existe algum n, € N tal que a — € < x,,. Devido a sequéncia
ser mondtona, entdo n > ny = x,, < x, €, portanto,a — & < x,,. Como x, < a para
todo n, nota-se que n >ny > a—e<x, <a+¢e . Assim, temos de fato limx, = a,
como se queria demonstrar.

Agora reexaminando alguns exemplos anteriores do ponto de vista de
convergéncia, tem-se.
Exemplo 2.20: Toda sequéncia constante (b,b,---,b,---) é evidentemente
convergente e tem limite b . Em particular, lim1 = 1.
Exemplo 2.21: A sequéncia (2,4, 6,+:+,2n,---) ndo converge porque nao € limitada.
Exemplo 2.22: A sequéncia (2,1,2,1,::-) é divergente, pois admite duas

subsequéncias (constantes) que convergem para limites diferentes.
2.7.2 Propriedades aritméticas dos limites

Analisa-se o0 comportamento dos limites de sequéncias em relacdo as

operacdes (soma, multiplicacdo, divisdo, etc.) e as desigualdades.

Teorema 2.6: Se limx,, =0 e (y,) € uma sequéncia limitada, entdo limx,.y, =0
(mesmo que ndo exista lim y;,).
Prova:

Existe ¢ > 0 tal que |y,| < ¢ para todo n € N. Dado € > 0, como limx, = 0,

pode-se encontrar n, € N tal que n>ny = |x,]| <§ . Logo, n>ny = |x,. .l =
EARIARS E.c = ¢. Isto mostra que x,,.y, — 0.

Exemplo 2.21: Pode-se usar o exemplo dado anteriormente, Para qualquer que seja

sen(nx) sen(nx)

x € R, temos lim = 0. De fato,

— = se(nx).%, com |sen(nx)| <1 e %—> 0,

entdo limx,, .y, = 0.

Teorema 2.7: Selimx, = a e limx, = b, entdo de acordo com [10], tem-se.
1. lim(x, + y,) = a+ b; lim(x,, —y,) = a—b;
2. lim(x,.y,) = a.b;
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4. lim==

Prova 1:

Dado ¢ > 0 existem n, e n, em N tais que n>n1:>|xn—a|<§ e n, =
|y, — b| < 2 Seja ny = max{n,,n,}. Entdo n >ny =>n>n; e n > n,. Logo n > n,
. . & &
implica: [(x, + y,) — (@ + b)| = [(xp —a) + (Vo = D) < |xp —al + |y, = bl <5 +5 =&

Isso prova que lim(x,, + y,) = a + b. O caso da diferencga € anélogo.

Prova 2:

Tem-se x,y, —ab = x,y, — x,b + x,b —ab = x,(y, —b) + (x, —a)b. Ora
(x,) € uma sequéncia limitada (Teorema 2.4) e lim(y,, — b) = 0. Logo, pelo Teorema
2.6, lim[x,(y, —b)] = 0. Por motivo semelhante, lim[(x,, —a)b] = 0. Assim pela
parte 1, jA demonstrada, tem-se lim(x,y, — ab) = lim[x,(y,, — b)] + lim[(x,, — a)b] =

0, donde lim x,y, = ab.

Prova 3:

Em primeiro lugar, note que, como y,b — b?, existe n, € N tal que n > ny =
b? b?
Yab > —. Basta tomar ¢ = —e achar o n, correspondente. Segue-se que, para todo

1 , t . f . 2 L A~ . 1 , | t d
n>no, S € um nimero (positivo) inferior a . Logo, a sequéncia (yn—b) é limitada.

bxp— 1 .
Ora, tem-se = —Z=20"0"n _ (py —qy,)—. Como lim,_«(bx, —ay,) = ab —
Yn b Ynb Ynb

Xn a

ab = 0, segue-se pelo Teorema 2.6 que lim (y— b) = 0, e portanto lim;—” = %

Prova 4:

Sejam (x,) e (y,) sequéncias convergentes. Se x, <y, para todo n € N
entdo limx, <limy,. Com efeito, se fosse limx, >limy,, entdo se tem
0 < limx, —limy, =lim(x, —y,) e, dai, tem-se x,—y,>0 para todo n
suficientemente grande.

Segue ainda algumas propriedades de limite.
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Propriedade 1: Se (x,) € uma sucessado convergente, entdo a sucessao (|x,|) dos
valores absolutos é também convergente, e lim|x,| = |lim x,,|.

Propriedade 2: Se (x,) € uma sucessao convergente tal que x,, # 0 para todo n, e
1

lim xp,’

. ~ ~ 1 z . 1
lim x,, # 0, entdo a sucessao (x—) € convergente, e llm(x—) =
n n

Propriedade 3: Se (x,) e (y,) forem duas sucessdes convergentes e x, < y,, para
todo n, entdo lim x,, < lim y,.

Propriedade 4: Se (x,) e (y,) forem duas sucessdes convergentes e x, < y,, para
todo n, ( ou para n maior do que um certo ny), e (x,) tender para +oo, entdo (y,)
também tendera para +oo, conforme [5].

Exemplo 2.23: Examinando-se a sequéncia de nimeros reais positivos x,, = Va =
a'/", onde a > 0. Ela € decrescente se a>1 e crescente se 0<a <1, sendo

limitada em qualquer hipétese. Existe, portanto [ = lim,_,., a'/®, pode se garantir que

[ > 0. Com efeito, se 0 <a <1, entdo [ = sup {a%;n € N} >a. Se for a > 1 entdo
a'/™ > 1, para todo n, logo [ = infa'/™ > 1. Afirma-se que se tem lim ar = 1. Para
provar isso, considerando-se a subsequéncia (aﬁ> = (a'/?,a"/%,a'/12,...). O
Teorema 2.3 e 0 item 2 do Teorema 2.7, assim tem-se:

1 1
. . n-1 . an limal/n 1
[ =lim @™ = limgner = lim— = — s == 1.
T limal/(n+1) 1

Exemplo 2.24: Mostrando-se agora que lim ¥/n = limn/® = 1. Sabe-se que esse
limite existe porque a sequéncia € monétona decrescente a partir do seu terceiro
termo. Escrevendo [ = lim n'/®, vemos que [ = inf{(n'/*;n € N}. Como n'/* > 1 para

todo n €N, temos [ > 1. Em particular, [ > 0. Considerando-se a subsequéncia

1
(2n)zn, temos
1 1 11
[ = lim[(2n)24]2 = lim[(2n)a| = lim |25 73] = lim 2V/% lim n!/" = 1.

Como | # 0, de [? = [ concluimos [ = 1.

_1\yn+1 _ _1\n+1 _
Exemplo 2.25: Seja a sequéncia b, =%+n71, com x, =% e Yy =1

n
Como lim,,enx, =0 e lim,,,y, =1, entdo lim,_ b, =lim, (x, +y,) =

lim, e x, +lim, oy, =0+1=1.
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n?—4

Exemplo 2.26: Considerando-se a sequéncia bn=m

,n €N, mostre que

4
. n?—4 1-—3 ~ Xn
lim,, . b, = 1. Como b,, = P 133l entdo se pode escrever b, = " onde
n

ey, =1+ % + n—lz Assim como lim,,,1=1 e lim,,,1— 2= 0, pelo

4
X, =1——= ==

n2
Teorema 2.7 item 1, tem-se lim,_ . X, = lim,_ (1 — %) =lim, e 1 — lim,_, % =
1—-0=1, logo lim,_ x, = 1. Para o0 lim,_ ¥, tem-se, lim,,_, ¥, = lim,, (1 + % +

=) = 1iMyge 1+ liMyygo = + liMy o=z = 140 +0 =1, entso, lim,,_o, by, =

limpe0 Xn _ 1 -1

limp 00 ¥n 1

Teorema 2.8: Seja (x,) uma sequéncia convergente. Entdo, existe k > 0 tal que
|x,,| < k para todo n.
Prova:

Seja r o limite da sequéncia. Entdo, dado ¢, digamos ¢ = 1, existe n, tal que
Ix, —7| <1 para todo n =mn,. Temos |x,|— |r| < |lx,| = |7|| < |x, — 7| < 1. Logo,
x| <|r|+1 para todo n>n, Seja agora k' o maior dos ndmeros
locq |, [x2], ) |xn0_1|. E claro, pois, que se tomarmos k como sendo o maior dos dois
nameros, k' e |r| + 1, entdo |x,| < k para todo n, como queriamos provar.

Exemplo 2.27: Sequéncia (x™) onde x € R.

Observacdo: O principio da inducédo € o método utilizado para demonstracao
envolvendo os numeros naturais. Pode ser descrito assim: “uma propriedade P vale
para n =1 e, supfe-se P valida para um K e conseguir concluir que vale para K +
17

Entdo P é véalida para todos os nimeros naturais.

Lema 2.1: (Desigualdade de Bernoulli) Se r € um nimero real tal que r > —1, entdo
1+nmr<(1+r)",n €N, (1)
Prova: (por indugéo).

Para n=1, temos 1+1r<(1+r)!=1+r=1+r. Agora supondo ser
verdade para algum n, e para ny + 1. (Assim feito, o principio da inducdo nos dira
gue é verdade para todo n.) Sendo n = n,, € multiplicando-se ambos os membros

por 1+, vem:
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1+nr)A+7) <A+, (2)
que fornece,
1+ (ng+ Dr+ner?2 < (1 + )t (3)

Assim a desigualdade é valida para todo n € N.
1) Analisando-se agora os casos de convergéncia de (x™).

e Caso 1l.x>1.Entdo x =1+ r, onde r > 0. Pela desigualdade (2) acima tem-se
x"=A+r)"=1+nr.

Pela propriedade 4 dos limites, segue-se que x" — +oo.

e (Caso 2. x < —1. Neste caso os termos ficam alternam de sinal, e tendem em
valor absoluto para +o0. A sequéncia diverge neste caso.

e Caso 3.x = —1. Asequénciaé: —-1,1,-1,1, -, € divergente.

e Caso4.x=1.Asequénciaé: 1,1,1,1,-, e convergente.

e Caso 5. x =0. Asequéncia é: 0,0,0,0, -, e convergente.

e Caso 6. 0 <x<1. Entdo x =$, onde r > 0. Entdo, pela desigualdade (2),
escreve-se:

1 1
<

n _
0<x"= @A+ — 14nr’

Pela propriedade 3 dos limites, segue-se que limx™ = 0.
e Caso 7. —1 < x < 0. Neste caso os termos da sequéncia alternam de sinal, mas

a sequéncia converge para 0.
2) Sequéncia (Vx), onde x € R*.

e Caso 1. x > 1. Neste caso Vx > 1 e assim.
VYx=1+y,, onde y, >0, e varia para cada n, obtém-se x = (1 + y,)" =
1 + ny,, onde usamos a desigualdade (2) acima.

Entéo obtem-se 0 < y,, < xT_l

Pela propriedade 3 dos limites, se conclui que limy, = 0, entdo a sequéncia (Vx)
converge para 1, pois lim(Vx) =1 +limy, = 1.

e Caso 2.0 <x < 1. Neste caso (Vx) < 1 assim
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n 1 . n 1 N
(Vx) = Tre onde c, >0, e varia com n. De (Vx) = T © (2) obtém-se

1 1 1 1
= < < (= — -
X = e S Trve De onde se segue 0 < ¢, < (- —1)-.

Portanto, ¢, » 0, quando n— o. E dai (Yx) converge para 1, pois

lim(Vx) = 1 9

1+limc,

3) Sequéncia (%) necessita-se da seguinte desigualdade.
Lema 2.2. Se r € um numero real tal que r > 0, entao,
A+r)"=1+nr+n(n—1Dr?/2. (4)
Prova: (por inducéo)

1(1-1)r?

Para n=1,(1+7r)" 21+ 1r + —

=>1+4+r>1+r. Agora se supondo

algum n, e para n+1 (0o que provard para todo n). Tomando (4) com n=n, €

multiplicando ambos os membros por 1 + r, tem-se:

Nno (Tl() + 1)1"2

(L+r)m™ =1+ (no + Dr +=—

+ ng(ng — 1)r3/2. (5)

Como o ultimo termo no segundo membro de (5) é positivo, podemos
elimind-lo e a desigualdade em (5) fica preservada. Mas, entdo, tem- se
precisamente (4) para n = n, + 1. O lema est4 provado.

Observacao. E claro que, sendo r > 0, a desigualdade (4) implica

1+ =>n(n—-1r?/2. (6)
Voltando a sequéncia (V/n), escreve-se:
(Vn)=1+hy, hy>0. (7)
Aplicando (6) tem-se:
n=(1+h,)" =nn-1h,*/2.
Oquesegue 0 < h, < (ﬁ)%.
Pela propriedade 3 dos limites, tem-se que lim h,, = 0. Como 0 lim(’{/ﬁ) =1+ limh,,

se conclui que Vn - 1.

2.7.3 Sequéncias Monotonas.

Definicdo 2.21: Uma sequéncia (x,) € monotona ndo decrescente se

x; < x, <--. Enao crescente se x; = x, = -
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Usa-se a nomenclatura ndo decrescente (ou nao crescente) para enfatizar
que alguns termos podem ser iguais. Os nomes crescente e decrescente Ssao
reservados para 0s casos em que todos os termos sao diferentes: x; < x, < ---. €,

x1 > x, > ---.respectivamente. Exemplos de sequéncias crescentes sdo (x,) = (n) e
(x,) = ("T‘l) conforme [5]
Teorema 2.9: Seja (x,,) uma sequéncia ndo decrescente tal que o conjunto {x,} tem
uma cota superior. Entdo, (x,) € convergente e seu limite € o supremo do conjunto
{xn}.
Prova:

Dado uma sequéncia x,, e sendo m o supde {x,}, Mostrando-se que (x,)
converge para m. Dado um ¢ > 0, existe x, , tal que x,, > m —e. Como a sequéncia
€ monodtona ndo decrescente, segue-se que x, > m — ¢ para todo n > n,. Logo,

|x,, — m| < &€ 0 que continua que a sequéncia (x,) converge para m.

Exemplo 2.28: Mostre que a sequéncia v2,v2 + V2, \/2 ++2++2,-, converge
para 2, segundo [5]

Sendo: X, = V2,vV2 + V2, \/2 +vV2++2,,vneN

Tem-se inicialmente que mostrar que a sequéncia é nao decrescente:

Prova: (Por inducéo)
Como x; < x,, tem-se ainda que:

2 <2++/2 (aplicando a raiz em ambos os membros da desigualdade),

obtem-se:
V2 < /2\/5

Supondo verdadeiro que X,, < X,,1, para certon > 1, tem-se:

Xn+1 < Xn+2-

De fato /2 + X, < /2 + Xp41 © Xy < Xpp1, V1 € N,

Como a sequéncia € crescente, ou seja, ndo decrescente, resta se mostrar que ela

tem uma cota superior.
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Se X, <2paraumn > 1, entao \/2 + X, <V2+2 © X, < 2, portanto
X, <2.

Assimtem-seque:3a €eR/ X, — a,

Xn+1 =2+ Xn,
(Xn+1)2 =2+ Xy,
a’=2+a,

a =2

4 = -1 Portanto, a cota superior € igual a 2.

a>—a—-2=0 —>{

Logo, pelo Teorema 2.9 a sequéncia converge para 2.

O Teorema de Bolzano-Weierstrass

Para se afirmar que um subconjunto A de R seja limitado, € necessario que
exista um k > 0 tal que |x| < k, para todo x € A. Assim um conjunto é limitado se ele
estiver contido em algum intervalo. Ou ainda, se ele tiver cota inferior e cota
superior.

Teorema 2.10: (Bolzano-Weierstrass.) Toda sucessao limitada (x,) contém uma
subsequéncia convergente, segundo [5].
Prova:

Seja um conjunto B de reais, tal que o conjunto {x,} é limitado, entdo existe
k > 0 tal que |x,| < k para todo n. Deste modo, —k é cota inferior para o conjunto B.
Assim, pelo postulado de Dedekind, B tem infimo; seja m tal infimo. Pode se

construir uma subsequéncia (x,;) de (x,) de modo que Xn, = M. O intervalo
(m—1,m+ 1) contém termos da sequéncia (x,) para uma infinidade de valores de
n, pois, caso contrario, m — 1 estaria em B e, portanto, m ndo seria o infimo de B;
tomando-se um desses termos de x,,, como por exemplo x,_ , temos, |xn1 — m| <1.
Note que o intervalo (m —%,m +%) contém termos da sequéncia (x,) para
uma infinidade de valores de n, como mostrado no caso precedente; seja x,, um tal
termo e tal que n, > n,. (Observa-se que x,,pode ser igual a x,, .) Entao, |xn2 —

m| < 1/2.
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. . 1 1
Assim por diante, tomamos Xn; € (m —5m + 7) e tal que n; >n;_y > >
n, > n,, constroi-se uma subsequéncia (xn].) de (x,,) de modo que X, = M, gquando
. . 1 ~
j = oo, pois |xn]. - m| < > 0 que completa a demonstracao do teorema.

Sendo (x,) uma sequéncia e ¢ um numero real. Pode se dizer que ¢ € um
ponto de acumulacdo desta sequéncia (x,) se, para cada € > 0, existir um ndmero
infinito de inteiros n de modo que |x, — c| < €. Pode-se concluir que ¢ € um ponto de
acumulacao da sucessao (x,), se houver uma subsequéncia convergindo para c.
Exemplo 2.29: A sequéncia 3, 3, 3, ... tem um Unico ponto de acumulacao: 3;

Exemplo 2.30: A sequéncia 1, % 1,;, 1,%, 1, ... ,tem dois pontos de acumulacéo: 1 e
0;
Exemplo 2.31: A sequéncia 1,2,1,3,1,4,... tem um ponto de acumulacéo: 1.

Tomando-se A um subconjunto de R. Um real ¢ € um ponto de acumulagédo
do conjunto A se, para cadae > 0, existir um nuamero infinito de y € Atais que
ly — c| < €. E evidente que conjuntos A com um ndmero finito de pontos n&o pode se
ter pontos de acumulagédo. Do mesmo modo existem conjuntos infinitos que ndo tém
pontos de acumulacgéo; por ex.,{1,2,3, - }. Entretanto vale o seguinte resultado.

Proposicédo 2.3: Todo conjunto infinito limitado A de nameros reais tem pelo
menos um ponto de acumulacédo, conforme [5].

Prova:

Se um conjunto A é infinito entdo existe uma aplicacéo injetiva de N em A,
isto €, para cada n € N temos um x, > x,,, para n # m. Pode se demonstrar a
proposicdo considerando a sequéncia (x,) e aplicando o Teorema de Bolzano
Weierstrass assim conclui-se que existe um ponto de acumulagcdo ¢ da sequéncia
(x,). Deste modo percebe-se que ¢ também e ponto de acumulacao de A.

Exemplo 2.32: Os pontos de acumulagdo do conjunto [0,2] ={x eR/0<x <2}
sdo todos os pontos de [0,2].
Exemplo 2.33: Os pontos de acumulagao do conjunto {x € Q / 0 < x < 2} s&o todos

os pontos de [0,2].

Exemplo 2.34: O conjunto {1,

Wl

1 P ~
,5»++ } tem um anico ponto de acumulagéo: 0
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2.8 Séries Numéricas

Neste momento, se tratar4d de atribuir um sentido a igualdade do tipo

—+ + S+t =1, onde o primeiro membro é uma soma de infinitas

nmn +1)

parcelas. O que se procura € o seu limite, quando n tende ao infinito, ou seja,

liMy o G + = + -+ €N

1
n(n+1)

tal que para todo n > n,,

1
n(n+1)
segundo [5].

Assim sendo se definira as somas infinitas através de limites.
Yn=1Xn = X1 + x5+, (1)
onde os termos x,, S4o numeros reais dados.
Essa expressdo é chamada de uma série numérica. Associada essa sequéncia de
(4,), chamada sequéncia das reduzidas ou das somas parciais, que é assim
definida:

n

A, =ij =xq + -+ x,.
j=1

Quando a série convergir, escreve-se:

o
S = Xn
n=1
Exemplo 2.35: Para escrevermos a dizima periddica, em forma de fracao, pode se
interpreta-la como a soma de termos uma progressao geométrica de infinitos termos,

seja a dizima 0,1111..., tem-se:

S1 —01——
10’

$;=01+001=—+—

S3 =O,1+O,01+O,001—_+_2+ .
10 10
1
Para se calcular o valor dessa série se precisa encontrar o limite dessa

sequéncia. Assim temos que S, = +1—02+ +10in Multiplicando S,, por 1—10 vem
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1 1 1 1 . ~ 9 1 1
STttt e subtraindo as duas equagdes ESn = 5(1 — —) =S5, =

1 1

5(1- )

Calcula-se 0 lim,,,, S;, = lim,,_,4, % (1 - loin) =1
Teorema 2.11: A série S = Y-, x,, converge se, e somente se, dadoe > 0, existir
n, (que pode depender de ¢) tal que | X7, x;| < & para todos m = n = n,,.

Teorema 2.12: (Série alternadas) Seja (x,) uma sequéncia de nameros reais ndo
negativos, tais que x; > x, = - > x,, = --- e limx,, = 0. Entdo a série x; — x, + x3 —
x, + -+ converge.

Prova: Inicialmente, percebe-se que as reduzidas de ordem par formam uma
sequéncia ndo decrescente. Entdo, Sy, = (x; —x3) + (x3 —x4) + - + (Xon_1 — X2n),
e Como x; =>x,=>:-2=>x,=>-,entdo cada expressdo entre parénteses sao
negativas.

Do mesmo modo, a sequéncia das reduzidas de ordem impar é nao
crescente. Sons1 = X1 — (03 —x3) — (x4 — x5) — *++ — (X3, — Xon41)) onde as
expressdes em cada paréntese sdo nao-negativas. E ainda, observa-se que a
sequéncia (S,,) € limitada superiormente, pois Sy, < Syn4q1 < S;, assim S; é cota
superior para essa sequéncia. Da mesma maneira, a sequéncia (S,,+1) € limitada
inferiormente, visto que S,,41 = Sans2 = S2, 0 que Nos da S, como cota inferior para a
sequéncia das reduzidas de ordem impar. Conclui-se que lim S,, =r e limS,,,; = s.
Como limS,,,; =limS,, +limx,,,;, Segue-se que r =s, 0 que demonstra o
teorema.

Uma série )., x, € majorada por uma série de termos positivos Y.o—; Y, Se
existir x, tal que, para todo n > n,, se tenha |x,| < y,.. E comum dizer-se que a série
Ym—1 Y, € uUma majorante da série Y., x,.

Teorema 2.13: A série Y., x, Sera convergente se ela possuir uma série majorante
Yim=1 Y, Que converge.
Prova:

Basta observar que Y7L, x| < X7, || < XL, v, paran, < n < m, e aplicar
o Teorema 2.11.

Teorema 2.14: Se a seérie Yq-;|x,| convergir, entdo a série Y ,-;x, também

convergird, conforme [5]. Para a Prova basta aplicar o Teorema 2.13.
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Teorema 2.15: (Teste da razdo ou teste de D’Alembert) Seja uma série Y-, x,

Xn+1
Xn

agora suponha que lim,,_, exista. Sendo [ tal limite, entdo:

® a série converge absolutamente se [ < 1;
(i) a série diverge se [ > 1; (iii) o teste é inconcludente se [ = 1, segundo [5].
Prova:

Xn+1

—=—|, existe n, € N tal que

n

(i) Seja que lim,,_, o,

Xn+1

. <y,paran=n, (1)

onde y é qualquer real de modo que [ < y < 1.

De (1) obtem-se
|xn0+1| = ylxnol;

|xn0+2| S ylxn0+1|;

|x7’lo+l9| = y|x7’lo+19—1|;
|xn0+p| = yplxnol'

Esta desigualdade mostra que a série Z;°=1|xn0+p| € majorada pela série
geométrica Yy |x,, |¥? = |xn, | X1 ¥P. COmo y < 1, segue-se pelo Teorema 2.13,
que a série Y, 1|x,| converge.

(i) Como [ > 1, segue-se que existe n, tal que, para m = n, tem-se

Xn+1

> 1. Assim |x, 41| = |x,|, para n = n,. Portanto, (x,) ndo pode convergir para

Xn
0. Entdo a série ), x,, deve divergir.

(i) Para as séries Yo, x 1 e Y2, x72, temos | = 1. Mas nestes casos note
que, a primeira série diverge, enquanto a segunda converge.

Teorema 2.16: (Teste da raiz ou teste de Cauchy) Considere a série Y>_,x, €

supondo-se que lim3/|x,| exista. Seja | esse limite. Entdo (i) a série converge
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absolutamente se [ < 1; (ii) a série diverge se [ > 1; (iii) o teste € inconcludente se

[ = 1, conforme [5].

Prova:

(i) Seja limy/|x,|, existe n, € N tal que para n = n,, temos %/|x,| <y, em
que y€R tal que, [<y<1. Como %f|x,| <y = |x,| <y", para n=n, O que
mostra que a série );_;|x,| € majorada pela série geométrica ),,—, y". Como y < 1,
segue-se pelo Teorema 2.13, que a série ),,—;|x,| converge.

(i) Se | > 1, existe n, € N tal que, para n > n, tem-se /|x,,| = 1 o que nos
da |x,| = 1 para n = n, e portanto a sequéncia (x,) ndo tende a zero, dai conclui-se
que a série Y-, x, diverge.

(iii) No caso em que [ =1 para as séries Yo, n ! e Yo n~2. A primeira
série diverge, enquanto a segunda converge.

Observacdo: Uma somatoria, onde uma parte de cada parcela cancela uma parte da
anterior, € conhecida como soma telescépica. Ou seja, sendo (X,,) uma sequéncia, e

considerando-se a somatoéria abaixo:

n
22%+f‘%
=1

Desenvolve-se a somatoria, tem-se:

n

n n
D X=X =D X = ) X
=1 j=1 j=1
n n+1 n
D X=X =Y Xi= D X
j=1 i=2 =1
n n n
D X =Xy = ) Kt X =X = ) X5
j=1 i=2 j=1

n
D Xjr = Xy = Xy = Xa.
j=1

Tal somatoria X,,,; — X;, € dita soma telescopica.
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3. Funcodes

Um dos principais conceitos estudados no ensino médio, € o conceito de
funcdes neste capitulo, com isso apresenta-se alguns conceitos necessarios para

desenvolver a inter-relacéo entre progressao aritmética e fungdes.

Definicdo 3.1: Dados os conjuntos A e B, uma fungéo f: A - B, onde se |é
“funcédo de A em B” € um conjunto de instrugdes que determina como associar cada

elemento x € A a um unico elementoy € B,onde y = f(x).

O conjunto A é denominado dominio da funcdo, representado como
Dom (f), B o contra dominio da funcdo f, denotado como CD(f). E, para cada
x € A, chama-se de imagem da funcdo f, os elementos de y € B que sao
associados a x € A na relacdo entre A e B, que representaremos por Im(f),

conforme [8].

Como exemplos de funcgdes pode se relacionar algumas situacdes em

diferentes conceitos matematicos.

Exemplo 3.1: A area da circunferéncia S, que depende apenas do seu raio r, assim

sua area pode se escrever como:
f:RY > R, temos:S(r) =m 12

Exemplo 3.2: Uma aplicagéo financeira, em regime de juros compostos e com taxa
de juros i fixa, onde C, € o capital inicial, t € o tempo em meses, assim tem-se 0

capital final C em funcéo do tempo de aplicacdo, como sendo a funcéo:
f:RT > R,
Ct)y=Co-(1+ 1)

Exemplo 3.3: Supondo-se que uma pessoa trabalhe como representante de uma
empresa, que se dedica a criacdo de jogos para computador. Seu salario f(n) é de

R$ 2000,00 fixos por més, acrescidos de R$ 15,00 por jogo vendido n.

A funcéo do seu salario em relacdo ao numero de jogos que vendeu se da

por:
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f:N-R,

f(n) = 15.n 4+ 2000.

Observa-se, que o dominio esta restrito ao numero de dias do més.

Para uma funcéo real de variavel real pode-se estabelecer os seguintes

conceitos:

Definico 3.2: A funcgéo f diz-se injetiva se para todos os pontos do

dominio x; # x, tem-se f(x;) # f(x;)

Exemplo 3.4: A funcdo f:R — R, definida como: f(x) = 3x+ 2 é injetiva, pois
Vx €R, x; #x, tem-se f(x;) # f(xy).

Definicdo 3.3: A funcédo f diz-se crescente se para todos 0s pontos do

dominio x; < x, tem-se f(x;) < f(xy).

Exemplo 3.5: A funcdo f:R - R, definida como: f(x) = 2x € crescente , pois
Vx€ER, x; <x,tem-se f(x;) < f(xy).

Definicdo 3.4: A funcéo f diz-se estritamente crescente se para todos o0s

pontos do dominio x; < x, tem-se f(x;) < f(xy).

Exemplo 3.6: A fungdo f:R — R, definida como: f(x) = 3x —2 € estritamente

crescente, poisVx € R, x; < x, tem-se f(x;) < f(xy).

Definicdo 3.5: A funcéo f diz-se decrescente se para todos os pontos do

dominio x; < x, tem-se f(x;) = f(x3).

Exemplo 3.7: A funcdo f: R — R, definida como: f(x) = —x + 2 é decrescente , pois

Vx€ER, x; <x,tem-se f(x;) = f(xy).

Definicdo 3.6: A funcéo f diz-se estritamente decrescente se para todos

0s pontos do dominio x; < x, tem-se f(x;) > f(x,).

Exemplo 3.8: A funcdo f:R — R, definida como: f(x)= —x € estritamente

decrescente , poisV x € R, x; < x, tem-se f(x;) > f(x3).
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Definicdo 3.7: A funcdo f diz-se monotona se é crescente ou decrescente

no seu dominio.

Exemplo 3.9: A funcdo f: R — R, definida como: f(x) = —x + 2 é decrescente , pois

Vx€ER, x; <x,tem-se f(x;) = f(x;). Assim a funcdo € monétona.

Definicdo 3.8: A funcdo f diz-se estritamente mondtona se é estritamente

crescente ou estritamente decrescente no seu dominio.

Exemplo 3.10: A funcdo f:R — R, definida como: f(x) = —x é decrescente, pois

Vx€ER, x; <x,tem-se f(x;) > f(x,). Assim ela é estritamente mondtona.

3.1 Produto cartesiano

Um par ordenado p = (x,y) é formado por um elemento x, chamado de

primeira coordenada de p e um elemento y, chamado segunda coordenada de p.
Para A e B dois conjuntos ndo vazios.

Definicdo 3.9: O produto cartesiano de A por B € definido como sendo o
conjunto cujos elementos sao todos os pares ordenados (x,y) em que o primeiro
elemento pertence a A e o segundo elemento pertence a B. Indica-se o produto

cartesiano de A por B por A x B. Simbolicamente, tem-se:
AX B = {(x,y)/lxeAey€B}

Exemplo 3.11: Sejam A e B dois conjuntos ndo vazios, com A = {1,2} e B ={2,3,5}
0 seu produto cartesiano A x B ={(1,2),(1,3),(1,5),(2,2),(2,3),(2,5)}.

3.1.1 O Plano Cartesiano R?

Os egipcios se utilizavam de um sistema de referéncia com duas retas
perpendiculares em seus projetos e construgdes, ja os romanos, dividiam os campos
por meio de linhas retas paralelas entre si, perpendiculares a uma linha de

referéncia. Mas foi René Descartes (1596-1650), filosofo e matematico francés que
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em sua obra “La Geométrie” introduziu a nocdo de coordenadas no plano, ao
estabelecer dois eixos fixos que se interceptam em um ponto chamado origem do
sistema, Descartes introduziu formas euclidianas dentro de um plano bidimensional,
determinados por duas retas perpendicular entre si, mais tarde chamado de plano

cartesiano, em homenagem a esse matematico, como relatado em [1].

Os elementos (x,y) € R X R, sdo os pares ordenados de numeros reais.
Eles surgem com as coordenadas cartesianas de um ponto P do plano (x =
abscissa, y = ordenada) quando se fixa nesse plano um par de eixos ortogonais Ox
e Oy, que se interceptam no ponto O, chamado origem do sistema de eixos

cartesianos.

Figura 7: Plano Cartesiano.

A
Yo

Fonte: Autor.

3.1.2 Representacgao grafica do Produto Cartesiano

Sejam duas retas ortogonais e sobre a reta horizontal representa-se o
conjunto A e sobre a reta vertical, o conjunto B. Tracemos paralelas as retas pelos

pontos que representam os elementos de A e de B. Os pares ordenados serao
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representados pelas intersecfes dessas paralelas. Tem-se o grafico de A X B, isto

€, sua representacdo grafica.
Exemplo 3.12: A representacéo grafica do produto cartesiano

AxB={A=(,2),B=(1,3),C= (1,5),D= (2,2),E= (2,3),F = (2,5)} é dada

por:

Figura 8: Produto Cartesiano.
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| |
1 | |
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| |
1 00 5 Iz 3 4 5 X»
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Fonte: Autor.

3.2 Graficos de Funcdes

A representagcdo geomeétrica de uma fungdo com uma variavel real & dada

por seu grafico no plano coordenado x0y, conforme [8].

Definicdo 3.10: O grafico de uma funcédo y = f(x) € um subconjunto do
plano R?, dado por G(f) = {(x,y) /y = f(x),VY x € Dom(f)}.
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Exemplo 3.13: Geometricamente G(f) do exemplo 3.1, citado como exemplo de uma
funcdo e definida como f:R, >R, comS(r)=m-r? pode ser construido

relacionando se os pontos do Dom(f) com os pontos da Im(f).

Figura 9: Gréfico da funcéo area.

A

Y
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Fonte: Autor.

Dentre as fun¢cBes que sao estudadas no ensino médio, convém se destacar
as funcdes afim e quadratica para se embasar os estudos de progressdes

aritméticas.

3.3 Funcéao afim

Uma das func¢des utilizadas para expressar algumas situacfes do cotidiano é

a funcao afim, como o exemplo 3.2, citado como uma situagao descrita de funcao.

Definicdo 3.11: Uma funcdo f: R - R é chamada de afim quando existem

constantes a, b tais que f(x) = ax + b paratodo x € R.
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O valor b, chamado de valor inicial, pois para f(0) o valor de f(0) = b.

O valor de a, pode ser determinado conhecido dois pares ordenados da

fungao. (x,, £ (1)) € ((x2 f (%)), assim tem-se:
f(x)) =ax, +be
f(x,) = ax, + b.
Assim, obtem-se:
f(x2) — f(x1) = (axz + b) — (ax; + b)
fxa) = f(x1) = ax; —ax;
fxz) = f(x1) = ale, —x;)

portanto,
f(xz) - f(x1)
=a
(x2 —x1)
Dados x,x + h € R, com h # 0, 0 nUmero a = fxa)= 7Gca) €& chamado de taxa

(x+h)

de variacdo da funcéo f no intervalo de extremos x, x + h.

Exemplo 3.14: O preco a pagar em uma corrida de taxi € dado por uma funcéo afim
na forma f(x) =ax+ b, onde a é o valor do quilometro rodado, b o valor da
bandeira e f(x) o preco a ser pago, convém se ressaltar que nesta caso o dominio
sdo 0s nUimeros reais positivos R*, pois ndo tem-se quildometros rodados negativo,
0s quildbmetros rodados negativos representam apenas o sentido do movimento,

assim:
f:R* > R, f(x) =ax +b.

Explorando o conceito graficamente na figura 10, tem-se:
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Figura 10: Grafico de uma funcéo afim.

W 3

5

Fonte: Autor.

O gréfico de uma funcéo afim € uma reta, para isto basta mostrar que trés

pontos quaisquer da reta sao colineares, segundo [8].
Dados as coordenadas dos pontos iguais a:
P = (x;,ax, +b)
A = (x5,ax, + b)
Q = (x3,ax3 + b)

Para que eles sejam colineares, é necessario e suficiente que o maior dos
trés nimeros d(4,Q),d(P,Q),d(P, A) seja igual a soma dos outros dois, supondo que

x; < x, < x3, pela expresséo da distancia entre dois pontos tem-se:

d(4,Q) = /(x5 — x)2 + a2(xs — x2)2 = /(x5 — %)% (1 + a?) = (x5 — x2)y/ (1 + a?)

d(P,Q) =/ (xs — x1)% + a2(x3 — x1)% =/ (x3 — x)% (1 + a2) = (x3 — x)y/ (1 + a?)

d(P,A) = \/(xz —x1)? +a?(xy; — x1)% = \/(xz —x)% (1 +a?) = (x; —x)V (1 +a?)
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Entdo tem-se que a distancia d(P,Q) = d(P,A) + d(A4, Q).

Geometricamente, b é a ordenada do ponto onde a reta, que é o grafico da

funcdo f(x) = ax + b, faz interse¢ao com o eixo 0Y, ou seja o ponto T = (0, b).

O coeficiente a da funcdo também pode se chamar de coeficiente angular da
reta ou inclinacdo da reta em relacao ao eixo das abcissas, pode-se obter a através

das coordenadas de dois, tomando os pontos P; = (xy,y;) € P, = (x,,¥,) com

X #x;, . Como ja mostrado q = [E2=S00) _ Yeon
(xz_xl) (xz—xl)

onde P, e P, sao pontos

quaisquer da reta e b a intersecdo da reta no eixo das ordenadas. Assim pode-se

afirmar que toda reta r ndo perpendicular ao eixo das abcissas € uma funcédo afim.
Podem-se destacar alguns casos particulares da funcao afim.

e quando a = 0, tem-se uma funcdo constante onde a reta € paralela ao eixo

das abcissas, mostrado na figura 11,

Figura 11: Gréfico da funcdo constante.

Fonte: Autor.

e quando b = 0, tem-se uma func¢do linear onde o grafico € uma reta passando

pela origem (0, 0), mostrado na figura 12.
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Figura 12: Grafico da funcéo linear.

Fonte: Autor.

Teorema 3.1: Teorema Fundamental da proporcionalidade.

Seja f: R = R uma funcdo crescente. As seguintes afirmacdes séo validas,

segundo [8].

i. f(nx) =nf(x),YyneZex€R,
il. Sea=f(1),temse f(x) =ax,Vx ER,
iil. fx+y)=fx)+f(y),Vxey €R.

Prova:

Provando-se as implicac@es (i)—(ii), (ii)—(iii) e (iii))—(i). Afim de se demostrar
que (i) —(ii), prova-se inicialmente que, para todo numero racional r = % a hipotese

(i) acarreta que f(rx) = rf(x), seja qual for x € R.
Com efeito, tem-se:
n-f(rx) = f(nrx) = f(mx) = m- f(x).

Logo,
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o0 =2 =1 £

Seja a = f(1).Como f(0) = f(0-0) = 0- f(0), a monotonicidade indica que
a=f(1) > f(0) = 0. Assim, a é positivo.

Além disso, f(r) = f(r-1) =r-f(1) =r-a = ar paratodor € Q.

Mostra-se agora que se tem f(x) =ax para todo x € R. Supondo por

absurdo, que exista algum numero real x (necessariamente irracional) tal que
f(x)

f(x) # ax. Admitindo-se que f(x) < ax, tem-se ——<x

f(x)

Tomando-se um numero racional r tal que ——<r<x, entdo f(x) <ar <

ax, ou seja, f(x) < f(r) < ax. Mas isto € absurdo, pois f é crescente logo, como

r < x, deve-se ter f(r) < f(x).
Esta contradicdo completa a prova de que (i)—(ii).

Para mostrar que (ii)— (iii) tomando-se a = f(1), com f(x) = ax para todo

x€ER, tem-se f(x+y) = alx+y) = ax+ay = f(x)+ ().
E, finalmente por inducdo pode-se demonstra que (iii))— (i) .

Seja f(x +y) = f(x) + f(y) para quaisquer x,y € R. Tomando x = y tem-se
flx+x)=f(x)+ f(x) = 2f(x), ou seja, a proposicao é valida para k = 2.

Supondo-se a proposicéo valida para um certo k natural temos f(k-x) =k -
f&x), mas fx+y)=fx)+f(y). Logo, f((k+1)-x)=f(k-x+x)=f(k-x)+
fG) =k-fl)+fx)=(k+1) fx).

Como tem-se f(0) =0 para todo x € R, tem-se f(0) = f(x + (—x)) =
f(x)+ f(—x) & f(—x) = —f(x). Tomando-se m = —n com n natural tem-se
fm-x) = f(—n-x) = f(n . (—x)) =n-f(—x)=n- (f(—x)) =m- f(x), verificando a

validade da proposicéo para todo inteiro.
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3.3.1 Caracterizagédo de uma funcgéo afim

Para modelar um problema matematico € necessério saber qual tipo de

funcao a situacado descreve, assim é necessario caracteriza-la.
Teorema 3.2: Caracterizacao de Funcao Afim.

Seja f: R - R uma funcdo mondtona e injetiva. Se o acréscimo f(x + h) —

f(x) = ¢(h) depender apenas de h, e ndo de x, entdo f € uma fungéo afim [8].
Prova:
Supondo que a fungéo f seja crescente, tem-se que para quaisquer h, k € R:
pth+k)=f(x+h+k)—f(x)
ph+k)=f((x+h) +K)—flx+K)+ f(x+K) — f(x)

p(h+k) = @(h) + ¢(k).

Logo, pelo Teorema Fundamental da Proporcionalidade, considerando-se
a = @(1), tem-se @¢(h) = a-hparatodo h € R. Isto quer dizer que f(x +K) — f(x) =
a - h. Chamando-se f(0) de b, resulta f(h) =a-h+ b, ou seja, f(x) =a-x + b para
todo x € R.

3.4 Func¢édo quadratica

Outra funcdo que pode representar modelos matematicos sdo as funcoes

quadraticas, como o exemplo 3.1 da area da circunferéncia.

Definicdo 3.12: Uma funcéo f : R — R é chamada quadratica quando existem reais
a,bec coma # 0 de tal forma que f (x) = ax* + bx + c paratodo x € R [8].

Exemplo 3.15: Na interpretacdo do produto x -y de dois nUmeros como sendo a
area de um retangulo onde os lados medem x e y unidades de medida de

comprimento, como mostra a figural3.
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Figura 13: Area de um quadrado com lado igual a (x + y).

y Xy y?
X x? Xy
X ¥

Fonte: Autor.

Como o quadrado de um numero x pode ser entendido como a area de um
quadrado cujo lado mede x unidades de comprimento, tem-se que (x +y)? = x? +
2xy + y?, assim pode-se escrever a area de um quadrado com lado igual a (x + y)

unidades de medida de comprimento como sendo.

A area de um quadrado com lado x unidades de medida de comprimento,
mais a area de dois retangulos de lados x e y unidades de medida de comprimento,

mais a area do quadrado de lado igual a y unidades de comprimento.
Observando a equacédo ax® + bx + ¢ = 0, tem-se:
ax? + bx = —c.
Multiplicando ambos os membros da igualdade por 4a, tem-se:
4a- (ax? + bx) =4a-(—c)
4a%x? + 4abx = —4ac

Observando o lado esquerdo da equacéo temos que 4a®x? + 4abx pode ser
interpretado como a soma da area de um quadrado de lado 2ax com a area de dois

retdngulos de lados b e 2ax, figura 14.



Figura 14: Completamento de quadrados.

b Zaxh b*
2ax 4a’x? Zaxh
2ax b

Fonte: Autor.
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Fazendo um comparativo entre a primeira situagao do quadro com lado igual

a (x +y), com o quadrado de lado igual a (2ax + b), falta o termo b2.
Assim se completa o quadrado de lado b, tem-se que:

4a”x? + 4abx + b?* = —4ac + b?.

Agora, a equacdo representa a area de um quadrado com lado igual a

(2ax + b), ou seja,

(2ax + b)? = —4ac + b?,

(2ax + b)? + 4ac — b? = 0.

Assim tem-se:

ax’+ bx + ¢

ax?® + bx+c=a.(

b2
ax?+ bx + c=(x+—)
2a

__ (2ax+b)?+4ac—b?

4a
2
)+

2 _ 2
ax?+ bx + c=a.(x+%) — _tacth

__ —4ac+b?
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Extraindo a raiz quadrada de ambos os membros da equagéo tem-se que:

b Vb2—-4ac
X+—= —,
2a 2a
. b vVbZ-4ac
T 2a 2a

Como a raiz pode assumir valores positivos e negativos, obtém-se:

y = —-b+VbZ-4ac
- 2a

, (Férmula de resolucéo de equacdes do 2° grau).

A formula de resolucdo de equacdes do 2° grau € usada para determinar as

raizes da funcéo, conforme apresentado em [4].
3.4.1 Caracterizacdo das Funcdes Quadraticas

O que caracteriza uma funcdo quadratica, segundo o teorema de
caracterizacdo das funcdes quadréticas apresentado em [9] que diz:

Teorema 3.3: A fim de que a funcdo continua f seja quadratica € necessario e
suficiente que toda a progressdo aritmética ndo constante (xq, X,X3,...,X,) S€ja

transformada por f numa progresséo aritmética de segunda ordem ndo degenerada

fx) =y1, f(x2) =y2, f(x3) = y3, oo f(Xn) = Yo

Prova:

Seja f: R - R uma funcdo continua com a propriedade de transformar
toda PA ndo constante numa P.A. de segunda ordem ndo degenerada, ou seja,
(fxg — fx), (fxs — fx2),..., (fxpns1 — fxp), ... € uma PA. Definindo h(x) = f(x) —
f(0), obtem-se uma fungdo com as mesmas propriedades de f e com a propriedade

adicional de que h(0) = 0, conforme [9].

Considerando a P.A. (1,2,3,4,5,-+), a sequéncia (h(1),h(2),...,h(n),...),
por hipotese, é uma progressao aritmética de segunda ordem nado degenerada.

Logo, existem constantes a,bec € R, a # 0, tais que:
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h(n) = an® + bn + ¢,vn € N.
Como g(0) = 0,entdoc = 0e h(n) = an® + bn,Vn € N.

Considere, agora, a P.A. cujos termos sdo ndmeros racionais,

T w

(

)

TN

1
p
em que n,p € N e p é constante. Analogamente, ao caso anterior, existem

constantes a’ # 0 e b’ tais que

n
h (E)z an®*+ b’ n,vn € N.

Assim, para todo n € N, tem-se:

2 — _ %_I 2 I r .2 2 ]
an“+ bn = h(n) = h p =a (mp)*+b = (ap”)n” + (b p)n

Portanto,

ax* + bx = (a'p*)x* + (b'p)x,Vx = n.

Logo, a = a'p* e b = b'p, ou seja, a’ =%,b’ = g e, para quaisquer

nameros naturais n e p vale:

n a b n\?
g<—)= an®*+ b'n = =n*+-n=a (—) + b(—).
p p p p p

Assim, tem-se que as funcbes continuas h(x) e ax*+ bx sdo tais que

h(r) = ar?+ br,vr € Q. Segue que h(x) = ax2 + bx,Vx € R.
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De modo analogo, tomando a P.A. (—1,—2,-3,...) conclui-se que h(x) =
ax* + bx,Vx < 0. Como h(x) = f(x) — f(0), tem-se que f(x) = h(x) + ¢, onde

¢ = f(0), ou seja,

f(x) = ax* + bx + ¢,Vx €R.

Ou ainda, como toda fungéo quadratica f: R — R € escrita na forma:

f(x) = ax? + bx + c.

No caso em que os elementos do seu dominio estéo restritos aos nimeros
naturais, tem-se que:
f(x1) =y,
f(x2) = y2,

f(x3) = ys,

f(xn) = Y

Formando o conjunto imagem [ = (y4,¥2,Vs, -, V) €NtA0 Se observa-se que

as diferencas:

di = y,— Y1,

d, = y3—ya,

d; = y4—ys,
dn =Yn — Yn-1-

Assim tem-se que a sequéncia das diferencas D, = (d,d,, d3, ...,d,) € uma
progressao aritmética de segunda ordem, pois, d, — d; =d; —d, = =d, —d,_1,

ou seja, € a razao da progressao.
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4. Inter-relacdo entre progressodes aritmeéticas e funcoes

Com os conhecimentos prévios necessarios para um bom entendimento das
sequéncias e progressdes aritméticas, definidos anteriormente, propfe-se ao
docente uma forma interessante para que as sequéncias e funcdes se relacionem,
assim como os topicos funcdo afim e progressao aritmética, e que o professor
explore a inter-relacéo entre esses contetudos, muitas vezes apresentados de modo

desconexos para os alunos.

Em alguns livros didaticos para o ensino médio nao € feita a inter-relacéo
entre progressodes aritméticas e funcbes, em que grandezas sofrem aumentos iguais
em intervalos de tempos iguais. No caso da progressao aritmética, considera-se o
tempo variando apenas no conjunto dos numeros naturais. Exemplos simples de

progressdes aritméticas ocorrem no inicio do aprendizado de matematica.

Assim, este capitulo procura-se relacionar as sequéncias e as progressfes
aritméticas ao conceito de funcdes, na tentativa de atribuir-se ao discente um

conhecimento significativo do tema.

4.1Sequéncias famosas

Ao longo da histéria da matematica algumas sequéncias ficaram bem
conhecidas dos estudiosos, curiosos e do publico em geral, tais como a sequéncia
de Fibonacci e o niumero de Euler. Sdo topicos que se pode auxiliar na introducdo do
tema sequéncias e instigar o discente na busca de construcdo de padroes,

fortalecendo o processo de ensino aprendizagem no ambiente escolar.

4.1.1Sequéncia de Fibonacci

Leonardo de Pisa (1175-1250) nasceu na cidade Pisa na ltalia, ficou
conhecido como Fibonacci, por uma contracdo de filho de Bonacci. Seu pai foi um

comerciante, que devido a sua atividade fazia varias viagens, principalmente a
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grandes centros comerciais da Europa, Africa e Asia. As atividades do pai despertou
em Fibonacci um grande interesse por célculos aritméticos. Acompanhando o pai
nas viagens, ele entrou em contato com a matematica desenvolvida pelos orientais e

arabes.

Fibonacci escreveu seu famoso livro Liber Abaci, em 1202, que tem grande
importancia pelo fato de introduzir, na Europa, os algarismos indo-arébicos. Neste
livro, Fibonacci explica a leitura e a escrita destes novos algarismos e traz varios
problemas de algebra, geometria e também problemas envolvendo juros, permuta

de mercadorias e moeda.

Figura 15: Leonardo de Pisa

Fonte: QUEM E FIBONACCI [15].

O mais famoso destes, foi o problema dos coelhos, “Um homem pde um
casal de coelhos dentro de um cercado. Quantos pares de coelhos seréo produzidos
em um ano, se a natureza desses coelhos é tal que a cada més um casal gera um
novo casal, que se torna fértil a partir do segundo més?”, que deu origem a
sequéncia de Fibonacci. Existe hoje uma literatura muito grande a respeito da
sequéncia de Fibonacci e suas aplicacbes nas mais diversas areas do
conhecimento, citada em [1].

A sequéncia de Fibonacci é: (1,1,2,3,5,8,13,21,34,...,x,,..), definida
como:

Xp = Xp_o+ Xp_q,paran e Ncomn>2ex; = x, =1.

Para solucionar o problema dos coelhos deve-se resolver a seguinte soma:
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X1+ X + X3+ ...+ X5 = Sqp.
Generalizando, tem-se:
X1+ X, + X3+ ... +X, =S,
Reescrevendo os termos da sequéncia tem-se que:
X1 = X3 — X3,
X2 = X4 — X3,

X3 = X5 — Xy,

Xn = Xn+2 ~ Xn+1-

Efetuando a soma telescépica tem-se:

X1+ X3+ X3+ Xy = X0 — X,
assim

Sn = Xn+2 — X2
Comox,=1-
Sn = Xnio — 1.
Prova:
Paran = 1
x;=x,—1 - 1=2-—1 (verdadeiro).

Supondo verdadeiro para k;

X1+ Xp+ X3+ .+ X = Xpq2 — X2,
Deve-se provar que é valido para k+1:

X1+ Xo+ X3+ ot X+ Xppr = Xz — 1+ Xppq,
Sk+1 = Xg+3 — 1.

Portanto é valido para todo natural.
Ao longo dos anos, foram estudadas varias outras propriedades sobre o

tema tais como:

o dois termos consecutivos da sequéncia de Fibonacci sdo primos entre si
o na sequéncia de Fibonacci, tem-se que x, divide x,, se e somente se, n
divide m.

Ha outras propriedades e fatos que podem ser abordados com o0s

discentes a serem consultados no livro Elementos da Aritmética, no capitulo 6, na
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referéncia [6] do trabalho, onde se encontram as provas das propriedades
citadas.

Explorando-se as propriedades sobre a sequéncia de Fibonacci, pode-se
pedir aos alunos para calcular o minimo mdultiplo comum entre dois numeros
consecutivos ou 0 maximo divisor comum entre esses numeros e, entdo discutir
as respostas e mostrar que € valida a propriedade. Propor também a questdo da
divisibilidade dos termos da sequéncia sugerindo a divisdo de termos, discutindo
os resultados, quando a divisédo é exata. Assim pode se fazer uma exploracéo do
tema relacionando temas que foram vistos nas series finais do ensino

fundamental e buscar uma construgdo mais efetiva do tema.

4.1.2 Numero de Euler

Leonhard Euler (1707-1783) nasceu em Basel, Suica, foi discente de Johann
Bernoulli (1667-1748) na universidade local. Passou a maior parte de sua vida em
Sao Petersburgo (1727-1741 e de 1766 até sua morte) e em Berlim (1741-1766).
Aos 20 anos, Euler recebeu uma mencé&o honrosa da Academia de Ciéncias de
Paris, em 1727 comecou sua carreira profissional como fisico na Academia de Sé&o
Petersburgo, na RuUssia, onde conheceu Christian Goldbach, que Ihe chamou a
atencdo para os problemas trabalhados por Fermat. Em 1771, Euler ficou cego,
porém ndo diminui sua producdo académica, tanto que quarenta e oito anos apoés
sua morte ainda eram publicados artigos seus nos anais da Academia de Sao

Petersburgo, conforme [1].
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Figura 16: Leonhoard Euler.

Fonte: Arte & Cultura [14].

A producéo cientifica de Euler é extensa e variada, produziu materiais em
diversas areas do conhecimento, tais como, matematica, fisica, astronomia, entre
outras. O mais influente de seus trabalhos na area da matematica foi Introcutio in
analysin infinitorum, obra publicada em 1748, nesse trabalho, Euler resumiu suas
numerosas descobertas sobre séries infinitas, produtos infinitos e fracdes continuas
e, pela primeira vez, chamou a atencdo para o papel central do nimero e e da

funcdo exponencial e*.
O numero e ou simplesmente numero de Euler é na verdade o
lim, e (1 +%)n=e, a expressdo significa que, fazendo sucessivamente
n=1273,.. temos:
2 3 4

LD () (12

Aproximando-se cada vez mais de e, bastando para isso que se tome n

suficientemente grande.

Ainda pode-se escrever e=1+%+%+%+---+%+---. Esta série foi

descoberta por Isaac Newton (1642-1727), em 1665, e pode ser obtida da expansao
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. . 1\" , . . , .
binomial de (1 +;) , €sse numero irracional é usado como base do logaritmo de

Napier, segundo [11].

Pode-se utilizar o raciocinio de limite na pratica, de maneira intuitiva com os
discentes, em uma aplicacéo financeira, pois 0s juros sao creditados com intervalos
inteiros de tempo. Assim, o montante acumulado € modelado por uma funcéo
exponencial, cujo dominio é o conjunto dos numeros naturais, onde i é a taxa de
juros em uma unidade de tempo, entdo o montante, M(t), apos t unidades de tempo

é dado por:
M(t) = C.(1+i)! onde,

C = capital inicialmente investido e t representa o tempo em periodos

inteiros.

Porém, quando uma quantia inicial C é aplicada a uma taxa de juros j em
uma unidade de tempo e os juros é creditada n vezes durante esta unidade de

tempo, entdo o montante acumulado é dado por:

- nt

M(t)zC.<1+]>

n
Para obter-se 0 montante a juros creditados continuamente tomando-se o

limite da expresséo anterior com n tendendo a infinito, obtendo:

limy,_.e, €. (1 + i)jn = C.lim (1+ ﬁ)nj = C. [limyo (1 + ﬁ')n]j =

n—-oo

At ot _
C. [limn_)oo (1+2) fl - C. [limn_)oo (1+ ﬁ)’l = C.eim
Substituindo n por t tem-se:

M(t) = C.elt.

Para se explorar um pouco mais a ideia, facilitando a compreensao do aluno,
trabalha-se com um exemplo usual do sistema bancario. Em um financiamento

bancario onde a taxa de juros j =8% a.a (a0 ano) e supondo-se um capital



investido inicial € = R$ 100,00, com auxilio de um aplicativo de planilha, tem-se a

Tabela 3:

Tabela 3: Capitaliza¢éo continua.

Fonte: Autor.

Considerando-se o mesmo exemplo bancario, porem com uma taxa

Capitalizagao continua

Capitalizacao n jn (1+ ];)"f
Anual 1 (0,08 1,08
Semestral 2 10,04 1,0816
Trimestral 4 10,02 1,0824
Bimestral 6 |0,013333 |1,0827
Mensal 2 |0,006667 |1,083
Semanal 2 10,001538 |1,0832
Diéaria 60 |[0,000222 |1,0832

j = 100% e um capital C = R$ 1,00, tem-se na tabela 4:

Tabela 4: Capitalizacdo continua, com taxa de 100%.

Fonte: Autor.

Capitalizacao continua

Capitalizacao n J c.(1 +L)"
n n
Anual 1 1 2
Semestral 2 0,5 2,25
Trimestral 4 0,25 2,44140625
Bimestral 6 0,166667 | 2,521626372
Mensal 12 0,083333 | 2,61303529
Semanal 52 0,019231 | 2,692596954
Diaria 360 0,002778 | 2,714516025
Horario 8760 0,000114 | 2,718126692
Por minuto 525600 1,9.107° | 2,718279243
Por segundo | 31536000 | 3,17.10°8 | 2,718281781

65

Desta forma, pode se mostrar ao discente de maneira intuitiva que o limite

de e = 2,718281781, utilizando um recurso que €& empregado diariamente no

sistema bancario.
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4.2 Progressdo Aritmética

Uma progressao aritmética € uma sequéncia (x4, X,,Xs, ..., Xp, ... ), Na qual
cada termo, a partir do segundo é a soma x,,; = x, + r do termo anterior mais uma
constante r, chamada razdo da P.A., ou seja, progressdes aritméticas sao
sequéncias nas quais 0 aumento de cada termo para o0 seguinte é sempre 0 mesmo,
0 que equivale dizer que uma sequéncia onde a diferenca entre um termo e seu

antecessor é constante, ou ainda segundo [9]:
xZ - x1 =T,
X3 - xz =T,

X4__x3=r,

Xp — Xp_1 =T.
Efetuando-se a soma telescopica nesta ultima definicdo, tem-se que:
Xn—X1=Mm—1).7;
Xp=x1+(Mm—1).r. (1)
(A equacéo (1) é conhecida como termo geral da P.A.)

Convém ressaltar ao aluno que quando a razédo r € 0 e r € menor que 0, as
sequéncias serdo constantes e decrescentes respectivamente, e se r >0 as

sequéncias sao crescentes.

Como visto anteriormente define-se uma sequéncia como sendo uma funcéo
x: N - R, no conjunto dos naturais N = (1,2, 3,...) e tomando valores no conjunto R
dos numeros reais. Assim, pode-se dizer que a progresséo aritmética € uma funcéo

f:N = R, definida como:

fG) =x+(—1).1,

gue € um caso particular da funcao afim.
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Proposicédo 4.1: Toda progressao aritmética € uma funcao afim.
Prova: Usando a caracterizacao da funcao afim tem-se que:
fxp) =21 +(n—1).r,
fOnin) =%+ (n+h)=1).1,
fOan) = f ) =
[x1 + ((n + h) — 1).r] —[x;+(n—-1).r] =
[x; +nr+hr—7r]—[x;+nr—r] =
hr = @(h).

Portanto, a progressado aritmética € caracterizada como uma funcdo afim,
pois a diferenca entre f(x,.n) € f(x,) depende apenas de h, sendo r uma

constante.

Assim, todas as propriedades trabalhadas na funcédo afim séo validas para
as progressoes aritméticas, mas convém destacar aos discentes que o dominio da
funcdo é restrito ao conjunto dos niumeros naturais e o grafico dessa funcéo que a
cada numero natural n associa o valor x, € formado pela sequéncia de pontos
colineares no plano. Pode-se dizer que (x,) € uma progressao aritmética se e
somente se o0s pontos do plano tém as seguintes coordenadas

(1,x1),(2,x,),(3,x3), ..., (n, x,) ... s&0 colineares.
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Figura 17: Grafico dos pontos de uma P.A..

X, ] C
X5 | B
X, ] A
D T
0 1 2 3

Fonte: Autor.

A expressao do termo geral de uma progressao aritmética também pode ser

mostrada em um primeiro momento ao discente de uma maneira mais intuitiva.

Exemplo 4.1: Dado, uma sequéncia (X,,) = (X1, X3,X3, ..., Xp, -.. ), ONde a sua lei de
formacao define que em cada termo, a partir do segundo, € o anterior somado a uma

constante r chamada de razdo da progressao aritmética. Entdo se pode escrever

que:
Xy = Xq + T,
x3 = xZ + r,
X4 =X3+T.
E assim sucessivamente, substituindo x3, x4, ..., em func&o do termo anterior,
tem-se:

X3 =X +r+71r = x1 +2r,
X4 =X1 +2r +1 =x4 + 31.
Observando o padréo tem-se:
Xp =%, +(—1).7 (2).

A equacdo (2) é conhecida como termo geral da P.A..
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4.2.1Soma dos termos de uma P.A.

Na soma dos termos de uma progressao aritmética finita convém explorar a
historia de Karl Friedrich Gauss, onde o professor solicitou que os alunos somassem
0s 100 primeiros nameros naturais (1 + 2+ ...+ 99 + 100) e apos alguns minutos o

aluno Gauss respondeu corretamente ao docente.

O raciocinio observado pelo entdo aluno Gauss, foi de que o primeiro mais o
altimo termo da sequéncia eram iguais a soma do segundo mais a do pendltimo

termo e assim sucessivamente, entao:
1+4100=2+4+98=3+97=--=49+50

Totalizando 50 termos iguais, com isso Gauss fez o produto de (101 -50)

chegando ao resultado desejado de 5050.
Generalizando esse procedimento tem-se:
Sn=x1+ x5+ x3+--+x,,
Sn = (1 + xp) + (g +2p-1) + (3 + x2) + -+

Observa-se que essas parcelas aparecem % vezes, portanto a soma dos

termos de uma progressao aritmética finita S,, €:

. . + .
Sp=7.(x1+ x,) ou ainda S,= "(’“Tx") maneira esta que aparece
comumente nos livros didaticos, segundo [4].

Outra maneira de se demostrar esta expresséo aos alunos é utilizando uma

forma mais algébrica.
Sendo a soma dos termos de uma P.A. finta igual a:
Sn=x1+ x4+ x3+ -+ x,, (3)
que € equivalente a:

Sp=Xpn+ Xp_1+ Xyt -+ x5+ x, +x,(4)
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Somando membro a membro as equacdes (3) e (4), temos:

25, = (X1 +x) + (X2 +xp-1) + (X3+x52) + -+ (X + x3) + (X1 +x2) + (X, +

X1)-

Sabendo-se que em uma P.A. finita a soma de dois termos equidistantes dos

extremos € igual a soma dos extremos.
Assim tem-se n parcelas iguais no segundo membro da igualdade, portanto:
285, = (%1 + xp).n,

_ (xq+xp)m

Sn >

4.3 Formas de abordagem da Progresséao Aritmética

Ha diversas situacdes onde se depara com grandezas que sofrem aumentos
iguais e periddicos, por exemplo, se pode relacionar os juros simples com a
progressdo aritmética. As progressdes devem ser estudadas permitindo conexdes
entre os diversos conceitos matematicos e buscando ainda a sua relevancia, no que

diz respeito as suas aplicacfes dentro e fora da Matematica.

Como citado, esse conteudo formam capitulos a parte na maioria dos livros
didaticos, trabalhando em geral com a manipulacdo de férmulas por parte dos
alunos, muitas vezes sem as devidas demonstracfes destas e também suas
aplicacbes, sendo assim trabalhados exercicios tradicionais, dificultando as relagbes
de tais conhecimentos com o estudo de fun¢Bes por parte do aluno, segundo [2]

tem-se.

Se 0s conceitos sdo apresentados de forma fragmentada, mesmo
que de forma completa e aprofundada, nada garante que o aluno
estabeleca alguma significacdo para ideias isoladas e desconectadas umas
das outras. Acredita-se que o aluno sozinho seja capaz de construir
multiplas rela¢des entre os conceitos e formas de raciocinio envolvidos nos
diversos contetdos, no entanto o fracasso escolar e as dificuldades dos
alunos frente a Matematica mostram claramente que isso ndo é verdade.
(p.255)
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Seguindo as orientagbes dos Parametros Curriculares Nacional para o
Ensino Médio, as aplicacOes tratadas nesta secdo serdo motivadoras para o tema

buscando-se uma associacao das progressdes aritméticas com a ideia de funcdes.

4.3.1Divisibilidade

Pode-se entender a relagdo x, =x; + (n—1).r como um polindmio em
funcdo da variavel n, onde esse indice n indica a posicdo de cada termo da
progressao, ou seja, pode-se relacionar o termo geral de uma progressao aritmética

com uma funcgéo afim ou polinomial de grau 1:

fM=fM)+m-1).r,

onde:
f(n) = xy;
f(1) = xy;

n = variavel independente;
r = razao da progressao.

Definida a funcéo, tem-se a pergunta: “Qual sua relagcdo com divisibilidade?”.

Para responder essa pergunta precisa-se de alguns resultados.

De acordo com [6] tem-se:

Dados dois nimeros naturais a e b com a= 0, diremos que a
divide b, escrevendo a|b quando existir c € N tal que b = a - ¢. Neste caso,
diremos também que a é um divisor ou um fator de b ou, ainda, que b € um
mdltiplo de a.

Partindo da divisibilidade, tem-se um resultado bastante conhecido e que se
utiliza com frequéncia.

Teorema 4.1 Divisao Euclidiana
Considere dois numeros naturais a e b de modo que 0 < a < b. Existem q e

r, dois nUmeros naturais, tais que b =a-q+r, com r < aonde g e r sao Unicos

para cada a e b.
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Prova:
Suponha que b > a e considere:
A= (b,b—a,b—-2a,.. b—n.a)

Pela propriedade da Boa Ordem, onde se diz que: “Todo subconjunto nao-vazio
A < N possui um menor elemento” segundo [10], o conjunto A temum r=b —q .a.
Assim vamos provar que r < a.

Se a divide b, entdo r = 0 e nada mais temos a provar. Se, por outro lado, a
nao divide b, entdo r # a e, portanto, basta mostrar que r > a, se iSSO ocorresse

existiria um numero natural k < r talque r = k + a.
Logo, sendor =k + a = b — q.a, teriamos:
k=b—-—(gq—1).a€eA, comk<r

Portanto, esse fato € uma contradicdo de r ser o menor elemento do
conjunto A, entdo se tem que b =a-q+r, comr < a, 0 que prova a existéncia de

qer.

Assim tem-se que provar agora a unicidade. Note que dados dois elementos
de A, a diferenca entre o maior e o menor deles, sendo um multiplo de a, é pelo

menos a.

Consequentemente, se r=b—a.qer' =b—a.q',comr<r'<a, tem-ser' —r >

a 0 que acarretaria ' >r+a > a, 0 que € absurdo. Assim tem-se que r' =r e

segue-se que b —a.q = b — a.q’, 0 que implicaem que q = q'.

Esse teorema e a definicdo de divisibilidade permite-se entender a funcéo
polinomial de grau 1 de outra forma, para isso basta considerar-se f(n), f(1),

(n — 1) e r nUmeros naturais.

De fato, com isso a funcéo ndo passa de uma reescrita da divisdo euclidiana. Assim
pode-se usar esse resultado para resolver progressdes aritméticas, quando seus
termos sejam numeros naturais e sem nenhum esforco se pode estender esse
resultado para o conjunto dos numeros inteiros. Outro fato interessante € que se

pode construir geometricamente a progressao aritmética, pois como se trata de uma
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funcdo afim, tem-se que seu grafico sera um conjunto de pontos colineares que

estardo espacgados igualmente.

Exemplo 4.2: Considere uma progressao aritmética com x; = 1, r = 2 e que possui
sete termos. Considerando o que foi feito anteriormente, tem-se a fungéo afim que
representa a progresséo definida por f:N—->N, f(n) =1+ (n—1)-2. A figura 18
representa o grafico dessa progressdo, que é um conjunto de pontos colineares

igualmente espacados.

Figura 18: Gréfico da diviséo.
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Fonte: Autor.

Expor esse resultado ou comentar que isso € possivel para os alunos do
ensino meédio, certamente trara algumas perguntas e duvidas. Entretanto eles
possuem condi¢des de entender a divisdo Euclidiana e a fung¢éo afim, pois ja tiveram
contato com esses contetdos no ensino fundamental. Uma sugestédo para o docente
€ que comece aplicar as progressfes utilizando-se, nos exemplos mais simples, a

divisibilidade e s6 apds mostre que existe uma férmula para realizar os exercicios.

Por exemplo, nos livros didaticos geralmente aparecem uma sequéncia

qualquer e é solicitado ao aluno que determine o trigésimo termo da progressao

aritmética. Dado a sequéncia (5,8,11,...), determinar o nimero de termos.

Pode-se definir tal progressao como uma fungéo afim da seguinte maneira:
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f=f+nm-1.r,
fmM)=54+Mm—-1).3->f(n) =3n+2.

Ou ainda, instigar o discente a relacionar a funcdo com a divisibilidade e
pedir para que eles reconstruam a sequéncia com outro enunciado. Construa uma

sequéncia de numeros, que quando este numero é dividido por 3 deixa resto 2.
4.3.2 Quadrado magico

Os quadrados magicos sdo muito conhecidos por qualquer pessoa que ja
tenha se interessado por curiosidades da matematica. Os primeiros registros sobre o
tema sdo a mais de 1 000 anos A.C., na china e despertam curiosos e matematicos
profissionais, como Martin Gardner, que ofereceu um prémio a quem encontrasse
um quadrado magico de ordem 3, composto apenas por niUmeros inteiros que sejam

quadrados perfeitos.

Segundo [9], um quadrado magico de ordem n € uma matriz n x n, onde os
elementos s&o os inteiros 1,2, 3,...,n%, sem repetir nenhum, tal que todas as linhas e

todas as colunas tém a mesma soma, onde este valor € chamado de constante

magica. Por exemplo, 0s seguintes quadrados:

17 24 1 8 15

<816>/23571416
e

3 57 4 6 13 20 22
4 9 2 10 12 19 21 3
11 18 25 2 9

S80 magicos, com constantes magicas iguais a 15 e 65 respectivamente e as
diagonais também tem a soma igual a constante magica, devido a isso podem ser

chamados de quadrados hipermagicos.

Pode-se solicitar aos alunos que determinem um padrao para determinar as
constantes magicas de qualquer quadrado, independentemente da ordem do

mesmo.

Como a soma dos termos de uma P.A. é igual a:
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_ (x1+xp)mn
- 2

Sn

7

A soma dos termos de um quadrado magico 1,2,3,...,n?, é:

_ (14n?)n?

Sp = .

Como a soma de todos os elementos € igual a n vezes a constante magica,

pois esta sendo somadas as linhas da matriz, assim a constante magica.

(1+n?).n?
2 )

1
n

_(n.(n*+1)
C—#.

Observando os resultados com os alunos temos que:

e (uadrado magico 3x3:

3.(32+1
c=8C*D_45
2
e quadrado mégico 4x4:
4.(4°+1
c=GE*D_q
2
e (uadrado magico 5x5:
5.(52+1
T b)) > ) _ 65

4.3.3 Funcdes quadréticas.

O Teorema 3.3 que caracteriza a fungdo quadrética, ou seja, se f é uma
funcdo quadratica, entdo ela transforma uma sequéncia cuja diferencas dos termos
consecutivos formam numa progressdo aritmética, chamada de progresséo

aritmética de segunda ordem. E, reciprocamente, se uma funcdo transforma uma
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sequéncia em uma P.A de segunda ordem, entédo ela € uma fun¢édo quadrética. Tal

resultado pode ajudar o discente na resolucéo de varios problemas.
Exemplo 4.3: Dividem-se 0s numeros naturais em blocos do modo seguinte:
(1),(2; 3),(4; 5 6),(7; 8 9; 10),(11; 12; 13; 14) ... .

Em seguida suprimem-se o0s blocos que contém um ndamero par de
elementos, formando-se o quadro:

4 5 6
11 12 13 14

Determine o primeiro elemento da 312 linha.

Usando a progressao aritmética para auxiliar tem-se que:

f(1) =1, f(2) =4, f(3) =11 e as diferengas d; = f(2) — f(1), d, = f(3) —
f(2), com d4,d,, formdo uma progressdo aritmética de segunda ordem, podem-se

escrever a sequéncia dos primeiros termos como uma funcéo quadratica, assim:

a+b+c=1 1 1 1 - 1 1 1 1 - 1
4a+2b+c=4 - {4 2 1 — 4 2 0 -2 -3 — 0 ?
9a+3b+c=11 9 3 1 — 11 0 -6 -8 — 2
1 1 1 - 1 a+b+c=1
0O -2 -3 — 0 = —2b—3c=0,logo
0 O 1 - 2 c=2

—-2b-3.2)=0-b=-3 e

a+(-3)+2=1->a=2

Portanto a funcédo quadratica que descreve a primeira coluna do quadrado é

dada por f: N = N, f(x) = 2x%2 — 3x + 2 sendo x a linha que se deseja.

Conclui-se que 0 primeiro elemento da 312 linha &
f(31) =2.312 -3.31+2 = f(31) = 870, assim pode se determinar qualquer

elemento da primeira coluna, raciocinio analogo pode ser usado para determinar as
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demais colunas. No texto foi utilizado o escalonamento para resolucéo do sistema
de equacdes, porém o docente pode utilizar qualquer outro método mais adequado a

realidade do seu aluno.

Exemplo 4.4: Os numeros triangulares T, = (1,3,6,10,15,...), que tem o nhome de

triangulares explicada pela figura 19.

Figura 19: Nimeros triangulares.

*

* * *

* * * * * *

* * * * * * * * * *
n=1 n=2 n=3 n=4

Fonte: Autor.

Para estabelecer uma expressdo para essa relacdo biunivoca entre o0s
naturais e os numeros triangulares. Utiliza-se 0 mesmo raciocinio do exemplo 4.3, a
sequéncia das diferencas D = (2,3,4,5,...), Ou seja, uma progressao aritmética de
segunda ordem com razéo igual a 1 pode escrever a sequéncia dos primeiros

termos como uma funcdo quadratica, assim:

a+b+c=1 1 11 - 1
4da+2b+c=3 ? 4 2 1 - 3?
9a+3b+c=6 9 3 1 — 6
1 1 1 - 1 1 1 1 - 1
{0 -2 -3 - -1 —>{0 -2 -3 - -1 :)
0O -6 -8 — -3 0 0 1 — 0
a+b+c=1
—2b—3c=-1,logo
c=0
~2b—3.(0)=—-1-b=1 e

+(1)+0 1 !
— = - = —,
a2 =3
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Portanto, a funcdo quadratica que descreve os numeros triangulares € dada

2
por f: N = T, f(x) = %xz +%xef(x) = xzi sendo x a posicdo do ndmero que se

deseja:
r=2r oy
r=22y
o=
f(4)-424_4 10 ..

Com isso verifica-se que apoés caracterizar a funcdo quadratica pode-se
construir uma lei de associagao entre o conjunto dos naturais com outros conjuntos

gue sejam progressdes aritméticas de segunda ordem.

Exemplo 4.5: O problema proposto no vestibular da UFSCAR de 2009, disponivel
em [16], onde diz-se:

Uma particula se move ao longo do primeiro quadrante do plano cartesiano

ortogonal do ponto (0,0), conforme indica o grafico a seguir:

Figura 20: Deslocamento de uma particula.
O deslocamento de 1

4y o unidade (vertical ou horizontal)
ra i J 1 do plano é feito em 1 minuto,
1 1 1 | I | L ! T H
Ir? B e e s : pela particula com velocidade
P N S -__t_.. constante .
1 1 1 1 1 1 1 1
Ao SO T N S W O A
N N
0 e e
F3 t——<—-1-1--FF--
1 1 1 ' X 1 1
13 v A S
| 3 1 F 3 1 1
Fiy Y-t 111t F
| 1 1
P01 23 45 6 7 8 1 X

Fonte: Questdes de vestibular [16].
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Mantido o mesmo padrdo de movimento, a particula atingird o ponto (50,

50), a partir do inicio do deslocamento em quantos minutos?

Observe na Tabela 5 a posicao em relacao ao tempo é:

Tabela 5: Posicdo em funcéo do tempo.

Posicao Tempo
f(1) - (1,1) 2 minutos
f2)- (2,2) 6 minutos
f(3)- (3,3) 12 minutos
f(4)- (4,4) 20 minutos
f(5) - (5,5) 30 minutos

Fonte: Autor.

Assim tem-se a sequéncia dos tempos (2,6,12,20,30,...), fazendo as
diferencas obtemos uma progresséo aritmética de segunda ordem ( 4,6,8.10,...),
com razdo igual a 2. Portanto, é suficiente para caracterizar a funcao quadratica,

deixando-se ao leitor a resolucéo desse ultimo exemplo do tépico.

4.3.4 Juros

A maioria das pessoas ja passou pela experiéncia de planejar adquirir um
certo produto, faz suas economias e na hora de efetivar a compra encontra o preco
maior. O aumento do preco dos produtos em geral mostra que houve uma
desvalorizacdo da moeda, ou simplesmente inflacdo. Nosso pais ja passou por
problemas graves de inflacdo, tendo a alteracdo de precos diariamente, chegando
em 1989 a quase 2000% ao ano, devido a isso, 0 pais passou por diversos planos
econdmicos e varias moedas que se desvalorizavam rapidamente, até a estabilidade

com o Plano Real.

Além desta parte da histdria ndo tdo distante, o importante é destacar ao
aluno algumas questbes sobre a relevancia da matematica financeira. As
Orientagbes Curriculares para o Ensino Médio [3] trazem algumas habilidades a

serem desenvolvidas com nimeros e operacgoes:
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(...) o trabalho com esse bloca de contudos deve tornar o aluno, ao
final do ensino médio, capaz de decidir sobre as vantagens/desvantagens
de uma compra a vista ou a prazo; avaliar o custo de um produto em funcao
da quantidade; conferir se estdo corretas informacbes e embalagens de
produtos quanto ao volume; calcular impostos e contribuices
previdenciarias; avaliar modalidades de juros bancérios. (...)

Instigar o discente a entender como se da desvalorizacdo da moeda,
financiamentos de bens, financiamentos estudantis, entre outros, assim um dos
primeiros conceitos a serem abordados séo os juros. Por exemplo, os juros simples,

que € aplicado em prazos pequenos e em juros de mora.

No regime de juros simples, a taxa de juros incide apenas no capital inicial
investido C,, tem-se uma capitalizacdo simples. Nesse caso, 0s juros calculados no
fim de cada periodo ndo sdo acrescidos ao capital para calcular os juros dos
periodos seguintes. Dado uma taxa i, durante t periodos de tempo constantes,

temos um juro J, conforme [4]:

O montante M é dado pela soma do capital mais os juros, ou seja:
M=Cy+ (Cy -i-t),

Colocando C, em evidéncia tem-se:
M=Cy-(1+i-t).

Algumas observacdes que devemos destacar aos alunos séo de que:

o a taxa de juros e o tempo devem estar em unidades de tempo
iguais;

o nos juros simples, a taxa e 0 tempo S&o proporcionais.

Observando-se 0os montantes obtidos em uma aplicacdo de capitalizacéo
simples com capital inicial de C, = R$ 10,00, taxa de juros de i = 20% a.m. (a0 més),

durante ¢t = 5 meses, como mostrado na Tabela 6:

Tabela 6: Montante.

Més Montante
1 12




ga A~ W DN

14
16
18
20

Fonte: Autor.
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Apo6s verificar com os discentes a relacdo biunivoca estabelecida entre o

tempo e o montante na Tabela 7.

Tabela 7: Funcdo montante.

Més Montante
f( - 12
f(2) - 14
f(3) - 16
f4) - 18
f(5) - 20

Fonte: Autor.

Pode-se montar uma progressao aritmética que expresse a situacao e

identificar a relacdo entre progressao aritmética e a expressdao do montante no

sistema de capitalizacdo simples. Perceba que a sequéncia M = (12,14,16,18,20)

vai levar o aluno a indagar: “E o capital inicial?”.

Devido a isso escreve-se

convenientemente o capital inicial como C,, assim o primeiro termo da sequéncia é

f(0) enédo f(1).

Portanto comparando o termo geral da progressdo aritmética com a

expressao do montante tem-se:

Xp=X+Mm—-—1D).r———M=C,+(C, "i-t)

comparagao
x1 = Cy
n=t
r=~0Cy-1

Assim, a expressdo do montante na capitalizacéo simples fica escrita assim:

M=Cy+(t—-1)-(Cy-i)easequénciaM = (10,12,14,16,18,20).
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4.3.5 Fisica

Sabendo-se que a interdisciplinaridade € uma realidade na escola onde o
professor € cobrado a se adaptar-se a esse modelo de ensino, procura-se utiliza-la
como um facilitador da aprendizagem ao trabalhar os objetos curriculares
interligados entre si, além de possibilitar uma maior motivacdo dos alunos envolvidos
no trabalho. A interdisciplinaridade propde atividades que envolvam-se as diferentes
disciplinas escolares, buscando-se novas alternativas para o processo de ensino

aprendizagem, utilizando-se recursos diferenciados para tal.

A articulacdo de disciplinas € uma maneira de se trabalhar em sala de aula,
nao objetivando criar uma nova peca curricular, mas sim propor uma alternativa de
aprendizagem, seguindo-se as orientacbes especificadas nos Parametros

Curriculares Nacionais [4]:

Na perspectiva escolar, a interdisciplinaridade ndo tem a
pretensdo de criar novas disciplinas ou saberes, mas de utilizar os
conhecimentos de varias disciplinas para resolver um problema concreto ou
compreender um determinado fendmeno sob diferentes pontos de vista. Em
suma, a interdisciplinaridade tem uma fung&o instrumental. Trata-se de
recorrer a um saber diretamente Util e utilizavel para responder as questdes
e aos problemas sociais contemporaneos. (BRASIL, p.21)

Por exemplo, a matemética e a fisica sdo duas ciéncias que andam lado a
lado, a vista disso, h& diversas areas da fisica em que se utilizam os conceitos
matematicos para explicar alguns fenébmenos. No estudo da cinematica é usado o
conceito de fungdes afim, mas se utilizar-se o conceito de funcéo afim e abordar-se
a relacdo com as sequéncias, o conceito de movimento uniforme pode se trabalhar

COmo uma progressao aritmética.

7

Cinematica é a parte da mecanica na qual sdo estudados e descritos os
movimentos dos corpos, sem considerar os fatores que determinam o movimento.
Corpos podem ter qualquer ordem de grandeza tais como: planetas, pessoas,
automoveis ou qualquer elemento do qual se descreva o movimento. Em Cinematica
sdo descritos movimentos analisando o deslocamento percorrido por um movel em

uma trajetoria, velocidade e variagdes, como a direcéo e o sentido do movimento.
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Uma das fung¢des afim usadas na cinematica é a que relaciona a posicéo (S)
de um movel em movimento uniforme, segundo [4], movimento com velocidade
constante, com o tempo (t), chamada de fung&o horaria do espagco em relagdo ao
tempo. A expressdo matematica que define essa fungéo é:

S=8+v-t
onde,
Sy: espaco inicial do mével, posicao onde ocupa no instante t = 0.
v: velocidade escalar.
A expressdo é originaria do conceito de velocidade, o quanto se deslocou

em quanto tempo.

AS 5—So , . L. . .
= 5. = o COMO t, € 0 instante inicial igual a zero tem-se que:
S - So
v= ,
t
S — SO =V t,
S = SO + v-t.

O movimento uniforme se caracteriza-se como variagcdes de posicoes
constantes em intervalos de tempo iguais. Apesar de o tempo estar no conjunto dos
nameros reais, se tratard o tempo como pertencente ao conjunto dos numeros
naturais.

Exemplo 4.6: Um corpo esta localizado na posicao 16 m de uma trajetoria retilinea

no instantet = 0. Ele estd se movendo a uma velocidade constante de 8 m/s.

Determinar a posicao que o carro estara no instante t = 15

Construindo uma tabela do tempo em relagédo a posigéao.

Tabela 8: Posicéo.

Tempo 0s 1s 2s 3s

Posicéo 16 m 24 m 32m 40 m
Fonte: Autor.

Atentando-se ao detalhe do tempo ser o dominio da fungéo, com t € N,
N =(0,1,2,3,...), tem-se uma progressao aritmética onde o primeiro termo é 16 e a
razao igual a 8, assim para determinar a posicdo em um instante deve-se colocar
como t + 1, pois se comeca a contar no zero. Assim através do termo geral da

progressao aritmética tem-se que:
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Xp =%+ (Mm—1).7,
xe =xo+ ((t+1)—1).7,
Xe =Xxgt+t.rT,

x, =16+ ((t+1) —1)8,

x, = 16 + 8t.

Portanto, a funcdo horaria da posicdo em relacdo ao tempo, define-se
através da progressdo aritmética é S = 16 + 8t e no instante de 15 segundos a
posicdo é S =16+8-15=S5 =136 m.

Exemplo 4.7: A questdo do vestibular UFG-GO, disponivel em [13] onde:
Dois automoveis, a uma distancia d um do outro, deslocam-se, um em direcdo ao
outro, com velocidades médias constantes de 25 m/s e 20 m/s, respectivamente.

Calcule o décimo termo da sequéncia dada pela distancia entre os dois
automoéveis a cada segundo, admitindo que o primeiro termo dessa sequéncia é
d = 800m.

A velocidade de aproximacao dos veiculos € v = 20 + 25 = 45m/s,
assim a razdo da P.A é — 45 e o termo x, = 800 m, portanto:
Xe =Xxgt+t.rT,
X10 = 800 + 10 - (—45),
X190 = 350 m.

Assim a distancia entre os veiculos é de 350 m.
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Consideragoes finais

O ensino na disciplina de Matematica passa por grandes desafios, com a era
da informacédo, uma simples abordagem formal de determinado conteddo, pode ser
vista em qualquer site que o discente procure, deste modo é papel do professor
mostrar aos estudantes as varias maneiras de incorporar a matematica a sua vida

diaria e propor diferentes tramentos de determinado tema.

Segundo os Parametros Curriculares Nacionais: A Matematica no Ensino
Médio tem um valor formativo, que ajuda a estruturar pensamentos e o racicinio
dedutivo, porém também desempenha um papel instrumental, pois é uma
ferramenta que serve para a vida cotidiana e para muitas tarefas especificas em que
quase todas as atividades humanas. No ensino médio procura-se preparar 0
educando para a vida, seja para a sequéncia dos estudos ou para ter a capacidade
de resolver problemas cotidianos, assim sendo, desenvolver a habilidade de fazer
observacdes e tomar as decisdes mais adequadas e sensatas para sua vida.

Ap6s a participacdo no programa de mestrado PROFMAT, restaurou a
motivagdo em propor maneiras diferenciadas de se abordar determinados
conteudos, possibilitando uma pesquisa com um olhar cuidadoso aos conteudos

abordados no ensino médio.

Assim a escolha do tema sequéncia se deu apés uma alto critica de como
era trabalhado o tema, e observando-se a necessidade de trabalhar as inter-
relacbes do tema com as func¢des, pois na sua definicdo esta relacdo fica clara.
Inicialmente um formalismo matematico para embasamento do estudo das
sequéncias, se fez necessario, e também o fato de nado repetir processos de
aprendizagem, onde ha utilizacdo de férmulas e célculos muitas vezes

desnecessarios e cansativos aos discentes.

Na tentativa de enfrentar os desafios do processo de ensino aprendizagem
e auxiliar os colegas professores do ensino médio, o texto propés a abordagem do
tema sequéncias, em especial as progressdes aritméticas, trazendo formas
diversificadas de abordagem. Utilizando Histéria da Matematica, resolugdo de

problemas, interdisplinaridade e, até mesmo curiosidades, proporcionando ao leitor
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formas de introduzir ou desenvolver o assunto, buscando a investigacao de padrdes
com os estudantes e indicando as suas conexdes com outros temas, sem esquecer

o formalismo necessario a disciplina.

Assim se prop0s que a Matematica seja vista como uma maneira de pensar,
COmMO um processo em constante transformacao, evoluindo e permitindo ao discente
a construcao conhecimento, para que possa aplica-lo em situacdes novas. Por isso,
€ necessario que os conteidos matematicos sejam explorados com compreensao e
conexdo de temas associados, evitando férmulas desnecessérias. Procurando por
meio da investigacdo, conforme os estudantes consigam correlacionar o que foi
observado com os diferentes temas, desenvolver a capacidade de aprender e
adquirir a confianca em sua capacidade de abstracdo, fazendo relagbes e buscando
padrées nas diferentes situacdes. Por conseguinte, desenvolvendo a comunicacao,
argumentacao, representacdo matematica, em sintese, facilitar o processo de ensino
e aprendizagem da disciplina, construindo um conhecimento sélido e significativo

para o discente.
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