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Resumo
O trabalho tem como foco principal o estudo das Equacoes Polinomiais e uma in-
troducao aos Numeros Transcendentes, com enfoque especial aos nimeros de Liouville.
No entanto, aborda também temas importantes como os conjuntos numeéricos, a te-
oria dos numeros inteiros, a enumerabilidade de conjuntos e o estudo de polinémios,

buscando sempre fazer ligagbes entre os assuntos através de exemplos pertinentes aos

mesmos.

Palavras-chave Equacoes Polinomiais, Nimeros Algébricos, Ntmeros Transcenden-

tes.



Abstract
The work is mainly focused on the study of Polynomial Equations and an introduc-
tion to the Transcendent Numbers with a special focus to Liouville numbers. However,
it also approaches important issues such as numerical sets, the theory of whole num-
bers, the enumerability sets and the study of polynomials and always seeking to make

connections between issues through relevant examples to them.
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1 Introducao

A construcao e formalizacao dos conjuntos numeéricos, tal como os conhecemos hoje,
data de séculos atras e se confunde com a propria historia da matematica. Desde os
tempos antes de Cristo, as atividades humanas, por mais simples que fossem, depen-
diam de ntimeros e calculos numéricos. Seja para a simples contagem de um rebanho de
ovelhas, para se medir terras férteis para o plantio ou para o escambo de mercadorias,
a matematica sempre esteve presente no desenvolvimento da humanidade e seu pro-
prio desenvolvimento se deu através destas relacoes. As equacoes polinomiais surgem
naturalmente neste contexto. Ha registros de que por volta de 1800 a.C, os babilénios
j& trabalhavam alguns métodos de resolucao de equagoes quadraticas.

Assim, a varios séculos, diversos pensadores, estudiosos e matematicos (termo que
nao era utilizado na antiguidade), deram suas contribuigdes para o estudo das equagoes
polinomiais, trazendo novas técnicas e procedimentos de resolucoes ou provando a sua
impossibilidade em determinados casos. Dai, em diferentes areas e ciéncias, surgiram
novas ideias e teorias, como os nimeros complexos e os nimeros transcendentes, como
pode ser visto em [6] e [7].

Neste trabalho, os focos principais sao o estudo das equagoes polinomiais e uma
introducao aos nimeros transcendentes, com énfase aos niimeros conhecidos como Nu-
meros de Liouville, em homenagem ao matematico francés que foi o primeiro a trabalhar
com esse tipo de ntmero. Porém, procuramos dar um encadeamento logico ao texto,
falando primeiramente sobre os conjuntos numéricos, equacoes e por iltimo, sobre os
transcendentes.

Desta forma, no Capitulo 2, tratamos dos Conjuntos Numéricos. Trazendo em
sequéncia os naturais, inteiros, racionais, irracionais e complexos, buscamos interligar

o desenvolvimento dos conjuntos através dos tempos e dos grandes matematicos que
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contribuiram no seu desenvolvimento. Destacam-se uma pequena abordagem sobre
aproximacoes de niimeros irracionais por racionais e o topico sobre niimeros complexos
e suas propriedades geométricas.

O Capitulo 3, que é essencialmente teorico, traz o embasamento necesséario aos ca-
pitulos seguintes, tratando de parte da teoria de niimeros inteiros e da enumerabilidade
de conjuntos numéricos.

No Capitulo 4, fazemos o estudo dos polindémios e das equagoes polinomiais tais
como sao abordados no Ensino Médio, que é nosso ptublico alvo. No inicio do capitulo,
procuramos trazer um contexto histérico da evolucao das técnicas de resolucao de
tais equagbes. Destacam-se ai as demonstragoes dos teoremas (exceto pelo Teorema
Fundamental da Algebra, cuja prova foge aos objetivos do trabalho) e justificativas de
suas utilizagoes (fato que pouco é trabalhado em sala de aula), além dos exemplos
pertinentes & cada topico.

A seguir, no Capitulo 5, definimos ntimeros inteiros algébricos, algébricos e trans-
cendentes e provamos a existéncia dos transcendentes, aqueles que nao podem ser raizes
de equacoes polinomiais com coeficientes inteiros. Trazendo no final alguns exemplos
de famosos nimeros que comprovadamente sao transcendentes.

O Capitulo 6 trata dos niimeros de Liouville, que foi o primeiro matematico a provar
a existéncia dos transcendentes e definiu um critério para determinar se um ntmero é

ou nao transcendente. O numero determinado por ele em 1844, a saber:

=1
a=>" T = 0,110001000000000000000001...,
k=1

ficou conhecido como constante de Liouwville e foi o primeiro niimero reconhecido pelos
matematicos como transcendente. Por trazer em detalhes o critério mencionado, o
capitulo é bastante técnico e exigird uma atencao maior por parte do leitor. No final,

inserimos uma aplicacao relativa a esta constante.
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Finalmente, no Capitulo 7, apresentamos algumas atividades pertinentes aos assun-
tos trabalhados, que podem ser desenvolvidas em sala de aula com alunos do Ensino
Médio, desde que haja uma boa introducao e fundamentacao dos temas e um minimo
de interesse por parte dos estudantes.

O trabalho destina-se a professores do Ensino Bésico, como fonte de pesquisa e
iniciacao ao estudo dos ntimeros transcendentes, bem como a alunos do Ensino Médio

que buscam aprimorar seus conhecimentos.
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2 Conjuntos Numéricos

Neste capitulo, falaremos sobre os conjuntos numeéricos, buscando trazer o contexto

historico em que foram sendo inseridos e necessarios nas atividades humanas.

2.1 Numeros Naturais, Inteiros e Racionais

Desde os primoérdios, o homem se deparou com a necessidade de fazer contagens.
Vestigios de sua importancia foram encontrados em cavernas, em desenhos rudimen-
tares de animais ou objetos acompanhados de pequenos tracos, dando uma clara idéia
de correspondéncia. Mais tarde, com o inicio das atividades agricolas e de pecuéria,
passou-se a estabelecer correspondéncias entre conjuntos, usando os dedos das maos,
uma porc¢ao de pedras e outros, para contar rebanhos, fazer trocas, etc. Desta forma,
“contar” é a atividade matemaética mais antiga da humanidade, conforme foi abordado
em |[8].

Com o passar do tempo, foi percebida a necessidade de se “padronizar” a contagem.
Isto é, deu-se inicio & criacao de um processo que fosse universal entre as sociedades
da época. Dai originou-se a ideia de niimeros, que inicialmente eram simplesmente
relacionados & quantidades, usando um processo de equivaléncia que atualmente cha-
mamos de correspondéncia biunivoca. Posteriormente foram simbolizados tais quais
os conhecemos hoje e receberam o nome de Numeros Naturais, como pode ser visto
em [8]. Portanto, é importante destacar que, historicamente, a contagem antecede os
nameros.

O Conjunto dos Numeros Naturais é representado por:
N=1{1,2,3,4,56,7,8,9,..}
Observe que o nimero zero (0) ndo aparece no conjunto acima. Na verdade, apesar
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de o digito zero ja ser usado como notacao de posigao desde cerca de 700 a.C. (como
em 100, 1000, etc.), o uso do zero como representacao da inexisténcia, do “nulo” ou
“nada”, é relativamente recente. Alguns autores trazem o zero como o primeiro dos
nimeros naturais, da mesma forma que outros nao o fazem, nao existindo um consenso
em relacao ao assunto. No entanto, a exclusao do zero como natural é conveniente do
ponto de vista tedrico, evitando excegoes em diversas propriedades. Assim, em nosso
trabalho, ao nos referirmos aos ntimeros naturais, excluiremos o niimero zero.

Com o inicio do Renascimento surgiu a expansao comercial, que aumentou a circu-
lacao de mercadorias, obrigando os comerciantes a expressarem situagoes envolvendo
lucros e prejuizos. A maneira que eles encontraram de resolver tais situacoes problemas
consistia no uso dos simbolos + e -. Utilizando essa nova simbologia, os matematicos
da época desenvolveram técnicas operatorias capazes de expressar qualquer situacao
envolvendo niimeros positivos e negativos. Surgia um novo conjunto numeérico represen-
tado pela letra Z (Zahlen: nimero em alemao), sendo formado pelos niimeros naturais,
seus respectivos opostos e pelo zero (agora uma necessidade). A partir de entdo, os

naturais passaram a ser denominados também de “inteiros positivos”. Assim:
Z=A..,-3,-2,—1,0,1,2,3,...}

Assim como a necessidade de contar, a necessidade de medir acompanha o homem
ha séculos. Os comerciantes precisavam medir um produto, os agricultores medir uma
cerca, etc. As medicoes eram feitas fazendo comparacoes entre o que se queria medir e
objetos de tamanho conhecido. Desta forma, observavam e registravam quantas vezes
um determinado objeto “cabia” dentro do outro. Como em muitas vezes essa medida
nao era exata, comecaram a representa-las através de fracoes como: %, %, g, etc. Desta
forma, deu-se inicio & ideia de ntmeros racionais, que antecede até mesmo a ideia de

niimeros negativos.
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Mais tarde, os ntimeros racionais foram formalizados como todo nimero que pode
ser escrito na forma de uma razao entre dois inteiros ($,b # 0) e representados pela
letra Q (quotiéns - quantas vezes, em latim). Naturalmente, como todo inteiro a pode
ser escrito como §, deduzimos que todo inteiro também ¢ um namero racional. Observe
que na notagao de um ntmero racional ¥, é exigido que b seja diferente de zero. A
exigéncia ¢ necesséaria pois { representa também a divisdo de a por b e, como se sabe,
zero nao pode ser um divisor.

Exemplo 1. % =7

Exemplo 2. 3 =1,5
Exemplo 3. > =
Exemplo 4. 2 = 0,08

Exemplo 5. % =3,333...

Exemplo 6. 2 = 0,454545...

Observando os exemplos, percebemos que fracoes distintas podem representar o
mesmo nimero racional, como no exemplo 3. Nesse caso, a fracao 1% é dita redutivel,
pois pode ser simplificada e a fracao % é dita srredutivel, pois nao pode ser simplificada.

A forma decimal do nimero racional pode ser um nimero inteiro (quando a divisao
do numerador pelo denominador é exata), como no Exemplo 1; uma representacao
decimal finita, como os Exemplos 2, 3 e 4; ou uma representacao decimal infinita, que
serd chamada de dizima periddica. A fracao equivalente & dizima periodica é chamada
de fracao geratriz. As dizimas periddicas podem ser simbolizadas colocando-se uma

barra acima das casa decimais que se repetem, chamadas de periodo da dizima, como

ilustrado abaixo:

1 _ 1 _
%20,454545...:0,45; 5 =0.333..=0.3; - =0,16666.. = 0,16



E possivel provar que um nimero racional 7 80 tem representacao decimal finita
se b nao tiver outros fatores primos, além de 2 ou 5. Nos Exemplos 2, 3 e 4, os
denominadores sao: 2;10 = 2.5 e 25 = 5.5.

E interessante observar que, mesmo os nimeros com representacao decimal finita,
também possuem representacoes decimais infinitas. Por exemplo, 5,7 = 5,70000... =
5,699999.... Neste exemplo, a primeira igualdade é obvia, pois podemos colocar quantos
zeros quisermos a direita de 5,7 que a igualdade continua verdadeira. A segunda porém
nos traz um certo incomodo. Nao parece estranho que 5,7 seja igual a 5,699999...7
Na verdade a prova de que a igualdade ¢ verdadeira é relativamente simples. Basta
proceder como a seguir:

Considere o nimero z = 5,699999.... Logo:
102 = 56, 99999... (1)

100z = 569, 9999... 2)
Subtraindo a equacio (1) da equagdo (2), temos:

013
Nz =513 =0 =— =057
x x % ,

Assim, usando processo semelhante, podemos dizer que 3,45 = 3,45000... = 3,44999999...;
2,1 =2,10000... = 2,099999..., etc.
Pelo que foi colocado, os ntimeros decimais finitos e as dizimas periddicas também

sao nameros racionais. A formalizacao dos nimeros racionais é dada por:

Q:{%:a,beZ,b;&O}.

Uma importante observacao que podemos fazer é que os nimeros racionais sao fe-

chados em relagao as operacoes de adigao, subtragao, multiplicacao e divisao (exceto
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pelo zero, que nao pode ser divisor). Ou seja, ao somarmos, subtrairmos, multiplicar-

mos ou dividirmos dois ntimeros racionais, o resultado serd sempre um niimero racional.

2.2 Numeros Irracionais

Acreditava-se até cerca de 2500 anos atras, que os niimeros racionais eram suficientes
para todas as atividades humanas. No entanto, utilizando o Teorema de Pitagoras,
os membros da escola pitagorica observaram que o comprimento da diagonal de um
quadrado de lado 1 nao poderia ser representado por nenhum nimero racional. Ou seja,
nao existe unidade de comprimento, por menor que seja, tal que o lado e a diagonal
do quadrado unitério sejam miltiplos inteiros (a esta propriedade entre dois segmentos
de reta, chamamos de “incomensurabilidade”). Isso trouxe surpresa e embarago aos
proprios gregos, pois em muitas de suas demonstracoes geométricas, supunham que
dois segmentos quaisquer sempre admitiam uma unidade de comprimento comum.

Originou-se ai o desenvolvimento de um novo conjunto, o Conjunto dos Ntumeros
Irracionais, aqueles que nao poderiam ser expressos por meio de fragao entre dois
inteiros. Como a divisao de dois inteiros é sempre exata, decimal finita ou infinita
periddica, podemos dizer que a representacao decimal de um nimero irracional é uma
dizima nao periddica.

Hoje em dia, representamos o comprimento da diagonal do quadrado de lado uni-
tario como a raiz quadrada de 2, como ilustrado na Figura 1. A prova de que /2 é
irracional é relativamente simples. Porém, serd colocada como atividade pratica no

Capitulo 7, pois precisariamos de alguns conceitos que ainda nao foram abordados.

Outros nimeros irracionais notaveis sao: o seno de 60° (sen60° = \/Tg = 0,866025403...

o pi (m = 3,141592654...), que representa a razao entre o perimetro de uma circunfe-

réncia e seu diametro; e o numero e (e = 2,718281828...), que aparece no estudo das
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Figura 1: Diagonal do Quadrado de Lado 1

fungoes logaritmicas e representa a area unitaria hachurada abaixo da curva f(z) = %,

conforme a Figura 2. Pode se demonstrar que o valor numérico de e pode ser obtido

pela soma:
_q 1 1 1
e = +ﬁ+§+§+...
y A
1 e x

Figura 2: Representacao Geométrica de e

Assim, os nimeros irracionais ocorrem naturalmente e de varias maneiras na ma-
tematica elementar.
Diferentemente dos niimeros racionais, os irracionais nao possuem a propriedade de

fechamento. Isto é, ao operarmos dois nimeros irracionais, o resultado nem sempre
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é um irracional. Entretanto, é possivel provar que ao operarmos um numero racional

com um irracional, o resultado é outro niimero irracional.

2.2.1 Aproximacao de Irracionais por Racionais

Nesta secao, falaremos brevemente sobre aproximacoes de niimeros irracionais por
racionais. Isso significa que podemos determinar um numero racional tao proximo de
um irracional quanto for desejado. Apesar de ser um assunto bastante interessante,
daremos apenas uma abordagem superficial, pois foge aos objetivos principais do tra-
balho. Para mais esclarecimentos, sugerimos [6].

Comecemos com um exemplo simples. Vamos considerar o niimero irracional
V2 = 1,41421356237....

Os nimeros
1;1,4;1,41;1,414;1,4142;1,41421; ...
ou equivalentemente

1 14 141 1414 14142 141421 3)
17107 100" 1000” 10000 100000"

formam uma sequéncia de aproximacoes cada vez mais proximas de v/2. Além disso,

podemos escrever as desigualdades

—<V2< -
1 1
4 _ s 15
10 10’
4l s 142
100 100’
1414 1415
st 9~ °°
000 < V2 < To00°
14142 14143
— < 2 < —
o000 < V2 < To000°
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etc.

141421 141422
2
100000 <V2< 100000’

Estas desigualdades mostram que podemos ter nimeros racionais tdo proximos de /2
quanto desejarmos. Por exemplo, se quisermos um racional com uma aproximacao me-
nor que 0,00001, podemos obté-los escolhendo os termos da sequéncia (3), excetuando
os b primeiros. Para maiores detalhes, sugerimos [6].

Para obtermos aproximagoes sem necessariamente ter que utilizar poténcias de 10

como denominadores, vamos utilizar os teoremas a seguir, sem demonstracao.

Teorema 1. Para qualquer nimero irracional o, existe um unico inteiro m, tal que:

1< <1
—<a—m< -.
2 2

Teorema 2. Sejam A um niumero irracional qualquer e n um numero inteiro positivo
qualquer. Entao existe um numero racional de denominador, digamos, =, tal que:

1 < m<1
2n n  2n

Como exemplo, tomemos A = v/2 e n = 23. Assim, n\ = 23v/2 = 32, 52.... Logo, o

inteiro mais proximo de 23v/2 é 33 e esse sera o nosso m do Teorema 1, temos:

1 1
—§<23\/_—33<§:

1 < 33 < 1 N
2.23 23 2.23
1 33 1
_4_6 < \/_— 2—3 E

Observe que a desigualdade acima corresponde ao que diz o Teorema 2. Prosseguindo,

temos:

23 46 23 46
65 67
i 2« =
46 V2 46

Para obter aproximacoes melhores, basta tomar um valor de n cada vez maior.
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2.3 Numeros Reais

Ao unirmos os niimeros racionais com os nimeros irracionais, obtemos um conjunto
mais amplo, denominado de Conjunto dos Nimeros Reais, que sera representado pela
letra R.

Os ntimeros reais formam o sistema de ntimeros central da matematica. Em geome-
tria, toda e qualquer discussao sobre comprimentos, areas ou volumes leva diretamente
aos niameros reais. Ou seja, os nimeros necessarios para medir todos os possiveis
comprimentos em termos de uma dada unidade de comprimento.

De fato, a geometria oferece um sistema intuitivo e pratico para descrever todos
os numeros reais. Se considerarmos a representacao dos nimeros como pontos de
uma reta, veremos que, apesar de qualquer segmento, por menor que seja, conter uma
infinidade de pontos racionais, existem muitos outros pontos (tais como V2.7, e, etc)
medindo comprimentos, que nao podem ser expressos por nimeros racionais. Porém,
se considerarmos os ntmeros reais, todo ponto da reta correspondera a exatamente um
ntimero real e todo niimero real correspondera exatamente a um ponto da reta. Logo,
existird uma correspondéncia biunivoca entre os pontos da reta e os numeros reais.
O fato de qualquer segmento de reta poder ser representado por um nimero real é
conhecido como a propriedade de “completude” dos niimeros reais.

Esta reta serd chamada de “reta real” e a correspondéncia com os nimeros reais é
feita de modo que escolhemos um ponto para ser a “origem” da reta, ao qual associamos
o ntimero zero. A direita e a partir do ponto de origem, os pontos corresponderdo aos
numeros reais positivos e a esquerda, também partindo do ponto de origem, os pontos
corresponderao aos niimeros reais negativos. Observe a ilustracao da reta real na Figura
3.

Observe que, para determinar o ponto da reta correspondente ao nimero /5 (o
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Figura 3: Representacao da Reta real.

que equivale a construir um segmento de reta de comprimento \/5), basta utilizar o
Teorema de Pitdgoras (triangulo retangulo com catetos medindo uma e duas unidades),
régua e compasso.

Na Figura 4, temos um diagrama que representa a relacao de inclusao entre os

conjuntos que formam os niimeros reais.

P rT e
= ~
\\\
7 > \
'\ /‘\‘ \l o Q
\ /!j / : (irracionais)
\\\ "“«-‘__w/ /
\\‘_‘_—/
Q

Figura 4: Os Numeros Reais.

2.4 Numeros Complexos

As primeiras ideias relativas aos nimeros complexos surgiram no século XVI, em
tentativas de se resolver equacoes que resultavam em raizes de nimeros negativos, que
nao eram aceitas na época. O primeiro matematico a trabalhar com tais raizes foi o
italiano Girolamo Cardano (1501-1576) que resolveu o problema de dividir o namero 10

em duas partes, tais que o produto entre elas fosse igual a 40. O problema, equivalente
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a equacdo x2 — 10z +40 = 0, apresenta como solucdo os nimeros 5++/—15 e 5 —+/—15.
Porém, o primeiro a estabelecer uma teoria razoavelmente estruturada sobre os novos
nimeros foi o também italiano Rafael Bombelli (1526-1573), em sua obra Algebra de
1572.

No entanto, apesar de ja aceitos, os matematicos seguiam mantendo uma certa
desconfianca em relacao a esses nimeros até o final do século XVIII, quando o suico
Leonhard Euler (1707-1783), em 1777, estabeleceu o simbolo i para representar a /—1
e z para representar um numero complexo qualquer a + bz, mostrando também que
o namero possuia uma parte real. Foi quando o dinamarqués Caspar Wessel (1745-
1818), o alemao K. F. Gauss (1777-1855) e o francés Jean-Robert Argand (1786-1822)
descobriram, independentemente, que esses niimeros possuiam representagoes e propri-
edades geométricas, ao se considerar o par (a,b) como as coordenadas de um ponto no
plano cartesiano. Assim, qualquer niimero complexo poderia ser associado a um ponto
do plano que ficou conhecido como plano de Argand-Gauss. Em 1833, o irlandés Wil-
liam Rowan Hamilton (1805-1865) apresentou um artigo & Academia Irlandesa, onde
formalizou a &lgebra dos niimeros complexos.

A seguir formalizaremos o conjunto dos numeros complexos e estudaremos algu-
mas dessas propriedades algébricas e geométricas. Porém, vamos relembrar algumas
propriedades fundamentais relativas a adicao e & multiplicacao de ntiimeros reais.

Considere os niimeros reais a, b, ¢ e d, sao validas as seguintes propriedades:
Propriedade 1. Comutativa: a +b =0+ a, ab= ba.
Propriedade 2. Associativa: (a+b)+c=a+ (b+c), (ab)c= a(bc)
Propriedade 3. Distributiva da multiplicacdo em relacdo a adigdo:
a(b+c¢) = ab+ ac.
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Propriedade 4. Elemento neutro: a +0=a, al = a.

Propriedade 5. Elemento simétrico e elemento inverso:

(1) para todo real a, corresponde um tnico real (—a) tal que:
a+(—a)=0

O numero —a € dito simétrico de a.
(12) Para todo real a, a # 0 , existe um wnico real %, tal que:

a.(é) _1

O numero % é chamado de inverso de a.

Existem varias maneiras de se definir o conjunto dos Numeros Complexos, vamos

adotar tal qual sugerida em [7].

Definigao 1. Os nimeros complexos constituem um conjunto C, onde estao definidas
as operacoes de adicao e de multiplicacao, com as propriedades 1 a 5. Além disso, os
numeros reais estao incluidos em C e:

(i) Eziste um nimero complezo i com i = /—1.

(1) Todo nimero complexo pode ser escrito de wma maneira inica na forma z =
a+bi, onde a e b sao reais (a € chamado parte real e b é chamado parte imagindria do

ndmero). Usamos a nota¢ao Re(z)—a e Im(z)=b.

Observacao 1. Se dois nimeros complexos z, e zo nao sao reais (isto é, suas partes
imagindrias sao diferentes de zero), entao nao existe a relagao de ordem entre eles. Ou

seja, o numero complexo z1 nao € maior, menor ou igual ao numMero zy.

Definigao 2. Dado um niumero complexo z = a + bi, definimos:
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(1) O conjugado de z, representado por Z, é o nimero Z = a — bi. Ou seja, o
conjugado de um numero complexo z é o nimero complexo Z com mesma parte real e
parte imagindria simétrica.

(17) O mddulo de z, representado por |z|, € o nimero real |z| = va? + b2,

Com relagao a dois niimeros complexos z; e 25 e seus conjugados z7 e Z3, as seguintes

propriedades sao validas:
Propriedade 6. z; + 25 = 21 + 2

Propriedade 7. z; = 21 & z; € um numero real

Propriedade 8. z7.2; = 71.%
Propriedade 9. 27 = ()"

Da definicao dada, podemos associar o niimero complexo z = a + bi ao ponto de
coordenadas (a, b), ou ainda ao vetor de origem na origem O do plano e extremidade no
ponto (a, b), como na Figura 5. No primeiro caso, o ponto (a, b) é chamado de imagem

do complexo z = a + bi e no ultimo caso, os nimeros a e b sao chamados componentes

_%
do vetor Oz.

Y

=]|

Figura 5: Representacao geométrica de z = a 4+ bi no plano cartesiano.

Desta forma, geometricamente, o conjugado Z de z é representado pelo simétrico de
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z relativamente ao eixo Ox e o modulo |z| mede a distancia da origem O a z, conforme

ilustrado na Figura 6.

Figura 6: Representacao geométrica do Modulo e do Conjugado de z.

Ainda de acordo com a definicao, dados dois complexos z; = a + bi e 29 = ¢ + di,

temos que:

n+zm=(a+bi)+(c+di)=a+c+bi+di=(a+c)+ (b+d)i.

Assim, a soma de dois complexos é representada por um vetor, cujas componentes sao
as somas das componentes dos vetores dados. Como se pode ver na Figura 7, a soma
é representada geometricamente pela diagonal do paralelogramo construido sobre os
vetores dados.

Para fazer a interpretacao geométrica da diferenca z5 — 21, observemos na Figura 8

que:

ou



5 {gec,b+d}

v

Figura 7: Representagao geométrica da soma de dois niimeros complexos.

"~

Figura 8: Representacdo geométrica da diferenca de dois nimeros complexos.

ou seja, o vetor que representa a diferenca zo — 21 é o vetor Z1%5.

De um modo geral, os Conjuntos Numéricos (bem como outros temas) sdo apre-
sentados de maneira técnica e desconectada no ensino bésico brasileiro. Vérios autores
de livros-textos nao se preocupam em estabelecer o encadeamento histérico social que
leva & construcao por etapas do conjunto dos niimeros reais, classificando os conjuntos
por meio de regras e caracteristicas. Assim, nao levam em consideracao o fato de que
o aluno, salvo raras excecoes, nao esta preparado para tais abstragoes nesse nivel, uma
vez que o contetdo é totalmente abordado até o oitavo ano do Ensino Fundamental.

Aliando a isto o fato de que a maioria das faculdades de matematica dao pouca ou
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nenhuma importancia ao tema, muitas vezes os professores também nao se interessam
em corrigir tais distorcoes. Isso leva a um ciclo vicioso onde a maioria das criancas e
adolescentes tém cada vez mais aversao a matemaética.

Em relacao aos numeros complexos, que sao apresentados apenas no 3° ano do
Ensino Médio, acreditamos que o problema ainda persiste ou chega a ser pior. Uma
vez que as omissoes dos autores nos livros continuam; os alunos, apesar de ji terem uma
“certa” idade, na maioria das vezes nao apresentam maturidade matemaética compativel
com o tema e mesmo os professores, em alguns casos, tém dificuldades em relagao ao
assunto, chegando ao ponto de tratar o tema superficialmente e as vezes até exclui-lo

do seu planejamento.
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3 Teoria dos Inteiros e Conjuntos Enumeraveis

Neste capitulo, abordaremos algumas defini¢coes e propriedades acerca dos niimeros
inteiros (conforme podem ser vistos em [1] e [2]) e trataremos da enumerabilidade de

conjuntos, topicos que serao tteis e necessarios no decorrer do trabalho.

3.1 Teoria dos Numeros Inteiros

Propriedade 10. (Propriedade da Tricotomia) Dados a,b € N, uma, e apenas uma,
das sequintes possibilidades € verificada:

(i)a="b

(14)3c € N, tal que b=a+c

(t4)3c € N, tal que a = b+ c.

Diremos que a € menor do que b, simbolizado por a < b, toda vez que a propriedade
(17) acima é verificada.

Com esta definicdo, temos que a propriedade (iii) acima equivale a afirmar que
b < a. Assim a tricotomia nos diz que, dados a,b € N, uma, e somente uma, das
seguintes condigoes é verificada:

(i)a="b

(1i)a < b

(iii)b < a

Definicao 3. Seja S um subconjunto de N. Dizemos que um numero natural a é um

menor elemento de S se possui as sequintes propriedades:
()a e S

(ii)Vn € S,a<n
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Teorema 3. (Propriedade da Boa Ordem) Todo subconjunto nao vazio de N possui um

menor elemento.

Demonstracao. Demonstraremos por reducao ao absurdo.

Considere S um subconjunto nao vazio de N e suponha, por absurdo, que S nao
possua um menor elemento. Mostraremos que, assim, S s6 pode ser vazio, o que levard
a uma contradic¢ao.

Considere o conjunto W, complementar de S em N. Devemos mostrar entao que
W = N. Defina o conjunto

I, ={keN:k <n},

e considere a sentenca aberta

p(n): I, CW.

Como 0 < n para todo n, segue-se que 0 € W, pois, do contrario, 0 seria um menor
elemento de S. Logo, p(0) é verdade. Suponha agora que p(n) seja verdade. Se
n+ 1 € S, como nenhum elemento de [, estd em S, teriamos que n 4+ 1 é um menor

elemento de S, o que nao é permitido. Logo, n + 1 € W, seguindo entao que:
Ly =1,U{n+ 1} C W,

o que prova que para todon € N, [,, C W. Portanto, N C W C N e, consequentemente,

W =N. []

Definicao 4. Dados a,b € Z, dizemos que a divide b, e escrevemos alb, se existir

q € 7, tal que b = q.a.
Exemplo 7. 8|24, pois 24 = ¢.8 nos leva a ¢ = 3

Definicao 5. Um numero p € Z, p # 0 e p # +1, é primo se 0s unicos nimeros

inteiros que o dividem sao +p e £1.
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Observacao 2. Dois inteiros a e b sao ditos primos entre si, se, dado p € Z, pla e

plb, entdo p = 1. Isto é, o unico divisor comum a a e b for 1.

Exemplo 8. Os inteiros a =8 e b =9 sao primos entre si. De fato, pois nao possuem

divisores comuns, exceto o 1.

Definicao 6. Seja a € Z. Um nimero b é chamado de maltiplo de a se b = aq, para

algum q € Z.
Exemplo 9. 24 é multiplo de a = 6, pois se 24 = 6.q resulta em q = 4.

Definicao 7. Dados a,b € Z, um numero natural d é chamado de mdximo divisor
comum de a e b, e representado por d = mdc(a,b), se satisfaz as sequintes condigoes:
(1) dla e d|b;

(17) se r € Z, € tal que r|a e r|b, entdo r|d.

Exemplo 10. Sejam a = 60 e b =90, entao mdc(a,b) = 30, pois 30|60, 30|90 e, dado

r|60 e 790, temos que r|30 (por exemplo, 15/60, 15/90 e 15/30).

Observagao 3. Sea = 0 e b = 0, entdo ndo existe mdc(a,b); e se a # 0 e b = 0,

entdo mdc(a,0) = 0.

O teorema a seguir ¢ conhecido como divisao euclideana® (ou algoritmo da divisao)
e é essencial para o estudo dos niimeros inteiros como um todo, pois torna possivel a

divisao entre dois ntimeros inteiros quaisquer.

'Por volta de 300 AC surge em Alexandria um tratado chamado de Os Elementos de Euclides.
Pouco se sabe sobre os dados biograficos deste grande matematico. Tendo chegado aos dias atuais
através de sucessivas edigoes, o tratado é composto por 13 livros onde se encontra organizado e

sistematizado a maior parte do conhecimento mateméatico da época
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Teorema 4. (Divisao euclideana) Dados a e b € Z, com b # 0,b < a. Entdo existem

unicos q,r € Z com 0 < r < |b|, tais que:
a=qgb+r (4)

Demonstracao. (i) Existéncia
Para (b > 0)

Consideremos o conjunto dos inteiros multiplos de b, ordenados da forma:
=3 =20 -0 <0<H <20 < 3D

Temos assim uma decomposicao da reta em intervalos disjuntos da forma:

[gb, (g +1)b) ={z € R:gb <z < (q+1)b},

com q € Z.
Logo, dado a € Z, a pertence a apenas um destes intervalos. Consequentemente,
serd da forma a = gb+r, com ¢ € Z e r > 0. E claro que, 7 < (g + 1)b — gb = b.
Para (b < 0)

Apliquemos o teorema para |b|, logo existem ¢',r € Z, com 0 < r < |b|, tais que:
a=dq|b|+r. (5)

Fazendo ¢ = —¢/, como |b| = —b, (pois b < 0), obtemos de (5), a = gb + r, onde
qg,r €Ze0<r<|b.

(74) Unicidade

Para mostrar que ¢ e r que satisfazem (5) sdo tnicos, suponha que a = gb+ r e
a=qb+ry,com0<r<|bed<r <lb.

Logo:

qgb+r=qb+r =
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r—r;=(q — q)b. (6)

Mostremos que r = ry.

De fato, se r # 11, entdo 0 < |r; —r|. Além disso, |r; —r| < b. Logo, vamos admitir
que r < 11, 0 que implicar; —r>0e |ry —r|=r —7r.

Assim, se r; — 7 = |b|, entdo r, = |b| + r e, portanto, r; > |b|, o que é absurdo.

E, se ry —r > |b|, entdo 1 > |b| +r > |b|, gerando o absurdo r; > b. Logo, pela

Propriedade 10:

lry —r] =1 —r <0

Segue que:

0<|ri—r| < || (7)

De (6), obtemos:
1y =7 = g1 — gl |0] (8)

Substituindo (8) em (7), obtemos:

0 < |q —qllb] < [b].

Logo, 0 < |¢g1 —¢| < 1, 0 que é absurdo, pois |¢; — ¢| € um namero inteiro, uma vez que
q,q1 € Z. Portanto r = r1. Observe que essa igualdade, combinada com a equagao (6),

implica em ¢; = ¢, ja que 0 = (¢; — ¢)b e b < 0 por hipotese. ]
Exemplo 11. Sea =37 eb =38, entao g=4 er =5, pois 37T =4.8+5

O proximo teorema, conhecido como Algoritmo de Euclides 2, traz uma prova cons-
trutiva da existéncia do mdc de dois niimeros e é considerada uma obra prima, pois

pouco conseguiu-se aperfeicod-lo em mais de dois milénios.

20s Elementos de Euclides, Livro VII, Proposicio 2.
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Teorema 5. Dados a,b € Z, pelo menos um deles nao nulo, existem xo,yo € Z, tais
que:

axg + byo = d,

onde d = mdc(a,b).

Demonstrac¢ao. Considere o conjunto C' de todos os inteiros positivos da forma ax + by.
Ou seja, C = {n € Z :n > 0en = axr+ by, para algum z e algum y }. O conjunto
C' & nao vazio, uma vez que, se tomarmos r = a e y = b, teremos n = aa + bb € C.
Aplicando o Teorema 3 podemos afirmar que C' tem um menor elemento. Dessa forma,

existe d > 1 tal que d = axy + byy, com g, yo € Z, €

d < (ax + by), (9)

para todo ax + by € C.

A seguir, afirmamos que:

d|(ax + by), (10)

para todo ax + by € C.
Para provar a afirmacao (10), suponha, por contradicao, que d f(ax + by). Assim,

existem ¢,r € Z, com 0 < r < d, tais que:

ax + by = qd + r = q(axe + byo) + 1,

o que implica:
r=a(z — qzo) + b(y — qyo)- (11)
Como 7 > 0, a equacao (11) nos diz que r € C. Mas isso é um absurdo, pois r < d, o

que contraria o fato de assumirmos d como o menor elemento do conjunto C'. Portanto,

d|(az + by).
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A relagao d|(ax + by) implica d||a| e d||b] pois, ou um deles é zero e d|0, ou ambos

sao positivos e, nesse caso, ambos estao em C'. De fato,

a+b0, se a>0
la| = (12)
—a+0.0, se a<0O.

E, equivalentemente, para |b|.
Observe que, se d||al, entdao d|a. De fato, pois d||a| implica que existe ¢ € Z tal que
la| = gd. Se a > 0 a prova esta feita. Se a < 0, basta tomar a = (—q)d. Logo,

concluimos que:

dla e d|b (13)

Por outro lado, se k € N & tal que kla e k|b, entao k|(axo + byp), isto é, k|d. Logo,
d|a e d|b e também, para algum k € N, k|a e k|b, entdo k|d. Assim concluimos que d é

o méximo divisor comum de a e b. Logo,

d = azg + by = mdc(a,b),
o que completa a demonstragao. O
Lema 1. Dados a,x,b,yo,d € Z, se d|a e d|b, entao d|(axo + byp).

Demonstra¢ao. Como d|a, pela Definicdo 4, implica que existem p,q € Z, tais que

a = qd e b= pd. Logo,
axo + byo = qdxo + pdyo = d(qro + pyo)-

Observe que k = (qzo+pyo) € Z, pois q, xo, p, Yo € Z. Portanto, axg+ byy = dk, k € Z.
De onde concluimos que

d|(axy + byo)
completando a demonstracao. O]
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Exemplo 12. Temos que 510 e 5|15, logo 5|(10z + 15y0), para todo xq,yo € Z.
Lema 2. Seja p € N um nimero primo, e a,b € Z. Se plab, entao pla ou p|b.

Demonstracao. Se pla, ndo ha nada a se provar. Suponha que p /a, ou seja, p e a
sao primos entre si. Logo, pelo Teorema 5, existem g,y € Z tais que axg + pyo = 1.
Assim,

abxy + pbyy = b (14)

Como plab (por hipotese) e obviamente p|pb, entao pelo Lema 1, segue que

pl(abxo + pbyo).
Portanto, da equagao (14), obtemos que p|b. ]
Exemplo 13. Sejam p=2,a =8 eb="7. Temos que 2|8.7 e 2|8.
Exemplo 14. Sejam p =5,a =15 e b = 10. Temos que 5/15.10, 5|15 e 5|10.
Corolario 1. Sejam p € Z um nimero primo e a € Z. Se pla™, entdo p|a.

Demonstra¢ao. Vamos demonstrar usando o Principio da Indugao Finita sobre n. Que-
remos mostrar que a afirmagao: se pla™ é verdadeira, entao p|a é verdadeira para todo
n € N. Para n = 1 a afirmacao ¢ verdadeira, pois pla’ = p|a, e por hipotese, pla. Dai
temos que para n = 2, a afirmagao também ¢é verdadeira, pois p|a® = pla.a e pelo lema
2, se pla.a, entao pla.

Suponha agora que a afirmacao seja verdadeira para k € N. Ou seja: p|a* = pla é
verdadeira (hipotese de inducdo).

Devemos mostrar que a afirmacao também é verdadeira para k 4+ 1,k € N. Isto é:
pla**t = pla.

k+1 4

Temos que p|a®T! é igual a p|a*.a. Mas, pelo Lema 2, se p|a*.a, entdo p|a ou p|a*.
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Se pla, esta provada a afirmacao.
Por outro lado, se p|a®, aplicando a hipotese de inducao: p|a* implica que p|a. Logo

pla**! = pla, o que completa a demonstragao. ]

2

Proposicao 1. (i) Se a € Z é um numero par, entao a* € par. (ii) Se b € Z é um

nidmero impar, entio b*> é impar.

Demonstracao. Prova de (i): Se um inteiro a é par, podemos escrevé-lo da forma

a =2k, com k € Z. Assim:
a® = (2k)? = a® = 4k* = o* = 2(2K?).
Como k é inteiro, 2k? também é inteiro. Fazendo 2k? = p, temos que:
a = 2p,p € 7.

Provando que a? ¢ par.
Prova de (ii): Se um inteiro b é impar, podemos escrevé-lo da forma a = 2m + 1,

com m € Z. Assim:
V=02m+1)? =0 =4m> +4m + 1= 0" = 2(2m* + 2m) + 1.
Como m ¢é inteiro, (2m? + 2m) também é inteiro. Fazendo (2m? + 2m) = ¢, temos que:
b’ =2¢+1,q € Z.

Provando que b? é impar.
Observe que podemos usar a contrapositiva nos dois itens da proposicao. Isto é,
2 . . . ~ . . . D f b2 . . .
se a“ ¢ um 1nteiro par, entao a € um inteiro par. Da mesma forma, se 6= é um inteiro

impar, entao b ¢ um inteiro impar. O
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3.2 Conjuntos Enumeraveis

Nesta secao, definiremos conjuntos enumeréveis e estudaremos a enumerabilidade
ou nao de alguns conjuntos, o que serd muito importante no capitulo 4, para mostrar a
existéncia dos nimeros transcendentes. Trataremos deste topico, conforme foi colocado

em [2].

Definicao 8. Dizemos que um conjunto C' é enumerdvel quando seus elementos podem
ser colocados em correspondéncia biunivoca com os numeros naturais. Isto €, C ¢é

enumerdvel se existir uma funcao bijetiva f : N — C.

Exemplo 15. O conjunto N dos niimeros naturais obviamente é enumerdvel, pois basta

tomarmos a funcgao identidade f(n) =n, n € N.

Exemplo 16. O conjunto dos nimeros pares positivos, {2,4,6,...}, é enumerdvel,

bastando, para isso, tomar a fun¢do f(n) =2n, n € N.

Exemplo 17. O conjunto dos multiplos positivos de 5, {5,10,15,...}, é enumerdvel,
pois se tomarmos a funcdao f(n) = bn, n € N listaremos todos os elementos do

conjunto.

Exemplo 18. O conjunto {1,1,2,3,5,8,13,21,34,...}, conhecido como Sequéncia de Fi-

bonacci, é enumerdvel. Basta fazer, para todo n € N, como na Figura 9.

1, se n=1
f(n) = 1, se n=2

an_1 + Gpn_9, Se M>3

Figura 9: Enumerabilidade da Sequéncia de Fibonacci.
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., =3, =2, -1, 0, 1, 2, 3,
A

) 77 57 37 17 2a 47 67
Figura 10: Enumerabilidade dos Niimeros Inteiros.

Exemplo 19. O conjunto Z dos nimeros inteiros é enumerdvel. Para verificar, basta
proceder como na Figura 10.

Desta forma, podemos enumerar todos os inteiros.

Exemplo 20. O conjunto dos niumeros racionais positivos é enumerduvel.
Da mesma forma que nos inteiros, podemos obter um esquema, através do qual, lista-

remos todos 0s numeros racionais positivos.

1 1 1 1 1
1732 371 3
A Y S
2 2 2 2 2
1 2 3 1 3
I Y S N
3 3 3 3 3
12 3 1 3
A I B
4 4 4 4 4
1 2 3 1 3
I Y I S
5 5 5 5 5
1 2 3 1 3

Figura 11: Enumerabilidade dos Racionais Positivos.

Analisando a Figura 11, percebemos que todos os nimeros da forma g, p,q € N,
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q # 0, aparecem listados, bastando sequir as setas. Assim, mostramos que o conjunto
Qf ={z € Q: z > 0} é enumerdvel. Da mesma forma, podemos mostrar que o

conjunto Q- = {x € Q: x < 0} € enumerdvel.

O proximo teorema trata da enumerabilidade da uniao de conjuntos. Através dele,
mostraremos que o conjunto dos racionais (Q = Q" U Q= U {0}) é enumerével e o

conjunto R dos reais nao é enumeravel.

Teorema 6. (i) A unido de um conjunto finito com um conjunto enumerdvel é enu-

i1) A unido de dois conjuntos enumerdveis é enumerdvel.

(1ii) A unidgo de um nimero finito de conjuntos enumerdveis é enumerdvel.
(iv) A unigo enumerdvel de conjuntos finitos é enumerdvel.

v) A unidgo enumerdvel de conjuntos enumerdveis é enumerduvel.

Demonstracao. (i) Considere A = {ay,as, ..., a,} o conjunto finito e B = {by, by, b3, ...}
o conjunto enumeravel. Para mostrar que A U B é enumeravel, basta fazer a corres-

pondéncia biunivoca entre AU B e N, conforme o esquema da Figura 12.

ay, G2, -~-:, Gp, b17 b?a
I 7 I 7 7
1, 2, ---, n, n+1, n+2,

Figura 12: Enumerabilidade da unidao de um conjunto finito com um conjunto enume-

ravel.

(i) Se A = {ay,aq,...} e B = {by,bs,...} sao dois conjuntos enumeraveis, para
mostrar que AU B é enumeravel, basta fazer a correspondéncia biunivoca como descrita

na Figura 13.
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ay, b17 a2, b27 as,

r vt 17

L2, 3 4 5,
Figura 13: Enumerabilidade da uniao de dois conjuntos enumeréaveis

Assim, os elementos de A serdo numerados conforme os ntmeros impares e 0s
elementos de B conforme os pares, em sequéncia.

(7ii) Considere os k (k € N) conjuntos enumeraveis A = {ay,as, ...}, B = {b1,bo, ...},
ey K = {ky, ko, ...}. Para provar que AU BU ... U K é enumeravel, fazemos a corres-

pondéncia biunivoca definida na Figura 14.

ai, bl, ceey kl; as, ..., kg, as, ..., k’g,
I 1 1 I 7 I
1, 2., k k+1,.. 2k 2k-+1,.. 3k

Figura 14: Enumerabilidade da uniao de um conjunto finito de conjuntos enumeraveis.

(7v) Sejam os conjuntos finitos 51 = {ay,as,...,an}, Bo = {b1,bo, ..., b}, B3 =
{c1,¢2, ..., ¢p},...; onde o conjunto Q = {fy, B2, B3, ...} é enumeravel. Isto é, §; U fy U
Ps... U ... ¢ a uniao de um conjunto enumeravel de conjuntos finitos.

Para mostrar que esta uniao é enumeravel, ordenamos os elementos dos conjuntos

de forma conveniente e fazemos a correspondéncia biunivoca como na Figura 15.

a1y, ...y Qn, by, ..., by, Cly oory Cpy -
I, .. n, n+l.., n+k (n+k)+1,... (n+k)+p,

Figura 15: Enumerabilidade de um conjunto enumeravel de conjuntos finitos.
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(v) Sejam os conjuntos enumeraveis 51 = {ai1, a12, aiz...}, B2 = {as, as, ass...},
53 = {CL31, asz, 0,33...},...7 Bn = {anl, an2, Ap3, },, onde o COIljllIltO Q= {61, 527 63, Bna }
é enumeravel. Isto é, 51 U B U ... U B,... U ... ¢ a unidao de um conjunto enumeravel de
conjuntos enumeraveis.

Para mostrar que esta uniao é enumeravel, podemos dispor os elementos como na
Figura 16 e lista-los da mesma forma como na ilustragao de que o conjunto dos racionais

positivos Q" é enumeravel.

@11, Qai2, a3,
21, QA22, 0a23,

asy, sz, ass,

Ap1, An2, Qan3,

Figura 16: Enumerabilidade da uniao de um conjunto enumeravel de conjuntos enu-

meraveis.

]

Corolario 2. Se A é um conjunto enumerdvel e B € um conjunto infinito, tal que

B C A, entao B € enumerdvel.

Demonstracao. Como A é um conjunto enumeravel, entdo existe uma correspondéncia
biunivoca entre A e os nimeros naturais. Isto é, dado a, € A, existe um n natural, tal
que a,, esteja relacionado a n. Como B C A, dado um b,, € B, entao b, € A. Portanto,

o conjunto B é enumeréavel.
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O proximo teorema tem importancia fundamental no trabalho, pois através dele,

provaremos a existéncia de ntimeros transcendentes, no Capitulo 5.
Teorema 7. O conjunto R dos nimeros reais nao é enumerdvel.

Demonstracao. Pelo Corolario 2, para provar que R nao é enumeravel, basta provar
que um intervalo I C R ndo é enumeravel. Tomemos entdo o intervalo I = [0, 1), isto é,
I'={xeR:0<z <1} e vamos provar que I nao ¢ enumeravel.

Observe que para todo x € I, x pode ser escrito na forma:
0, a1a920as...

em que a; € {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} e algum a; # 9.
Como vimos no Capitulo 2, alguns destes nimeros possuem duas representacoes deci-

1 =0,25 ou ; = 0,249999....

mais. Por exemplo: §

Desta forma, consideraremos a representacao decimal infinita peridédica. Por exem-
plo, o niimero % serd escrito como 0,4999... e nao como 0, 5.

Suponhamos que [ seja enumeravel. Poderiamos entao ordené-los como a seguir:

0,ar1a12a13...
0, asiazass... (15)
O, a31a32033...

Formemos agora a seguinte decimal:
0, b1b2bs3...
de forma que todos os b;s sejam diferentes de 0 ou 9 e, além disso,

by # a1y, by # ag, ...

Deste modo, é claro que:

0, b1b265 7é O, Ap1Ap2Qdns...
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para todo n, pois b, # an,. Logo, 0,b1bgbs... nao esta na representagao (15) acima,
o que é um absurdo. Portando, I nao é enumeravel e, consequentemente, R nao é

enumeravel. O
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4 Equacoes Polinomiais

Neste capitulo, trataremos das equagoes polinomiais de modo semelhante aquele
tratado pelos autores de livros do ensino médio. Porém, daremos um enfoque maior as
justificativas de cada método de resolucao, provando ou justificando cada proposicao

sempre que estiver dentro dos objetivos do trabalho.

4.1 Contexto Historico - Resolucao de Equacoes Polinomiais

Os primeiros registros sobre resolugoes de equacgoes do 2° grau foram encontrados
aproximadamente em 1700 a.C. e pertencem a civilizacoes antigas, como os sumeérios,
os egipcios, os babilonios e os mugulmanos. Esta tltima se destaca pela obra Al-jabr
W’al-Mugabala, do matematico e astronomo Al-Khowarizmi, que data do século VIII e
inclui uma exposicao completa da resolucao de equacdes do 1° e 2° graus. Acredita-se
que a palavra Algebra deriva desse nome.

O processo de resolugao de equagoes ctibicas (do terceiro grau) da forma z3+mx = n
se deve ao matematico italiano Niccolo Fontana Tartaglia (1499-1557). No entanto,
Tartaglia nao revelou sua descoberta, confidenciando apenas a seu amigo médico e tam-
bém matematico italiano Girolamo Cardano (1501-1576). Em 1545, Cardano publicou
em sua obra Ars Magna, o método que lhe fora confiado por Tartaglia. O que, embora
com referéncias e agradecimentos a ele, gerou profunda desavenca entre eles.

A justificativa de Cardano para tal traicao, foi a de que tomou conhecimento que
Scipione del Ferro (1465-1526), um terceiro compatriota, havia chegado aos mesmos
resultados de Tartaglia anos antes e que os havia repassado a um discipulo (o que aca-
bou sendo comprovado posteriormente). Temendo a divulgacdo do trabalho, Cardano
resolveu publicéa-lo.

O fato é que a formula para resolucao de equagoes da forma 2® + ma = n, que
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atualmente é traduzida por:

— 3, /md yn? yn_ 3 /md n?2_ n
x_\/\/27+4+2 \/27""4 2

é conhecida como formula de Cardano.

Ars Magna também trouxe um método para reduzir equagoes quérticas (do quarto
grau) em equacoes cibicas. Isto é, um método de resolucao de equagoes do quarto grau.
Esta descoberta foi resultado de um profundo estudo de Ludovico Ferrari (1522-1565),
aluno e discipulo de Cardano.

A partir de entdo, intimeros matematicos se empenharam em encontrar métodos
capazes de determinar as raizes de equacoes do quinto grau. Em 1799, Paolo Ruffini
(1765-1822), publicou um trabalho em que acreditava ter provado a impossibilidade
de se resolver tais equagoes. Porém, seu artigo tinha um pequeno erro e nao lhe foi
dado crédito pela comunidade cientifica da época. Apenas em 1824, o noruegués Niels
Henrik Abel (1802-1829) conseguiu a prova correta para o fato. Além dele, o francés
Evariste Galois (1811-1832) também provou essa impossibilidade, usando uma teoria
diferente, a chamada Teoria de Galois, que até os dias atuais é usada para verificar quais
equacoes sao ou nao passiveis de resolucao por formulas que envolvem os coeficientes.
Para maiores detalhes, veja [3] e [4].

Apesar de toda a discussao e sistematizacao a respeito da resolucao de equacdes de
terceiro e quarto graus por férmulas “prontas”, neste capitulo estaremos interessados
em apresentar técnicas que nos fornecam outras alternativas para a resolucao destes

dois tipos de equacao.

4.2 Fungoes Polinomiais ou Polindmios

Antes de trabalharmos alguns métodos e técnicas de resolucao de equacgoes polino-

miais, que ¢ o objetivo deste capitulo, necessitaremos de alguns conceitos a respeito
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dos polindémios, os quais virao a seguir.

Definicao 9. Seja a sequéncia de nimeros complexos (an, an_1,...,a1,a9). Considere

a funcio p : C — C, dada por
p(2) = apa™ + ap_12" "+ .+ ayx + ag. (16)

A funcao p € denominada funcgao polinomial ou polinomio associado & sequéncia dada.

Em quen €N, a,,a,_1,...,a1,aq sao denominados coeficientes e as parcelas
n n—1
aAnd , Ap_1T y ey A1, Qg

sGo 0s termos do polinomio p(z).
Definimos ainda o grau de um polinémio como o maior expoente de um termo nao nulo

(com a; # 0) e representaremos como Gr(p).

Em determinados casos, para simplificar a notacao, usaremos simplesmente p para
simbolizar a fun¢do polinomial p na variavel x, sem perda de generalidade.

Como exemplos, temos:

Exemplo 21. p(x) = z* —42% — 2 ¢é uma fungdo polinomial do quarto grau (ou de grau

4).
Exemplo 22. ¢(z) = 52 + 3 é um polinémio do sequndo grau (ou de grau 2).

Exemplo 23. r(z) = 0z* — 223 +5x — 2 ¢ uma fungdio polinomial do terceiro grau (ou

de grau 3).

Defini¢ao 10. Dados um nimero complexo k e um polinémio como na formula (16).

Definimos o valor numérico de p em k, como a imagem de k pela funcao p. Isto é:
p(k) = ankn + anflkni1 + ...+ 0J1k + ap.

Em particular, se p(k) = 0 dizemos que k € uma raiz da funcdo p.
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Exemplo 24. Dado o polinémio p(x) = a3 + 322 + 2x, temos:
p(1)=1°+31*+21=6
p(=1) = (=13 +3.(=1)> +2.(-1) =0
Desta forma, o valor numérico de p(x) para x =1 € 6 e para x = —1 € 0. Logo, -1

¢ uma raiz de p.

Definicao 11. Um polinémio € chamado de “polinémio nulo” ou “identicamente nulo”,
quando todos 0s seus coeficientes forem nulos. Isto é p(x) = 0x™ + 02" 1 + ... + 0z + 0.
Logo, p(x) = 0 para qualquer x € C e, consequentemente, todo nimero complexo € raiz

de p.
Para estes polinomios, consideramos Gr(p) = —oc.

Defini¢ao 12. Sejam os polindmios f(z) = apx™ + ap 12" 1 + ...+ a1 + ag e g(z) =
bpx™ + by 12"+ bz +by. Dizemos que f e g sao “iguais” ou “idénticos”, se todos
0s coeficientes dos termos correspondentes (com mesmo expoente) forem iguais. Ou
seja:

f =g <= a, = bn,an_l = bn—l, @1 = bl, ag = bg.

A seguir falaremos resumidamente sobre as operagoes com polinémios, com énfase

na divisao, a qual necessitaremos nas segoes seguintes.

Definigao 13. Considere os polinomios nao nulos f(x) = apx™+a, 12" ' +...+a1x+ag
e g(x) = bz + by 12"t + ... + by + by, com Gr(f) > Gr(g). Definimos:
(i) Adicao: f(x)+ g(z) = h(x), tal que

h(z) = (an + bp)x™ + (ap_1 4+ bp_1)x" ™  + .. + (ay + b))z + (ag + bo).

Ou seja, para somarmos dois polindomios, basta somar os coeficientes dos termos cor-

respondentes.
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(i7) Subtragao: f(x)— g(x) = h(x), tal que
h(z) = (an — bp)z™ + (an_1 — bu_1)z" " + ... + (a1 — b))z + (ag — bp).

Analogamente a adicao, para subtrairmos dois polinémios, devemos subtrair os coefici-
entes dos termos correspondentes.
(ii1) Multiplicagao: f(x).g(x) = (apax™+a, 12" 4.+ a1x+ag).(byz" + by 12" ' +
e + b1z + by) = h(x), onde h(z) € obtido aplicando a propriedade distributiva da
multiplicagao em rela¢io & adicdo. Observe que, desta forma, Gr(h) = Gr(f)+ Gr(g)
(iv) Divisao: A divisao de f(x) por g(x) so € possivel se Gr(f) > Gr(g). Neste

caso, “dividir” f por g consiste em obter dois polinomios q(x) e r(x), tais que:

f(x) = g(x).q(x) +r(z).

Onde f(x) € o “dividendo”, g(x) € “divisor”, q(z) € o “quociente” e r(z) o “resto” da
divisao. Temos ainda que Gr(q) = Gr(f) — Gr(g) e Gr(r) < Gr(g).
Assim, se g for um polindmio do primeiro grau, o resto serd uma constante. Se

r(x) =0, dizemos que a divisio € ezata.

Sao conhecidos alguns métodos para a divisao de polinémios, como o Método da
Chave (que é semelhante ao processo utilizado no algoritmo de Euclides para a divisao
de niimeros naturais), e o Método de Descartes ® (que é baseado no conceito de igual-
dade de polindomios) ambos utilizados para divisores quaisquer; e ainda o Algoritmo de
Briot-Ruffini* usado para divisoes onde o divisor tem grau 1.

Neste trabalho nao vamos detalhar nenhuma delas, apenas usar seus resultados,

3René Descartes(1596-1650) - notavel matemético francés que trouxe vérias contribuigoes para a

matematica, dentre elas, o Sistema Cartesiano de Coordenadas.
4Paolo Ruffini (1765-1822). Meédico e matematico francés; Charles August Briot (1817-1822).

Matemético francés
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levando-se em conta sua relativa simplicidade e a possivel familiaridade do leitor com
o tema. Para detalhes mais precisos, veja [3].
Para os Exemplos 25 a 28 a seguir, considere os polindmios f(z) = 223 + 102 +

11+ 2z e g(z) = 22 + 4z — 1. Temos:
Exemplo 25. f(z) + g(x) = 22% + 122* + 152 + 1
Exemplo 26. f(x) — g(z) = 223 + 82 + Tz + 3

Exemplo 27. f(z).g(z) = 42° + 28z* + 602> 4 382% — 3z — 2. Observe que Gr(f) +

Gr(g) =5=3+2=Gr(f)+ Gr(g).

Exemplo 28. f(z) = g(x).(x+3)+5. Isto €, na divisao de f por g, temos q(x) = (z+3)
e r(x) = 5. Obseve que Gr(q) =1=3—-2=Gr(f) —Gr(g) eGr(r)=1=2—-1=
Gr(g) — 1.

A seguir traremos dois teoremas que serdao necessarios na proxima secao.

Teorema 8. (Teorema do Resto) O resto da divisao de um polinomio f por x —a é

igual a f(a).

Demonstragao. De acordo com a Defini¢do 13 (iv), temos:

f(@) = (z —a).q(x) +r.

Como = — a tem grau 1, o resto r é nulo ou tem grau zero. Logo, r é um polindmio

constante. Calculando f(a), temos:

fla)=(a—a)q(x)+r= f(a) =r.

O que completa a demonstragao. O
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Teorema 9. (Teorema de D’Alembert ®) Um polinomio f é divisivel por x — a se, e

somente se, a € raiz de f.

Demonstra¢ao. De acordo com o Teorema 8, temos que f(a) = r, sendo r o resto da
divisdo de f por (r — a). Logo:
(=) Se f é divisivel por x —a, entdo r = 0. Entdo r = f(a) = 0, logo, a é raiz de f.
(<) Por outro lado, se a ¢ raiz de f, entdo f(a) = 0. Entao f(a) =r =0, logo, f
é divisivel por x — a.

Completando a demonstracao. O]

4.3 Equacgoes polinomiais e suas raizes

Trataremos agora de procedimentos e técnicas que irao nos auxiliar na resolucao de
equacoes algébricas ou polinomiais com coeficientes complexos. E importante observar
que, como serd definido a seguir, uma equacao polinomial é equivalente a igualdade

p(x) =0, com p(z) descrito como na Defini¢ao 9.

Defini¢ao 14. Consideremos a fun¢dio polinomial p(x) = ap,x™+a, 12" +...+a;x+ao.

Definimos como equagao polinomial a toda equagao da forma p(x) = 0, isto é:
an®™ + ap_ 12"+ Fax+ag=0, a,#D0. (17)

Onde ay,,a,_1,...,a1,a9 € C sao chamados coeficientes e n € N é o grau da equacao

(pois € o maior expoente de um termo nao nulo).

Exemplo 29. 32% — 42 — 2 = 0 € uma equagdo polinomial do terceiro grau (ou de

grau 3).

Exemplo 30. 22> — 5 = 0 € uma equagdo polinomial do sequndo grau (ou de grau 2).

Jean le Rond d’Alembert (1717-1783). Filésofo, fisico e mateméatico francés.
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Exemplo 31. 02 — 42* — 322 — 22 = 0 € uma equagdo polinomial do quarto grau (ou

de grau ).

Definicao 15. Dada uma equacdao polinomial, chama se raiz da equacgdo todo nimero
que, substituido em lugar de z, torna a igualdade (17) verdadeira. O conjunto de todas
as solugoes de uma equacao € chamado de Conjunto Solucao ou Conjunto Verdade da

equUacao.

Exemplo 32. z = 2 e x = 3 sdo raizes da equacio v> —5x+6+0. Pois: 22—5.24+6 =0

e3?—53+6=0.

Exemplo 33. x = —1, v = 1 e o = 2 sdo raizes da equacdio x° — 22> —x + 2 = 0.

Pois: (=1)3 —2.(=1)2 = (=1)+2=0;13-212—1+42=0¢23—222 - 242 =0,

Teorema 10. Todo polinémio p(x) de grau n > 1 admite pelo menos uma raiz com-

plexa.

O Teorema 10, conhecido como Teorema Fundamental da Algebra tem uma impor-
tancia singular no desenvolvimento da algebra. Vérias demonstracoes a seu respeito
foram apresentadas no final do século XVIII e durante o século XIX, porém nenhuma
delas sera apresentada devido aos objetivos do trabalho. Algumas delas devido a Gauss
6 ¢ Cauchy 7. Para o leitor interessado, sugerimos [5].

Como consequéncia do Teorema 10, obtemos o seguinte resultado que serd bastante

util ao longo do capitulo.

Teorema 11. Teorema da Decomposicao - Todo polinémio p(z) de grau n,n > 1

p(7) = ap?" + ap 2"+t ar+a, a, #0,

6Johann Carl Friedrich Gauss (1777-1855). Matemaético, fisico e astronomo alemao, um dos maiores

matematicos de todos os tempos, com contribui¢oes em diversas areas.

T Augustin-Louis Cauchy (1789-1857). Matemético francés especialista em dlgebra e analise.
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pode ser decomposto em n fatores do primeiro grau, isto é:
p(.ﬁE) :an(ﬂf—’f’l)(ﬂf—7"2)(-93—’/“3)--.(27—7“”), (18)

em que 11,79, 13, ...,y SG0 as raizes de p(x). Esta decomposicao é dnica, com exce¢do

da ordem dos fatores.

Demonstragao. (i) Existéncia:

Seja p(z) um polinémio de grau n > 1, pelo Teorema 10, p(z) tem pelo menos uma
raiz r; complexa. Assim, p(r1) = 0 e, de acordo com o Teorema 9, p(x) é divisivel por
x —r1. Ou seja:

p(z) = (z —m1).q1, (19)
onde ¢; é um polinémio de grau n — 1 e coeficiente dominante a,,.

Sen =1, entdo n — 1 = 0 e ¢; é uma constante; portanto, ¢; = a, e p(zr) =
an.(r —11), 0 que demonstra o teorema.

Sen >2,entao n —1 > 1. Assim o Teorema 10 é aplicavel ao polinomio ¢y, isto é,

¢1 tem pelo menos uma raiz ry. Logo, ¢1(r2) = 0 e ¢; é divisivel por z — 5. Ou seja:

q(z) = (v —12).q2. (20)

Substituindo (20) em (19), temos:

p(z) = (z =) (2 = 72) 02,

onde ¢y ¢ um polinémio de grau n — 2 e coeficiente dominante a,,.
Sen =2 entdo n — 2 = 0 e g2 é uma constante; portanto, ¢o = a, e p(x) =
ap.(x —11)(x — 12), 0 que demonstra o teorema.
Seguindo o mesmo raciocinio e aplicando o Teorema 10 n vezes, chegamos a igual-
dade:
p(x) = (x —r)(x —ro)(z —r3)...(x — 1) .,
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onde ¢, tem grau n —n = 0 e coeficiente dominante a,. Logo, ¢, = a,. Portanto:
p(x) = ap(z —r1)(x — 1) (x — r3)...(® — ).

O que encerra a demonstracao da existéncia.
(74) Unicidade:

Suponha que p(x) possa ser escrito de duas formas, isto é:

p(z) = an(z —r)(x —ro)(x — 13)...(T — 1)

p(x) = @y (z = ) (w = r5) (@ = 7). (= 77,

Reduzindo e ordenando os segundos membros das igualdades, temos:
ant" — ap Sy L =al 2™ —al, S|
Pela Definigao 12, temos que n = m e a, = a,; e chegamos a igualdade:
(x—r)(z—ro)(x —r3).(x—1) = (x —r))(x —ry)(x —1ry)...(x — 7). (21)
Fazendo x = rq, temos:
0= (ri —r))(ri —ry)(r1 —r5)...(rs — 17,).

Se o produto é nulo, um dos fatores (r; — r;) é nulo. Com uma mudanga apropriada
na ordem dos fatores, podemos colocar 1 = 7. Assim, a igualdade (21) se transforma

ems:

(x —r)(z—ro)(x —13).(x—1) = (x —r)(x — 1)) (x —r3)...(x — 7))
(x —ro)(x—r3)..(x —1p) = (& —ry)(x —ry)...(x — 7).
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Fazendo x = ry, temos:
0= (ro—15)(rg —1r5)...(r2 — 17).

Do mesmo modo, um dos fatores (ro — r}) é nulo. Novamente com uma mudanca
3 I I
apropriada na ordem dos fatores, temos ry = 5. Analogamente, teremos r; = r;, para

todo i € {1,2,3,...,n}. Temos entdo as igualdades:

/

!/ / /
m=mn,q,, = ap, T} =7T1,Ty =T2,...,T, = T'n.

O que garante a unicidade da decomposi¢ao de p(z), completando a demonstracao do

teorema. O

Como consequéncia dos Teoremas 10 e 11, obtemos um resultado muito importante

para determinarmos o nimero de raizes de uma equagao polinomial.

Corolario 3. Toda equacao polinomial de grau n,n > 1 admite n, e somente n, raizes

complezas.

Demonstragao. Considere uma equacdo polinomial como em (17).

Na demonstracao da existéncia do Teorema 11, vimos que p(x) admite as raizes (dis-
tintas ou nao) ry,ry, 73, ..., 7. Ao provarmos a unicidade da decomposi¢ao, provamos
que essas sao as Unicas n raizes de p(x) e, consequentemente, da equagdo polinomial

(17). O

4.4 Raizes Multiplas e Relacoes de Girard

A seguir falaremos sobre técnicas de resolucao de equacoes polinomiais conhecidas por

raizes multiplas e relagoes de Girard.
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Definigao 16. Dizemos que r € raiz de multiplicidade m (m > 1), da equagao p(x) =0
se, e somente se:

p(r) =(z—1r)"q e q(r) # 0.

Isto é, r € raiz de multiplicidade m de p(z) = 0 quando o polinémio p € divisivel por
(x — 7)™ e nao € divisivel por (x — r)™ ou seja, a decomposicio de p apresenta
exatamente m fatores iguais a x — r. Quando m = 1, dizemos que r € raiz simples;

quando m = 2, dizemos que r € raiz dupla; quando m = 3, € raiz tripla; elc.

Exemplo 34. A equagio 2°(x — 2)3 = 0, admite as solugoes 0 e 2, de multiplicidades
5 e 3, respectivamente. Observe que a equacao € do 8° grau, mas S0 possui duas raizes.

Isto é: S ={0,2};

Exemplo 35. A equagio (x+1)%(x—1)3.(z+2)* =0 € do 9° grau e possui as raizes:

—1 (dupla), 1 (tripla) e —2 (quddrupla). Assim, S ={-2,—1,1}.

As relagoes entre coeficientes e raizes de uma equacao polinomial que serao desen-

volvidas a seguir sao conhecidas como Relagoes de Girard. ®

4.4.1 Equacgoes do 2° Grau

Considere a equacao:

ar’® +bx+c=0 (a#0),

de raizes r1 e 5. Pelo Teorema 11, sabemos que essa equacao pode ser escrita na forma:
a(x —ry)(z —re) = 0.
Logo, temos a igualdade:

ar® +br +c = a(x —ry)(x — r9).

8 Albert Girard (1595-1632), matematico francés estudioso das equagdes polinomiais.
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Ou seja:

o, b c 2
TP+ —x+—=x"— (1 +ro)xr 4 riry
a a
Portanto:
c
r+ro=—— € 1rrqo=—,
a a

que sao as relacoes de Girard para equacoes polinomiais do 2° grau. Observe que na

primeira relacao temos a soma das duas raizes e na segunda o produto entre elas.

4.4.2 Equacoes do 3° Grau

Considere a equacao:

ar® +br? +cx+d=0 (a#0),

com raizes r1, ro e r3. Pelo Teorema 11, essa equacao pode ser escrita na forma:
a(x —ry)(x—ro)(z—1r3) =0

Temos entao:

ar® +br* +cx +d=alr —r)(x —19)(x —73).

Ou seja:
3, b, ¢ d 3 2
04—+ —x 4+ — =2 — (ry +ro+r3)xt 4 (rirg + rors + rrg)r — rirars
a a a

Assim:

b c
ri+re+r3=——, T+ Tor3 + T3 = — € T’y = ——,

a a a

que sao as relacoes de Girard para equagoes polinomiais do 3° grau. Veja que na
primeira relacao temos a soma das trés raizes, na segunda a soma dos produtos das

raizes tomadas duas a duas e na terceira o produto das trés raizes.
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4.4.3 Equagao de grau n

Agora vamos generalizar as relagoes de Girard para equagoes polinomiais de graun > 1.

Seja a equacao:

@™+ Qp 12" Ay 02" L apr? Far +ag =0 (a, #0).

Usando n vezes o procedimento anterior, chegaremos a:

An—1
rnt+rot+rs+...+r,=—

Qn

Qp—2

Tire +rir3s+rira+ .+ 1Ty =
n

An—3
an

19Ty + 1rrory + ... + Tl p_1"n = —

n 20

rrorsz... Ty = (—1) 0
n

(22)

(23)

(24)

(25)

Onde, na equagao (22) temos a soma das n raizes da equagao; na equagao (23) a soma

dos produtos das n raizes tomadas duas a duas; na (24) a soma dos produtos das n

raizes tomadas trés a trés e assim por diante, até chegar na equacio (25) que representa

o produto de todas as n raizes.

Exemplo 36. Obtenha as relacoes de Girard para a equagdo 2x° — 42> +x + 3 = 0,

considerando r, s, e t suas raizes.
Resolucgao:
Como a equacao € do 3° grau, temos as relacoes:
r+s+t=-2: rs4+rt+st=< e rst=-14
Logo:

r+s+t:—%:2; rs—i-rt—i-st:% e rst=—

N[O
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Exemplo 37. Sendo r, s, t e u as raizes da equacio x* + 423 + 52? —x + 2 = 0,

obtenha as relagoes de Girard.
Resolugao:

Agora a equagao € do 4° grau, portanto, as relagoes sao:

r+s+t+u:—b——%:—4

rs+rt+ru+st+suttu=<=2=5
rst—i—rsu—i—rtu—l—stu:—g:—%:l

rstu=¢=2=2
a 1

Exemplo 38. Resolver a equacao x° —8x% 4192 — 12 = 0, sabendo que uma das raizes

¢ igual & soma das outras duas.
Resolucgao:

Tomando as raizes como r, s et, temos as relacoes de Girard:
r+s+t=38

rs+rt+st=19

rst = 12

Do enunciado, temos que:

r=s+41t.

Substituindo (29) em (26): r+s+t=8=>r+r=8=r=4

(28)

(29)

Logo, o polinémio p(x) = 23 —8x2%*+19x —12, € divisivel por v —4. Efetuando a divisao,

obtemos p(z) = (z* — 4z + 3)(z — 4).

Assim, as raizes s e t, sao as raizes da equacio x> —4x +3 =0. Isto é: s=1 et = 3.

Portanto, o conjunto solugao da equacao é: S ={1,3,4}
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4.5 Raizes Complexas

Como vimos no Capitulo 2, um ntmero complexo tem a forma z = a + bi, em que
a,b € Rei=+/—1. Neste nlimero, a ¢ chamado de parte real, b de parte imaginaria e
© ¢ chamado de unidade imaginéria.

Ao resolvermos a equacao polinomial 22 — 2z + 5 = 0, encontramos as rafzes ; =
1+2i e x5 = 1—2i. Da mesma forma, ao resolvermos z?+4 = 0, encontramos x; = —2i
e Ty = 21.

Observe que as raizes das duas equacoes sao pares de niumeros complexos conju-
gados. Mostraremos no teorema a seguir que esta situagdo ocorre sempre que uma
equacao polinomial possuir alguma raiz complexa. Ou seja, as raizes complexas apa-

recem aos pares em uma equacao polinomial.

Teorema 12. Se um nimero complero z = a + bi, com b # 0, € raiz de uma equagao

com coeficientes reais, entao seu conjugado zZ = a — bi também ¢é raiz dessa equacao.
Demonstracao. Considere a equacao polinomial
-1
p(z) = apa™ + ap_12" " + ...+ a1z + ap = 0,

com a,, dp_1,0p_2a,...,a1, a9 € R. Considere ainda as Propriedades 6,7,8 e 9 da secao
2.4, a respeito dos numeros complexos.

Por hipdtese, z é raiz da equacao. Ou seja, p(z) = 0. Logo:

2™+ 12" P a2+ a0 =0= a,2" + ap_12" '+ ... Fa1z + a9 =0
Generalizando a propriedade 6, temos:
2" + a2 T A @E+ T =0
Aplicando as propriedades 7 e 8, vem:
2 + Ap12" L+ ..+ a2+ ay =0
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Finalmente, aplicando a propriedade 9, temos:

()" 4+ an1(2)" 4 A @mZ+ag=0
Assim, p(z) = 0, ou seja, z também ¢é raiz da equacao. H

Exemplo 39. A equacio 2> +max +n =0, m,n € R, admite 5 — 2i como uma raiz.
Determine os valores de m e n.

Resolucao:

Como 5 — 21 € raiz da equacgao, pelo Teorema 12, 5+ 2i € a outra raiz. Usando as
relacoes de Girard, temos que:

rmtro=—2=0(-2)+05+2i)=-2=m=-10

rirg =< = (5—2i).(54+2i) =T =n =29

Exemplo 40. Sabendo que 4 + 3i é raiz da equacdo x* — 82 + 1522 + 80z — 250 = 0,
determine as demais raizes.

Resolugao:

Uma vez que 4 + 3i € raiz da equacao temos, pelo Teorema 12, que 4 — 31 também
€ uma raiz. Assim, nos resta encontrar as outras duas.

Pelo Teorema 11, temos que o polindmio p(x) associado & equagdo pode ser escrito
na forma:

p(z) = (v — (4+30)).(x — (4 — 39))(ax® + bx + ¢).

Isto ¢, p(z) € divistvel por (v —4 — 31).(x — 4 + 3i) = 22 — 8x + 25.
Efetuando a divisao, temos que p(x) = (z* — 8x + 25).(z* — 10).

Portanto, as demais raizes sao obtidas de: x*—10 = 0. Ou seja x5 = —/10 e x4 = /10
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4.6 Raizes Racionais

Nesta secao, desenvolveremos um método que permitird identificar se uma equacao
polinomial de coeficientes inteiros admite raizes racionais e, caso admita, obteremos

suas raizes.

Teorema 13. Considere a equacao polinomial:
f(2) = apa™ 4+ ap_12" 7t Fapox™ 4 Fasr® Faxr+ag=0, a,#D0.

Com ay,a,_1,...,a1,a9 € Z. Se a equacao admite uma raiz racional g, em que p,q €

Z,q# 0 e p e q sao primos entre si, entao p € divisor de ay e q € divisor de a,.

Demonstragao. Se £ ¢ uma raiz de f(z) = 0, temos:

Multiplicando a equagao por ¢", temos:
n n—1 n—2 2 n—1 n __
anp" + naP" G+ anop” q" + . Faipg” 4 aoq” =0
Isolando a,p” e, depois, apq”, temos as equagoes:

anp" = —qlan1p" " + anop" g+ o+ apg" T 4 apg" ] (30)

aoq" = —planp™ ' + an_1p" 2q + ..+ arg" . (31)

Como ag, ay, as, ..., a,,p € q sao todos nimeros inteiros, obtemos que « e 8 descritos

abaixo sao inteiros.
@ = [ap1p" "+ anop" g+ . + ar1pg” + agq" ]
B = [anp"’1 + an,lp”’Zq 4+ ...+ alq”’l].
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Assim, a equacao (30) equivale a:

WP _ _wez
q
e equagao (31) equivale a:
aoq"
=—-B e
p

Desta forma, concluimos que:
(1) a,p™ é divisivel por ¢ e, como p" e ¢ sdo primos entre si, a, ¢ divisivel por q.

(17) apq™ é divisivel por p e, como ¢" e p sdo primos entre si, ag € divisivel por p. [

Exemplo 41. Determinar as trés raizes da equacdao 3x® — Tx* + 8x — 2 = 0.

Resolugao:

Observe que nao dispomos de nenhuma informacao sobre as raizes e que todos 0s
coeficientes da equacdo sao inteiros. Logo, aplicando o Teorema 18, se a equacdo pos-
sutr alguma raiz racional g, comp € L, q € Z*, p e q primos entre si, entao p serd
divisor de —2 e q serd divisor de 3. Isto é: p € {—2,—1,1,2} eq € {-3,—1,1,3}. As-
stm, 0s candidatos a raizes racionais sao: +1,+2, j:%, i%. Considerando o polindémio

f(x) =323 — 72 + 8x — 2, associado a equagdo, temos:

f)y=2, f(-1)=-20, f(2)=10, f(-2)=-70,
fG=0, [ =% fG)=1 f-3=-%
1
Logo, a inica raiz racional € x = 3¢90 polinomio f(x) € divisivel por (x—3). Efetuando

a diisao, chegamos a f(z) = (x—3%) (322 —62+6), 0 que nos fornece as raizes v = 1—i

ex =1-+1i. Entdo o conjunto solu¢io da equagio é: S = {1 —i,1+ i,% )

Exemplo 42. Pesquisar as raizes racionais da equacdo 2x® + 22 — 25z + 12 = 0.
Resolugao:

De acordo com o Teorema 13, se a equacao possuir alguma raiz racional §7 com

p,q € Z, q # 0, p e q primos entre si, entao p serd divisor de 12 e q serd divisor de
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2. Assim, p € {—12,—6,—4,-3,-2,—1,1,2,3,4,6,12} e g € {—2,—1,1,2}. Logo, as
3
possiveis raizes racionais sao: +1,+£2 +3,+4, +6, +12, j:%, i§. Fazendo os cdlculos,
1
obtemos as raizes x = 5 xr = —4 ex = 3. Portanto, a equacao possui apenas raizes

TACIONaLS.
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5 Numeros Transcendentes

No capitulo anterior, trabalhamos métodos e técnicas de resolucao de equagoes
polinomiais ou algébricas quaisquer. Neste capitulo, trataremos exclusivamente de

equacoes polinomiais que possuam coeficientes inteiros. Isto ¢, equagoes da forma:
A" + An 12" a0t 4 o dasxt Far+ap =0

em que Gy, Gy_1, ..., 41, Qg SA0 NUMeros inteiros.

Assim, chegaremos a um novo conjunto numérico, o conjunto dos niimeros chamados
de Transcendentes. Estes niimeros, apesar de serem dificeis de se verificar, existem em
profusao, sendo que podemos estabelecer uma bijecao entre o conjunto dos ntimeros

transcendentes e um subconjunto proprio nao enumeravel.

Definicao 17. Definimos como Inteiro Algébrico a todo niimero que € solug¢ao de uma

equacao polinomial da forma:
-1
"+ ap 12"+ . +ax+ay=0 (32)
eEM qUE Qyp_1, Ay, ..., A1, Ay SGO NUMETOS inteiros.

Exemplo 43. Qualquer inteiro k é inteiro algébrico, pois é solu¢ao da equacao v —k =

0.
Exemplo 44. \/2 e —/2 sio inteiros algébricos, pois sio raizes da equacdo v>—2 = 0.

Exemplo 45. i = /-1 ¢ —i = —+/—1 sao inteiros algébricos complexos, pois sao

raizes da equacdo x° +1 = 0.

Teorema 14. Um nimero inteiro algébrico real é um nimero inteiro ou um nidmero

rracional.
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Demonstracao. Como qualquer inteiro a é inteiro algébrico, devemos mostrar apenas
que um nimero racional nao inteiro nao pode ser inteiro algébrico.

Para tanto, considere k um inteiro algébrico. Suponha, por contradicao, que k = §
seja um namero racional. Onde p,q € Z,q > 1, p,q primos entre si. Ou seja, k ¢ um
racional nao inteiro. Como k é raiz de uma equagao do tipo (32), substituindo § na

equagao, temos:

n n—1

(]2)” + anfl(g)nil + ...+ CL1(£) +ap=0— p—n + Clnfl% + ...+ Cllz—? +ag=0
q q q q q q

Multiplicando por (¢"), temos:

pn 4 an—lpn_1q+ a7l_2pn—2q2 4o+ alpqn—l +a0q7z =0 =

2

n

P == D" — o T — o — apq" =

n

P = (= P = apop" 2 — ... — apq" ).

Logo, q|p™. Considere um fator k de q, com k # 1 (k = g, se q for primo). Pelo Lema 2,
k|p. Mas isso é um absurdo, pois tomamos, inicialmente, p e ¢ primos entre si. Assim,

um inteiro algébrico nao pode ser racional nao inteiro. O]

5.1 Numeros Algébricos e Transcendentes

Nesta secao, definiremos os nimeros algébricos e provaremos a existéncia dos nu-

meros transcendentes.

Definicao 18. Definimos como Numero Algébrico a todo nimero que € solucdao de uma

equacao polinomial da forma:
anx™ + 12" P+ ax+ag=0, a,#O0. (33)
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Em que ap,a,_1,ay,...,a1,a9 $ao numeros inteiros. Um nimero nao algébrico é

chamado de Numero Transcendente.

Observe a diferenca entre as definicoes de Inteiro Algébrico e Numero Algébrico.
Enquanto o primeiro ¢ solugao de uma equagao do tipo (32), em que a,, = 1, o segundo
é solugao de uma equagao do tipo (33) em que a, é um inteiro qualquer diferente de
zero. Logo, todo Inteiro Algébrico é também um Niumero Algébrico.

Concluimos entao que todo racional g,q # 0, p,q primos entre si, ¢ um ndmero
algébrico, pois é solugao da equacao qr —p = 0.

Dados dois niimeros algébricos « e 3, as seguintes propriedades de fechamento sao
validas:

(i) A soma a + 8 ¢ um namero algébrico.

(77) O produto a.f é um nimero algébrico.

(73i) O simétrico —a é um nimero algébrico.

(iv) Se a # 0, o inverso a~! é um ntimero algébrico.

Para provar que nem todo ntmero real é algébrico, isto é, que existem ntmeros

transcendentes, recorremos a demonstracao feita por por G. Cantor.?, como pode ser

vista em [2] e [6].
Teorema 15. O conjunto de todos os nimeros algébricos é enumerduvel.
Demonstracao. Consideremos um polinémio com coeficientes inteiros

p(z) = apx™ + ap_12" ... F @z +ag, a, #0,n €N, (34)
E definimos sua altura como sendo o niimero natural

Ip| = lan| + |an_1] + ... + |a1| + |ao| + n. (35)

9George Cantor (1845-1918), matemético russo-alemdo, estudioso da teoria dos conjuntos.
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Ou seja, sua altura, |p| é igual a soma dos valores absolutos dos seus coeficientes inteiros,
mais o grau do polinomio. Por exemplo, no polinomio p(z) = 22* — 32* +2x — 5 a
altura é dada por [p| =2+3+2+5+3 = 15.

Pelo Corolario 3, se p(z) = 0, com p(z) dado em (34), entao p(z) tem exatamente
n raizes complexas, sendo que todas, algumas ou nenhuma delas podem ser reais.

Observe que o ntimero de polinémios do tipo (34) com uma determinada altura é
um numero finito, devido a definigdo dada em (35). Portanto, as raizes de todos os
polinémios de uma dada altura formam um conjunto finito.

Assim, o conjunto de todas as raizes de todos os polinomios de todas as alturas
formam um conjunto enumeravel, pois pelo item (iv) do Teorema 6, a unido de enu-
meréavel de conjuntos finitos é enumeravel. Logo, o conjunto dos niimeros algébricos é

enumeravel. O
Teorema 16. Existiem Numeros Transcendentes.

Demonstracao. Pelo Teorema 15, o conjunto dos niimeros algébricos é enumeravel.
Logo, existem nimeros reais que nao sao algébricos, pois do contrario, o conjunto dos
ntimeros reais R seria enumeravel, o que contraria o Teorema 7. Portanto, existem

nameros transcendentes. O

Uma vez que todo nimero racional é algébrico, fica claro que todo nimero trans-
cendente é irracional. Podemos ilustrar isso como na Figura 17 a seguir.

Na figura, v/2 e v/7 aparecem como exemplos de ntimeros algébricos, pois satisfazem
as equacoes 22 — 2 = 0 e 23 — 7 = 0, respectivamente. Por outro lado, os niimeros
log 2 e m aparecem como exemplos de nimeros transcendentes. Sabe-se desde o final do
século XIX que 7 e e sao transcendentes. Ao passo que a transcendéncia de ntimeros

como 2V2 e log 2 foi provada somente em 1934.
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Racionais (todos sido algébricos)
Algébricos (por ex.V2 e V7)
Transcendentes (por ex. 22, log2, m)

Numeros Reais ) .
Irracionais

Al ébricos{ Racionais
Nameros Reais {9 Irracionais

Transcendentes

Figura 17: Nameros Algébricos e Transcendentes

O ntimero 2V2 foi usado por Hilbert 1° para ilustrar seu famoso 7° problema, o qual
consistia em determinar se um ntmero da forma o é algébrico ou transcendente, sendo
«, [ nameros algébricos com « # 0, @ # 1 e 8 nao racional (que tornariam o problema
simples, pois o resultado seria um nimero algébrico).

O problema foi resolvido em 1934 por Gelfond e Schneider '!, de modo indepen-
dente, provando que todo niimero o nas condicoes dadas é transcendente. A resolucio
do problema ficou conhecida como Teorema de Gelfond-Schneider e provou que niime-
ros como 2V2 e log 2, entre outros, sao transcendentes.

A justificativa para log 2 é relativamente simples, pois tomando a = 10 e 8 = log 2;

e aplicando a definicao de logaritmo decimal, temos que:
of =108% = 2.

Nesse caso, se 5 = log 2 fosse irracional algébrico, pelo Teorema de Gelfond-Schneider,
2 seria transcendente, o que é absurdo. Logo, log 2 s6 pode ser transcendente.

Generalizando o teorema, é possivel provar que qualquer nimero da forma log, m

David Hilbert (1862-1943). Matematico alemdo que em 1900, no Congresso Internacional de
Mateméticos em Paris, listou 23 problemas nas mais diversas areas que nortearam o desenvolvimento

da Matemaética no século XX
1 Alexander Gelfond (1906-1968). Matematico soviético; Theodor Schneider (1911-1988). Matemé-

tico alemao.
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(com n,m racionais positivos, n # 1 e log, m irracional), é transcendente.
Como exemplo, ao aplicarmos o mesmo raciocinio para o numero logs 5, se este for

um irracional algébrico, entao 5 seria transcendente, pois:
af = 3l8® =5,

O que também é absurdo. Logo o ntimero logs 5 é transcendente.

No caso de n = 10, basta que m nao pertenca a sequéncia:
..107%,1073,1072,1071, 10°, 101, 10%, 103, 10%, ...,

para que o numero log m seja transcendente.

Outra curiosidade a respeito do estudo de ntmeros algébricos e transcendentes
diz respeito a construcao de segmentos de retas utilizando os métodos da Geometria
Euclideana. Ou seja, usando apenas régua e compasso. E possivel provar que podemos
construir um segmento de comprimento igual a qualquer nimero racional e, ainda,
igual a qualquer ntmero da forma /a, sendo a um inteiro positivo. Prova-se ainda,
que apenas os segmentos de comprimento igual a p + ¢gy/a, com p, ¢ racionais e a um
inteiro positivo, ou suas combinagoes (estes niimeros sao chamados de surdos), podem
ser construidos usando tais instrumentos. Observando que os nimeros surdos assim
definidos sao todos algébricos, concluimos que um segmento com comprimento igual
a um numero transcendente nao pode ser construido com o uso de régua e compasso.
Note que nem todos os numeros algébricos sao surdos, assim nem todo segmento do
tamanho de um algébrico qualquer pode ser construido com régua e compasso. Por
exemplo, v/2 é algébrico, pois ¢ solucio de 2° — 2 = 0, porém nao é um ntimero surdo,
pois nao é da forma p + ¢ /a.

O fato de que v/2 ndo pode ser construido com régua e compasso resolveu um antigo

problema geométrico conhecido como A duplica¢ao do cubo, que consistia em obter um
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cubo, cujo volume seria o dobro do volume de um cubo dado. Observe que, se um cubo
tem aresta a u.m., seu volume serd igual a a® u.v. e um cubo com o volume dobrado,
(2a® u.v.), deveria ter aresta medindo ay/2, o que é impossivel de se construir pelos
métodos da Geometria Euclideana, como foi colocado anteriormente. Logo, o problema
nao tem solucao.

Outro problema geométrico famoso que foi resolvido com a teoria dos ntimeros
algébricos e transcendentes foi o problema da Quadratura do Circulo, que consistia em
construir um circulo com area igual & de um quadrado dado ou construir um quadrado
de area igual & de um circulo dado. Ora, um circulo de raio r tem area igual a 7r?.
Logo, para construir um quadrado de mesma &rea, seu lado deveria ter comprimento
igual a r/m. Desta forma, /7 deveria ser algébrico e, consequentemente, 7 também
deveria ser, o que ja vimos que nao ¢é verdade. Assim, o problema da Quadratura do

Circulo também nao tem solucao.
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6 Os Numeros de Liouville

Os numeros transcendentes, apesar de existirem em abundancia como foi mostrado
no Teorema 16, sao dificeis de serem encontrados. Assim, é bastante trabalhoso e
complicado provar que um determinado niimero real é transcendente. Alguns ntimeros
que comprovadamente sao transcendentes sao o 7 e 0 e, cujas provas sao devidas a
alguns mateméticos, entre eles, I. Niven 2 e C. Hermite '?, respectivamente.

O matematico J. Liouville ', em 1844, foi o primeiro a demonstrar a existéncia dos
nimeros transcendentes e a estabelecer um critério para mostrar a transcendéncia de

um niimero real. Trataremos a seguir deste critério, conforme pode ser visto em [2].

Definicao 19. Um nimero algébrico a é de grau n se ele for raiz de uma equagao
polinomial de grau n e se nao existir uma equacao polinomial de menor grau, da qual

Q. Seja raiz.

Exemplo 46. Todo nimero racional g, (p,q € Z, q #0), € algébrico de grau 1 pois é

raiz da equacao do 1° grau qr —p = 0.

Definicao 20. Um numero real o € dito aproximduvel na ordem n por racionais, se

existirem uma constante ¢ > 0 e uma sucessao {Z—?} de racionais diferentes, com
J

q; > 0 e mdc(pj,q;) =1, tais que:

R [P (36)
q; 4;

Obviamente, se um ntimero « é aproximavel na ordem n, entao ele é aproximavel
em qualquer ordem k, com k < n. De (36), temos:

b
4q;

2Tyan Niven(1915-1999), matematico estadunidense que aperfeicoou a demonstracao equivocada de

o <ec (37)

R. Moritz para a transcendéncia de 7.
13Charles Hermite (1822-1901), matematico frances.
14Joseph Liouville(1809-1882), matematico francés.
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Isso mostra que a sucessao ¢; nao se mantém limitada. Assim, concluimos que ¢; —
+00. Logo, de (36) temos:
lim (’ﬁ> =a (38)
J—00 qj
E interessante observar que o importante da Definicio 20 ndo é a existéncia de uma
sucessao de racionais convergindo para «, pois estas sucessoes sempre existem qualquer
que seja o nimero real « (essa é a chamada densidade dos racionais no conjunto dos
reais). O mais importante que a definigdo nos traz é que uma sucessao particular
de racionais converge para a de certo modo, ou seja, de acordo com (36). Ainda na
Definicao 20, é importante que se tome os racionais todos diferentes, o que implica que

podemos tomé-los diferentes de o, mesmo no caso de « ser racional.

Teorema 17. Todo nimero racional (ou algébrico de grau 1) é aproxzimdvel na ordem

1 e nao € aprorimdvel na ordem k,k > 1.

Demonstracao. Provaremos primeiramente que um nimero racional é aproximével na

ordem 1. Seja §,q > 0 e mdc(p,q) = 1. Entao, pelo Teorema 5, existem xzq,yy € Z,

tais que:
pTo — qyo = 1. (39)

Considerando a equacao:
pr—qy =1, (40)

sabemos que ela possui infinitas solucoes, pois todos os pares de nimeros da forma:
x =9+ qt e Yy =1yo+pt, (41)
para todo t € Z, sao solugoes para (40). Ou seja:

pry —qyy =1 (42)
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. iy . ~
Fixando um k natural, tal que k& > —=, e considerando as sucessdes {z;} e {y;}

definidas a partir de (41), por:
vy =0+ qk+3), yj=vo+pk+7),j €N (43)

Pela condigao imposta a k, temos x; > ¢; e, assim, xz; > 0, pois ¢ > 0. Afirmamos
agora que:
Y; Yy . .
LFE L se jHT. (44)
ilfj .’Bj/
Pois, se existir a igualdade dos racionais em (44), por (41) e (39), podemos concluir

que j = j . Por (42), deduzimos que os x;s e y;»s definidos em (43) satisfazem a:

‘72&
q Tj

O que mostra que § é aproximavel na ordem 1.
Provemos agora que um nimero racional nao é aproximavel na ordem k, k > 1.
Para todo ™ # 2, com n > 0, temos:
n q

pn —gm| 1

qan qan

P m
q n

(45)

Observe que, se § fosse aproximavel na ordem 2, existiria um ¢ > 0 e uma sucessao de

racionais = diferentes, tais que:
J

(46)

1 c . . ~
De (45) e (46), temos que — < —, isto é, n; < gc. Mas isso nao é possivel, uma vez
que n; — oo. Portanto, § nao aproximével na ordem 2 e, consequentemente, também

nao é aproximavel em nenhuma ordem superior. O

Teorema 18. Todo nimero irracional é aproximdvel na ordem 2. Isto é, existe ¢ > 0,

tal que a desigualdade abaizo € verdadeira para infinitos racionais § distintos:

‘)\_Y_? <
q
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Demonstra¢ao. Considere ov um namero irracional e n € N. Representemos por [z] a
parte inteira de um nimero real x. Isto é, o maior inteiro menor ou igual a xz. Por

exemplo, se x = 2,343867, [x] = 2. Considere ainda os n + 1 niimeros reais dados:
0; a — [a]; 20 — [2a; 3 — [3a; ...; na — [nal, (47)

todos pertencentes ao intervalo [0,1) = {z : 0 < = < 1}. Tomemos a parti¢do do

intervalo [0, 1) em n intervalos, disjuntos dois a dois, da forma:

il
[%%) j=01,...n—1. (48)

Evidentemente, pelo menos dois dos reais em (47) estao em um mesmo intervalo descrito
em (48). Digamos que eles sejam nja — [njal e nga — [nga, com 0 < ny < ny < n,
para os quais temos:
1

[N — [noar] — nya + [n1af| < - (49)
Sejam agora os inteiros k = ng — ny e h = [nga] — [nya], com k> 0 e h > 0. Assim,
(49) pode ser escrito como:

koo —h| <1 ou |a—12]<L

o que implica que:

< — (50)

onde utilizamos k < n para a tultima desigualdade. Resumindo, mostramos que para
cada n, existe um racional da forma %, com k < n, para o qual (50) se verifica.
Provemos agora que (50) se verifica para um namero infinito de racionais % distintos.

Suponha, por contradi¢cao, que esse niimero nao seja infinito. Isto é, existem apenas

n racionais %, 22, ..., 2= que satisfazem (50). Considere:
. hl hfr
eE=mwn O — —,..,| 0= —
]{:1 ) Y k',r
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e tome n € N, tal que % < €. Pelo que foi feito acima, existe um racional %, tal que:

Como ﬁ < % < €, temos que % #+ Z—, para i = 1,2,....7. O que ¢ absurdo, pois %
T

satisfaz (50). O que completa a demonstracao. O

Teorema 19. Seja o um nimero algébrico real de grau n. Entdo existe uma constante

A >0, tal que:

P 1
oa——| > 51
' Q‘ Aqgn (51

para todo racional £. (Sen =1, tomemos £ # o)

Demonstracao. Considere « a solugao de uma equacao polinomial da forma:
f(z) = aa™ + an_lxn_l + ...+ a1x+ag=0. (52)

Seja d > 0 tal que, no intervalo [& —d, «+d] a tnica raiz de f(z) = 0 é a. Sabemos que
d existe, pois a equacao tem no maximo n raizes reais e d pode ser qualquer nimero
menor que a menor das distancias de o as demais raizes reais. Em seguida, observemos
que a derivada f’(z) de f(x) é um polinomio de grau n — 1 e, portanto, ela é limitada

em qualquer intervalo finito. Seja entao M > 0 tal que:
|f'(x)] < M, para z € [a—d,a+d). (53)

Para todo racional §, com ¢ > 0, em [ —d, a+d], aplicando o teorema do valor médio,

temos:

onde ¢ € (a« —d,a+d). Como f(a) = 0, obtemos:

P@ﬂz

a—ngWNSM.

a-? (54
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usando (53) no ultimo passo.
Para chegarmos a desigualdade (51), precisamos de uma estimativa inferior para

f(%’), que pode ser:

a'ern + an—lqpn_l + ...+ a(]qn > i

q" q"

(55)

‘f(g)’ =

Logo, de (54) e (55), temos a desigualdade:

1
Mqr’

a——’>
q

para § € la—d,a+d]. Se g nao estiver nesse intervalo, teremos:

a—g'>d
q
e como g > 1, temos
d
a_fz\>_.
al q"

Finalmente, se tomarmos % como o menor dos nuameros % e d, chegamos a desi-

gualdade (51) para todo racional £. O

Corolario 4. Se a é um numero algébrico real de grau n, entao o nao € aproximdvel

na ordem n + 1.

Demonstracao. Suponha, por contradicao, que existe ¢ > 0 e uma sucessao {‘%} de
J

racionais distintos, tais que:

; c
qj d;
Para estes racionais, segue de (51) e (56) que:
1 c
< ou q; < A..
n n+1 J c
g g
Mas isso é absurdo, pois ¢; — +00. Logo, a nao ¢ aproximavel na ordem n + 1. O
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Definicao 21. Dizemos que um nimero real o é um numero de Liouville, se existir

uma Sucessao {%}, ¢; > 0, mdc(pj, q;) = 1, com todos os elementos diferentes, e tal
J

que:

< —. (57)

Teorema 20. Todo niumero de Liouville € transcendente.

Demonstracao. Por contradicao, vamos supor que exista um certo nimero a de Liouville
que seja algébrico de grau n. Logo, pelo Teorema 19, a relacao (51) seria valida para

todo racional e, em particular, para os % da Definicao 21. Teriamos entao:
J

1 ; 1
— < o — Bil< =
Ag; %l q
o que implicaria:
¢ " < A (58)

Como ¢; — +00, temos que a desigualdade (58) nao pode ser verdadeira para j sufici-

entemente grande. Portanto, a nao pode ser algébrico. ]

Lema 3. Seja a um niumero real, tal que:

1

j?
1

m;
a——2| <
Uz

onde {=L} ¢ uma sucessio de racionais distintos e n; > 0. Entdo o é um nimero de
J

Liouwille.
Observe que nao foi exigido que mdc(m;, n;) seja igual a 1.
Demonstracao. Considere a sucessao {%}’ com ¢; > 0 e mde(p;, ;) = 1 definida por:

bi _ T

4q; n;
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Temos entao:

: : 1 1
o B ‘ Smyl L oL
4; n;j ; q;
O que implica em:
; 1
o — & < —]
d; q;
Portanto « é um nimero de Liouville.
Exemplo 47. Seja o nimero:
=1
&= Z 10F
k=1

Considere a sucessao de racionais definida por

J
Ty 1
n; 10+
J k=1
Temos assim:

[e.9]

1 1 1
= 107 — 10G+D! (1 T oG T

-~

(

~

Observe que a expressao entre parénteses (I) pode ser magjorada por:

1+1+1+1+ 10
10 102 103 779

Assim, o dltimo membro de da equacdo (60) pode ser magjorado por:

1 10 1

107104 9~ (107"’

logo:
mj 1
o — — =
le (10])]
e como nj = 107, temos:
‘ m; 1
) J
TL] nj
o0
Portanto o = Z Tom € um numero de Liouville.
k=1
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Observacao 4. O nimero:

1
o= Z T = 0, 110001000000000000000001...
k=1

¢ chamado de constante de Liouville e foi o primeiro niimero historicamente reconhecido
como transcendente. Observe que o algarismo 1 ocupa a casa decimal correspondente

a k! (casas decimais 1, 2, 6, 24, 120,...) e as demais casas sao ocupadas pelo algarismo

0. Como acabou de ser mostrado, a constante de Liouville é um nimero de Liouville.

Exemplo 48. Qualquer nimero da forma:

onde ay € {1,2,3,...,9}, é um nidmero de Liouville.

Entre as aplicacoes da constante de Liouville podemos destacar o seu uso para
provar que entre dois niimeros reais sempre existe um irracional. Observe na Proposicao

2.

Proposicao 2. Dados dois nimeros reais a e b, com a # b, sempre existe um nimero

irracional entre eles. '°

Demonstracao. Suponha, sem perda de generalidade, que a e b sdao positivos e que
a < b. Vamos dividir a demonstracao em dois casos.

Caso 1: a e b sao racionais.

Consideremos o ntimero « = 0,11000100000000000000000100... (constante de Li-
ouville) que ¢ irracional e estd entre 0 e 1.

Entao o ntimero t = a + a(b — a) é irracional e esta entre a e b.
t—a

De fato, t irracional pois, do contrario, a = seria racional (pelas operagoes de

—Qa

5Extraido da Revista do Professor de Matemética, n® 9, 1986 , pagina 64.
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fechamento dos racionais). Mas, como ja foi provado, « é irracional.

Para provar que t esté entre a e b, provemos que a <tet <b:

(1) Temos que &« > 0e b—a >0, pois a < b. Logo a(b—a) >0e a+ a(b—a)> a, ou
seja, t > a,

(77) Temos que « < 1 e b > a, logo a(b—a) < b—a. Dai, a+a(b—a) <b. Comoa <t
e t < b, concluimos que t esta entre a e .

Caso 2: a ou b ou ambos sao irracionais.

Consideremos, agora, o nimero t = a' + a(b' —a’). Onde a’ e b’ sdo os truncamen-
tos dos desenvolvimentos decimais de a e b respectivamente, tomando-se um nimero
suficiente de casas decimais e alterando-se alguma casa em a’ e i entre a e b e fazendo
a #U.

Por exemplo se ¢ = V2 e b = V2 4 1077, temos a = 1,41421356... e b =
1,41421366.... Fazendo o' = 1,4142135 e b = 1,4142136, teremos que somar um
ao algarismo da ultima casa decimal de @' para ter a < a’. Assim, o’ = 1,4142136 que
é igual a t/. Entao devemos ter mais uma casa decimal em b’ para ter a’ < b'. Teremos
entdo a’ = 1,4142136 e b/ = 1,41421366.

Desta forma, teremos a’ e b’ racionais e retornamos ao caso 1, obtendo ¢ entre a e

b. Como a' e b’ estdo entre a e b, temos que ¢ esté entre a e b.

83



7 Atividades Propostas

Neste ultimo capitulo, traremos atividades que podem ser desenvolvidas com alunos
do Ensino Médio a respeito de alguns temas tratados no trabalho.

Apesar do cunho estritamente matematico da maioria (apenas a tltima é dada
como aplicagao de equagdes polinomiais), consideramos como atividades interessantes
e curiosas, como o processo de determinacao da geratriz de uma dizima periddica, a
localizacao de ntmeros irracionais na reta real, a prova da irracionalidade de alguns
nimeros reais, entre outras.

Desta forma, as atividades propostas buscam agucar a curiosidade e desenvolver o

raciocinio logico das demonstracoes aos alunos deste nivel.
Atividade 1. Determine a fracao geratriz da dizima periodica 1,133333....

Resolugao. Considere x = 1,133333.... Temos:

10z = 11, 33333... (61)
100z = 113, 33333... (62)
Subtraindo (61) de (62), temos:
102 51
=102 =—=—=1,1
90z 02 ==z 00 — 15 , 133333

Atividade 2. Determine uma aprozimacdo racional para o nimero \/3.

Resolucdo. Aplicando o Teorema 2, secio 2.2.1, vamos tomar A\ = v/3 e, aleatoria-

mente, n = 32 em:

1<>\ m<1
2n n 2n

Como 32v/3 = 55,4256..., fazemos m = 55. Temos entao:

1 55

932 = 3 32 S 232
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—a< 3—3—2<6—4:>
59 1 55 1
109 111
a<\/§<6—4

Atividade 3. Prove que V2 é um nimero irracional.

Demonstracdo. Suponha, por absurdo, que v/2 seja racional, ou seja, V2 = §, p,q €

Z,q # 0 e mde(p,q) = 1. Logo:

Entao p? é um ntimero par. Pela Proposicao 1, se¢do 3.1, p também é um ntimero par.

Suponha p = 2k, k € Z. Dai

p? =4k? = 2¢° = 4k* = ¢* = 2%,
Entao ¢? é par, o que implica que ¢ também é par. Mas isto nao é possivel, pois
mdc(p, q) = 1. Portanto v/2 é irracional. ]

Atividade 4. Prove que V3 é um nimero irracional.

Demonstracio. Da mesma forma que na atividade anterior, vamos supor que v/3 seja

racional, isto é v/3 = Lpa€Z,g#0e mde(p, q) = 1. Entao:

Entdo p? é divisivel por 3. Portanto, pelo Corolario 1, secdo 3.1, p é divisivel por 3.

Suponha p = 3k, k € Z. Dai
p? =9k* = 3¢° = 9k* = ¢* = 3k%

Entao ¢ também é divisivel por 3, o que é absurdo, pois p e ¢ sdo primos entre si.

Portanto v/3 é irracional. ]
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Atividade 5. Verifique que o nimero V2 + /3 é um nimero algébrico.

Demonstracao. Suponha que x = V2 4+ /3. Entdao r — 2 = /3.

Elevando ao quadrado ambos os membros, temos:
2? —20V2+2=3=2%—1=22V2
Novamente elevando ao quadrado, temos:
at — 277 +1 =82 = 2* — 102> + 1 = 0.

Logo, V2 + /3 é raiz da equacio z* — 102> + 1 = 0 e, portanto, um ndmero

algébrico. O]

Atividade 6. Com o auxilio de régua e compasso, localize na reta real os pontos

correspondentes aos numeros 1rracionais \/5 e \/g

Resolucdo. Para representar /2 marcamos a partir da origem, com o auxilio da
régua, o triangulo retangulo isésceles com cateto de medida 1. Logo, a hipotenusa do
triangulo tera medida /2. Assim, com o auxilio do compasso, marcamos na reta real
o ponto que corresponde ao nimero /2
Para marcar o ponto correspondente a /3, usamos o ponto ja marcado equivalente
a V2 e desenhamos o triangulo retangulo de catetos com medidas 1 e /2. Assim,
teremos a hipotenusa do novo triangulo medindo v/3. Com o compasso, marcamos o
ponto desejado.

Os procedimentos estao ilustrados na Figura 18 a seguir.
Observe que podemos utilizar os mesmos procedimentos para localizar os pontos

correspondentes a —V2 e —/3.

Atividade 7. Mostre que o niumero complexo z = 2 — 1 é um nimero algébrico.
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i S =

L 1,7320508...

e 1 4142135,

L- =1, 4142135...

Figura 18: Representacao de V2 e /3 na reta real.

Demonstracao. Devemos encontrar uma equacao polinomial com coeficientes inteiros
tal que 2 — ¢ seja uma de suas raizes. Usando o Teorema 12, secao 4.5, temos que, se
2 — i é raiz da suposta equagao, entao seu conjugado 2 + ¢ também sera. Aplicando
agora o Teorema 11, secao 4.3, podemos obter uma equacao do 2° grau tal que da

forma

(x—(2—1)).(x+(2+14)) =0,

em que 2 —1 e 241 sejam raizes. Assim, desenvolvendo o primeiro membro da equacao,
temos a equacao do 2° grau 2 — 4z + 5 = 0 com raizes 2 —i e 2 +4. Logo, 2 — i é um

nimero algébrico O
Atividade 8. Determinar as raizes da equacdo 3x° + 2x* — Tx +2 = 0.

Resolucao. De acordo com o Teorema 13, secdo 4.6, se %, (p,q €Z, q #0), é raiz
da equagao, entao p é divisor de 2 e q é divisor de 3. Logo, as possiveis raizes racionais
pertencem ao conjunto {—1,1,—2,2 —%, %, —%, %}

Considerando o polinomio f(z) = 3z® + 22% — 7z + 2, verificamos que f(1) = 0.

Portanto, x = 1 é raiz da equacao.

Aplicando o Teorema 9, secdo 4.2, temos que f(z) = (z — 1)g(z). Para determinar
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q(x) efetuamos a divisdo de f(x) por (z — 1) e obtemos f(z) = (x — 1)(32% + 5z — 2).
Finalmente, resolvendo a equacao 322+ 5x — 2 = 0, encontramos as outras duas raizes,

1
asaber: r = —2ex = 3 Logo: S ={-2,3,1}.

Atividade 9. Determine as raizes da equacao x3 — 52+ Tx — 3 = 0, sabendo que uma

raiz € dupla.

Resolugao. Como uma das raizes é dupla, vamos representé-las por rq,71,72. As

relagoes de Girard para equacoes do 3° grau nos fornece:

Tyt Ty T3 =
a

C
7’1T2+T17’3+7’2T3:—,
a

rirorg = ——.
a
Logo:
7’1+7’1+T2:5:>27’1+7’2:5:>7’2:5—27’1 (63)
rry +nrirs +nriryg = 7= 7'% + 2T17"3 =7 (64)
rrire = 3= 7"%7"2 =3 (65)

Substituindo (63) em (64), obtemos 3r? — 10r; +7 = 0. Resolvendo esta equagao para
r1, temos que r; = £ ou 7, = 1. Testando para o polinomio f(z) = 2% — 52% + Tz — 3,
encontramos f(£) = =22 e f(1) = 0. Logo, r; = 1. Substituindo r; = 1 em (63), temos

ro = 3. Portanto, S = {1, 3}.

Atividade 10. Um engenheiro projetou duas caixas d’dgua de mesma altura. Uma
em formato de cubo e a outra em formato de paralelepipedo reto retangulo com 6m?
de drea da base. O volume da caiza cibica deve ser 4m3 menor que o da outra caiza.

Nessas condigoes, qual deve ser a medida da aresta da caiza cibica?
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Resolug¢ao. Podemos ilustrar o exercicio como na Figura 19 a seguir. Assim, cha-

Figura 19: Representacao geométrica da Atividade 10.

mamos a aresta da caixa ciibica de x, as arestas da base da outra caixa de a, b e x, ja

que as alturas sao iguais. Pelas condicoes do problema, temos:
3 =abr — 4 =
2 =6r—4=
2® — 6z +4 = 0.

Para resolver a equacao acima, aplicamos o Teorema 13, secao 4.6, e pesquisamos suas
possiveis raizes racionais, encontrando a raiz x; = 2.

Aplicamos agora o Teorema 11, secao 4.3, secao e chegamos a:
* —6r+4=(z—2)(2*+22—-2)=0.
Assim, resolvendo a equagao (2% + 2z — 2) = 0, encontramos as raizes:

o =—-1—-+3 e z3=—1+3.

Como a aresta nao pode ser negativa, concluimos que as possiveis medidas que

satisfazem o problema sio 2 m ou —1 4+ v/3 m, que vale aproximadamente 0, 73m.
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8 Consideracoes finais

No decorrer da elaboracao deste trabalho, buscamos aliar os temas abordados as
suas justificativas, tentando interligi-los e exemplificar sempre que possivel.

Vimos que os nameros transcendentes (cujo proprio nome ja causa calafrios em
leigos), apesar de apresentarem uma teoria complexa por tras de suas comprovagoes,
decorrem naturalmente do estudo das equacoes polinomiais, portanto pode ser abor-
dado, mesmo que de modo superficial, em sala de aula.

Percebemos assim que apesar dos assuntos tratados, em sua maioria, nao serem
triviais, é possivel com esforco e embasamento teorico adequados, trabalha-los de modo
gradativo com estudantes do Ensino Médio. Isto foi mostrado através das atividades
propostas no altimo capitulo, que estao dentro do que pode ser exigido de um aluno
secundarista.

Alias, os alunos do ensino bésico, nosso publico alvo e razao do programa PROF-
MAT, carecem de desafios e novas metodologias, as quais os professores deste nivel
nem sempre estao dispostos a buscar. Nao se pode exigir que o aluno tenha um bom
aprendizado se o proprio professor nao tem seguranca ou competéncia naquilo que esta
ministrando.

Dai a importancia do aprimoramento profissional dos professores do ensino basico
brasileiro, principalmente da rede piuiblica, onde a defasagem matemaética é gritante.
Porém, para que haja uma reversao nesse quadro, mesmo que a médio ou longo prazo,
é preciso que os profissionais envolvidos se conscientizem desta necessidade, e busquem

meios de atingir tal objetivo.
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