UNIVERSIDADE FEDERAL DO PARANA
SETOR DE CIENCIAS EXATAS
DEPARTAMENTO DE MATEMATICA
PROFMAT - MESTRADO PROFISSIONAL EM MATEMATICA

JEANE ANDREANE PAVELEGINI DE MEDEIROS DE
BRITTO

O Teorema de Morley

Curitiba
2015



JEANE ANDREANE PAVELEGINI DE MEDEIROS DE
BRITTO

O Teorema de Morley

Dissertacao apresentada ao Curso de Mestrado Profissio-
nal em Matematica da Universidade Federal do Parana-
UFPR, como requisito parcial para obtencao do Grau
de Mestre. Area de Concentragao: Matematica.

Orientador: Prof. Dr. Aldemir José da Silva Pinto

Curitiba
2015



JEANE ANDREANE PAVELEGINI DE MEDEIROS DE BRITTO

O Teorema de Morley

Dissertacao apresentada ao Curso de Mestrado Profissio-
nal em Matematica da Universidade Federal do Parana-
UFPR, como requisito parcial para obtencao do Grau

de Mestre. Area de Concentragao: Matematica.

BANCA EXAMINADORA

Prof. Dr. Aldemir José da Silva Pinto

Universidade Federal do Parand - UFPR

Profa. Dra. Adriana Luiza do Prado

Universidade Federal do Parana - UFPR

Profa. Dra. Lucelina Batista Santos

Universidade Federal do Parand - UFPR

Profa. Dra. Sani de Carvalho Rutz da Silva
Universidade Tecnolégica Federal do Parana - UTFPR

Campus Ponta Grossa

Curitiba - 2015



Agradecimentos

Sempre que finalizamos um trabalho nos damos conta de que ele é fruto de um es-
forco conjunto, e percebemos que precisamos agradecer aos companheiros de jornada:
professores, familiares e amigos, que foram fundamentais para a concretizagao de nosso

sonho.

Um agradecimento especial ao meu orientador, Dr. Aldemir, que foi durante todo
o curso do mestrado um verdadeiro Professor, empenhado, amigo, preocupado com a
aprendizagem de seus alunos, sempre incentivando e colaborando para que pudéssemos

evoluir como seres humanos, alunos e professores.

No PROFMAT confirmei mais uma vez a importancia do trabalho em grupo e o
quanto os amigos sao fundamentais para o nosso sucesso. Um agradecimento especial a
amiga de todas as horas, Ana Maria, com a qual eu dividi noites e noites de estudo e

aprendi o quao a generosidade é valiosa.

Aos Professores sérios e dedicados que nos apresentaram as “armas” para enfrentar-
mos a “batalha” com sabedoria, dignidade, respeito e coragem, em especial a Professora

Dra. Adriana Luiza do Prado, generosa e sempre pronta a ajudar.

Ao meu marido Rui Carlos, que soube compreender as minhas auséncias e que com
amor, companheirismo e compreensao, me deu forcas para perseverar, mesmo nos mo-

mentos mais dificeis.

Por fim, quero agradecer aos meus Pais, Cassiano (in memoriam) e Lourdes, dois
vencedores, pais amorosos e conscientes da importancia da educacao. Exemplos de dig-
nidade e sabedoria. Aprender para ensinar melhor e transformar o mundo em um lugar

melhor para toda a humanidade, essa ¢ a nossa missao.



Deus da a todos uma estrela.
Uns fazem da estrela um sol.

Outros nem consequem vé-la.

Helena Kolody



Resumo

O objetivo deste trabalho é apresentar o Teorema de Morley: os trés pontos de in-
terseccao das trissetrizes adjacentes dos angulos de um triangulo qualquer sao vértices
de um triangulo equilatero. Fez-se a opcao em iniciar o trabalho com algumas definicoes
bésicas relacionadas aos triangulos, semelhanca e congruéncia e o estudo do incentro, um
dos pontos notaveis do triangulo, para finalizar com a apresentacao e demonstracao do
Teorema de Morley, em trés versoes, utilizando-se semelhanga de triangulos, trigonome-
tria e produto vetorial, e um passo a passo para construcao do Teorema de Morley com

o auxilio do Geogebra.

Palavras-chave: triangulo; semelhanca; congruéncia; incentro; trigonometria; produto

vetorial; Teorema de Morley; Geogebra.
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Capitulo 1

Introducao

Podemos definir uma obra de arte como resultado de uma criagao humana, que possui
um objetivo simbdlico, beleza incomparavel ou que representa um determinado conceito.
Normalmente citamos como um exemplo de obra de arte, esculturas, pinturas, poemas,
obras arquitetonicas, filmes, musicas, artefatos etc. Algumas obras de arte possuem

utilidade pratica e 1til aos seres humanos.

Ouso dizer que um Teorema é uma verdadeira obra de arte, de beleza impar e que
vai além disso. Em diversos casos contribui para o desenvolvimento de outras areas do

conhecimento, gerando melhorias para a vida da humanidade.

A Matemadtica possui muitos aspectos fascinantes, representados através de suas
obras. Neste trabalho pretendemos apresentar algumas obras de arte da Geometria

Euclidiana, Teoremas que se relacionam entre si e que resultam em belezas impares.

Veremos que as trés bissetrizes de um triangulo qualquer se encontram em um ponto
denominado de incentro, que esta relacionado com a demonstracao do surpreendente e
belissimo Teorema de Morley, que sera desenvolvida com o auxilio de semelhanca de
triangulos, os postulados de Euclides, pontos notaveis de um triangulo, relagoes trigo-
nométricas, Leis dos Senos e Cossenos, adi¢ao de arcos e transformacao em produto, bem

como produto escalar, contetidos que foram trabalhados durante o PROFMAT.

O Teorema de Morley é assim denominado em razao de seu descobridor, o matematico

anglo-americano Frank Morley, Professor de Matematica no Quaker College em Haver-
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ford, Pensilvania, Estados Unidos da América, e reconhecidissmo por suas pesquisas e

trabalhos sobre Algebra e Geometria.

Em 1899 Frank Morley fez conjecturas sobre o triangulo equilatero cujos vértices sao

os pontos de interseccao das trissetrizes adjacentes dos angulos de um triangulo qualquer.

Em dezembro de 1924, Frank Morley fez comentarios acerca do Teorema na Revista
Japonesa de Educacao Secundéria - Journal of the Mathematical Association of Japdn
for the Secondary Education - em um artigo denominado: On the intersections of the

trisectores of the angles of a triangle.

A prova do Teorema de Morley sé foi apresentada cerca de 30 anos apds o Professor
Morley ter feito suas conjecturas e, dessa forma, o Teorema é considerado como sendo

do século XX.

Existem intimeras demonstragoes do Teorema de Morley. Para o presente trabalho
selecionamos trés. As escolhas nao foram feitas ao acaso, procuramos apresentar demons-

tragoes que utilizam conceitos e contetudos trabalhados durante o PROFMAT.

A primeira demonstragao é desenvolvida utilizando-se semelhanca de triangulos, os
postulados de Euclides e pontos notaveis de um triangulo. E uma demonstracao que pode
ser desenvolvida com o auxilio de softwares para o ensino de Geometria, a exemplo do
Geogebra. Foi baseada na demonstracao contida no livro Geometry: A Metric Approach

with Models[10].

A segunda demonstragao ¢ desenvolvida com o auxilio da Trigonometria. Recorrendo-
se as relacoes trigonométricas, Leis dos Senos e Cossenos, adi¢ao de arcos e transformacao
em produto ¢é possivel provar o Teorema de Morley. E uma demonstracao que pode muito
bem ser trabalhada nas aulas de Matematica no Ensino Médio. Foi baseada em um artigo

do Professor Aloisio Teixeira e na demonstragao de Constantin Coceal5].

Na sequéncia, apresentamos uma demonstracao desenvolvida com produto vetorial,
trigonometria e conceitos elementares de Geometria, baseada na prova do Professor Ce-

sare Donolato.[16]
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Capitulo 2

Definicoes basicas

A Geometria estuda as propriedades determinadas pela forma, grandeza e posicao
relativa dos objetos. Nos primérdios a necessidade de conhecer essas propriedades estava
diretamente ligada as questoes praticas dos homens, tais como: medir comprimentos,
areas e volumes. Dessa forma, os primeiros conhecimentos geométricos decorreram de

observacoes e experiéncias do homem no meio em que vivia.

A medida que as informagoes geométricas foram se acumulando, os estudiosos comegaram
a perceber que a partir de algumas informacoes geométricas era possivel obter novas in-
formagoes apenas por deducao, sem precisar recorrer a experiéncias praticas. Estava

surgindo a possibilidade de fazer demonstracoes em Geometria.

Para que possamos desenvolver uma demonstragao, de forma clara e bem estrutu-
rada, precisamos partir de um ponto fixo, a partir do qual iniciaremos nossas deducoes e

construiremos nossa argumentacao.

Esses pontos fizos sao os axiomas, que sao afirmagoes e/ou proposigoes aceitas como

verdadeiras sem demonstragao.

Algumas demonstragoes necessitam de outros conceitos e teoremas. Veremos neste
trabalho a demonstragao de um belissimo e contemporaneo Teorema: o Teorema de

Morley.

Foi pensando em como poderiamos desenvolver a demonstracao do Teorema de Morley
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de forma clara e didatica que fizemos a opcao em elaborar este capitulo, que trata de con-
ceitos e teoremas importantes da Geometria e que estao relacionados aos triangulos, tais
como os Postulados de Euclides, Congruéncia de Triangulos, Desigualdade Triangular,

Teorema Fundamental da Proporcionalidade e Semelhanca de Triangulos.

2.1 Os Postulados de Euclides

Postulados ou axiomas sao afirmacoes que devemos aceitar sem provas. Os Postulados

de Euclides sao proposicoes Geométricas especificas.

Postulado 1: Dados dois pontos, hd um segmento de reta que os une.

Figura 2.1: Reta entre dois pontos
Este postulado também pode ser enunciado das seguintes maneiras:

a) Pode-se tragar uma unica reta ligando quaisquer dois pontos distintos;
b) Por dois pontos distintos passa uma e sé uma reta,

c) Pode-se tragar uma reta de qualquer ponto a outro ponto qualquer.

Observagao 1. A palavra reta na obra de Fuclides, equivale ao nosso segmento de
reta.

Observacao 2. E um postulado que garante a existéncia do segmento.

Postulado 2: Um segmento de reta pode ser prolongado indefinidamente para cons-

truir uma reta.

Esse postulado, também pode ser enunciado da seguinte maneira:

17



Figura 2.2: Segmento

a) Pode-se continuar de uma tinica maneira qualquer segmento em uma reta,

b) Para todo segmento de reta AB e todo segmento de reta C'D existe um tinico ponto

E, tal que B esta entre A e E e o segmento C'D é congruente com o segmento BE;

c) Pode-se prolongar uma reta infinitamente.

Postulado 3: Dados um ponto qualquer e uma distancia qualquer pode-se construir

um circulo de centro naquele ponto e com raio igual a distancia dada.
Este postulado, também pode ser enunciado da seguinte maneira:
a) Pode-se tragar um circulo com qualquer centro e com qualquer raio;

b) Para todo todo ponto C' e todo ponto A nao coincidente com C' existe uma circun-

feréncia com centro C' e raio congruente com C'A;

// ™ >o
/ N
/
/ S A
! //

v |
| o |
L
I\ II
\ /
\ /

N, /
\ /
\ /
\ / d

Figura 2.3: Circulo

Observagao 3. FEsse postulado garante a existéncia da circunferéncia.
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Postulado 4: Todos os angulos retos sao iguais.

Figura 2.4: Angulo reto tipo 1

Figura 2.5: Angulo reto tipo 1

Este postulado, também pode ser enunciado da seguinte maneira:
a) Todos os angulos retos sdo congruentes entre si;

Postulado 5: Se uma reta corta duas outras retas e a soma dos dois angulos cola-
terais internos é menor que dois angulos retos, as duas retas continuadas infinitamente

encontram-se no lado no qual a soma é menor que dois retos.

Euclides também enunciou as Nog¢oes Comuns, em ntimero de cinco. As cinco nogoes

comuns sao validas na Geometria Euclidiana e em outros ramos da ciéncia.
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Nogao Comum 1: Coisas que sao iguais a uma mesma coisa sao também iguais; ou,

ainda: Duas coisas iguais (ou congruentes) a uma terceira, sdo iguais (ou congruentes).

Nogao Comum 2: Se iguais sao adicionados a iguais, os totais sao iguais; ou ainda: se
iguais (ou congruentes) forem somados iguais (ou congruentes), os resultados sdo iguais

(ou congruentes).

Nocao Comum 3: Se iguais sao subtraidos de iguais, os restos sao iguais; ou ainda:
se iguais (ou congruentes) forem subtraidos de iguais (ou congruentes) os resultados sao

iguais (ou congruentes).

Nogao Comum 4: Coisas que coincidem uma com a outra sao iguais; ou, ainda: coisas

que coincidem uma a outra sao iguais (ou congruentes) entre si.

Nocao Comum 5: O todo é maior do que qualquer uma de suas partes; ou, ainda: o

todo é maior que a parte.

De fato, nao ¢ dificil aceitar os postulados e as nogoes comuns enunciados por Euclides.

Noés as usamos no nosso cotidiano.

2.2 'Triangulos

Definigcao 2.1. Sejam A, B e C trés pontos nao colineares. A reuniao dos segmentos

AB, AC e BC ¢ denominada triangulo e € representada por AABC.

Figura 2.6: Triangulo

Os pontos A, B e C sdo denominados vértices dos NABC, e os segmentos AB, AC

e BC sao seus lados.
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Cada NABC' determina trés angulos internos, a saber: /BAC, /ABC ¢ LACB.
Os angulos internos podem ser representados também por LA, /B e ZC (ou AB e C’)

2.2.1 Bissetriz

Seja o triangulo AABC' e seja D um ponto pertencente & reta suporte do lado BC.

O segmento AD ¢é a bissetriz do angulo A se a semi-reta AD divide o angulo CAB em

dois angulos congruentes.

Figura 2.7: Bissetriz

2.2.2 Mediana

Seja o triangulo AABC e seja D um ponto pertencente a reta suporte do lado BC. Se
D for o ponto médio do segmento BC, entdo o segmento AD é denominado de mediana

do triangulo AABC, relativamente ao lado BC.

Figura 2.8: Mediana
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2.2.3 Altura

Seja o triangulo AABC' de vértices A, B e C' e seja D um ponto pertencente a reta
suporte do lado AC. Se BD é perpendicular a reta que contém A e C, entdo o segmento

BD é a altura do triangulo AABC relativamente ao lado AC'.

; : N
PN T
| AN
I .
; .
0 1 | o~
A D c D=A C D A
a)Tridngulo Acutangulo b)Tridngulo Retangulo c¢) Triangulo Obtusingulo

Figura 2.9: Alturas

2.2.4 Incentro

Seja o triangulo AABC' de vértices A, B e C, o incentro I é o ponto de encontro das

bissetrizes dos angulos internos do triangulo.

Figura 2.10: Incentro
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2.3 Congruéncia de Triangulos

Definicao 2.2. Dois angulos sao congruentes se tém a mesma medida e, escrevemos

/A /B.

Definigao 2.3. Dois segmentos sio congruentes se tém o mesmo comprimento (ou

mesma medida) e, escrevemos AB = CD.

Proposicao 2.1. Todo segmento é congruente a si mesmo.

A demonstracao é ébvia, uma vez que todo segmento tem o mesmo comprimento que
ele préprio. Eo que se denomina de congruéncia identidade.
LA = /B significa que m(£LA) =m(4B).

Considerando-se uma correspondéncia ABC' <» DEF entre os vértices de dois triangulos

AABC e ADEF.

Figura 2.11: Triangulos congruentes
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Isso nos da, de forma automatica, uma correspondéncia entre os lados dos triangulos:

e, da mesma forma, uma correspondéncia entre os angulos dos dois triangulos:
LA LD

/B« /F

LC < /F

Pode-se, entao, enunciar a definicao de uma congruéncia entre dois triangulos:

Definicao 2.4. Seja dada uma correspondéncia ABC <+ DEF entre os vértices de dois
triangulos. Se os pares de lados correspondentes sao congruentes e os pares de angulos
correspondentes sao congruentes entao, a correspondéncia ABC <> DEF € denominada

de uma congruéncia entre os dois triangulos.

Figura 2.12: Congruéncia entre triangulos
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Quando queremos dizer que a correspondéncia ABC <> DFEF é uma congruéncia,

escrevemos NABC =2 ADFEF.

A expressao AABC = ADFEF, traduz-se em seis afirmagcoes simultaneas, que sao:

(i) AB= DFE, ou AB = DE,

(ii) AC = DF, ou AC = DF,

(iii) BC = EF, ou BC = EF,

(iv) LA= 4D, ou m(£LA) =m(4LD),

(v) LB = ZE, ou m(£B) = m(£LE) e

(vi) LC = LF, ou m(LC) = m(LF).

E conveniente indicar congruéncia entre segmentos e angulos assinalando as referidas

congruéncias nas figuras da seguinte forma:

Definicao 2.5. Um angulo de um triangulo é determinado pelos lados do triangulo que

estao contidos nos lados deste angulo.

Exemplo 2.1. No AABC

Figura 2.13: Angulos de um triangulo
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~ ~

A= /BAC, B=/ABC, C = /BCA

De forma resumida, pode-se dizer que dois triangulos AABC e ANA'B'C" sao congru-
entes (AABC = AA'B'C") se for possivel estabelecer uma correspondéncia entre seus
vértices,

A A
B« B
C &

de modo que os lados e angulos correspondentes sejam congruentes, ou seja,

AB= A'B" | A=A
AC = ACT | /B=/B
BC=DBC |, /C=/C

A seguir, apresentamos o Axioma de Congruéncia de triangulos LAL.

LAL respresenta ”lado angulo lado”.

Axioma de Congruéncia de Triangulos: LAL

Axioma 2.1. Dados os triangulos NABC e NA'B'C', se AC = A'C';/A = LAe
AB = A'B’, entio o NABC = NA'B'C".

. H c

Figura 2.14: Congruéncia LAL
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Os outros casos de congruéncia de triangulo decorrem do axioma LAL como veremos

a seguir:

Teorema 2.1. ALA (angulo-lado-angulo)

Dados dois triangulos NABC e AEFG se /A= /E; AB=EF e /B = /F, entdo
o NABC = AEFG.

C

G
D ‘\ L \‘.
K\ B e | \F
E |

~
~
~
N
N
~
|

Figura 2.15: Congruéncia ALA

Demonstracao: Seja D um ponto pertencente a AC, tal que AD = EG. Entdo,

AABD = AEFG

Portanto, ZABD =~ /F =~ /ABC e, pelo Postulado de construcao do angulo, devemos
ter D = C, entao AABC = AEFG.

Proposicao 2.2. (Pons Asinorum) Em um triangulo isdceles, os angulos da base sao

congruentes.

Figura 2.16: Triangulo is6sceles
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Demonstragao:

Seja 0 AABC, com AB = BC. Consideramos a seguinte correspondéncia:

Figura 2.17: Triangulos isésceles (demonstragao)

B+— B
A+—C
C+— A

Tem-se que:

AB = BC (lado)
/B> /B (angulo)
BC = AB  (lado)

Pelo axioma LAL, segue que ZA = /C.

Reciprocamente, temos a:

Proposicao 2.3. Se um triangulo AABC' tem dois angulos congruentes, entdao o triangulo

¢ isosceles.

Demonstracao: Dado o AABC, em que ZA = /C, vamos mostrar que AB = BC.
Seja a correspondéncia ABC <— CBA.
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g B

SN\

LN 4N

Figura 2.18: Triangulo isésceles (demonstragao)

Tem-se que

LA=LC (angulo)
AC = CA (lado)
0= LA (angulo)

Por ALA, tem-se que o0 AABC = ACBA, entdao, AB = BC e, dessa forma, segue
que o AABC' é iséceles.

Teorema 2.2. LLL (lado-lado-lado)

Dados os triangulos AABC e AEFG, se AB= EF, BC =2 FG e AC =2 EG, entdo
AABC = AEFQG.

ABC < EFG

Figura 2.19: Congruéncia LLL
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Demonstragao:

G
c A
M,
PN - X
i [ \, -
N\ AN X “
A4 ! -4 -~ N
_\’/ X ! T B ! '
A ! - '\ "/ | N
I i
A | : : E | F
[ | i B
- i
\}‘ | SO
e Iy
/ ~_1 /
\\l{ -~
D ey G

Figura 2.20: Congruéncia LLL (demonstragao)

Pelo Postulado de construgao de angulo, existe um ponto G no semiplano determinado
pela reta A??, tal que
/BAG = /E.
—= -
Seja D € AG tal que AD = EG. Dal, temos:
ANABD = ANEFG (1)

por LAL
= BD = GF

Observamos que:

i)) ACAD ¢ isésceles
= ZACD = ZADC = 4.

ii) ACBD é isosceles
= /DCB = /CDB = §

Portanto, por LAL
ANABD = NABC (I1).
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De (I) e (II) segue que
ANABC = AEFG.

Definicao 2.6. Dado o ANABC

Figura 2.21: Angulos internos do triangulo

Os angulos /ABC; /BCA e Z/BAC sio chamados de angulos internos do triangulo.

Os suplementos destes angulos sao chamados de angulos externos do triangulo.

Definicao 2.7. Dados os pontos distintos A, B e C'. Dizemos que B estd entre A e C' e
escrevemos A—B—C' se, e somente se, (i)A, B e C sao colineares e (ii)) AC = AB+BC.

Teorema 2.1 (do Angulo Externo). : Todo dngulo externo de um triangulo possui medida

maior do que qualquer dos angulos internos do triangulo, nao adjacentes a ele.

Demonstragao:

Figura 2.22: Angulos externos do tridngulo

Seja D tal que A — B — D. Vamos mostrar que med(£ZDBC) > med(C) e que
med(£DBC) > med(A).
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Seja E o ponto médio de BC e F tal que A — E — F e AE = EF. Dai, observamos
que ACEA = ABEF por LAL. Portanto C' =~ Z/EBF.

Como F estd no interior do ZDBC, temos que: med(£DBC) = med(LDBF) +
med(£EBF). Portanto, med(£ZDBC) > med(C).

Analogamente, mostramos que med(£ZDBC) > med(A).
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2.4 Desigualdade Triangular

Proposicao 2.4. Se dois lados de um triangulo ndo sao congruentes entao os angulos

opostos a eles nao sao congruentes e o maior angulo se opoe ao maior lado.

Demonstracao:
A primeira parte segue das Proposicoes 2.2 e 2.3. Seja o AABC

c

Figura 2.23: Desigualdade triangular figura 1

Suponhamos que AC' < BC'. Vamos mostrar que med(ZCAB) > med(£LABC).

Seja o ponto D tal que CD =2 AC. Observamos entdo que med(lelB) > med(éCAD).
Como 0 ACAD é isésceles de base AD, temos que: med(LCAD) = med(ZCDA).

Portanto: med(LCAB) > med(ZCAD) = med(ZCDA). Pelo Teorema do Angulo
Externo, temos: med(ZCDA) > med(Z/ABC).

= med(LCAB) > med(LABC).

Proposicao 2.5. Se dois angulos de um triangulo ndo sao congruentes, entao os lados

opostos a estes angulos nao sao congruentes e o maior lado se opoe ao maior angulo.

Demonstracgao:
Seja o AABC
Suponhamos que med(LCAB) > med(ZABC). Vamos mostrar que BC > AC.

Dados os nimeros BC' e AC' existem apenas trés possibilidades:
1) BC = AC
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Figura 2.24: Desigualdade triangular figura 2

2) BC < AC

3) BC > AC

e Se BC = AC terfamos med(LCAB) = med(Z/ABC), contra a hipétese.

e Se BC < AC terfamos pela proposicao anterior med(éC’le) < med(éABC),
contra a hipétese.

Logo, s6 resta a possibilidade BC' > AC'.

Teorema 2.3. A soma dos comprimentos de dois lados quaisquer de um triangulo €

maior que o comprimento do terceiro lado.

Figura 2.25: Comprimento dos lados de um triangulo

Demonstragao:
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Seja D na semirreta oposta a BA tal que BD = BC.
Observamos entdo que o ACBD é isésceles de base C'D. Portanto, /BCD =~

/BDC = 6. Como B estd no interior do angulo /ACD, temos que

med(ZACD) = med(£ACB) + med(£BCD) = 3 + 6.

Como f + 6 > 6, entdo pelas proposigoes anteriores (aplicadas agora ao AACD),
temos:

AD > AC,
isto é,

= AB+ BD > AC = AB+ BC > AC.

2.5 0O V Postulado de Euclides

O primeiro sistema axiomatico ¢ devido a Euclides que escreveu “Os Elementos”, entre
330-320 A.C., obra matematica composta de treze livros. O trabalho de Euclides, resultou
num sistema légico-dedutivo composto por postulados, nogoes comuns, proposicoes e

teoremas.

O V Postulado nos diz que: “Se uma reta corta duas outras retas e a soma dos dois
angulos colaterais internos € menor que dois angulos retos, as duas retas continuadas

infinitamente encontram-se no lado no qual a soma é menor que dois retos.”[6].

Existem muitas proposicoes equivalentes ao V Postulado, tais como:

1. Duas paralelas sao equidistantes (Proclo).
2. A soma dos angulos de um triangulo é igual a dois angulos retos (Legendre).
3. Existem triangulos semelhantes nao-congruentes (Laplace).

4. Para qualquer ponto de um angulo menor que 2/3 de um angulo reto hd uma reta

que encontra os dois lados do angulo (Legendre).
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5. Existe circunferéncia por trés pontos nao-colineares (Bolyai-Wolfgang).

6. A reta paralela a outra por um ponto fora dela é tinica (Playfair).

2.5.1 As Paralelas

Definicao 2.8. Duas retas r e s coplanares sao paralelas < rNs = ().
Teorema 2.4. Para todo triangulo, a soma das medidas dos angulos internos é 180°.
Demonstracgao:

<~
Pelo V' Postulado, seja r// AC' que passa por B.

Sobre r vamos marcar os pontos D e E de tal forma que BD ¢ oposta a BE.

Figura 2.26: Soma dos angulos internos

Sejam /BAC =z

/BCA=y;
/ABC = z;
/ABE =2/
/CBD =y
Note que

(i) m(£LBAC) = m(ZABE), uma vez que sao angulos alternos-internos;
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(i) m(£ZBCA) = m(LCBD), uma vez que sao angulos alternos-internos;

(iii) m(LABD) = m(ZABC) + m(£CBD) pelo postulado da adicao de dngulos (pois
o ponto C esté no interior do angulo ZABD).

(iv) m(ZABE) + m(£ABD) = 180° pelo postulado do suplemento.
(v) m(LABE) +m(ZABC) + m(LCBD) = 180°. Por (iii) e (iv).

(vi) m(£LBAC) +m(LABC) +m(£ZBCA) = 180°. Por (i), (i) e (iv).

Desse Teorema, decorrem Corolarios muito importantes.

Corolario 2.1. Dada uma correspondéncia entre os triangulos NABC e NA'B'C’, se
dois pares de angulos correspondentes sao formados por angulos congruentes entao o

terceiro par de angulos também é formado por angulos congruentes.

C , (o3

Figura 2.27: Correspondéncia entre triangulos

Corolario 2.2. Os angulos agudos de um triangulo retangulo sao complementares.

Corolario 2.3. Em todo triangulo, a medida de um angulo externo é a soma das medidas

dos angulos internos nao adjacentes a ele.

Teorema 2.5. LAA, (lado-angulo-angulo oposto)

Sejam os triangulos AABC e AA'B'C', se AC =2 A'C', /A= /A e /B = /B,
entio os AABC e AA'B'C" sao congruentes.
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Figura 2.28: Correspondéncia entre triangulos

Demonstracao:
m(£LA) +m(£B) +m(£LC) = 180°
m(ZA) +m(£B") +m(£C") = 180°
m(ZA) = m(LA"), m(£B) =m(£LB')
portanto,
m(£C) = m(LC").
Logo, £C = £C".

E, dessa forma, por ALA o AABC = AA'B'C".

2.6 Semelhanca de triangulos

2.6.1 Teorema Fundamental sobre Proporcionalidade

Teorema 2.6. Se uma reta paralela a um lado de um triangulo intercepta os outros dois
lados em postos distintos, entao ela determina segmentos que SGo Proporcionais a €sses

lados.

38



Demonstragao:Seja o triangulo AABC e sejam M, e M, pontos pertencentes aos lados
AB e AC respectivamente, tais que M,M, é paralelo a BC.

Entao

AB AC

AM, — AM,

Figura 2.29: Teorema Fundamental sobre Proporcionalidade figura 1

Vamos a demonstracao:
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(i) Nos AAM.M, e ABM_.M, vamos considerar AM. e BM, como bases. Assim, esses
triangulos tém alturas iguais. Notamos que a altura relativa ao lado AM,., é também

altura do ABM_.M,, uma vez que My, H é perpendicular a reta suporte do lado BM...

Figura 2.30: Teorema Fundamental sobre Proporcionalidade figura 2

Portanto a razao de suas areas ¢ igual a razao de suas bases e temos:

Sapuv, _ BM,
SAAMCMb AMC

Figura 2.31: Teorema Fundamental sobre Proporcionalidade figura 3
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(ii) De forma analoga, nos AAM.M, e ACM_ M, vamos considerar AM, e C'M,. Esses

triangulos tém a mesma altura e, assim como no item i, concluimos que

Sacm,m, _ CM,
Saam.v, — AM,

(iii) Os ABM M, e ACM_.M, tém a mesma base que é o segmento M .M, e, além disso
eles tém a mesma altura, pois ?@cz@b [ BC.

Portanto, a area do SABMCMb = SACMCMb'

(iv) Dos itens(i),(ii) e (iii), obtemos

BM, CM,
AM,.  AM,

(v) Adicionando um a ambos os membros da equagao contida no item(iv), obtemos

BM,.+ AM, B C M, + AM, ou AB AC
AN A, AN, AM,

2.6.2 Reciproca do Teorema Fundamental da Proporcionalidade

Teorema 2.7. Se uma reta intercepta dois lados de um triangulo e determina segmentos

proporcionais a estes dois lados, entao ela € paralela ao terceiro lado.

Demonstragao:

Dado o A ABC. Seja M, um ponto entre A e B e seja M, um ponto entre A e C.
BM, CM,
AM, — AM,

—
Seja BC" uma reta por B, paralela a j@cﬂb, interceptando 5218 em C’. Pelo teorema

Seja . Vamos mostrar que M.M, || BC.

anterior,
AB  AC
AM.  AM,’
Como, por hipdtese,
AB  AC
AM.  AM,’

temos
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Mc Mb

Figura 2.32: Reciproca do Teorema Fundamental da Proporcionalidade

AC’  AC
AM, ~ AM,

Entao AC" = AC. Usando sistemas de coordenadas, obtemos C' = C' e, portanto,

LT, | BC.
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Definigao 2.9. Dada uma correspondéncia entre os vértices de dois triangulos AABC' <—
AA'B'C’, dizemos que a correspondéncia € uma semelhanca se, e somente se, os angulos

correspondentes sao congruentes e os lados correspondentes sao proporcionais.

Escrevemos entao AABC ~ NA'B'C’

Isto é,

AABC ~ AA'B'C’

~ ~ A A

S A A BB e Cx(

AB  AC  BC )
A3~ ac po  FER

e

Observacao 4. Quando k =1 a correspondéncia € uma congruéncia.

Teorema 2.8. Se os angulos correspondentes sao congruentes entao a correspondéncia

¢ uma semelhanca.

Demonstracao: Dada a correspondéncia

Figura 2.33: Semelhanca de triangulos figura 1

Por hipétese:

A= /D
/B=/F
0= /F.
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Vamos mostrar que
AB AC BC
DE DF EF’

‘ *F

Figura 2.34: Semelhanca de triangulos figura 2

Sejam E' € AB e F' € AC tais que AE' = DE e AF' = DF.
Por LAL, o AAE'F" =2 ADEF.

Portanto, ZAE'F' =~ /E =~ /B, por hipétese.

= /AE'F' = /B.

Temos dois casos a considerar:

(i) Se E' = B entao os triangulos AAE'F" ¢ AABC' sao o mesmo triangulo, ou seja,
AABC =2 ADEF

AB _AC

pE_DF P!

(ii) Se E' # B entao E'F' || BC.

Pelo Teorema Fundamental de Proporcionalidade, temos:

AB  AC
AE  AF'
DE DF
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AB  BC

Anal te, oo =~ =
nalogamente, DE EF

Corolario 2.4. Dada uma correspondéncia entre dois triangulos. Se dois pares de

angulos correspondentes forem congruentes, entao a correspondéncia € uma semelhanga.

Corolario 2.5. Se uma reta paralela a um lado de um triangulo intercepta os outros

dois lados em pontos distintos, entao ela determina um triangulo semelhante ao triangulo

dado.

Figura 2.35: Correspondéncia de triangulos

Demonstracao: Tese: AADE =2 AABC. E imediato por AAA. Temos entao,

AB AC BC
AD AE DE’

Observagao 5. Se NAABC ~ ADEF e ADEF = AGHI, entao NABC ~ ANGHI
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Teorema 2.9. LAL

Dada uma correspondéncia entre dois triangulos. Se dois pares de lados correspon-

dentes forem proporcionais e os angulos que eles determinam forem congruentes, entdo

a correspondéncia € uma semelhanca.

Demonstragao:

Hipotese:
AB  AC
DE DF

Tese: NAE'F' ~ ANDEF.

B ¢ » C
Figura 2.36: Lado—Angulo—Lado

Sejam E' € AB e F' € AC, tais que:

AE'=DFE e AF =DF

= NAE'F'~ ADEF por LAL

T i AB AC
emos entao = =
AE AF’
z . . < 7
pela reciproca do Teorema Fundamental da Proporcionalidade, temos que E'F’|| E( E
Portanto,
B¥E~E ¢ C~2F=~F
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Assim, os AABC e ADEF sao semelhantes por AAA.R

Teorema 2.10. LLL

Dada a correspondéncia entre os triangulos: NABC <— ADEF. Se os lados cor-

respondentes sao proporcionais, entao a correspondéncia é uma semelhanca.

Figura 2.37: Lado-Lado-Lado

Demonstracao:

Dados
AB B AC B BC B

DE_DF _EEF_"

Sejam FE’ e F’ tais que AE’= DE, AF’= DF. Portanto, temos:

AB  AC
_ _ JAS /A
A ap o F e

Por LAL,
NAE'F' ~ NABC

Portanto, BFEeCXT

Voltando em (kx), temos:

AB AC  BC
AE'  DF E'F’

=k
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ou seja,

AB__BC<$AEQ_E%"
AFE  E'F' AB  BC

AFE' DE
= BC.—

E'F = BC.
< B AB

Por hipdtese, temos

AB_BC@DE_EF
DE EF =~ AB BC

DFE

FF =BC.—
& C 1B
- EF =FF

=ANAE'F' 2~ ADEF

por LLL.

Pela observagdo 5 temos: AABC ~ AAE'F' = ADEF (LAL).

S.AABC ~ ADEF
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Capitulo 3

O Incentro

3.1 Incentro

A Geometria do triangulo é bastante interessante e instigante. Ao longo da historia

da Matematica muitas propriedades especiais foram identificadas.

Quando pretendemos estudar um assunto ou entender um Teorema precisamos esta-
belecer uma metodologia de trabalho, com um guia ou um roteiro que facilite a nossa
atividade e a compreensao do contetdo. E semelhante a uma receita de um bolo, que é
uma espécie de guia para que o resultado seja o mais adequado e saboroso possivel, com

o uso correto dos ingredientes e o tempo certo de preparo.

De maneira semelhante, quando estamos estudando ou quando queremos ampliar
nossos conhecimentos em determinada area do conhecimento é necessario respeitar o
passo a passo e lancar mao de ferramentas auxiliares, formando assim uma cadeia de

conhecimentos que facilitarao a jornada e tornarao os estudos produtivo e eficiente.

Foi pensando nessa cadeia de conhecimentos que trabalhamos com as nocoes bésicas

e agora trabalharemos com o incentro, um dos pontos notaveis do triangulo.

Entre as relagoes métricas que temos no triangulo, algumas merecem destaque por
causa das propriedades especiais que possuem. Neste capitulo falaremos do incentro em

um triangulo qualquer.
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O incentro de um triangulo é o ponto de encontro das bissetrizes dos angulos internos

do triangulo. E o incentro é o centro da circunferéncia inscrita no triangulo.

Trabalhar o incentro é de fundamental importancia para melhor compreender a de-

monstracao do Teorema de Morley.

Na primeira demonstracao do Teorema de Morley apresentada neste trabalho, veremos
que o estudo sobre o incentro é uma ferramenta indispensavel para compreendermos e

desenvolvermos a referida demonstragao.

B + >c
Figura 3.1: Incentro

Proposicao 3.1. As bissetrizes dos angulos de um triangulo qualquer cruzam-se em um

mesmo ponto.

Sejam o tridngulo AABC e as bissetrizes dos angulos ZABC e ZACB. Seja I o
ponto em que ambas as bissetrizes se encontram. Queremos provar que a bissetriz do

angulo /BAC também passa pelo ponto I.

(i) Por I, vamos tracar as perpendiculares sobre BC, AC' e AB, localizando os pontos

P, Q) e R, respectivamente. Observamos entao que:
(il) O AIBP = AIBR, por (LAAy) = IP = IR.
(iii) O AICP = AICQ, por (LAAy) = IP = 1Q.

(iv) Por transitividade, = IP = 1Q = IR.
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Figura 3.2: Incentro do triangulo ABC

O AIRA = AIQA entdao, o ZIAR = /IAQ e I esté sobre a bissetriz do angulo

/BAC. Portanto, as bissetrizes dos angulos de um A cruzam-se em um mesmo ponto 1.

Definicao 3.1. A circunferéncia de centro I e raio IP = IQ) = IR € chamada de

circunferéncia inscrita. O ponto I € denominado de Incentro do NABC'.

Lema 3.1. i) O incentro I de um triangulo ANABC' pertence a bissetriz do /BAC,
relativamente ao lado BC e a m(£ZBIC) = 90° + %m(ABAC).

ii) Se um ponto P, interno ao triangulo, pertence a bissetriz do /BAC, e se m(prC) =
1 A~
90° + §m(£BAC’), entao P é o incentro do triangulo AABC.

Figura 3.3: Lema sobre o incentro figura 1

Demonstragao:
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Vamos a primeira parte:

e Considerando-se o triangulo AABC| o seu incentro [ e a circunferéncia inscrita ao

AABC.

Se I é o incentro do AABC, entao, como demonstrado anteriormente, I pertence

as bissetrizes dos angulos internos do AABC.

A soma dos angulos internos de qualquer triangulo é 180°, assim, tem-se que no

triangulo AABC

m(£BIC) = 180° — m(£IBC) — m(LICB)
= 180° — [m(£LIBC) + m(£ICB))].

Utilizando a definicao de bissetriz de um angulo, segue que

m(/BIC) = 180° — %m(AAE’C) _ %m(AAC*B)

— 1807 — %[m(LAEC) Fm(ZACB)] (+)

No triangulo AABC, tem-se que
m(LABC) +m(LACB) + m(£ZBAC) = 180°
Entao,

m(LABC) + m(ZACB) = 180° — m(LBAC) (%)

De (%) e (*x), tem-se que

~ 1 o
m(£BIC) = 180° — £[180° — m(£BAC)]

m(£BAC)
2
m(£BAC)
2
1 A
= 90° + Sm(£BAC)

= 180° — 90° +

=90° +

52



e Por outro lado, suponha que exista um outro ponto P
~ 1 ~
tal que m(£LBPC) = 90° 4+ ém(LBAC)

e que o ponto P pertence a bissetriz do angulo /BAC.

Supondo-se que P pertence ao segmento Al da bissetriz (I é o incentro do triangulo

AABC) e que:

m(£LPBC) > m(LIBC),  m(LPCB) > m(ZICB),
ou seja,

. 1 . . 1 .
m(£PBC) > Sm(ZABC), m(£PCB) > zm(£ACB),

Figura 3.4: Lema sobre o incentro figura 2

Temos

. . - - 1 - 1 A
m(£BPC) +m(£ZPBC) + m(£LPCB) > m(£BPC) + §m(4ABC) + §m(ZACB)

Dado por hipdtese

A 1 "
m(£LBPC) = 90° + Sm(£BAC)
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o segundo membro da desigualdade assume os seguintes valores

- 1 . 1 A
1 - 1 A 1 A
= 90° + §m(ZBAC') + §m(ZABC) + 5771(41403)
1 A . .
:905%5PMABAC§+wu4ABC)+nw4ACBﬂ
= 90° + 90°
= 180°
Assim,
m(£BPC) +m(L/PBC) +m(£/PCB) > 180°
o que contraria o Teorema da soma dos angulos internos de um triangulo.

Analogamente, nao pode ocorrer
m(£BPC) +m(LPBC) +m(LPCB) < 180°.
Portanto P = I.

Definicao 3.2. Dados o ponto C' e o numero real positivo R, denomina-se circunferéncia

de centro C' e raio R o conjunto de todos os pontos P do plano, tais que o segmento de

reta CP = R, isto €, {P|CP = R}.

Figura 3.5: Circunferéncia
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Capitulo 4
Teorema de Morley

A trisseccao de um angulo

Certos angulos podem ser subdivididos em trés partes congruentes, isto é, podem ser
trissecados, sem dificuldade alguma.

!
\
f \ . W,
_.-" ", N \ b
."-I ¥ \
|'r."l .ll I'I
i\ g 'h'-\-..
\ s |
PN Iy
e \'-\
~

Figura 4.1: Trisseccao de um angulo

Por exemplo, um angulo reto (90°) pode ser trissecado, uma vez que resulta quase
que imediato construir um angulo de 30°.

Todavia, trissecar um angulo arbitrario (qualquer) nao é tao simples assim. De fato,
trissecar um angulo é um problema muito antigo.

A trisseccao de um angulo é um dos classicos problemas deixados sem solucao pela
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geometria grega, assim como a quadratura do circulo (ou quadratura da circunferéncia)

e a duplicagao do cubo.

Um problema estritamente ligado a trisseccao de angulo é o da construcao de um
poligono regular. Este foi abordado por Gauss, que ja aos 17 anos de idade demonstrou

a construcao de um poligono regular de 17 lados.

Na sequéncia, Gauss, definiu quais seriam os poligonos regulares que poderiam ser
construidos com régua e compasso, ou seja, aqueles em que o nimero de lados é um

nimero (primo) de Fermat.

Em 1837 Pierre Wantzel retomou a necessidade da condicao de Gauss acerca de
poligonos regulares e, ainda, a impossibilidade da trisseccao de um angulo arbitrario

apenas com régua (sem graduagao) e compasso.

Wantzel provou que cada quantidade de lados construivel com régua e compasso deve

satisfazer a uma equagao de grau 2" (n inteiro).

Uma abordagem completa sobre construcao com régua e compasso pode ser encon-

trada, por exemplo em [8], justificando tais construgoes segundo as afirmagoes de Gauss.

4.1 A prova do teorema de Morley

Trataremos neste capitulo sobre o Teorema de Morley, descoberto em 1904 pelo Pro-
fessor Frank Morley, Matematico Anglo-americano. O teorema é belissimo e surpreen-

dente e pode-se dizer recente, uma vez que pertence ao século XX.

O Teorema de Morley, infelizmente pouco estudado e trabalhado nas aulas de Geo-
metria, é uma verdadeira preciosidade: As trés intersecoes das trissetrizes adja-

centes dos angulos de um triadngulo sao vértices de um triangulo eqiiildtero.

O descobridor desse Teorema foi Frank Morley, nasceu no ano de 1860, aos 9 dias do
meés de setembro, na cidade de Woodbridge, Sulfock, Inglaterra, tendo como pais Muskett

Elizabeth e Joseph Roberts Morley.

Em sua juventude, Frank Morley ganhou intimeras medalhas em torneio de xadrez.
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Aluno brilhante, fez seu doutorado em Ciéncias na Universidade de Cambridge, tendo

recebido o titulo de Doctor of Science.

Em 1987, mudou-se para a Pensilvania, e passou a lecionar em Haverford College.
Em 1889 casou-se com Lilian Janet Birde, com a qual teve trés filhos, Cristopher Morley,
Félix Morley e Frank Vigor Morley. Todos os filhos de Frank Morley eram estudantes
Rhodes (Estudantes que tenham concluido um curso de graduagdo com honras podem

ser elegiveis para solicitar a bolsa de estudos Rhodes).

Félix Morley, editor do Washington Post, no periodo de 1933 a 1940, ganhador do
prémio Pulitzer em 1936 e também foi Presidente do Haverford College no periodo de

1940 a 1945.

Frank Vigor Morley também era um brilhante matematico e escritor e Cristopher
Morley também foi muito bem-sucedido, jornalista, novelista, ensaista e poeta estaduni-

dense e um famoso escritor.

Frank Morley lecionou no Haverford College de 1987 até 1900, quando passou a exercer
a funcao de Presidente do Departamento de Matematica da universidade Johns Hopkins,

onde também lecionou até a sua aposentadoria em 1928.

No periodo de 1919 a 1920 Frank Morley foi Presidente da American Mathematical

Society e editor do American Journal of mathematics de 1900 a 1921.

O matemético Frank Morley foi um professor muito bem-sucedido e eficiente. Sob
sua supervisao quarenta e cinco alunos obtiveram o grau de doutorado. Estudioso e um
profundo conhecedor de geometria projetiva e métrica, de dlgebra, e da teoria fisica e
cinematica, também ¢é considerado um grande escritor de Matematica. Em conjunto com
seu filho Frank Vigor Morley, publicou em 1933, um livro considerado notavel, intitulado
de Inversive Geometry e no qual a demonstragao do Teorema ¢ apresentada de forma

bastante sintética.

Morley era apaixonado por Geometria e por xadrez. Teve uma grande e bem-sucedida
producao académica e foi um reconhecido Professor, especialmente pela capacidade de

traduzir o abstrato para o concreto.

Faleceu aos 77 anos de idade, em 17 de outubro de 1937, em Baltimore, Maryland.
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Figura 4.2: Trissetrizes

Definicao 4.1. Dd-se o nome de trissetrizes as duas semirretas que dividem um angulo

interno de um triangulo em trés angulos congruentes.

Observacao 4.1. Em um triangulo qualquer as trissetrizes se interceptam em seis pon-

tos.

Figura 4.3: Ponto de interseccao das trissetrizes
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Definicao 4.2. Diremos que duas trissetrizes sao adjacentes quando partem de vértices
opostos pertencentes a um mesmo lado do triangulo e formam o menor angulo que uma

trissetriz pode formar com esse lado.

Teorema de Morley

Teorema 4.1. O teorema de Morley Os trés pontos de intersec¢ao das trissetrizes

adjacentes dos angulos de um triangulo qualquer sao vértices de um triangulo equildtero.

Figura 4.4: Triangulo de Morley
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Demonstragao: Seja um triangulo equiliteroAXY Z e, em torno deste, vamos cons-
truir um triangulo semelhante ao AABC'. A construgao sera realizada de tal maneira

que X, Y, Z serao os pontos de intersecao das trissetrizes adjacentes do novo triangulo.

i) Inicialmente vamos definir trés angulos: «, (5 e 7 de tal maneira que:

a = 60° — %m(AA)
B =60° — %m(AB)
v = 60° — %m(lC)
ii) Entao, a, 5 e v sdo positivos e

1 1 1
a+p+v=180°— gm(ZA) - gm(ZB) - gm(éC)

1
= 180° — 3 [m(ZLA) +m(£B) +m(£LC)]
Observamos que m(ZA) +m(£B) + m(£C) = 180°.

Assim,

a+fB+v=180° — %180O
a+ [+~ =180°—60°
a+pf+v=120°
Ainda dessa igualdade tem-se que:
a =120°-p8 -~y
b =120°—a — 7
v =120° - 5 — «

iii) Agora vamos considerar o AXY Z como um triangulo equildtero qualquer.
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Figura 4.5: Construcao de triangulos isésceles

Seja X’ o ponto do lado oposto ao lado ZY e a X e, a medida

m(ZLYZX') =m(LZY X') = a.

Seja Y’ o ponto do lado oposto ao lado XZ e a Y e, a medida

m(ZXZY") =m(LZXY") = B.

Seja Z' o ponto do lado oposto ao lado XY e a Z e, a medida

m(ZXYZ') =m(LYXZ') = .

iv) Agora, vamos considerar os angulos £Z’ YZ e ZY'ZY . Note que:

m(LZ'Y Z) =~ + 60°

m(LY'ZY) = B+ 60°

e assim,
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m(LZ'Y Z) +m(LY'ZY) =120°+ 3+~
= 120° + (120° — e — ) + (120° — 3 — )
=360°— (@ +B+7) —a

— 360° — 120° —

— 240° — v

— 240° — (600 — muA))
3

— 180° + —m<§A>

Portanto

m(LZ'Y Z) +m(LY'ZY) > 180°
Pelo V Postulado de Euclides as retas suportes dos segmentos Z'Y e Y’Z se inter-
ceptam no ponto D, que se encontra no mesmo lado de X’ e oposto a Y Z.

De maneira andloga X'Z e Z'X se interceptam em E e Y'X e X'Y se interceptam

em I

Seja o ADFEF.

Figura 4.6: Triangulo DEF
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v) Afirmacdo: ADEF ~ AABC.

Tem-se que:
m(ZEXY') =180° — vy — 60° — 3 =120°— v — B =«

m(£LDZX') =180° —a—60° — f=120°— f—a = v

m(£ZDYX') =180° —60° —a —y=120°—a —y = 3

Ainda,

m(ZEZY"Y =m(4/DZX') =~
(0.p.v)

m(LDYX') = m(LFY Z') = j
(0.p.v)

m(/FXZ) =m(ZEXY") = a
(0.p.v)

Pode-se, ainda, calcular/determinar a medida dos seguintes angulos /YDZ , LX FY
e ZZEX.

m(LYDZ)=180°—2a — -~y =180°—a—a—f—~

—180° —a — (@ + S +7) = 180° — o — 120°

=60° — «

m(/XFY)=180°—-2y—B—a=1800—v—~v—f —«
=180°—y—(v+B8+a)
= 1800 — v — 120°

= 60° —
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m(LZEX) =180°—28 —a—~y=180° -3 — B —a —~
=180° - B —(B+a+7)
= 180° — 8 — 120°
=60° — 3

Sabe-se ainda que X'Z = X'Y, pela reciproca do Pons Asinorum e ZX = Y X por

construgao.

Dessa forma os triangulos AX Z X" e AXY X' sao congruentes por LLL. Portanto,
X'X bissecta o angulo LZX'Y .

Observamos também que, 0 ZEX'F = /ZX'Y; m(LEX’F) = 180° — 2a¢ ().

Além disso,

m(ZEXF) = 180° —
=90°+90° — «
1
=90° + 5(180O —2a)
1 N
=90° + Em(AEX’F)
~ 1 N
= m(ZEXF) = 90° + -m(ZEX'F)
Dessa forma, X é o incentro do AEX'F, de modo que Z/X'EX ~ /FEX.

De modo andlogo Z é o incentro de ADZ'E e, dessa forma, EZ (que esté contida

em EX') e EX sao trissetrizes do ZDEF.

Y é o incentro do ADY'F e dessa forma, FX (que estd contida em FY’) e FY sdo

trissetrizes.

vi) Vamos agora calcular a

m(£LDEF) = 3m(LZEX) = 3(60° — )
——

m(/DEF) =3 [60" — <60° — %m(ZB))}
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, o1
7MADEF)=3<W —&)+§mpgn>
WKZDEF):SEWMZB):nﬂZB)

De forma analoga:

m(£LEFD) = m(£C)

m(LFDE) = m(ZA)

Assim: ADEF ~ AABC' (pelo caso AAA).

Figura 4.7: Teorema de Morley
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Figura 4.8: Razao de semelhanca entre os lados do triangulo

Temos também:

ADEZ ~ ANABR
AEFX ~ ABCP

AFDY ~ ACAQ

E dessa forma, como em triangulos semelhantes a razao entre os lados dos triangulos

é constante, temos:
PB CB AB RB

XE_FE_DE_ZE_k

Entao AXEZ é semelhante ao APBR por LAL.

De forma analoga, AZDY ~ ARAQ e AYFX ~ ANQCP.
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Temos entao:
PQ PC PB RB RP RP
XY XF XE ZE ZX XY’

Entao PQQ = RP. Analogamente, RP = QR. Portanto, o APQR é equilatero.

4.1.1 A trigonometria e o Teorema de Morley

A demonstragao do Teorema de Morley que apresentaremos a seguir, envolve dois
Teoremas ou Leis fundamentais da Trigonometria: a Lei dos Senos e a Lei dos Cossenos
e utiliza também algumas identidades trigonométricas. E uma demonstracao que pode

ser trabalhada no ensino médio.

Nos triangulos AABC’, ABCA" e ANACB’ e nos triangulos AA'B'C, AB'C'A e
AA'C'B utilizaremos a Lei dos Senos e a Lei dos Cossenos, identificando a medida dos
angulos internos e dos lados dos referidos triangulos e da combinagao desses resulta-
dos chegaremos as medidas dos lados do triangulo AA'B’C’ e, assim, concluiremos a

demonstracao do Teorema de Morley.

Teorema 4.2. Seja 0 AABC. O triangulo NA'B'C" cujos vértices sao 0s pontos de

intersec¢ao das trissetrizes adjacentes do triangulo ANABC' € equildatero.

Demonstragao: Seja

m(LABC) = b
m(£ZBAC) = a
m(LACB) = ¢

temos:
a+b+c=180°
c_1800 a—i—b+c_180°

b
t3T3T 3 T T3 3

a
3

1° Passo: Vamos iniciar nossa demonstracao com o ABA'C.
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Figura 4.9: Teorema de Morley, trigonometria e os sete triangulos

Figura 4.10: Teorema de Morley, trigonometria e triangulo 1

. b A
Sabe-se que: m(ZLA'BC) = 3¢© m(LA'CB) = g
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Entao,

- b ¢ (b+c)
/BA'C)=180° — = — = = 180° —
m ) 33 3
180° b+4+c a
Como — ==
3 3 3
Entao,
~ 3.180° b
m(ZBAC) = _+9
3 3
~2.180° N 1.180° (b+c)
-3 3 3
~360° N a
3 3
a
= — +120°
3 +
Vamos agora precisar de alguns resultados auxiliares:
30 0 20
Observamos que sinf = sin — =sin | — + — | (¥).
3 3 3
20 0
Sejaa=—eb=—.
ejaa=—e 3
20 0 0 20
Aplicando em (*), tem-se que sinf = sin 3 o83 + sin 308

Desenvolvendo encontra-se:

0 94 0 0 9+ 0 20 . o0
sinf) = sin —.cos — | .cos — + sin — | cos® — — sin” —
3 3 3 3 3 3
0 0 0 0
= 2sin — cos? = + cos? — sin — — sin® -
3 3 3 3 3
0 0 0
=sin - ( 2cos? = + cos? = — sin? =
3 3 3 3
0 0 0 0
= sing (2C082 § + cos? 5 + cos? g — 1)

C 9 _cos2a—|—1
omo cos*q = —
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o[ 20
:sing _2 (cosg—i-l) —1]

%

2cos—+2—1>

=
()
-

00
) = —2c0s(120°) = —2cos (32 )

[\Dlr—t

Observamos que 1= —2

0 26 360°
sinf =sin §|:2COS§—2COS 3 ]

.0 20 360°Y\
= 2sin - | cos — — cos (2)
3 3 3

0 20 o\ 1 26 °\ 1
Desenvolvendo (Z) temos: 2sin— [2sin | [ — + 500 = |.sin( | —=+ 500 =
3 3 3 2 3 3 2
. .0 . (0 180° . 6  180°
sin 6 —251115.2 [sm (§+ 3 ) .sin (_§+ 3 )}

= 4sin Q sin —8+1800 sin —1800_9
a 3) 3 ' 3

180° — 180° — o
Observamos também que: sin (8079) = sin {1800 _ ( 803 9)] — sin (36O3+ 9)

= sinf = 4sin Q in —9+1800 in —36OO+9
S =4S 3 .S 3 .S 3

2 Passo: Considerando-se o triangulo AABC inscrito em uma circunferéncia de raio
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R, pela Lei dos senos, tem-se que:

B A AB
¢ AC _op

sina sinb sinc

.BC =2R = BC =2Rsina
sin a
—AO =2R = AC =2Rsinb
sin b
—AB =2R = AB =2Rsinc
sin ¢
Temos:
180° 360°
sina = 4sin o sin(L) sin(L)
3 3
Entao

BC = 8Rsin % sin(ﬁ) sin(ﬁ)

b b+ 180° b ©
AC’:8Rsin§sin( + 180 ) sin( + 560

)

1 [¢] [¢]
AB = 8Rsin§sin(c+380 )sin(c+§60 )

Agora, vamos aplicar a Lei dos senos no triangulo ABA'C

A'C BC

b Sm<a+360°)
SlIl3 —3

Assim,

180° 360° b
8Rsin(g)sin(&+ )Sin(a i )sin =
NC - 3 3 3 3
. a+ 360°
sin(————

5 )

180° b
A'C' = 8Rsin g. sin(%). sin 3
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1 [¢]
A'C = 8Rsin %. sin g sin(%)

De forma anéloga, tem-se que:

1 o
A'B = 8Rsin g sin %. sin(%)

BIJZSRangsmgfmﬂgi§§E>
B’A = 8Rsin g sin g sin(@)
OA:SRmésmgﬂME;?E>
OB:8Rm%smg$m£;?E)

Sejam os triangulos AA'B'C', AB'C'A, ANA'C'B, pela Lei dos cossenos, tem-se que:
i) AA'B'C

A@”:A&+B@%nﬁagam%

Figura 4.11: Teorema de Morley, trigonometria e triangulo 2
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ii) AB'C'A
B'C?* = B A* + O'A* —2B'A.C'A. cosg

Figura 4.12: Teorema de Morley, trigonometria e triangulo 3

iii) AA'C'B
C'A?* = AB*+ C'B* —2A'B.C'B. cosg

Figura 4.13: Teorema de Morley, trigonometria e triangulo 4
B
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Temos entao:
b 2 b b 2
A'B? = {8R sin g sin 3. sin (g 4 60°>} 1 {8Rsin % sin  sin (5 4 GOO)}

—2 {SR sin % sin g sin (% + 60°>] {SR sin % sin g sin (g + 600)1 CoS g

b b
A'B”? = 64R? sin? g sin? 3 [sinz (g + 60°) + sin? (5 + 60")
—2sin (9 + 600) in (2 4 600 (5> (+)

S 3 S 3 COS 3

. ~ b
No triangulo ACA'B’ temos m(LA'B'C) = % +60° e m(LB'AC) = 3 + 60°.

Figura 4.14: Teorema de Morley, trigonometria e triangulo 5

Q\—_ . _; “_
\ / \"\
N\ / .
T
\/
L \\
— .

— .

— ~
~— ) \\‘-
S - .

Aplicando-se a Lei dos senos ao ACA’B’ tem-se que:

A B’ A'B’
¢ = ¢ = =2R

i

. (a . b .
sin <§ + 60 ) sin <§ + 600) sin g

A'C

A _9R = AC=2R s (9 + 60°)
sin (5 n 60°> 3

B’ b
; ¢ =2R = B'C = 2R .sin (§ + 60°>
1 — + 60°
sin (3 + )
A'B’
= 2R = A'B = 2R .sin -
Sin g 3
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Pela Lei dos cossenos:

A'B® = [2R'sin (% +60°) | g [2}3’ sin (g + 60°)]

2

b
~2 2R sin (g +60°) | {23’ sin (g + 60°)} cosg
b
A'B"* = AR gin® (g i 60°> + AR? sin? (g i 60°) _

b
—8R"?sin (g + 60°> sin (5 + 600) cosg

b
— 4R"sin? g — 4R sin? (g n 60°> 4 AR? sin? (5 + 600) _

b
—4R"”sin <§ + 6OO> sin (§ + 600) cosg

= sin® g = gin® (% + 600) + sin® (g + 600) — 2sin (% + 600) sin (g + 600) cos g(**)

de (%) e (xx) tem-se que:

b
A'B”? = 64R? sin? Y sin? 2 gin? <
3 3
A'B = \/64R2 sin? a sin? é sin? ¢
3 3 3

b
A'B’ = 8Rsin % sin 3 sin g

Analogamente, tem-se que para os AB'C'A e NA'C'B:

b
B'C’ = 8Rsin g sin 3 sin g
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b
A'C' = 8Rsin % sin 3 sin g

Portanto,

b
A'B' =B (C'= AC' =8Rsin % sing sing

e, dessa forma, o AA’B'C" é equilatero.

4.1.2 Uma demonstragao usando vetores e trigonometria
A prova que iremos apresentar é desenvolvida por meio da utilizacao de produto
escalar e trigonometria, bem como de conceitos elementares de Geometria.

Eis a beleza da Matematica, é possivel entrelacar diferentes contetdos para resolver

um problema ou para provar um teorema.

Queremos provar que em qualquer triangulo, os trés pontos de intersecao das trisse-

trizes adjacentes sao vértices de um triangulo equilatero.

Figura 4.15: Triangulo de Morley e vetores
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Sejam os angulos do triangulo AABC de amplitudes 3«, 33 e 37, de forma que
a+ [+ v =60°.

A reta suporte do segmento BR se intercepta com a reta suporte do segmento C’_Q

em D.

No triangulo ABDC' a bissetriz do angulo /BDC ¢ concorrente com as bissetrizes
dos angulos ZDBC e Z/DCB em P. Entdo, por definicdo, P ¢ o incentro do triangulo
ABDC.

Iniciaremos a prova do Teorema de Morley a partir do seguinte Lema:
Lema 4.1. A reta suporte do segmento DP € perpendicular a reta suporte do segmento
RQ

A prova desse Lema sera feita utilizando-se vetores e trigonometria.

Demonstracgao:

i) Sabe-se que

m(LCBA) = 38
m(£LBCA) = 3y
m(£BAC) = 3a

= 3o+ 35 + 3y = 180°
entao,
=a+p+v=060°
Seja o triangulo AARQ. Vamos utilizar produto escalar. Sejam:
AR=1v;  AQ = v
— 0+ RQ =1 ou 0+QR=10j

entao



DP
|IDP]
Basta mostrar entao que

e seja € =

Temos que
200+ 25 4 2y = 120°
20 4 2y = 120° — 2a.
Do triangulo ABDC', tem-se que:

284+2y+m /BDC) = 180°
180°

/BDC) = 180° — 120° + 2a

( ) =

120° — 2a+ m(£BD C’)
m( )

(£BDC)

m = 60° + 2.

ii) Como P ¢ o incentro do triangulo ABDC, entdao DP esta contido na bissetriz do

angulo ZBDC'. Portanto,

A o 1 o
m(£QDP) = m(ZRDP) = zm(£BDC) = a + 30"

iii) Pelo Teorema do angulo externo, temos:

m(ZAQD) = a +~
m(ZARD) = a + 6.

iv) Vamos calcular o dngulo entre v3 e €, denotado por :
Temos:

&+ m(AAZ:?D) = m(LRDP)
m(ZRDP) — m(ZARD)

T=a+30°— (a+pf)



v) De forma andloga, tem-se que, ¢ o angulo entre v3 e € é dado por:

J+m(LAQD) = m(LQDP)
§=m(LQDP) —m(LAQD)
J=a+30°—(a+7)

Jg=a+30°—a—v=30°—1.

Calculemos o produto escalar entre os vetores v3 — v3 € €:

(U3 — 03).€ = V3.6 — V3.€
(U3 — v3).€ = ||03]|. cos(30° — ) — [|v3]]. cos(307 — ~)

(03 — v3).€ = ||v3]|. sin(60° + B) — ||v3]]. sin(60° + 7).

Precisamos calcular ||v3]| e ||v3]].

Do triangulo AARB, temos: m(ZBAR) = a; m(ZABR) = 3 e seja m(LARB) =
6. Entao

0+ P+ a=180°
0 = 180° — (a + B)
sinf = sin(180° — (a + f3))
sin @ = sin 180°. cos(a + ) — sin(a + ). cos 180°

sinf = sin(a + ).

Seja ¢ = AB. Aplicando a Lei dos senos ao AARB, temos:

Gl e
sinf  sin(a+pj)

Dali, tem-se que

csinff  csinf
sin(a+3)  sin(60° — 7)

[ 3] =

pois
a+B+vy =60°
a+ :600—7'
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Agora, vamos calcular ||v3]].

Observando-se o triangulo AAQR, seja m(ZQAC’) = m(AQC’A) = 7 e seja

m(LAQC) = 0.

Temos: a++7=60°=a+7=60°—Le

a+y+60 =180°

=0 =180°— (a+ 7).

Aplicando a Lei dos senos ao AAQC, onde b = AC. Temos:

Entao,

Temos:

lozfl _ b

siny  sin#’

bsiny  bsiny
sing  sin(60° — B3)’

lo2]| =

sin#" = sin(180° — (v + 7))
sin @' = sin 180°. cos(a + v) — sin(a + 7). cos 180°

sinf' = sin(a + )

Observamos que:

sin(a + ) = sin(60° — 3),

pois a + 8 4+ v = 60°.

Portanto:

bsiny  bsiny  bsiny
sin@  sin(a+7)  sin(60° — B)’

= [loal| =

Substituindo em v3.€ — v3.€ tem-se que:

(v3 —v3).€ =

= (U3 — 13).€ =

1550 sin(60° + ) — 3] sn(60° + )
csin 5.sin(60° + B)  bsin~y. sin(60° + )

sin(60° — ) sin(60° — B)
csin f.sin(60° 4 /). sin(60° — 3) — bsin+y. sin(60° + 7). sin(60° — )

sin(ﬁ[)o — ’y). sin(600 - 6)
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Como

: . : L.
sin x. sin(60? + x). sin(60° — x) = 2 5in 3x.

= (=5 € 1 csin 38 — bsin 3y
V3 —Vy).€6 = —
o 4 [sin(60° — 7). sin(60° — 3)

Agora, aplicando-se a Lei dos senos ao triangulo AABC', tem-se que

C

= & csin3f = bsin 3
sindy  sin3p csin3p ST

Portanto, (v3 — v3).€ = 0 e, dessa forma, DP é perpendicular a RQ.(DP 1L RQ).

A prova do Teorema de Morley é decorréncia do Lema. De fato:

Como DP ¢ perpendicular a RQ (DP é bissetriz do angulo ZBDC). Entdo DQ =
DR.

De maneira analoga, mostramos que RD = R() e portanto, por transitividade DQ =

DR = RQ e o triangulo APQR ¢ equilatero.

4.1.3 A area do triangulo de Morley

Nos ja demonstramos que os pontos de intersecao das trissetrizes adjacentes de um
triangulo qualquer sao vértices de um triangulo equilatero, também chamado de triangulo

de Morley.

Seja o triangulo AABC, cujos angulos internos sao dados por:

m(LABC) =b =33
m(LACB) = ¢ = 3y

m(£/BAC) = i = 3a
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Figura 4.16: Area do Triangulo de Morley

Figura 4.17: Circulo circunscrito

Considerando o mesmo triangulo AABC e consideramos o circulo circunscrito de raio

R.

Pela Lei dos senos, tem-se que:

AB A B
_AC_BC g

siné  ginbh sina

; onde R é o raio do circulo cincuscrito e, dessa forma:

AC = 2Rsinb; AB = 2Rsiné, e BC' = 2Rsina

Para calcular a area do triangulo AABC vamos considerar h como sendo a altura

relativa ao lado BC.

Considerando-se BC' como a base do triangulo AABC, tem-se que

sinb = entdo h = 2R sin bsin é.

2Rsin ¢’
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Figura 4.18: Altura relativa ao lado BC
Assim, a drea do triangulo AABC é dada por:

1 ~

S = 5.2R. sina.2R.sinb. sin ¢
1 ~

S = 5.4R2.sin a.sinb. sin ¢

S = 2R?. sina.sinb. sin ¢

Seja o triangulo de Morley AA’B’'C’ formado pelos pontos de intersecao das trisse-

trizes adjacentes do triangulo AABC.

Sabe-se que o triangulo AA’B'C" é equilatero, isto é A’B' =2 A'C' = B'C".

Figura 4.19: Razao entre as areas dos triangulos
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Temos, entao:
A'B’ = 8Rsin (a) sin b sen <C>
B 3 3 3
Entao, a drea do triangulo AA’B'C" é dada por:

S = <8Rsin (5)sin (g) sin <§>)2 ?

S = 16.V/3R?sin? (5 ) sin? (g) in’ ()

Observamos também que a razao entre S’ e S é dada por:

g v (5 (5 (5)

k = —_—
S 2R?sina.sinb. sinc
b 2
. g, - 8.\/§sin2 (g) sin? <§> sin? (g)
S sina.sinb. sin ¢

S 8.v/3sin?(a). sin?( ) sin’(7)
S sin 3av. sin 3. sin 3

k=

4.2 Construcao do Triangulo de Morley utilizando o
Geogebra

As atividades a seguir propostas tém como objetivo propor uma prética que possa

propiciar aos educandos construirem o Triangulo de Morley.

Foram desenvolvidas com o auxilio do sofware Geogebra. A ideia e valorizar a prética
e ao mesmo tempo trabalhar o contetido de forma sistematizada. Contudo, a pratica deve
estar aliada a teoria, pois para ensinarmos de forma mais eficiente é necessario valorizar
a pratica sem deixar de trabalhar o conhecimento sistematizado, qual seja, construcao
do homem desde os primérdios da humanidade, passando pela industrializacao e a época

contemporanea.
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Atividade 1 A proposta é desenvolver uma atividade, na qual serdao aplicados os

conceitos e os teoremas apresentados no trabalho, para construir o triangulo de Morley.

Vamos aos passos do trabalho:

1° passo: construir um triangulo AABC.
(i) Inicie o software GeoGebra e inicie a fase de reconhecimento do programa.

(ii) Ative a ferramenta poligono e construa um triangulo qualquer AABC. A ideia é na

caixa de ferramentas selecionar o icone Poligono e construir um triangulo qualquer

ANABC.

Arquivo Editar Exibir Opcbes Femamentas Ajuda

Mover
Arraste ou selecione um ou mais objetos (Esc)

Poligono 6
Poligono Regular

Poligone Rigido

L- Poligono Semideformavel

Figura 4.20: Geogebra atividade 1 passo 1
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Dica: o ideal é construir um triangulo pequeno que fique localizado no canto de
cima a direita.

‘quivp Etar Bxibir Opgies Femamentas Auda

DYEIPE 2 [cl[5) PR ) e ‘ o

o3
= Porlo
@ A=(2504 N ¢
@ B=(2442!

3 co@rsy
= Seqmenta
@ a=in
@ b=254
@ c=154

5 Triéngulo
J polt =17

Figura 4.21: Geogebra atividade 1 passo 2

(iii) Ative a ferramenta a ferramenta angulo e marque os angulos do AABC

Arquivo Editar Exibir Opdes Femamentas Ajuda

A 8l Il £ N ae2 Poligono
\M o /’7 e P @7 /) AR 'i'v Selecione todos os vértices e, ent3o, clique novamente no vértice inicial

Figura 4.22: Geogebra atividade 1 passo 3

Marque os angulos, na seguinte sequéncia

1. ZBCA (a);
2. LOBA(B)

3. LABC(v)

Arquive Ediar Extir Opgles Femamentzs Auda
S Angulo ] A

DEEHIECE 5 REEC -

A

= Porto

3 A=(2504

9 Be(un

3 C=(ase
= Segmento

9 a=3n

3 be2s4

9 c=154
= Trngulo

9 poit=17
= Anguio

3 0= 1254

3 p-361°

4 y-2%

Figura 4.23: Geogebra atividade 1 passo 4
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(iv) Ative a ferramenta poligono e construa um triangulo eqiiildtero ADEF. A ideia é
na caixa de ferramentas selecionar o icone Poligono Regular e construir um triangulo

equilatero.

Arquivo Editar Exibir OpgBies Femamentas Ajuda

/B = ¥ 1= (o) () P N (0

Pf”f_mm [>e Poligono
2 B=(2412 -
> C=(21.58 {» Poligono Regutar
S D=(414,

- Segmento N\ poligono Rigide
@ a=374
@ p=254
@ c=164 i 5

=, I oligono semidetormavel
@ polt=17

= Angulo
3 a=1254
3 p=3361°
5 y=2096°

Figura 4.24: Geogebra atividade 1 passo 5

Dica: procure construir um triangulo pequeno que fique localizado no centro da
tela.
Arquivo. Etar Exibir Opgles Femamentas Ajuda

DY EP8 & (o] PN o

Poligono

4 pol2=13

A
= Porlo ——
3 A=(2s { sy
2 B=(412 / =
2 C=(a158 !ﬂ:‘/
3 D=(97.4 G}

3 E=(B64,
& Segmento

2 a=3l

@ b=254

@ c=164

@ d=204
= Tridngulo

@ poll=17
= Hnguie

9 a=1254]

? B=1061"

Figura 4.25: Geogebra atividade 1 passo 6
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(v) A préxima etapa é tragar as mediatrizes relativas aos lados DE, EF e F'D. Para isso
vamos acessar na barra de ferramentas o icone mediatriz e clicar sobre os respectivos

lados.

Arquivo Editar Exibir Opgdes Feramentas Ajuda

A oY e ] . . Poligono Re
k’ L /J ) @ \a )J e ABC —“-1 & Selecione p
= Poligono \
3 pol2=18 1 RetaPerpendicular
= Ponto S
@ A=(25.04 % RetaParalela
3 B=(2442 B
3 C-(21.58 | Mediatriz
3 D=(9.7, '))
3 E=(8.64,
Segmento 'Z, e
@ a=374
@ b-254 7
2 c-188 ,Q Reta Tangente
@ d-204
= Trianguio \O Reta Polar ou Diametral
2 pol1=17 >
= Angulo _
@ a=1254: | Reta de Regressao Linear
@ B=3361°
a(\ Lugar Geométrico

Figura 4.26: Geogebra atividade 1 passo 7

Dica: Numa préxima etapa, nds vamos ocultar as referidas mediatrizes, de forma
que o desenho nao fique muito poluido e para facilitar a visualizacao do triangulo

de Morley. A proposta é a de que obtenhamos a seguinte figura:

Arquivo Editar Exibir Opgdes Femamentss Ajuda

= Poligono
@ poz=1.8
= Ponta
@ A=(25.04
@ B=(2412
@ c=(27.58

Mediatriz
Selecione dois pontos ou segmento

NE

2 D=(87,4
3 E=(8.64,
< Reta
9 g:1.06x+
9 204K
5 £0.98x-1
= Segmento
@ a=3.74
@ b=2.54
2 c=164
@ d=2.04
= Tridngulo
@ pol =17
Anguio
2 a=1254: D
5 p=3361°

Figura 4.27: Geogebra atividade 1 passo 8

item|[(vi)] Agora vamos construir triangulos isésceles ADEG, AEFH ¢ AFDI

sobre os lados DE, EF e F'D, respectivamente, observando as seguintes condigoes.

o m(ZEDG) = m(/DEG) = (60 - 3)
B..

e m(/FEH)=m(L/EFH)
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e m(LDFI)=m(LFDI) = (60 — %);

Dica:Fique atento, no sentido do angulo (horario ou anti-horario)

Ative a ferramenta angulo com amplitude fixa e marque os angulos conforme as

amplitudes recomendadas.

Arquive Editar Exibir Opgiies Femamentas Ajuda

)] ?—
o) /) ABC
elofE] ]
= Pligeno .
i@ polz=18 '/\’. .

= Ponto .

sl gy || Mesarz
—| ™. selecione dois pontos o

Angulo com Amplitude Fixa

©
>
1
&
5
2

@ D=(9.0,4 Distancia, Comprimento ou Perimetro

Area

INCE

Inclinagio

= Segmento
@ a=374
i@ b=254
@ c=164
@ d=204
= Tringulo
@ poll=17
= Angule

@ a=12541
@ B=3361°

{12} Criarlista

Figura 4.28: Geogebra atividade 1 passo 9

Ap6s a marcacao do angulo, trace o triangulo isésceles utilizando o icone segmento
entre dois pontos e ponto.
Arquivo Editar Exibir Opgdes Feramentas Ajuda

BELEED

Ponto

3 A=250 / Reta definida por Dois Pontos

Y . a= seqr
x’ ABC? g Selo
2 B=(24

5 c=(274 " Segmento definido por Dois Pontos
5 D=(97,
3 D=9 *  segmento com Comprimento Fixo

3 E'=(93,

4 G=(88§ " semineta Definida por Dols Pontos
3 H=96]
1=(114] o
! 5. caminho Poiigonal

5 g:1.06x

5 b 204

5 £098x |« VetorDefinido por Dois Pontos
= Segmento

@ a=374 -; Vetor 3 Partir de um Ponto
@ b=254]

Figura 4.29: Geogebra atividade 1 passo 10
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Figura 4.30: Geogebra atividade 1 passo 11

(vii) Clique com o botao a direita do mouse e selecione o icone ocultar e clique sobre as

mediatrizes.

Reta g: Mediatriz de DE
Equagioy=ax+Db
Forma Paramétrica
Exibir Objeto N

Exibir Rétulo
Habilitar Rastro

. -

Renomear

' Apagar

Ll

Propriedades

L

Figura 4.31: Geogebra atividade 1 passo 12
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(viii) Estamos quase na finalizacao do nosso trabalho. Agora vamos selecionar o icone

semirreta definida por dois pontos e tracar as semirretas relativas aos pontos:

1. GE e IF;
2. FD e HE;

3. GD e HF,

Na sequéncia marque os pontos de encontro das semirretas, para isso utilize o icone
ponto, intersecao entre dois objetos.
Arquivo Editar Exibir Opgles Femamentas Ajuda

D= EEoE

{5 { o™ NovoPonto

< Retad .
) {/[«A> Ponto em Objeto
|

,(’ Vincular /Desvincular Ponto | ~~—___

)
= Segr

@
2 | >( Intersecio de Dois Objetos
2

Figura 4.32: Geogebra atividade 1 passo 13

A ideia é obter uma figura semelhante a essa:

Arquivo Edilar Exibir Opgbes Femamentas Auda

Ef’:‘ O
Ay

i

NT

ol &, | ewororo @e
2P Ciouena.anla d Viualzagh ou sobr um il 08

= Ponie

= Segmenio
9 a=2z
3 b=28
@ c=1(
9 4=

9 tost

= Tinguo |
@ poit=— | /
3 poi2-

= knguio |/
e
9 p=n7

« '

Figura 4.33: Geogebra atividade 1 passo 14
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(ix) Agora, utilizando o icone segmento definido por dois pontos, vamos determinar o

triangulo

AJKL e com o icone angulo, vamos marcar os angulos LIK L,/K LJ

e/LJK respectivamente.

Amuivo Ediar Exibit Opgies Femamentas Ajuda

DEBRECE N

3 J=(589,102)
3 K={1604,353)
¥ L=(193,37)
9 M=(589,102)
Reta
072108y = 582
1.3 +0.08y =121
ED58x- 1164 =539
= Sagmenty
9 a=284
9 b-295
? c-14
3 €,=1045
? d=13
L =51
5o
¥ j=13
k=03
¥ 1=13
¥ m=07
2 n=13
7 =103
= Semineta
5 033042y =397
| bi0TEe618 =

7 g 2x-1y=238
9 r051x-062y= 366
3 s 03 0Ty=23
3 £043x+088y= 452
= Tréngulo
@ polt=185
9 poi2=073
= hngulo
9 a=T171°

Note que

& Angulo @le
| Selecione rds pontes ou duas reas 08

ABC

Figura 4.34: Geogebra atividade 1 passo 15

os triangulos AABC' e/AJK L sao semelhantes.

(x) O préximo passo é marcar os angulos para confirmar que o triangulo ADEF é

formado pelo ponto de encontro das trissetrizes do triangulo AJK L.

I

REEEN

ABC

2 Anguio. 3
—= %' seieioneses potos u s etas )

P

b0+ 004y =637
3 03.085y=284
3 rA8k-0ty= 41
) s 0280 T8y =21
3 t04SK+ 088y 50
= Tringulo
9 pon=381
9 go-073
= dnguio.
9 0=t
9 peTar
3 y=4mr
98-8y
9 £=31
3 a2
3 pe4mr
=614
9 =Ty
9 w=nst
9 h=nigr
3 penar
3 ¥=204T
9 genar
3 o=2i81
9 p=iar
3 g=t57F
3 1512
Justsne

Figura 4.35: Geogebra atividade 1 passo 16
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(xi) Selecione a tecla mover e brinque com os triangulos. Vocé vera que a forma dos
triangulos AABC eAJKL se altera, mas o triangulo ADEF continuara ser de

triangulo equilétero.

Arquive Editar Exibir Opgdes Femamentas Ajuda

Ll A<=lele]
N | mover

R Rotagao em Tomo de um Ponto

0
2
2 k Gravar para Planina de Célculos [~

Figura 4.36: Geogebra atividade 1 passo 17

Ao final da sua atividade, vocé poderd acessar o menu exibir e emitir o protocolo

de construcao que aparecera a direita de sua tela e contera os principais passos da sua

construcao.
e
0 &
B- |E- R &l
N._[Nome | Definicio [Vator Legenda |
1Ponto A A= (2256, 456) -
2Ponto B B=(2432,202)
3Ponto C C=(2632,534)
4Trangulo pol1 |Poligono A, B, C pol1 =379 1
entoc Segmento (A, 6] de c=245
Trizngulo poi1
ento [B, C] de 3=31 L
gulo polt
ento (G, Al de b=384
Trizngulo pol1
5Angulo a Angulo de pol1 a=5374"
0
© Singuiop  /Angulo de polt B=857"
5 Anguloy Angulo de pol1 ¥=3056"
6Ponto D D =(8.68,0.38)
7Ponto E E=(796.-07)
poi2=073
9=13
e=13

Figura 4.37: Geogebra atividade 1 passo 18

93



O trianguloADFEF é denominado de Triangulo de Morley que é formado pelo ponto de
intersecao entre as trissetrizes adjacentes de um triangulo AABC'. Eis, pois, o Teorema

de Morley.

Atividade 2 A proposta é desenvolver uma atividade, na qual serdao aplicados os

conceitos e os teoremas apresentados no trabalho, para construir o triangulo de Morley.

Vamos aos passos do trabalho:

1° passo: construir um triangulo AABC.
(i) Inicie o software GeoGebra e inicie a fase de reconhecimento do programa.

(ii) Ative a ferramenta poligono e construa um triangulo qualquer AABC'.. A ideia é na
caixa de ferramentas selecionar o icone Poligono e construir um triangulo qualquer

ANABC.

Arquivo Editar Exibir Opgbes Ferramentas Ajuda

Mover
Arraste ou selecione um ou mais objetos (Esc)

::x Poligono e

I"» Poligono Regular 5

.
I Poligons Rigide
4

I poligono Semideformavel
3

2

Figura 4.38: Geogebra atividade 2 passo 1

Dica: o ideal é construir um triangulo que fique localizado no centro da tela, para

facilitar a visualizacao dos demais elementos do trabalho.
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Ao Edter Edbir Opges Femamentas Alda

AR el

=l Porty
9 A=(4.2/456)
@ B=(002-33)

Bl Poligono :],;
— %] seeome  entio, iicl )

3 C=(1588,476)
= Segmero

3 a=158

3 b-15m

3 c-a9
= Tringulo

3 =667

Figura 4.39: Geogebra atividade 2 passo 2

(iii) Ative a ferramenta a ferramenta angulo e marque os angulos do triangulo AABC';

Arquivo Editar Exibir Opges Feramentas Ajuda

‘f’ Poligono
| Selecione todos os vértices e, entdo, clique novamente no vértics inicial

Figura 4.40: Geogebra atividade 2 passo 3

Marque os angulos, na seguinte sequéncia

1. ZBCA(a);
2. ZCBA(B);

3. LABC(v);
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Arquivo Editar Exibir OpgBes Femamenias Ajuda

% Angulo
Selecione Irés pontas ou duas relas
= Ponto
3 A=(4.2,4.66)

9 B=(0.02,3.3)
@ C=(15.88, 4.76)
= Segmento
@ a=1593
@ b=1501
@ c=899
= Tridngulo
@ polt =66.17
= Angulo
@ a=78.82°
@ p=67.55"
5 y=3363"
Angulo y: Angulo entre A, C, B

Exibir Objeto
A% Exibir Rétulo

Renomear
4. Apagar

¢ Propriedades

Figura 4.41: Geogebra atividade 2 passo 4

Dica: na parte esquerda da tela, clique com a tecla direta do mouse sobre o
icone exibir rétulo e a e medida do angulo ficara oculta na figura. Para visualizar

novamente, basta fazer a mesma operacgao e exibir o rétulo.

(iv) Iniciaremos o procedimento para trissectar os angulos do triangulo AABC'; Inicial-
mente clique sobre o icone angulo com amplitude fixa e clicando sobre os pontos B

~ . « N . , .
e A construa um angulo de medida 3 e na sequeéncia clique sobre o icone semirreta

definida por dois pontos e clique sobre os pontos A e B’.

Arquivo Editar Exibir Opgdies Feramentas Ajuda

[% / B */[l/as. Angulo com Amplitude Fixa
gl v I .| Selecione um ponto, um vértice & uma amp

Ponto

@ A-(42,466) -/j’. KL
G B-(0.02,-33)

o .
G C-(1588,476) | Angulo com Ampitude Fisa
= segmento A
@ a-1593
@ b-1501 ™~ Distancia, Comprimento ou Perimetro
@ c-899
= Trigngula m& fm
@ poit-66.17
= Angulo
@ a-78.82° / Inciinagéio
@ B-67.55°
@ y=-3163°

{1,2} criarLista

Figura 4.42: Geogebra atividade 2 passo 5
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Voceé obtera a seguinte figura:

Figura 4.43: Geogebra atividade 2 passo 6

(v) A préxima etapa é tracar a mediatrizes relativa ao angulo ZBA'C

Arquivo Editar Exibir Opdes Femamentas Ajuda

) NS

= Ponto
@ A-(42,456 |y RetaPemendcuar

9 B=(0.02,33) |~
& B=(3.98433) — RetaFaralela

Bissetriz
Selecione trés pontos ou duas retas

@ C=(15.88,4.76
5 Reta
U er091x+0.42y

= Segmento 1
3 a-1593 Lo msserz

@ b=1501
@ c-8.99
~ semimeta J() Reta Tangente
9 ¢:8.99%-0.22y1
= Trisngulo \Q Reta Polar ou Diametral
@ poit -66.17 S
= Angulo %
@ a-7882° 2% Retade Regressio Linear
@ p-67.55° 2
@ y-3363°
@ 5=2627° 5\ Lugar Geométrico

Mediatriz

Figura 4.44: Geogebra atividade 2 passo 7

Repita o procedimento para os angulos /ABC e ZCAB. Vocé obterd uma figura

semelhante a essa:
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Arquivo Editar Exibir Opdes Femamentas Ajuda

DEE

BeEE

Bissetriz

Selecione trés pontos ou duas retas

= Ponto
9 A=(4.2,4.66)
9 m=(259,221)
9 B=(0.02,-3.3)
9 B=(3.98,433)
3 C-(15.88,4.76)
@ C-(1523,1.43)
= Reta
3 e:081x+042y=57T
5 g:064x+0.77y=255
U E-0.28%-0.96y = 0.06
= Segmento
@ a-1593
@ b=1501
@ c-8.99
= semirreta
9 ¢:8.99%-0.22y-367
9 f:473%+1521y=-5029
9 h:6.97x-13.20y - 47.43
= Trisngulo
@ poit -66.17
= Angulo
@ a-7882°
@ p-67.55°
@ y-3363°
@ 5=2627°
@ £=2252°
o g=1121°

Figura 4.45: Geogebra atividade 2 passo 8

Dica: Para destacar os angulos ZB'AC,ZC'BC e ZA'C A clique com a tecla direita

do mouse e selecione a ferramenta propriedades

@ 0=26.27"

o e=22
@ =1

2

> .

RSl

Angulo £ Angulo entre C, B, C*

Exibir Objeto
Exibir Rotulo

Renomear

. Apagar

# Propriedades ...

Figura 4.46: Geogebra atividade 2 passo 9
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As trissetrizes do triangulo AABC. foram construidas. Agora com o auxilio da

ferramenta intersecao entre dois objetos, marque os pontos relativos a intersecao

das trissetrizes adjacentes.

Arquive Editar Exibir Opgdes Ferramentas Ajuda

elo]-

BC
e

|| mersedode Dois Objetos
.| Selecione dois objetos ou lique dirstamente na intersegao

Lpdl

Ponto

9 A=(4.2,466)

9 A=(259,221)
@ B=(0.02,-3.3)

9 B =(3.98,-433)

@ C=(15.88, 4.76)
L@ C'=(15.23,1.43)
i@ D=(4.09,0.08)

@ E=16.21,031)

f4 F=(5.34,-1.65)

= Reta

L0 er091x+ 042y =577
@ g:-0.64x +0.77y=-2.55
f-@ ©-0.28x-0.96y = 0.06
= Segmento

@ a=1593

@ b=1501

@ c=899

= Semimeta

0 d:899%-022y-367
0 F-AT3X+1521y=-50.29
L@ m-6.97x-13.29y - 4743
= Triangulo

L@ pol1=66.17

= Angula

9 a=78.82°
9 B=67.55°
9 y=33.63°
@ 5=2627°
@ £=2252°
@ g=121°

Figura 4.47: Geogebra atividade 2 passo 10

(vi) Agora vamos construir o triangulo formado pelos pontos DEF' e marcar seus angulos

internos.

Arquivo Editar Exibir Opges Feramentas Ajuda

D =E

1S (cli#) = NS

Angulo
Selecione Irés pontos ou duas refas

= Ponto

@ E=(6.21,
@ F=(534,
5 Reta

 Segmento
@ a=1593
9 b=1501
@ c=899
@ d4,-214
5 e=214

@ f=214

= Semirela

@ d:8.99%-

9 A-(42,4.66)
9 A-(259,221)
9 B-(0.02,
9 B'-(3.98,433)

33)

@ C-(15.88,476)
9 €'=(1523,143)
@ D=(4.08,

0.08)
0.31)
1.65)

9 e:0.91x+042y=577
9 g: 0.64x+0.77y= 255
U i-0.28x

0.96y =0.06

0.22y = 36.7

@ T-A473x+1521y= 5029

9 m-6.97x
= Tridngulo
@ polt =66

-13.29y = 47.43

AT

@ poi2=1.98

= Angulo

@ a-7882°

n-60°
8-60°
1-60°

Vocoeoeo

-67.55°
v=-3363°
5-2627°
£-2252°
-1121°

Figura 4.48: Geogebra atividade 2 passo 11

(vii) Selecione a tecla mover e brinque com os triangulos. Vocé verd que a forma dos
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triangulos AABC' se altera, mas o triangulo ADEF continuard ser de triangulo
equiléatero.

Arquive Editar Exibir Opgdes Ferramentas Ajuda

elel
fg  Mover

it Rotaggio em Tomo de um Parta

@
33% Gravar para a Planilha de Cdlculos \

Figura 4.49: Geogebra atividade 2 passo 12

Ao final da sua atividade, vocé poderd acessar o menu exibir e emitir o protocolo

de construcao que aparecera a direita de sua tela e conterd os principais passos da

sua construcao.

Angulo

Selecione trés pontos ou duas retas D &
T HB-|E- |7 &0
N. [Nome | Definican [vator [Legenda |
1 Ponto A A=(42,4.06) -
2Panto B B=(002,-3.3)
3Ponto C C=(15.38,-4.76)

4Tridngulo . Poligono A B,C  pol1=66.17

4/Segmento ¢ Segmento [4 Bl de c=8.99
Tridngulo pol1

4Segmento a Segmento [, Clde a=15.93
Tridngulo pol1

4/Segmento b Segmento [C, Al de b =15.01
Tridngulo pol1

SAnguioa  Angulo entre B, A, C |a=78.82°

111

6Anguiop  Angulo entre C, B, A B = 67.56°

7/Anguloy  Angulo entre A C.B y=3363°

8PontoB  Rotagio de B pelo B =(3.98,-4.33) —
angulo a/3
9Anguio®  Angulo entre B, A, B &= 26.27°

10 Semirreta d Semirreta com @ 899x-022=3
origem A passando
11Retae Bisselizde B, A, C e 0.91x+0.42y=5

12Ponts C Rotagdo de Gpelo C'= (1523, 1.43)
anguio B13
13Anguioe  Angulo entre C, B, C'f = 22.52°

14Semiretat Semiretacom  £-473t+1521y=
arigem B passando
15Retag  Bissetizde C\B,A g -0.64x+0.77y=-

Figura 4.50: Geogebra atividade 2 passo 13

O triangulo ADEF ¢é denominado de Triangulo de Morley que é formado pelo
ponto de intersecao entre as trissetrizes adjacentes de um triangulo AABC. Eis,

pois, o Teorema de Morley.
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(viii) Podemos explorar mais a nossa construgao e verificar outras relagoes no triangulo,

como por exemplo o incentro e medidas de angulos.

Arquivs Edtar Bibir Opghes Femamentas Auta

£ 19 Pike B2 (ol 6PN

Fonto .
G A=(a2.456) m

ABC
9]

s ]| Potaone
) — Selzeione todos 05 vErices &, entdo, ciue novamente no\érice inical

G A=(288,221)
3 B=(002, 33
@ B'=(398,433)
& C=(1588,476)
3 C=(1523,143)
3 D-(409,008)
3 E-(621,031)
@ F-(534,.455)
3 G-(507,091)
5 Retz
3 e0.91x+042y=517
G gDBAKHOTTY=-255
5 00.28x-096y - 0.06
5 Seqmenty
3 a-1593
3 b-1501

El
@ c=89

i

3 =21

3
o Semieta

G 6899 -02%y =367

G RATIH1521y- 5028

G hBOTK-1320y - 4TAD
= Tnangulo

3 poit =86.17

3 po2=188

3
= Angulo
3 a=isr
3 =675
3 y=138%
) 5-mar L

Figura 4.51: Geogebra atividade 2 passo 14
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Capitulo 5

Conclusao

Durante todo o PROFMAT deparamos com diversas indagacoes e duvidas, a saber:
de que forma é possivel desenvolver um trabalho pratico e reflexivo durante as aulas de
Matematica? Essa opcao de ensino exige mudancas na atual forma de ensinar e ou no
curriculo escolar? Em que conteidos podemos desenvolver o ensino pratico reflexivo?
Quais tendencias de educagao matematica sao adequadas para esse tipo de trabalho?
Como desenvolver um ensino no qual a pratica sera valorizada? Qual(is) o(s) conteido(s)
fundamental(is) e qual a sequéncia de conteiddos é mais adequada? Qual o tipo de
educador é necessario para essa mudanca de atitude? O ensino de Geometria pode

contribuir para uma aprendizagem matemaética mais significativa?

Pensamos que sim. O ensino de Geometria pode contribuir para uma aprendizagem
matematica mais significativa, pois além de nos ajudar na compreensao do mundo em
que vivemos, seja ele microscépico ou macroscopico, é uma excelente ferramenta para

trabalhar matemaética de forma pratica e reflexiva.

Medir, examinar e comparar formas, tamanhos, posicoes, estabelecer relacoes ma-
tematicas, compreender o desenvolvimento histérico de alguns conceitos e teoremas sao
algumas das ferramentas para auxiliar o aluno a utilizar a Matematica como um instru-

mento de aprendizagem como meio para interpretar a realidade.

Em geral o ensino de Geometria costuma ser deixado de lado, ou para o final do

ano letivo, caso haja tempo, e nesse caso, muitos professores nao se dispoem a trabalhar
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com Geometria, em razao de ela estar associada com provas e demonstracoes em um
carater mais formal. Felizmente o ensino de Geometria vem ganhando espaco e tem sido

encarado com mais seriedade e como um excelente meio de ensinar os nossos alunos.

Para que possamos ensinar de forma mais efetiva e, ainda, possibilitar ao educando
meios de aprender com mais facilidade e de interagir no processo de ensino e aprendiza-
gem, € necessario utilizar diferentes tecnologias e, entre elas, os programas matematicos

voltados ao ensino de Geometria.

Existem varios programas que comandam o funcionamento de um computador (soft-
ware), que nada mais sdo do que uma sequéncia de instrugoes escritas para serem in-
terpretadas pelo equipamento com o objetivo de executar tarefas especificas, e alguns
deles que podem ser utilizados para trabalhar com o ensino de Geometria, a exemplo
do Geogebra, que ¢é livre e de facil acesso. A utilizagao do Geogebra, assim como toda
tecnologia voltada para o ensino de Matematica, requer a elaboracao de um roteiro e
de um encaminhamento metodoldgico, e sua utilizacao deve procurar aliar a prética a
teoria, de forma que seja possivel a visualizagao dos conceitos e propriedades, e assim
apresentamos duas atividades que sao desenvolvidas com o auxilio do Geogebra para a

construcao do Triangulo de Morley.

No processo de elaboracao do trabalho de conclusao do PROFMAT, observou-se que o
Teorema de Morley pode ser trabalhado e explorado nas aulas de Matematica, ensino de
Geometria, durante o ensino Médio, em diversos momentos e de diversas formas. Outro
ponto que merece destaque ¢ a possibilidade de utilizar a Trigonometria para demonstrar
o Teorema de Morley. E uma excelente forma de aplicar as Leis dos senos e dos cossenos,
adicao de arcos e transformacao em produto, no Ensino Médio. Observa-se que softwares
de geometria também podem ser explorados e utilizados para mostrar o Teorema de

Morley, auxiliando no processo de ensino e aprendizagem de Geometria.
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