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RESUMO

Esta dissertacao tem como objetivo principal, ser um instrumento facilitador na tarefa
de relacionar a matemaética com a tematica do transito. Para isso, utilizaremos os
conceitos de Aritmética Modular existentes nos Sistemas de Identificacao Modulares
que encontram-se aplicados a guias e documentos do Departamento Estadual de Tran-
sito de Mato Grosso (Detran/MT), pois entendemos que o educando ao ingressar as
séries finais do ensino fundamental e consequentemente o ensino médio ja possui as
ferramentas necessarias para a compreensao de tais conceitos devido a sua natureza
elementar e aplicabilidade ao cotidiano do estudante. Entretanto, antes de abordarmos
esse assunto apresentamos alguns conceitos preliminares, que sustentam os resultados
utilizados. Além disso, no ultimo capitulo apresentamos uma atividade que pode ser
aplicada as séries finais do ensino fundamental e também no ensino médio, com o
intuito de demonstrar a real possibilidade de abordar o tema transito nas aulas de
matematica, sem que haja a necessidade de se utilizar tabelas, graficos ou dados sobre
acidentes de transito, nimeros da frota de veiculos, ou quaisquer outros indicadores
estatisticos.

Palavras-chave: Aritmética Modular, Sistemas de Identificacao Modulares, Matemé-
tica e o Transito.



ABSTRACT

This dissertation has the main aim, be a facilitator instrument on the task to relate the
math with the transit theme. For this, we will use the Modular Arithmetic concepts
existing on the Modular Identification Systems that were applied to guides and docu-
ments from Detran/MT, because we understand that the pupil when come into the final
series from the elementary school and consequently high school already has the neces-
sary instruments to the comprehension of such concepts due to their elemental nature
and applicability to student’s everyday. However, before we approach this subject we
presented some preliminaries concepts, that sustain the utilized results. Furthermore,
on the last chapter we present one activity that can be applied on final series from the
elementary school and on the high school too, with the intuit to demonstrat the real
possibility to approach the traffic theme on the math classes, without the necessity to
use the tables, graphics or data about traffic acidentes, numbers from the vehicle fleet,
or other statistical indicators.

Keywords: Modular Arithmetic, Modular Identification Systems, Math and the Tran-
sit.
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INTRODUCAO

Quando vemos hoje os modernos sistemas de identificacao, como por exemplo os
sistemas biométricos ou os sistemas por radio frequéncia (RFID), nem nos damos conta
que o isso tudo teve seu inicio na mais remota antiguidade. Historiadores afirmam que
os trogloditas ja demonstravam interesse na identificagdo de suas moradias e também
usavam em seu corpo varios aderecos e desenhos, a fim de serem identificados pelos
outros (APPOL apud MATTAS, 2004, on-line).

Entretanto, apenas nas altimas décadas com a criacao e crescente capacidade de
processamento dos computadores foi que os processos de identificacao tiveram grande
avanco. Entre esses sistemas de identificacao destacaremos neste trabalho os sistemas
de identificacao modulares que sao baseados na aritmética modular desenvolvida princi-
palmente por Carl Friedrich Gauss em seu livro Disquisitiones Arithmeticae, publicado
em 1801.

Os nimeros de identificacao do sistema sao palavras ajasas . . . a, definidas em

A que verificam

(p17p27p3> s apn) ’ ((P(Ch), (p(QQ), ¢(a3)v s 790(an)) =0 (mOd k)

ou seja,

[p1p(ar) + pap(az) + psp(as) + - -+ + pup(a,)] = 0 (mod k),

onde A é um conjunto de cardinal k e ¢ uma fun¢do definida de A em Zy, (p : A — Zy)
e uma n-upla (p1, p2, ps, - . ., Pn) construido por inteiros nao nulos. Além disso, a soma
pro(ar) + peplaz) + psp(as) + -+ + pap(a,) é chamada de soma de controle. Dessa
forma, os sistemas desse tipo serao denominados sistemas de identificacao modulo k.
As aplicagoes desses sistemas sao muito variadas, como o catalogo de livros,
de revistas, peridédicos, partituras musicais, e de outros produtos através do codigo de

barras (EAN e UPC). Temos ainda aplicagoes em diversos documentos, como carteira
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de identidade, passaporte, CPF, CNPJ, titulo de eleitor entre outros.

Neste trabalho, utilizaremos as aplicagoes destes sistemas de identificagoes mo-
dulares nos documentos e guias emitidos pelo Departamento Estadual de Transito do
Estado do Mato Grosso a fim de oferecer uma forma alternativa de relacionar a mate-
mética e o transito em sala de aula.

Uma questao que se levanta é: “Por que trabalhar transito em sala de aula?”

Primeiramente, por que a lei determina, através do Codigo de Transito Bra-
sileiro (CTB), Lei n. 9.503, de 23 de setembro de 1997, onde em seu Capitulo VI,
compreendido do art.74 ao art.79, afirma que a educacao para o transito devera ser
promovida em todos os niveis educacionais, por meio de planejamento e acoes coorde-
nadas entre 6rgaos e entidades que compoe o Sistema Nacional de Transito.

Outro fator que nos leva a trabalhar o transito em sala de aula é o entendimento
de que somente por meio da educacao poderemos formar cidadaos responsaveis que
compreendem e respeitam ativamente as normas e os principios que os regem, e evitar
que situacoes tao terriveis como as demonstradas pela grafico abaixo continuem a

acontecer:

Figura 1 — Evolugao das indenizacoes pagas por natureza.

Morte Invalidezr Permanente Despesas Médicas [DAMS)

N Jan a Dez 2012 === )an a Dez 2013 —#—\Varia¢io % 2013 = 2012
Periodo: Jan a Dex/2012 e Jan a Dezf2013

Fonte: Seguradora Lider DPVAT.

Este grafico da evolucao das indenizagoes pagas aos que foram vitimas de aci-
dente de transito, mostra que apenas nos dois ultimos anos mais de 115 mil pessoas
tiveram suas vidas ceifadas em acidentes de transito e quase 800 mil nesse mesmo
periodo ficaram com sequelas graves para toda a vida.

Deste modo, vemos que inserir o transito nao é apenas necessario, mas uma
questao de urgéncia. Entretanto, para que haja sucesso nao se deve inserir o transito
no curriculo escolar como uma nova disciplina, mas ele deve ser incluido como um tema

transversal, uma vez que os temas transversais nao pertencem a nenhuma disciplina



14

especifica, mas “atravessam” todas elas como se a todas fossem pertinentes, expres-
sando conceitos e valores basicos a democracia e cidadania e obedecendo a questoes
importantes e urgentes a sociedade contemporanea. (KRASILCHIK & MARANDINO,
2004)

Assim sendo, entendendo que o conceito de congruéncia pode ser uma definicao
de facil assimilacao por parte do aluno, tendo em vista que os alunos ja trabalham os
conceitos de divisao exata e divisao com resto pequeno desde o principio de sua vida
na escola, decidimos apresentar uma proposta ao professor de matematica como alter-
nativa para relacionar o transito em suas aulas, utilizando os sistemas de identificacao
modulares presentes nos documentos e guias do Detran/MT.

Dessa forma, para que o leitor possa compreender a nossa proposta, dividimos
esta dissertacao em quatro capitulos. No primeiro capitulo, sao abordados os conceitos
de Divisibilidade, Maximo Divisor Comum, Congruéncia e Classes Residuais, os quais
sao imprescindiveis, para a compreensao dos sistemas de identificacao e aplicacao da
proposta. No segundo capitulo, tratamos sobre os diversos tipos de sistemas de identi-
ficacdo e mostramos algumas aplicacoes. O terceiro capitulo mostra as aplicacoes dos
sistemas de identificagio modulares nos documentos e guias do Detran/MT. E finaliza-
mos, com o quarto capitulo apresentando uma proposta de atividade que proporciona
aos alunos uma aprendizagem significativa tanto dos conceitos matemaéticos, quanto

dos conceitos relacionados ao transito.



CAPITULO 1

CONCEITOS PRELIMINARES

Este capitulo apresenta definicoes e resultados importantes para a compreen-
sao do nosso objeto de estudo, que sdao as aplicacoes dos sistemas de identificagoes
modulares em documentos do DETRAN. Estas defini¢oes e resultados aqui abordados
foram obtidas com base em Alencar Filho (1987), Gomes e Silva (2008) e Hefez (2011,
2012).

Assim sendo, iniciaremos esse capitulo com um simples, porém crucial conceito,

que é o conceito de divisibilidade.

1.1 Divisibilidade

Considerando o conjunto dos numeros inteiros Z = {...,—2,—1,0,1,2,...},
temos que a divisao de um nimero inteiro por outro nem sempre é possivel, quando

for possivel diremos que ha uma relacao de divisibilidade.

Definigao 1.1. Sejam a e b dois inteiros, com a # 0. Diz-se que a divide b se e somente
se existe um inteiro ¢ tal que b = ac. De maneira equivalente, se a divide b dizemos que
a &€ um divisor de b, ou ainda que, a é um fator de b. Além disso, se a divide b temos
que b é divisivel por a, ou semelhantemente, b é maltiplo de a. Denotaremos a | b para

dizer que a # 0 divide b e, portanto, a 1 b significa que a # 0 ndo divide b.

Exemplo 1.2. Hallowen, ou dia das bruxas, ¢ uma tradicao dos paises de lingua inglesa
onde no dia 31 de outubro, as criancas andam de casa em casa em sua vizinhanca
pedindo guloseimas, com a frase: “Gostosuras ou travessuras?”. Neste ano, a fim de
evitar que sua casa seja alvo das travessuras das criancas, Beth adquiriu 204 doces

para a festividade tendo a intencao de distribuir 4 deles a cada crianca que bater a sua
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porta. Sabendo que existem 50 criancas na vizinhanca de Beth, podemos dizer que a
quantidade de doces que Beth comprou serd suficiente? A resolucao desse problema
esta alicercada no conceito de divisibilidade, ou seja, queremos saber se existe um
numero inteiro ¢, tal que 4 - ¢ = 204. De fato existe tal inteiro, basta que ¢ = 51
para 4 - 51 = 204, isto ¢, Beth poderéd agradar a 51 criancas, sendo assim ela comprou

balinhas em quantidade suficiente.

Exemplo 1.3. Um famoso banco da capital decidiu renegociar as dividas de seus clien-
tes a fim de nao ficar com um prejuizo tao grande e ofereceu ao cliente a oportunidade
de pagamento do valor devido em 9 prestagoes iguais sem acréscimo de juros. Sabendo
que um saldo negativo em conta de R$ 783, 00. Quanto deve ser o valor de cada parcela
paga pelo cliente? Novamente, precisaremos do conceito de divisibilidade agora apli-
cado a valores negativos, pois se considerarmos que o débito figura como valor negativo,

temos que encontrar um q tal que:

9.q=-783
logo, ¢ = —87, ou seja, o valor da parcela devera ser de R$87,00. Além disso, o sinal
negativo interpreta-se pelo fato de representar valor devido a cada parcela.

Exemplo 1.4. Em alguns shoppings podemos encontrar poltronas que massageiam
aqueles que nelas sentam, desde que os mesmos coloquem num lugar especifico da
poltrona uma cédula que corresponde ao pagamento pelos servicos de massagem. Assim
sendo, sabendo que uma poltrona dessas aceita apenas notas de R$2,00 reais e um
individuo possui R$37,00 reais. Podemos dizer que ele conseguira gastar todo seu
dinheiro nessa poltrona? Para que a resposta a essa questao seja verdadeira, precisamos
encontrar ¢ inteiro tal que 2 - ¢ = 37, o que é impossivel, ja que 2 { 37. Logo, temos

que essa pessoa nao conseguird gastar todo o seu dinheiro nessa poltrona.

As proposicoes e teoremas que apresentaremos em seguida sao propriedades

fundamentais da divisibilidade nos inteiros.
Proposicao 1.5. Se a € Z, entao:
(i) al0
(ii)) 1|a e —1]a
(i) ala e —ala
Demonstragao.

(i) Como 0 = a -0, temos que a | 0.
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(ii) Temos que a=1-a e a=(—1)-(—a), dessa forma, 1 |a e —1|a.

(iii) Observamos ainda que, a =a-1 e a = (—a)-(—1), assim obtemos que a | a e

—a | a.

Proposicao 1.6. Se a | b entdo:
(i) —alb,

(it) a| =b,

(1ii) —a | —b,

(i) lal [ 1].

Demonstracao. Como a | b, temos que b = a - ¢, e como a # 0, segue-se que —a # 0

e |a] # 0. Dessa forma:
(i) b=(=a)-(=0)
(i) =b=a-(—c)

(iv) [b] = fa-cf = laf - ||

Com isso provamos os itens (i), (ii), (ili) e (iv).

Teorema 1.7. Sejam a e b dois inteiros.

(i) Sea|l, entio a=1 oua= —1.

(i1) Sea|beseb]|a, entio a="0b oua= —b.
(11i) Se a|b, com b# 0, entao |a| < |b].
Demonstragao.

(i) Sabemos que 1 e —1 sdo divisores de 1. Sendo assim, suponhamos que a | 1, logo,
existe c € Z tal que 1 = a-ce, assim, 1 = |a-¢| = |a] - |¢|]. De modo que |a| # 0 e
lc| # 0, ou seja, |a| > 1 e |¢| > 1. Porém se |a| > 1, entdo |a| - |¢| > |c| > 1, dessa

forma, |a| - |c| > 1 o que é impossivel. Logo, |a| =1, isto é, a =1 ou a = —1.

(ii) Temos que se a | b e se b | a, entdo b = ac e a = bd, onde ¢,d € Z. Logo
b = ac = bde, assim, cd = 1. Dessa forma, d | 1. Portanto d = 1 ou d = —1.

Assim sendo, a = b ou a = —b.



18

(iii) Observamos que se a | b, com b # 0, entdo b = ac, com ¢ # 0. Logo, |c| > 1 e

|b| = |al|c| > |a|. Assim sendo, |a| = |b| se e somente se a = =+b.

Corolario 1.8. Todo inteiro a # 0 tem somente um nimero finito de divisores.

Demonstragao. Seja x um divisor de a, logo = | a, entdo |z| < la|, ou seja,

—a < x < a. Logo o niimero de divisores ¢ finito.

Teorema 1.9. Sejam a,b, c e d inteiros.

(i) Seal|besec#0, entao ac | be.

(ii) Se ac | be, entdo a | b.

(iii) Se a|b e sec|d, entao ac | bd.

(iv) Sea|beseb]|c, entioal c.

(v) Seal|besealc, entio a| (bx+cy), onde x,y € Z.
Demonstracgao.

(i) Como a # 0, por defini¢do e ¢ # 0 por hipdtese, temos que ac # 0. Por outro
lado, se a | b, entdo b = at, onde t € Z. Logo, bc = (ac)t. Dai, ac | be.

(ii) Como ac # 0, temos que a # 0 e ¢ # 0. De outro modo, se ac | be, entao be = act,

com t € Z. Consequentemente, b = at e disto temos que a | b.

(ili) Sea|besec|d entdo b= at ed=cs, onde t,s € Z. Logo, bd = atcs = acts,
dai, ac | bd.

(iv) Temos que se a |beseb | c, entdao b = at e ¢ = bs, onde t, s € Z. Assim, ¢ = ats.

Logo, a | c.

(v) Observamos que se a | b e se a | ¢, entdao b = at e ¢ = as, onde t,s € Z. Dessa
forma, sejam z,y € Z, temos que bx + cy = atx + asy = a(tx £+ sy). De onde
obtemos que a | (bz £ cy).

Exemplo 1.10. Dispondo de 72 laranjas, Joao decide vender suas laranjas em pacotes
que cabiam uma dtzia, ou seja, 12 laranjas. Porém ao perceber que sua clientela

reclamavam que havia muitas laranjas em um mesmo pacote, decidiu colocar as laranjas
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em pacotes menores com 4 laranjas cada. Mas, neste instante lhe surgiu uma duvida,
serd que a nova disposicao em pacotes com 4 laranjas acomodara perfeitamente as 72
laranjas que possui? Sabemos que 4 | 12 e que 12 | 72, logo pelo item (iv) do Teorema
1.9, temos que 4 | 72. Assim sendo, Joao pode ficar tranquilo que os pacotes com 4

laranjas acomodarao perfeitamente as suas 72 laranjas.

1.2 Algoritmo da Divisao

Apresentaremos a seguir um algoritmo que garante a existéncia e a unicidade
de um quociente ¢ e um resto r que permite efetuar a divisao entre dois ntmeros
inteiros, onde um deles nao é necessariamente um miltiplo do outro. Para isso, pri-
meiramente enunciaremos um axioma denominado Principio da Boa Ordenacao, pois

ele é fundamental para a demonstragao do algoritmo.

Axioma 1.11 (Principio da Boa Ordenagao). Todo subconjunto nao vazio A C N
possui elemento menor que todos os outros elementos deste, ou seja, existe a € A tal

que a < n para todon € A.

Teorema 1.12 (Algoritmo da Divisao). Se a e b sdo dois inteiros, com b > 0, entdo

ezistem unicos inteiros q e r tais que:
a=bg+r e 0<r<hbh.
Demonstracao. Consideremos o conjunto:
S={a—br;z€Z,a—bxr>0}

Observamos que este conjunto é ndo vazio, pois, para x = —|al, temos, a—bx = a+blal.
Por outro lado, como b > 1, bla| > |a| e a + bla] > a + |a|] > 0. Deste modo provamos
que S contém o inteiro a + blal, ou seja, S é nao vazio. Assim, pelo Principio da Boa
Ordenacao, existe o elemento minimo r de S tal que, r > 0 e r = a — bq, com q € Z,
isto é:

a=bg+r e 0.

Além de que, o inteiro r < b, porque, se caso contrario teriamos r > b, onde r — b > 0
ecomor —b=a—0b(lg+1). Logor —be S. Porém, r — b < r, o que seria uma

contradicao, pois r é o elemento minimo de S. Assim,
a=bg+r e 0<r<h.

Passemos agora & prova da unicidade de ¢ e . Suponhamos que a = bq +r = bqg’ + 1/,
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onde q,¢',r,7" € Z,0 <r <be0 <7 <b Logo, ™ —r=>0bq —q), ouseja, ' —ré
multiplo de b, porém, —b < —r < ' —r < b. Assim ' — r = 0, pois é unico miltiplo

de b em (—b,b). Deste modo, r =’ e consequentemente b(¢' — q) = 0, logo, ¢ = ¢ .

O exemplo abaixo mostra uma aplicagao simples do Teorema 1.12.

Exemplo 1.13. Um estudante de algebra leva todos os dias para a aula 7 folhas de
papel para anotar topicos que achar relevante. Ao contar suas folha restantes, verifica
que dispoe de 53 folhas, & quantas aulas ele conseguira levar essa mesma quantidade de
papel? Neste exemplo vamos encontrar o quociente ¢ e o resto r da divisao de 53 por
7. Como 53 =7 -7+ 4, temos que ¢ = 7 e r = 4 satisfazem as condigcoes do Teorema
1.12, ou seja, o estudante assistirda 7 aulas portando como de costume 7 folhas e lhe

restard ainda 4 folhas.

O teorema a seguir aborda de forma generalizada a divisao entre dois inteiros

a e b, onde garante que para a existéncia de tnicos ¢ e r, basta que b # 0.

Teorema 1.14 (Forma generalizada do algoritmo da divisao). Se a e b sdo dois in-
teiros, com b # 0, entdo eristem e sao unicos o0s inteiros q e r que satisfazem as
condicoes:

a=bg+r e 0<r<|bl.

Demonstracao. Observemos primeiramente que se b > 0, pelo Teorema 1.12, ja temos
o que queremos. Portanto, consideremos b < 0, assim |b| > 0 e consequentemente, pelo
Teorema 1.12, existem tinicos ¢’ e r tais que a = |[b|¢'+r e 0 < r < |b|. Porém, |b] = —b,

pois b < 0 e tomando ¢ = —¢/, obtemos:
a=bg+r e 0<r<|bl.

Exemplo 1.15. Encontremos o quociente ¢ e o resto r da divisao euclidiana de a = 16

por b = —6. Temos pelo Teorema 1.14, que ¢ e r devem satisfazer
16=(—6)g+r e 0<r<|—6|
Assim sendo, os tinicos ¢ e r que satisfazem tais condicoes sao ¢ = —2 e r = 4, pois,

16 =(—6)(—2)+4 ¢ 0<4<|—6]
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1.3 Maximo Divisor Comum (M.D.C.)

Nesta secao, abordaremos a definicao e algumas propriedades do méaximo di-
visor comum, um tema que serd muito atil para definicao de critérios para a deteccao
de erros em sistemas de identificacao modulares. Entretanto, iniciaremos essa secao
recordando o conceito de divisor comum, para que posteriormente apresentemos o tema

central desta secao.

Definicao 1.16. Dados dois ntimeros inteiros a e b, nao simultaneamente nulos, d € 7Z

¢ um divisor comum de aebsed|a e d|b.

Exemplo 1.17. No Exemplo 1.10 temos que 4 | 12 e 4 | 72, logo 4 é um divisor comum
de 12 e 72.

Definicao 1.18 (M.D.C.). Sejam a e b dois inteiros ndo conjuntamente nulos. Chama-

se maximo divisor comum de a e b o inteiro positivo d (d > 0) que satisfaz as condigoes:
(i) d|aed]b, ou seja, d é divisor comum de a e b.
(ii) Sec|aesec|b, entdo c|d.

Portanto, se d ¢ um mdc de a e b e ¢ ¢ um divisor comum desses niimeros, entao
|c| divide d e, portanto, ¢ < |c¢| < d. Isto nos mostra que o maximo divisor comum de
dois niimeros é efetivamente o maior dentre todos os divisores comuns desses niimeros.
O maéaximo divisor comum de a e b indica-se pela notacao mdc(a, b).

A defini¢do do mdc(a,b) é, obviamente, simétrica em relagdo aos inteiros a e b,

de modo que mdc(a,b) = mdc(b,a). Em particular:
(i) Temos que mdc(0,0) ndo existe.
(ii) O mde(a,1) = mde(a,—1) = 1.
(iii) Se a # 0, entao mdc(a,0) = |a| = mdc(a, a).
(iv) O mdc(a,0) = 1 se e somente se a = £1.
(v) Se a | b, entao o mdc(a,b) = |al.
Exemplo 1.19. Em detrimento das definicoes acima é facil ver que:
1. mde(5,1) = mde(5,—1) = 1.
2. mdc(—6,0) = | — 6| = 6, pois —6 # 0.

3. mde(—4,8) = | — 4| =4, pois —4 | 8.
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Definicao 1.20. Sejam a e b dois inteiros. Chama-se combinagao linear de a e b todo
inteiro n da forma n = ax + by, onde = e y sao inteiros quaisquer. Dessa forma temos
que:

46=12-54+7-(-2)

ou seja, 46 ¢ uma combinacao linear dos inteiros 12 e 7.

Mostraremos agora um teorema que, segundo Carneiro (2009, on-line), infeliz-
mente é omitido no ensino do maximo divisor comum no ensino fundamental, que é o
fato notavel de que o maximo divisor comum de dois inteiros pode ser expresso como
uma combinagcao linear desses dois niimeros. Além disso, essa propriedade do M.D.C. é
tao importante em Aritmética que alguns autores a chamam de Teorema Fundamental

da Teoria dos Numeros, mais usualmente conhecido como Teorema de Bézout.

Teorema 1.21 (Forma linear do M.D.C. ou Teorema de Bézout). Se a e b sdo dois
inteiros nao conjuntamente nulos, entao existem inteiros x e y tais que o mdc(a,b) =

ax + by, isto €, o mdc(a,b) é uma combinagao linear de a e b.

Demonstracao. Seja S o conjunto de todos os inteiros positivos da forma au + bv,

onde u e v sao inteiros, ou seja:
S ={au+bv; au+bv >0 eu,v € Z}.

Temos que S é nao vazio, pois, se a # 0, suponhamos a > 0, entdoa=a-1+b-0> 0
pertence a S. Suponhamos agora a < 0, entdo —a =a - (—1) +b-0 > 0 pertence a S.
Logo S é nao vazio.
Disto temos que pelo Principio da Boa Ordenacao, existe e é tinico o elemento
minimo d de S. Assim sendo, d = min S, logo existem inteiros x e y tais que d = ax-+by.
Destarte, provemos agora que d = mdc(a,b). Aplicando o algoritmo da divisdo

aos inteiros a e d, temos:
a=dg+r, onde 0<r <d.

Assim,
r=a—dq=a-—(ax+by)g =a(l —qzx)+ b(—qy)

ou seja, o resto 7 ¢ uma combinacao linear de a e b. Dessa forma, se r > 0, entao r
pertence a S, o que é impossivel, posto que 0 <r < d e d > 0 é o elemento minimo de
S. Portanto, r = 0 e a = dg, isto é, d | a. De maneira anéloga se conclui que d | b, ou
seja, d ¢ um divisor comum de a e b.

Enfim, se ¢ é um divisor comum positivo de a e b, entao ¢ | (ax + by). Logo

c|dec<d,ouseja, d & maior divisor comum positivo de a e b.
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Dessa forma, mdc(a,b) = d = ax + by, z,y € Z, como queriamos demonstrar.

Observagao 1.22. Pelo Teorema 1.21 o mdc(a,b) = d, e como d é o elemento minimo
do conjunto S, segue-se que o mdc(a,b) existe e é tnico. Além disso, o mdc(a,b) é o
menor inteiro positivo da forma ax + by, ou seja, que pode ser escrito como combinacao

linear de a e b.
Observagao 1.23. A representacao do mdc(a,b) como combinacao linear de a e b ndo
é unica, pois, temos:

mdc(a,b) = d = ax + by = a(x + bt) + b(y — at).

Quaisquer que seja o inteiro t.

Dentre as varias aplicacoes do Teorema de Bézout, destacaremos na préxima
proposicao a possibilidade de que para determinarmos que dois nimeros a e b sao

primos entre si, basta que existam inteiros m e n tais que an + bm = 1.

Proposicao 1.24. Dois numeros inteiros a e b sao primos entre si se, e somente se,
existem inteiros m e n tais que an + bm = 1. De fato, primeiramente suponhamos
que a e b sejam primos entre si, ou seja, mdc(a,b) = 1. Mas, pelo teorema de Bézout
temos que existem m e n inteiros tais que an +bm = 1. Por outro lado, se existem m
e n tais que an +bm =1 e d = mdc(a,b), temos que d | a e d | b, logo d | (an + bm),

ou seja, d | 1. O que implica necessariamente que d = mdc(a,b) = 1.

Teorema 1.25. Se a e b sao dois inteiros nao conjuntamente nulos, entdo o conjunto

de todos os miltiplos do mdc(a,b) =d é
T ={ax+by; x,y € Z}.

Demonstracao. Temos que d | (az + by), para quaisquer inteiros x e y, pois d | a e
d | b. Logo, todo elemento de T' é um miltiplo de d. Por outro lado, existem inteiros

xo € Yo tais que d = axg + byp, de modo que todo miltiplo kd de d é da forma:
kd = k(axo + byy) = a(kxo) + b(kyo).

Ou seja, kd é uma combinacao linear de a e b e, assim, kd é elemento do conjunto T'.

Teorema 1.26. Se a e b sao dois inteiros nao conjuntamente nulos, entao o

mdc(a,b) = mdc(a + kb, b)
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para todo inteiro k.

Demonstracao. Sejam d = mdc(a,b) e d = mdec(a + kb,b), para provarmos o

resultado desejado provemos os dois itens abaixo:

(i) d]d
Sabemos que d | a e d | b, logo d | (a+ kb). Assim, como d | (a +kb) e d|b,

temos que d | d'.

(i) d|d
Como d' | b, entao d’' | (—kb), onde k € Z. Disto e do fato que d’ | (a+ kb), temos
que d' | (a + kb+ (—kb)), ou seja d' | a. Assim sendo, d' | a e d' | b, logo d' | d.

Dessa forma por (i) e (ii) temos d = d'.

1.4 Algoritmo de Euclides

Forneceremos agora um processo pratico para calcular o M.D.C. de dois inteiros
positivos a e b denominado Algoritmo de Euclides ou processo das divisoes sucessivas.
Segundo Hefez (2011), esse processo foi enunciado por Euclides em sua obra, Os Ele-
mentos, em Alexandria, por volta do ano 300 A.C. e é até hoje o método mais eficiente
para o calculo do maximo divisor comum de dois inteiros. No entanto, antes de passar-
mos ao método, provaremos um lema que é essencial para estabelecermos o Algoritmo
de Euclides.

Lema 1.27 (Lema de Euclides). Se a = bq + r, entdo o mdc(a,b) = mdec(b,r).

Demonstracao. Sejam d = mdc(a,b) e d' = mdc(b,r), disto temos que d | a ¢ d | b,
logo d | (a — bq), ou seja, d | r. Assim, d | d’. Por outro lado, se d’ | b entdo d' | bq,
consequentemente d’ | (a — bq + bq), isto é, d’ | a. Dessa forma, d’ | d. Como d | d' e
d' | d, temos que d = d'.

Algoritmo de Euclides ou Processo das Divisoes Sucessivas

Sejam a e b dois inteiros nao conjuntamente nulos cujo mdc se deseja determi-
nar. Discutiremos aqui apenas o caso onde a e b sao inteiros positivos distintos tais
que b nao divide a, pois os demais casos sao tratados acima ou sao analogos devido
ao fato de que mdc(a,b) = mdc(—a,b) = mde(a,—b) = mde(—a, —b). Além disso,

admitiremos sem perda de generalidade que a > .
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Iniciamos dividindo a por b, como b { a podemos escrever
a=bq +r1,
onde r,q1 € Z e 0 <ry <b. Pelo Lema 1.27,
mdc(a,b) = mde(b,rq).

Dividindo b por 7, se r1 | b entdo mdc(b,r1) = r1 = mdc(a,b). Caso contrario
podemos escrever

b=r1q2 + 1o,

onde r9,qo € Z e 0 < ry <ry. Pelo Lema 1.27,
mdc(b, 1) = mdc(ry, ).
Agora, dividindo r; por ry, 75 | 71 entao
mdc(ry,me) = 19 = mdc(b, 1) = mdc(a, b).
Caso contrario, podemos escrever
Ty = T2q3 + T3,
onde 73,93 € Z e 0 < r3 < ry. Pelo Lema 1.27,
mdc(ry,re) = mdc(ra, 3).

Este procedimento nao pode continuar indefinidamente, pois teriamos uma
sequéncia de ntimeros naturais b > r; > ro > --- que nao possui menor elemento,
o que nao é possivel pelo Principio da Boa Ordenacao. Logo para algum n, temos
rn | o1 0 que implica que mdc(a, b) = r,.

Podemos sistematizar o procedimento da seguinte forma:

i | g2 | 43 | "~ | gn-1 dn qn+1
blal|r|re| - |Thoe|rn | Tn=mdc(a,b)
Ty | To | T3 | Tg | Tn

Exemplo 1.28. Em uma transportadora, haviam dois tipos de objetos os pereciveis e
0s nao pereciveis que eram acomodados em caixas. Tendo que efetuar uma entrega de

252 objetos pereciveis e 54 objetos nao pereciveis, com a menor quantidade de caixas
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possivel, com caixas de mesmo tamanho, ou seja, que caibam a mesma quantidade
de objetos e sem que os objetos estejam misturados dentro das caixas. Qual sera a
quantidade de objetos em cada caixa? E quantas caixas serao utilizadas ao todo? Para
a resolucao deste exemplo serd necessaria a aplicagao do conceito de mdc, sendo assim,

vamos calcular o mde(54, 252) utilizando o procedimento acima, logo temos que

1)1 2
252 | 54 | 36 | 18 = mdc(54,252)
36 | 18

Assim sendo, observamos que mdc(54,252) = 18, isto é, temos que cada caixa contera
18 objetos e o numero de caixas com objetos pereciveis sera de 14, uma vez que 18-14 =
252 e que o nimero de caixas com objetos nao pereciveis sera 3, pois, 18-3 = 54. Deste

modo, temos que ao todo serao necessarias 14 + 3 = 17 caixas.

1.5 Congruéncia Mo6dulo m

Veremos nesta secao um dos conceitos mais importantes da Teoria de Nume-
ros introduzidos por Carl Friedrich Gauss em seu livro Disquisitiones Arithmeticae, o
conceito de congruéncia modular ou congruéncia médulo m.

Uma particularidade interessante desta definicao é que ela esta intimamente
ligada a divisibilidade e aos restos de uma divisao de ntimeros inteiros o que torna
sua abordagem no Ensino Fundamental e Médio uma possibilidade tangivel e de certo
modo necessaria. Haja vista que, podemos observar as vérias aplicacoes dessa arit-
mética em nosso dia-a-dia como, por exemplo: nos relogios analogicos e digitais, na
criptografia, em eventos ciclicos, na otimizagao de rede de computadores, nos sistemas
de identificacao modulares (CPF, CNPJ, codigos de barra, ISBN, EAN, ...) que é o
tema principal deste trabalho, entre outras.

Deste modo, passemos agora a essa imprescindivel defini¢ao:

Definicao 1.29. Sejam a e b dois ntimeros inteiros e m um ndmero inteiro maior que
1. Diremos que dois ntimeros inteiros a e b sao congruentes moédulo m se os restos
de sua divisao euclidiana por m sdo iguais. Usamos a notacao a = b (mod m) para
representar o fato de que a é congruente a b moédulo m. Caso contrério, diremos que
a nao é congruente a b médulo m ou que a é incongruente a b médulo m e usamos a

notagao a Z b (mod m).

A proposicao que se segue nos mostra um fato importante: que nao é necessario
sempre dividir a por m e b por m e comparar os restos para que a = b (mod m), basta

que m | (b — a) para que tenhamos que a = b (mod m).
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Proposicao 1.30. Suponha que a,b,c € Z, com m > 1. Tem-se que a = b (mod m)

se, e somente se, m | (b— a).

Demonstragao. Sejam a = mg +r, com r < m e b= mq + 1, com r < m, as

divisoes euclidianas de a e b por m, respectivamente. Dessa forma,
b—a=mlg —q)+ (" —7).

Portanto, a = b (mod m) se, e somente se, r = 17, ou seja, a = b (mod m) se, e somente
se, m | (b—a).

Proposicao 1.31. Sea,m € Z, com m > 1 er € o resto da divisao euclidiana de a

por m, entao a =1 (mod m).

Demonstracao. Pelo Algoritmo da Divisao Euclidiana, existe um nimero inteiro ¢

tal que a = mq + r. Dai, tem-se a —r = mgq. Logo, m | (a — r) que pela proposigao
anterior é equivalente a a = r (mod m).

[

As proposicoes a seguir apresentam propriedades fundamentais para as aplica-

¢oes de congruéncias que serao efetuadas ao longo deste trabalho.
Proposicao 1.32. Sejam a,b,c,d,m € Z, com m>1 obtemos que
(i) a=a (mod m),
(ii) Se a =b (mod m), entdo b = a (mod m),
(iii) Se a =b (mod m) e b= c (mod m), entdo a = ¢ (mod m),
(iv) Sea=b (mod m) e ¢=d (mod m), entdo a + ¢ =0b+ d (mod m),
(v) a=0b (mod m) se, se somente se, a + ¢ = b+ ¢ (mod m),
(vi) Sea=b(mod m) e ¢=d (mod m), entdo ac = bd (mod m).
Demonstragao.
(i) Temos que m | (a — a), dai do resultado desejado.

(ii) Como a = b (mod m), temos que m | (b — a), mas pela Proposigao 1.6, item (ii),
obtemos que m | —(b — a), ou seja, m | (a — b), de onde obtemos o resultado

desejado.
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(iii) Por hipotese temos que m | (b —a) e m | (b — ¢), entao pelo Teorema 1.9, item
(v), temos que m | [(b—a) — (b—¢)], logo m | (¢ —a) o que é equivalente a a = ¢

(mod m).

(iv) Basta observar que pelo Teorema 1.9, item (v), obtemos que m | [(b—a)+ (d—c)]

e, portanto, m | (b+ d) — (a + ¢), o que prova o resultado.

(v) Ao observarmos que a = b (mod m) e ¢ = ¢ (mod m), segue do item anterior
que a + ¢ = b+ ¢ (mod m). Reciprocamente, se a + ¢ = b+ ¢ (mod m), entao
m | [(b+ ¢) — (a+ ¢)], de onde obtemos que m | (b — a) e, consequentemente,

a=0b (mod m).

(vi) Como m | (b—a) e m | (d — ¢), pelo Teorema 1.9, item (v), temos que

m | [d(b — a) + a(d — ¢)], ou seja, m | (bd — ac). Assim obtemos o resultado

desejado.
u
Proposicao 1.33. Sejam a,b,c,m € Z, com c# 0 e m > 1. Temos que
ac = bc (modm) <= a=b (modL> :
mde(c,m)
Demonstracao. Temos que
ac = be (modm) <= m|(b—a)c < | tbh-a)——
mde(c,m) mde(c,m)
como o mdc <mdc(c, m)’ mdelc, m)) =1, entao,
m
m | (b—a)
o que implica que
m
a=b <m0d W) .
[

Uma importante aplicacao das proposicoes apresentadas acima sao os critérios
de divisibilidade que podem ser encontrados em Esquinca (2013, on-line) e Hefez (2012).
As proximas se¢oes foram baseadas em Hefez (2011) e Araujo (2009, on-line) e
sao indispensaveis para a compreensao dos sistemas de identificacoes modulares, pois
estao ligadas ao cédlculo nao s6 do digito verificador, mas também dos outros digitos,

€aso seja necessario.
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1.6 Congruéncias Lineares

Definicao 1.34. Chamamos de congruéncia linear a toda equacao do tipo aX = b

(mod m), onde a,b,m € Z, m > 1.

Proposicao 1.35. Dados a,b,m € Z, com m > 1, a congruéncia aX = b (mod m)

possui solugao se, e somente se, mdc(a,m) | b.

Demonstragao. Suponhamos que a congruéncia aX = b (mod m) tenha uma so-
lugao z; logo, temos que m = ax — b, ou seja, existe y tal que axr — b = my, ou
equivalentemente, ax — my = b. Assim, como mdc(a,m) | a e mde(a,m) | m, logo
mdc(a,m) | (ax —my) e consequentemente mdc(a, m) | b.

Reciprocamente, suponhamos agora que d = mdc(a, m) | b. Dai, pelo Teorema
1.21, existem inteiros u e v tais que d = au — mv. Por outro lado, como d | b, existe
n tal que b = nd. Agora multiplicando n aos dois membros da equacao au — mv = d,
temos a(un) — m(vn) = nd, o que mostra que os numeros * = un e y = vn formam
uma solucao para a equacao aX —mY = b. Disto temos que ax — my = b, ou seja,
axr —b = my, isto é, m | (ax — b) ou equivalentemente, x é solugdo da congruéncia
aX =b (mod m).

Teorema 1.36. Sejam a,b,m € Z, com m > 1 e (a,m) | b. Se xo € uma solugdo da

congruéncia aX = b (mod m), entio

m m
$0,1’0+E,1’0+2E7---,3§0+(d_1)

m
d )

onde d = mdc(a,m), formam um sistema completo de solugdes incongruentes da con-

gruéncia.

Demonstragao. Primeiramente, sabemos pela proposicao anterior que a congruéncia
. ~ ~ , .m .
admite solu¢do. Passaremos entao agora a mostrar que os niimeros :mﬁ—zE, com i € N,

sao solugoes. Observemos que

.m . a

alxg+1—)=axg+i—-m=ary=>b (modm).
d d

Além disso, esse niimeros sao dois a dois incongruentes médulo m. Pois, temos que se,

para i, < d,

xo—i—i%Exo—i-j% (mod m),

entao

i—Ej% (mod m).
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Logo, pela Proposicao 1.33 e ainda pelo fato de que mdc <E,m) = onde

d = mdc(a, m), temos que

i =7 (mod d).

O que implica que 7 = j.
Para finalizar, seja x uma solugao qualquer da congruéncia, logo ar = ax

(mod m), e assim novamente pela Proposigdo 1.33, temos que

T = xo <mod %) .

m . .
Dessa forma, x — x¢ = k‘g Pela divisao euclidiana, existe i < d tal que k = qd + i e,
portanto,

.m .m
T=Totqmti— =Tot+io (mod m).

Corolario 1.37. Se mdc(a, m) = 1, entdo a congruéncia aX = b (mod m) possui uma

unica solucao modulo m.

A congruéncia aX = 1 (mod m), com mdc(a,m) = 1, admite solugao tnica
modulo m. Esta solucao serd chamada de inverso multiplicativo de a médulo m. E

serd representada por a~!.

1.7 Sistema Completo de Restos

Definicao 1.38. Seja m um inteiro positivo fixo. Chama-se sistema completo de
restos moédulo m todo conjunto S = {ry,rs,...,r,} de m inteiros tal que qualquer a é

congruente modulo m a um tnico elemento de S.

Proposicao 1.39. O conjunto S = {0,1,2,...,m—1} é um sistema completo de restos

modulo m.

Demonstragao. Mostraremos que todo inteiro a é congruente médulo m a exatamente
um dos valores 0,1,2,...,m — 1. Seja a € Z. Pelo algoritmo da divisao de a por m,
existem tnicos inteiros ¢ e r tais que a = mqg+r com a <r < m—1. Logo, a—r = mgq

e a =r (mod m). Pela unicidade de r, obtemos o resultado. ]

1.7.1 Classes Residuais

Definicao 1.40. Seja m um inteiro positivo fixo. Se a é um inteiro qualquer entao a

classe residual modulo m de a, denotada por @ (ou [a},, ou a,,), consiste do conjunto
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formado por todos os inteiros que sao congruentes ao inteiro a médulo m, isto é,
a={re€Z:x=a(modm)}={x€Z:m|x—a}={a+km:kelZ}
Observacgao 1.41. As classes residuais moédulo m também sao denominadas inteiros
modulo m ou classes de restos moédulo m ou classes de congruéncia modulo m.

Exemplo 1.42. Seja m = 9. Temos:

ed={reZ:x=4(mod9}={2€Z:9|x—4={4+9% :keZ}=
(.., —14,-5,4,13,...}.

e 2={reZ:x=22(mod9)}. Como 22 =4 (mod 9) entdo x = 22 (mod 9) se,
e somente se, z = 4 (mod 9). Logo, 22 ={z € Z: x =4 (mod 9)} = 4.

Proposicao 1.43. Seja m um inteiro positivo fizo e sejam a e b as classes residuais

modulo m de dois inteiros quaisquer a e b. Entdao:

(i) a=b <= a=0b(modm)

(ii) aNb=0 oua=>b, ou seja, seaNb#{, entioa=>b
Demonstragao.

(i) Sejaa={r €Z:rv=a (modm)},b={r €Z:x=>b(modm)}ea=b, logo
existe y € Z, tal que y € @ e y € b. Disto temos que, y = a (mod m) ey = b
(mod m), dai tem-se a = b (mod m).

Por outro lado, seja t € @, logo t = a (mod m), como a = b (mod m) temos
que, t = b (mod m), ou seja, t € b, dai temos que @ C b. Em contrapartida, seja
w € b, logo w = b (mod m), como a = b (mod m) temos que, w = a (mod m),

ou seja, w € a, dai temos que b C @, e consequentemente a = b.

(ii) Se anb # (), temos que existe y € Z, tal que, y €a e y € b, ou seja, y = a (mod

m) e y =0b (mod m), dai tem-se a = b (mod m) e assim pelo item (i) segue que

1.7.2 O Conjunto das Classes Residuais

O conjunto formado por todas as classes residuais médulo m, ou seja, {a: a €

Z} é indicado por Z,,.

Proposicao 1.44. O conjunto Z,, tem exatamente m elementos.
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Demonstragao. Primeiramente mostraremos que Z,, = {0,1,...,m — 1}. De fato,
pois temos obviamente que {0,1,...,m — 1} C Z,,. Além disso, seja @ € Z,,, onde
a € Z. Pelo algoritmo da divisao de a por m, existem inteiros ¢ e r tais que a =
mqg+r, 0 <r < m-—1. Assima—r = mg, ouseja, m | a—1r. Logoa =r
(mod m) e pela Proposigao 1.43, temos que @ = 7. Como 0 < r < m — 1 entdo
a=7¢€ {0,1,...,m—1}. Dessa forma, temos que Z,, C {0,1,...,m — 1}, o que
implica necessariamente que Z,, = {0,1,...,m — 1}. Suponhamos agora que T = 3,
onde r,s € Z tais que 0 < r < s < m — 1. Novamente, pela Proposicao 1.43 temos
que r = s (mod m). Assim s = (mod m) e m | s —r. Mas isto ¢ um absurdo, pois

0 < s —1r < m. Portanto {6, 1,...,m— 1} tem exatamente m elementos. u

Uma vantagem das classes residuais é que transformam a congruéncia a = b

(mod m) na igualdade @ = b.

Definicao 1.45 (Adicdo e Multiplica¢ao em Z,,).

(i) Dadas duas classes @ e b € Z,,, chama-se soma @+ b a classe a + b (que é tnica,

independentemente do representante tomado para @ ou para 5).

+ i DLy X Ly —> Loy,

(@b) +—— at+b=a+b

(ii) Dadas duas classes a e b € Z,,, chama-se produto @ - b a classe ab (que é tnica,

independentemente do representante tomado para @ ou para b).

ZmXZm — Zm
(@b) = a-b=a

S

Definidas dessa forma as operacgoes acima gozam das seguintes propriedades:

(a) Associatividade da soma: (@a+b)+¢c=a+ (b+7?)
(b) Comutatividade da soma: @+ b=0b+a

(c) Elemento neutro para a soma: @ +0 =a

(d) Elemento simétrico para a soma: @ +m —a =0
(e) Associatividade do produto: (a-b)-¢=a- (b-¢)
(f) Comutatividade do produto: @-b=0b-a

(g) Elemento neutro para o produto: -1 =1a
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(h) Distributividade da multiplicacio em relacdo & adicdo: @- (b+¢) =a-b+a-c

Um elemento @ € Z,, sera dito invertivel quando existir b € Z,, tal que @-b = 1.

Neste caso, diremos que b é o inverso de a.

Proposicao 1.46. a € Z,, ¢ simetrizdvel para a multiplicacao, ou seja, admite inverso

multiplicativo se, e somente se, mdc(a, m) = 1.

Demonstragao. Primeiramente observemos que se @ € Z,, admite inverso multiplica-
tivo, entdo existe b € Z,, tal que @-b = 1, ou seja, ab = 1 (mod m). Disto temos que
m | ab — 1, logo existe q € Z tal que ab — 1 = mgq e assim temos que ab + m(—q) = 1,
isto &, mdc(a,m) = 1. Por outro lado, se mdc(a,m) = 1, existem z,y € Z, tal que
ax +my = 1, dai obtemos ax — 1 = (—y)m, logo temos que m | ax — 1, ou seja, ax = 1
(mod m), ou equivalentemente, @ - T = 1, isto é, @ admite inverso multiplicativo.
]
Assim resolver uma congruéncia aX = b (mod m) se reduz a resolver em Z,, a
seguinte equacao:
aX =b.

Exemplo 1.47. Resolver a congruéncia 9X = 5 (mod 11) equivale a resolver em Zj;

a equacao
9X =5.

Sabemos que em Z;q, 5 -9 = 1, logo temos que
5:9X=5-5=3
ou seja, X = 3. Portanto as solugoes de 9X = 5 (mod 11) sdo x = 3+ 11¢, onde t € Z.

No capitulo a seguir faremos um estudo de alguns sistemas de identificacao,

com énfase aos sistemas de identificacao modulares.



CAPITULO 2

SISTEMAS DE IDENTIFICACAO

Historiadores, arqueotlogos e exploradores afirmam que a histéria da identifi-
cagao humana tem seu inicio desde a longinqua antiguidade, onde trogloditas usavam
diversos sinais para marcarem suas moradias. Um método de identificacao bastante
utilizado para distinguir a sua moradia das demais, era o de decalcar em argila desenhos
palmares, colori-los e fixa-los em sua moradas juntamente com cabecas dessecadas de
animais ou até mesmo de inimigos abatidos em combate. Além disso, para sua “iden-
tificagao pessoal”’, usavam dentes de animais preso as orelhas, labios e nariz, além de
varios desenhos pelo corpo (APPOL apud MATTAS, 2004, on-line).

Com o passar do tempo foram desenvolvidos varios métodos de identificacao,
pois era cada vez maior a necessidade de se identificar precisamente uma pessoa, um
objeto, um animal e etc.... Afinal era necessario saber se uma pessoa era realmente
quem ela dizia ser, ou ainda, saber a origem e as especificacoes de um determinado ob-
jeto. Mais do que isso, os sistemas de identificacao passaram a proporcionar qualidade
de vida as pessoas. Como exemplo podemos mencionar o sistema de identificacao de
cores para daltonicos “ColorAdd” (para maiores detalhes, ver Neiva (2014, on-line)).
Entretanto, apenas nas tltimas décadas com a criacao dos computadores e sua cres-
cente capacidade de processamento de informacoes foi que os sistemas de identificacao
tiveram uma grande evolugao.

Essa evolugao deve-se principalmente ao surgimento dos sistemas de identifi-
cagdo automatica (Automatic Identification and Data Capture - AIDC, Identificagao
Automética, Auto-ID ou ainda, Captura Automatica de Dados), que sdo métodos de
identificacao automatica de objetos e pessoas que coletando dados sobre eles conseguem
adiciona-los diretamente a sistemas de computador, ou seja, sem interferéncia humana.

(WIKIPEDIA, 2014, on-line).
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Segundo Moura (2006, on-line), o grande beneficio dos AIDC é a precisao e
velocidade na abstracao da informacao, pois com isso evita-se erros ligados a atividade
humana. Além disso, ele destaca que nesses sistemas as informacoes recolhidas sao
disponibilizadas em um breve espaco de tempo a todos os utilizadores do sistema, o
que torna essa ferramenta muito atrativa e 1til.

Dentre outros sistemas de identificacao, podemos citar os de identificacao:
por intermédio do reconhecimento 6ptico de caracteres (Optical Character Recogni-
tion - OCR), mediante a apresentacao de cartoes inteligentes (Smart Card), por radio
frequéncia (Radio-Frequency IDentification - RFID), através de dados biométricos (im-
pressoes digitais, veias, retina, voz, iris entre outros), por meio do codigo de barras.

As proximas se¢oes, tomando por base Lourenco (2011), Picado (2001) e Milies
(2008, 2009), apresentaram a definigdo de sistemas de identificagdo modulares, algumas
aplicagoes e como detectar possiveis erros de leitura e escritas mais comuns nestes

sistemas.

2.1 Sistemas de Identificacao Modulares

Segundo Picado (2001), a grande evolucdo dos sistemas automaticos tornou-os
relativamente baratos, rapidos e confidveis. Com isso, a utilizacao destes sistemas para
a leitura de nameros, fez com que a justaposicao de um algarismo aos niumeros de
identificacao de uma dada colecao de objetos, com o objetivo de detectar os erros de
leitura e escrita mais comuns tornasse uma pratica comum.

E interessante observar que estes sistemas nao corrigem os erros automatica-
mente, apenas informam ao operador a existéncia de um erro, sem entretanto, precisar
em qual posi¢do do niimero ocorreu o erro. Dessa forma, os operadores sao forcados a
reescrever todo o nimero inserido no sistema. Ainda assim, os sistemas de identificacao
modulares se tornaram muito atrativos e bastante utilizados.

Citaremos aqui alguns exemplos de aplicacoes destes sistemas: o sistema ISBN
(International Standard Book Number) para o catalogo de livros, o sistema ISMN
(International Standard Music Number) para publicacoes de pautas musicais, o ISSN
(International Standard Serial Number) para publicagbes periddicas, os sistemas UPC
(Universal Product Code) e EAN (European Article Numbering) utilizado nos codigos
de barras. Além desses, existem diversos outros sistemas que utilizam-se de digitos
verificadores e que nao possuem uma nomenclatura especifica e podem ser encontra-
dos em cartoes de crédito, contas bancarias, cheques, bilhetes de aviao, passaportes,
documentos de identidade, carteira de habilitacao, guias de arrecadacgao, documentos

de veiculos, cadastros de pessoas fisicas e juridicas, titulo eleitoral, entre outros.
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Exemplo 2.1. Imagens de algumas das aplicacoes acima citadas:
Figura 2.1 — Ntmero do Cadastro de Pessoas Fisicas.

MINISTERIC DA FAZENDA
? Receita Federal

CADASTRO DE PESSOAS FISICAS

Nimero de Inscrigio

234.167.398-84

MNome

MNascimanto

Fonte: AGENCIA BRASIL, 2011.

Figura 2.2 — Namero do Espelho do Certificado de Registro e Licenciamento de Veiculo
e Codigo Renavam.

REPUBLICA FEDERATIVA DD BRASH

MINISTERID DAS CIDADES

ceeRcioo;
LOLY S

DENATRAN

EXNERNNRENEVEN R RN SRR AR R I
FITERETIARDAENEA AT LR LAY

§ e ———— . . e e
. -

Fonte: http://autos.culturamix.com/dicas/documentacao-de-veiculos-usados

Figura 2.3 — Cddigo de barras com utilizacao do Sistema EAN-13.

200ml
teale Ymaba
Ll aty %y ety

Fonte: GB Network & Print, 2014.
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Figura 2.4 — Codigo de barras com utilizacao do Sistema [SBN-13.

SBEN 978-85-T036-156-1

Fonte: http://www.esquemafacil.com.br /livros-tecnicos/televisores/livro-fly-back-s-tirando-
duvidas-ref-5537-isbn-978-85-7036-139-4.html

Apresentaremos a seguir a Definicao 2.2 que estabelece o produto entre os
algarismos que serao inseridos pelo usuario e os respectivos pesos que serao associados

a cada um desses algarismos.

Definicao 2.2. Dados as n-uplas (x1,22,23,...,2,) € (Yy1,Y2,Y3,.--,Yn), onde
L1, X2, T3y« oy Ty Y1, Y2, Y3y -« - Yn € Z, definimos o produto (xy,x9,x3,...,2,):

(Y1, Y2, Y3, - - -, Yn) cOMo 0 nlimero inteiro x1yy + Tayz + T3Y3 + + + TpYn.

Exemplo 2.3. O produto entre (1,3,2,4,6,8) e (9,5,7,4,2,1) ¢ 1-943-54+2-7+
4-44+6-24+8-1="T74.

Com os conceitos do Capitulo 1 e a Definigao 2.2, podemos apresentar as carac-
teristicas comuns dos diversos sistemas de identificagao modulares e ainda analisa-los

de forma geral e sistemética, por meio da Definicao 2.4 que se segue.

Definigao 2.4. Sejam A um conjunto de cardinal k£ e ¢ uma funcao definida de A em
Zy (p : A — Zi) e uma n-upla (p1,pa, p3, - - .,pn) construido por inteiros nao nulos.
Designamos esta n-upla por vetor de verificagdo de algarismos do sistema e aos seus

elementos p;, 1 = 1,...,n, por pesos.
Os niimeros de identificacao do sistema sao palavras ajasas . . . a, definidas em

A que verificam

(P1,D2, P35 -« »Pn) - (go(al), las), p(as),. .. ,gp(an)) =0 (mod k)
ou seja,
[prp(ar) + pap(az) + psp(as) + -+ + pup(a,)] = 0 (mod k)

Denominamos os sistemas desse tipo por sistemas de identificacao modulo £ e

a soma pi1p(ar) + pap(as) + psp(as) + - - - + pay(an) por soma de controle.
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Exemplo 2.5. Ao analisarmos o EAN-13 podemos perceber que:
k=10, A={0,1,...,9}, ¢(a)=a e (p1,p2,...,pn) = (1,3,1,3,1,3,1,3,1,3,1,3,1).

Além disso, temos que a soma de controle é

6 6
[prp(ar) + pap(az) + psp(as) + - + paplan)] = D a1 +3 ) ag =+
=0 =1

---:a1+3a2+a3+3a4—|—a5+3a6+a7+3a8+a9—|—3a10+a11—|—3a12+a13.

Ou seja, o digito verificador a3 sera
5 6
a13 = — <Z agiy1 + 3 Z agi) (mod 10)
i=0 i=1

Observacao 2.6. Para nao sobrecarregarmos muito a notagao cometeremos o abuso,

daqui em diante, de identificar ¢(a) com a.

2.2 Detectando erros mails comuns em Sistemas de

Identificacao Modulares

Passaremos agora a discorrer de forma sucinta sobre os erros mais comuns que

ocorrem na escrita dos ntimeros de identificacao.

Definicao 2.7. Consideremos ajasas...a, um numero de identificacao de compri-
mento n.

e Um erro singular acontece quando um dos caracteres do niimero ¢é alterado para

!/

um diferente valor (...a;... = ...a}...);

e Referimo-nos a um erro de transposicao de algarismos adjacentes quando existe

uma troca entre dois algarismos adjacentes (...a;a;... = ...a;a;...);

e Designamos por erro de transposicao intercalada, quando ocorre a troca entre dois

algarismos que tém exatamente um a intercala-los (... a;ara; ... = ... a0 ...);

e Os erros gémeos sucedem quando dois caracteres consecutivos iguais sao mudados

para um outro par de caracteres iguais (...aa... — ...d'd ...);

e Designam-se por erros gémeos intercalados quando sucede uma modificagao de
dois caracteres iguais, separados por um terceiro caractere, por um outro par de

caracteres iguais (...aaqra ... — ...d'axad ...);
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e Existem também os erros gémeos generalizados que consistem na alteracao de
dois caracteres iguais por um outro par de caracteres iguais, independentemente

da posi¢ao que ocupam (...a...a... — ...d ...d"...).

Os restantes dos erros, abrangidos pelas outras categorias, podem ser agregados
todos na classe dos erros aleatorios e fonéticos.

Tao importante quanto saber quais sao os tipos de erros é saber a frequéncia
relativa de cada um deles, a fim de que se possa construir um sistema que possa

identificar tais erros. A Tabela 2.1 mostra essa frequéncia relativa:

Tabela 2.1 — Tipos de erros e suas frequéncias relativas.

Tipos de Erros Forma Frequéncia Relativa
Singulares Qe ah 79,1%
Transposicoes de algarismos QO A 10,2%
adjacentes

Transposi¢oes intercaladas | ...a;axa; ... — ... a;aa, . .. 0,8%
Gémeos .aa...—...dd ... 0,5%
Gémeos intercalados .aapa ... — ... dagd ... 0,3%
Aleatorios e fonéticos 9,1%

Fonte: LOURENCO, 2011.

Estes estudos estatisticos também nos dizem que caso seja observado a ocor-

réncia de algum desses erros, a ocorréncia de mais do que um é muito pouco provavel

(PICADO, 2001).
Agora de posse das definicoes 2.4 e 2.2, juntamente com os dados da Tabela

2.1 podemos determinar quando os erros mais comuns (singulares e de transposicao)

sao detectaveis:

Proposicao 2.8. Consideremos um numero ajasaz . . .a, de um sistema de identifi-

cacdo mddulo k e com vetor de verificacao de algarismos (p1,pa,p3, ..., pn). Temos
que:
: . , o o . .
(i) Um erro singular ...a;... — ...a,... na i-ésima posicdo é detectavel se e so se

pila; —a;) Z0 (mod k).

i) Uma transposicao dos algarismos a; e a; nas posicoes i e j € detectdvel se e so
J
se (pi — pj)(ai —aj) Z0 (mod k).

Demonstracgao.
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(i) Seja S a soma de controle com os algarismos corretos e S” a soma de controle com

a troca de um algarismo (...a;... — ...a}...) caracterizando o erro singular.

Temos por definigdo de soma de controle que S =0 (mod k) e S’ =0 (mod k) se
o erro nao for detectado ou S” # 0 (mod k) se o erro for detectado. Verifiquemos

o valor da diferenca entre S e S'.

S —=8" = (pray 4+ paag + - - - + pia; + - - + pray)
—(p1a1 + paas + - - - + pia, + - - - + ppay)
= pia; — pia;

= pila; — aj).
Assim, obtemos que o erro é detectavel somente se p;(a; — a;) Z 0 (mod k).

(ii) Neste caso a diferenca entre a soma de teste correta e a soma de teste errada é

S — 8= (pray +paag + -+ pia; + - -+ pia; + - -+ Poay)
—(prar + poag + - + pia; + -+ pja; + - + pray)
= PiGi + pja; — piaj — Pja;
pi(a; — aj) + pjla; — a;)
= pilai — a;) — pj(a; — a;)
= (pi —pj)ai — ay)

Portanto o erro so sera detectado se e s6 se (p; — p;)(a; — a;) Z 0 (mod k).

Exemplo 2.9. Seja k£ = 7, (p1,p2,---,0n) = (1,2,3,4,5,6), ¢(a) = a e
A =1{0,1,2,3,4,5,6}, temos que este sistema detecta todos os erros singulares, pois
como k é primo, entao para que o erro nao fosse detectado terfamos obrigatoriamente
que k | p; ou k | (a;—a}) o que ndo acontece, pois p; € {1,2,3,4,5,6} e 1 < (a;—a}) <6.
Exemplo 2.10. Seja k& = 10, (p1,p2,---,pn) = (1,2,3,4,5,6,7), p(a) = a e
A={0,1,2,...,9}. Caso p; seja par e (a; — a,) = 5, ou ainda, se p; =5 e (a; — a;) for
par, um erro singular nao seré detectado por esse sistema. Por exemplo: seja o nimero
de identificacao 123456 — 7 e o operador digitasse equivocadamente 173456 — 7, o erro
nao seria detectado, uma vez que 1-1+7-2+3-34+4-445-546-64+7-7=0 (mod
10).

Exemplo 2.11. Seja k = 7, (p1,p2,.--,pn) = (1,2,3,4,5,6), ¢(a) = a e
A ={0,1,2,3,4,5,6}, temos que este sistema detecta todos os erros de transposi¢ao,
pois como k ¢é primo, entao para que o erro nao fosse detectado teriamos obrigatoria-
mente que k | (p; — p;) ou k | (a; — a;) o que ndo acontece, pois 1 < (p; —p;) <5 e
1 < (a; —a}) <6.
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Exemplo 2.12. Seja k& = 10, (p1,p2,---,pn) = (1,2,3,4,5,6,7), p(a) = a e
A={0,1,2,...,9}. Caso (p; —pj) seja par e (a; —a;) =5, ou ainda, se (p; —p;) =5 e
(a; — af) for par, o erro de transposi¢ao ndo sera detectado por esse sistema. Por
exemplo: seja o nimero de identificacao 135723 — 6 e o operador digitasse equi-

vocadamente 335721 — 6, o erro de transposicao nao seria detectado, uma vez que
3-143:-2+4+5:3+7-442-5+1-64+6-7=0 (mod 10).

Destarte, passemos agora as condicoes para que 0s pesos p; assegurem a detec-

¢ao de todos os erros de um determinado tipo.

Corolario 2.13. Um sistema de identificacao modulo k com vetor de verificacao de

algarismos (p1,p2, s, - .-, pn) detecta:

(i) Os erros singulares na posicao i se e sé se mde(p;, k) = 1;

(11) As transposigées de algarismos nas posigoes i e j se e sé se mdc(p; — pj, k) = 1.
Demonstracao.

(i) Sejam a;,a; € {0,1,...,k—1} com a; # a}, onde a; representa o algarismo correto

que foi substituido por um algarismo errado, a}, dando assim origem a um erro

. D ,
singular na posi¢ao i(...a;... — ...a,...).

Como vimos no item (i) da Proposicao 2.8, o sistema detecta todos os erros
singulares na i-ésima posicao se e s6 se p;(a; — a}) Z 0 (mod k) para quaisquer
a;,a; € {0,1,...,k — 1} com a; # a.

Verifiquemos que, de fato, p;(a; —a}) #Z 0 (mod k) é equivalente a mdec(p;, k) = 1.
Provemos que se p;(a; — a;) Z 0 (mod k) entdao mdc(p;, k) = 1.

Suponhamos que mdc(p;, k) = d com d > 1. Entao p; = ddy e k = ddy com
di,dy € {1,2,... .,k —1}.

Fazendo a; = dy e a; = 0, chegamos a um absurdo, pois
pi(a; — a) = pi(dy — 0) = pydy = ddydy = dvddy = dik = 0 (mod k).

Portanto d = 1, ou seja, mde(p;, k) = 1.
Provemos que se mdc(p;, k) = 1 entdo p;(a; — a}) Z 0 (mod k).
Suponhamos que mdc(p;, k) = 1. Entdo nao existe d # 1 tal que d | p; e d | k.

Se existissem diferentes a;,a; € {0,1,... k — 1} tais que k | p;(a; — a}) teriamos
k| (a; — a), porque k t p; (pois mdc(p;, k) = 1), o que é também um absurdo
pois |a; —a}| € {1,2,..., k —1}.

Portanto p;(a; — a) #Z 0 (mod k).
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(ii) Pelo item (ii) da Proposicao 2.8, sabemos que o sistema detecta todas as trans-
posi¢oes dos algarismos a; e a; nas posicoes i e j se e sO se para quaisquer
a;,a; € {0,1,...,k — 1}, com a; # a; se tem (p; — pj)(a; — a;) # 0 (mod k).
Pela demonstracao do item anterior, temos que (p; — p;)(a; — a;) # 0 (mod k) é
equivalente a mdc(p; — p;, k) = 1, pois o moédulo da diferenca entre os algarismos

a; ¢ a; ¢ um numero pertencente a {1,2,.... k—1}.
J ) < )

Exemplo 2.14. Seja k = 7, (p1,p2,.--,pn) = (1,2,3,4,5,6), ¢(a) = a e
A =1{0,1,2,3,4,5,6}, temos que este sistema detecta todos os erros singulares, pois
mde(1,7) = mde(2,7) = mde(3,7) = mdc(4,7) = mdce(5,7) = mdc(6,7) = 1. Além
disso, como 1 < (p; — p;) < 5, temos que mdc(p; — pj, 7) = 1, portanto este sistema

também detecta todos os erros de transposicao.

Exemplo 2.15. Seja k& = 10, (p1,p2,...,pn) = (1,2,3,4,5,6,7), p(a) = a e
A={0,1,2,...,9}. Como mdc(py = 2,10) = mdc(py = 4,10) = mdc(ps = 6,10) = 2
e mdc(ps = 5,10) = 5, temos que este sistema nao detecta todos os erros singulares.
Além disso, se (p;—p;) = 2, (pi—p;) = 4 ou (p;—p;) = 5, temos que mdc(p; —pj;, 10) # 1,

ou seja, este sistema nao detecta todos os erros de transposicao.

Analogamente podemos fazer o mesmo relativamente aos outros tipos de erros,
obtendo a Tabela 2.2:

Tabela 2.2 — Tipos de erros e condigoes.

Tipos de Erros Forma Condicoes
Singulares AU P P mde(p;, k) =1
Transposicoes Qe Q= QG .. | mde(p; — pj k) =1
Gémeos caa...—.oodd . mdc(p; + piv1, k) =1
Gémeos intercalados co.aapa. .. — ...dagad ... mdc(p; + pisz2, k) =1
Gémeos generalizados | ...a...a...—...d ...d ... mdc(p; + pj, k) =1

Fonte: PICADO, 2001.

Assim, de posse da Tabela 2.2, torna-se mais facil a construcao de sistemas de
identificacao modulares que detectem determinados tipos de erros, o que possibilita
uma aplicacao mais eficaz destes sistemas.

Além disso, ela mostra porque os sistemas com k = 11 sao os mais utilizados.
J& que para os sistemas que usam k£ < 10 nao é possivel que todos os erros singulares
e todas as transposigoes sejam detectados caso nao se obrigue que todos os algarismos
variem entre 0 e k — 1, o que torna o sistema pouco tutil e extremamente limitado. No
caso k = 10 a primeira condicao e a segunda condicao da Tabela 2.2 sao incompativeis,

pois, para que mdc(p;, 10) = 1, se e somente se, 0s pesos p; sa0 impares, porém nesse
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caso o mdc(p; — pj, 10) = 2 o que faz com que o sistema ndao identifique todos os erros
de transposicao o que torna-o menos eficiente.

Quando analisamos o caso em que k£ > 10, o problema surge na necessidade
de se utilizar mais do que um algarismo de teste ou, alternativamente, de introduzir
caracteres nao numéricos para os algarismos de teste. Pois, os restos nestes casos sao
mais numerosos que o sistema decimal, o que pode ocasionar problemas técnicos e
aumentar os custos de producao de sistemas automaéticos de leitura e escrita. A fim de
evitar isso a maioria dos sistemas modulo 11 em utilizacao, ou nao usam os ntimeros de
identificacao cujo algarismo de teste é superior a 9, ou atribuem o algarismo de teste
igual a 0 no caso em que deveria ser 10. Mesmo assim, os sistemas modulo 11 sao mais
eficientes que os sistemas modulo 10 sob mesmas condig¢des (PICADO, 2001).

No proximo capitulo abordaremos a aplicagao dos sistemas de identificacao mo-
dulares em documentos e guias de arrecadagao do Departamento Estadual de Transito
de Mato Grosso (DETRAN/MT).



CAPITULO 3

SISTEMAS DE IDENTIFICACAO
MODULARES EM DOCUMENTOS E
GUIAS DE ARRECADACAO DO
DETRAN/MT

Abordaremos inicialmente um pouco da histéria do Departamento Estadual
de Transito de Mato Grosso (DETRAN/MT), para isso nos baseamos em Vasconcelos
(apud PIMENTEL, 2002a, 2002b, on-line) e DETRAN/MT (2014, on-line). Posteri-
ormente, passaremos a analise dos sistemas de identificacao presentes em documentos

e guias emitidos por esse departamento.

3.1 Breve historia do DETRAN/MT

O primeiro automovel a circular pelo estado, segundo Vasconcelos (apud PI-
MENTEL, 2002a, on-line), foi um caminhao Orion, de fabricagdo italiana, modelo
1903-1908. Transportado por navio, foi descarregado em Vérzea Grande em 1912, de-
pois de adquirido pelo comerciante e coronel Arthur Borges. Ele chegou a Mato Grosso
com a missao de viabilizar o transporte de mercadorias e a abertura de estradas. A par-
tir dai o namero de veiculos passou a ser cada vez maior e foi quando, com o aumento
da frota, surgiram também o transito e suas complicacoes e ja nos anos 20 aconteceu o
primeiro acidente de transito, no cruzamento entre as ruas Dom Aquino e Dom Bosco.

Devido a essas situagoes, ¢ criada em 1927, pelo entao Governador do Es-

tado Dr. Mario Correa da Costa, a primeira inspetoria de veiculos, encarregada de
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regulamenta-los. Nasce neste momento, mesmo que nao com o nome atual, o Depar-
tamento de Transito de Mato Grosso.

Essa nomenclatura é apenas utilizada a partir do Primeiro Codigo de Transito
do Brasil sancionado pelo Decreto Lei N° 3.671 em 25 de setembro de 1941, que abor-
dava uma legislacao unificada sobre transito em todo o pais, o qual estabelecia que
em cada Estado deveria criar um Departamento de Transito, especifico para regular e
direcionar a matéria. Como no Estado de Mato Grosso existia a Inspetoria de Veiculos
ela foi adaptada aos termos da nova lei, passando a partir de entao a ser Departamento
Estadual de Transito, acompanhando e adaptando-se & legislacao vigente.

Com o passar dos anos, o DETRAN/MT foi adequando-se as mudangas na lei
como por exemplo a que estabeleceu através da Lei n® 5.108 de 21/09/66, o Codigo
Nacional de Transito e sua regulamentacdo através do Decreto N° 62.127 de 16/01/68,
o Regulamento do Codigo Nacional de Transito.

Atualmente, a competéncia do DETRAN/MT, assim como suas atribuigoes
sao definidas pelo atual Codigo de Transito Brasileiro, Lei Federal N° 9.503 de 23 de
setembro de 1997, e suas alteragoes. Os servicos da autarquia sao prestados em mais
de 120 postos de atendimento em todo o Mato Grosso, por meio das Circunscrigoes
Regionais de Transito (CIRETRANS), Agéncias Municipais de Transito e Ageéncias
VIP, ou ainda, através do site: www.detran.mt.gov.br.

Dentre outras servigos, cabe ao DETRAN a confeccao e entrega da Carteira
Nacional de Habilitagao, do Certificado de Registro de Veiculo e do Certificado de
Registro e Licenciamento de Veiculo aos respectivos proprietarios. Estes documentos
sao regulamentados pelo Codigo de Transito Brasileiro (CTB), Conselho Nacional de
Transito (Contran) e Departamento Nacional de Transito (Denatran) por meio de
resolugoes, deliberagoes e portarias.

Nas proximas secoes serao abordados de forma sucinta a utilizacao e a definicao
dos documentos acima listados e as aplicacoes dos sistemas de identificacao modulares
neles presentes.

Além disso, devido a escassez de exemplos na bibliografia sobre o tema e tam-
bém a fim de preservar os dados dos usuarios e das instituicoes, foram utilizados exem-
plos com numeros ficticios. Vale ainda ressaltar que até a confeccao deste, os niimeros
de identificacao ou eram de dominio piblico ou nao estavam atribuidos a nenhuma

pessoa fisica ou juridica, exceto alguns de propriedade do autor.

3.2 Carteira Nacional de Habilitacao

Comecaremos nossa abordagem primeiramente observando a Figura 3.1:
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Figura 3.1 — Carteira Nacional de Habilitacao.
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Fonte: www.detran.sp.gov.br

Esta figura mostra uma Carteira Nacional de Habilitacdo (CNH), com seus
respectivos campos. Este ¢ um documento é regulamentado pelo CTB e seu modelo
segue a resolucao 192 de 30 de margo de 2006, ele é de porte obrigatorio e assegura que
a pessoa discriminada no documento esta apta a conduzir veiculos nas vias ptblicas.

Abordaremos a seguir a utilizacao de sistemas de identificacdo modulares neste

documento, para isso utilizaremos os campos que se referem a:
e Cadastro de Pessoa Fisica (CPF) do Condutor
e Nimero de Registro

e Numero do Registro Nacional de Carteira de Habilitagdo (Renach)

e Niumero do Espelho da Habilitacao

3.2.1 Cadastro de Pessoa Fisica (CPF)

Em 30 de dezembro de 1968 é instituido por meio do Decreto-lei n° 401 o Ca-
dastro de Pessoas Fisicas. O qual versava que o Registro de Pessoas Fisicas criado pelo

artigo 11 da Lei nimero 4.862 de 29 de novembro de 1965 é transformado no Cadastro
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de Pessoas Fisicas (CPF) e que o mesmo alcancaria as pessoas fisicas, contribuintes ou
nao do imposto de renda e seria de responsabilidade do Ministério da Fazenda.

Segundo a Receita Federal, o contribuinte que apresentou declaracao de ren-
dimentos do exercicio de 1969, ano-calendario de 1968, recebeu, no inicio de 1970,
juntamente com o Manual de Orientacao e formularios, duas vias do Cartao de Identi-
ficagdo do Contribuinte (CIC), emitidos eletronicamente e com prazo de validade. Os
cartoes emitidos até a década de 1970 tinham prazo e eram renovados quando esse
expirava.

A partir disto, a declaracao de rendimentos do imposto de renda das pessoas
fisicas passou a ter um campo para indicacao do namero de inscricao no Cadastro das
Pessoas Fisicas. Com o passar do tempo, o CPF ultrapassou os limites do imposto de
renda e tornou-se um documento de suma importancia no cotidiano do brasileiro.

A Figura 2.1 do Capitulo 2 é exemplo de CPF em formato plastico que deixou
de ser impresso nesse formato a partir de 06 de junho de 2011.

O CPF possui 11 caracteres, sendo que 2 deles se referem a digitos de verifica-
¢ao. Com base em Ghiorzi (2014, on-line), Goulart (2014, on-line) e S& (2014, on-line)
estes digitos de verificagao sao gerados por sistemas de identificacao modulares e cal-
culados da seguinte forma:

Seja o CPF do Condutor um nimero ajasas...ajpai1, onde ai,as,as,...,a,
a;; € {0,1,...,9} e ayp e aj; sao os digitos verificadores. Primeiramente calculamos

ayp, ele deve satisfazer a seguinte soma teste:

S = (Cbl,ag,(lg,...7a10) : (1079,8,71) =0 (mod ].1)
= 10ay + 9ay + 8az + Tay + 6as + bag + 4ay + 3as + 2a9 + a19 = 0 (mod 11)

ou seja,
9

ajp=—» (11 —1i)-a; (mod; 11).

i=1
Depois de encontrado a;g, passamos agora ao calculo de a;; que devera satis-

fazer a soma teste:

S = (al, as, as, ..., aio, CLH) . (11, ]_0, 9, 8, ceey 1) =0 (mod 11)
= 110,1 + 10@2 + 9&3 + 8@4 + 7CL5 + 6(16 + 5@7 + 40,8 + 3@9 + 2CL10 +a = 0 (IIIOd 11)

ou seja,
10

an =—» (12—1i)-q; (mod 11).

i=1
Observacao 3.1. Em todos os sistemas que aqui abordarmos, quando ocorrer que

a; = 10 (mod 11), teremos que a; = 0, ou seja, ao invés de inserirmos o digito “10
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(dez)”, sera inserido o digito 0 (zero).
Exemplo 3.2. Seja o nimero de um CPF 063210421a;pa11, temos que o algarismo a;

sera:
9

ap=—» (11—1i)-a; (mod11). (3.1)

=1

Expandindo a soma em (3.1) e substituindo os valores de aq, as, ..., a9, obtemos:
apo=—(10-0+9-64+8-34+7-246-14+5-04+4-44+3-2+2-1) (mod 11).
Equivalentemente,
ajp=—(0+54+24+144+64+04 16+ 6 + 2) (mod 11),

ou seja,
ajp = —122 (mod 11).

Como —122 = —1 (mod 11) e —1 =10 (mod 11), por transitividade, segue que
ap = 10 (mod ].1)

Logo, pela Observacao 3.1, temos que ajg = 0.

Calculando a;; obtemos:

ap;; = — i(lQ — 1) - a; (mod 11). (3.2)

i=1

Expandindo a soma em (3.2) e substituindo os valores de aq, as, ..., ajp, obtemos:
a; =—(11-04+10-6+9-3+8:-24+7-146-0+5-4+4-24+3-142-0) (mod 11),

isto é,
a1 =—(0+60+27+16+7+0+20+8+3+0) (mod 11).

Assim,
a;; = —141 (mod 11).

Como —141 = —9 (mod 11) e —9 =2 (mod 11), segue que
a;; =2 (mod 11).

Logo, a;; = 2 e o niimero do CPF é 063.210.421-02.
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3.2.2 Numero do Registro Nacional

De acordo com a Resolucao 192 de 30 de marco de 2006, o Registro Nacio-
nal, sera gerado pelo sistema informatizado da Base Indice Nacional de Condutores -
BINCO, o qual sera composto de 9 (nove) caracteres mais 2 (dois) digitos verificadores
de seguranca, sendo tinico para cada condutor e o acompanhara durante toda a sua
existéncia como condutor, nao sendo permitida a sua reutilizacao para outro condutor.

O célculo dos digitos verificadores é feito pelo mesmo processo utilizado para o
calculo do CPF a tinica diferenca é que ao término dos calculos de a9 e aq1, inserimos
os resultados da seguinte forma ajasazasasagaragsag — ajiaig, sendo este o nimero do
Registro Nacional calculados a partir ayasasasasagaragag.

Utilizando o exemplo acima o Ntmero de Registro que inicia-se em 321654987
teria os digitos a;p = 0 e ay; = 2, porém o Numero de Registro desta CNH seria
06321042120.

3.2.3 Numero do Registro Nacional de Carteira de Habilitacao
(RENACH)

Segundo o DENATRAN, o RENACH armazena toda a vida do condutor de
veiculo, desde o seu “nascimento” como candidato até a sua habilitacao, controlando
as mudancas de categoria, imposicoes de penalidades, suspensoes do direito de dirigir
e ainda mudanga de domicilio e transferéncia de estado. O RENACH controla ainda a
emissao da CNH e da PID - Permissao Internacional para Dirigir, que é o documento
necessario para que um brasileiro possa dirigir no exterior (nos paises signatéarios da
Convencao de Viena). Este ntmero do formuliario RENACH identificara a Unidade
da Federacao onde o condutor foi habilitado ou realizou alteragoes de dados no seu
prontuario pela dltima vez.

Regulamentado também pela Resolugao 192 de 30 de marco de 2006, o nimero
de identificagao estadual serd o niimero do formulario RENACH composto, obrigatori-
amente, por 11 (onze) caracteres, sendo as duas primeiras posigoes formadas pela sigla
da Unidade de Federacao expedidora, facultada a utilizacao da ultima posicao como
digito verificador de seguranca. Vale salientar que no Mato Grosso na tltima posicao
é utilizado digito verificador.

O nimero conforme descrito acima é disposto da seguinte forma:

UFajasa3a4a506070800

Para calcularmos o digito verificador do Renach recorreremos a soma teste que
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se segue:

S = (ay,as,as,...,as,a9)(9,8,7,...,2,1) =0 (mod 11)
= 9ay + 8ay + Taz + 6ay + bas + 4ag + a7 + 2as + ag = 0 (mod 11)

isto &,
8
ag = — 2(10 — 1) -a; (mod 11)
i=1
Exemplo 3.3. Se um condutor ¢ domiciliado no estado de Mato Grosso e ao ingressar
o processo de renovacgao de sua CNH possui seu ntimero Renach com os 8 primeiros

algarismos 14725836. Entao o digito verificador dessa sequéncia sera:

a9 =—Y (10 —1)-a; (mod 11). (3.3)

=1

Expandindo a soma em (3.3) e substituindo os valores de aq, as, . . ., ag, obtemos:
a9=—(9-1+8-4+7-T+6-24+5-5+4-8+3-3+2-6) (mod 11).
Dai, segue que
ag=—(9+32+49+12+25+ 32+ 9+ 12) (mod 11).

Assim,
ag = —180 (mod 11).

Como —180 = —4 (mod 11) e —4 =7 (mod 11), por transitividade, temos que
ag = 7 (mod 11).

Portanto ag = 7 e o Numero Renach é MT147258367.

3.2.4 Numero do Espelho da CNH

O Numero do Espelho da CNH ¢ formado por 9 caracteres, onde 1 deles é o
digito verificador. Este ntimero é regulamentado pela Resolugao 192 de 30 de marco
de 2006 e seu calculo é apresentado a seguir.

Seja ajasasasasagaragag o numero do espelho de uma CNH, onde ay, as, ..., a9 €

{0,1,...,9} e ag é o digito verificador. Temos que escolher ag de modo que:

ag = —ajazazasazagarag (mod 11).
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Observacao 3.4. Neste caso, ajasasasasagarag formam um sé6 nimero com oito alga-
rismos e nao a multiplicagao entre os algarismos de a; a asg.
Para melhor compreensao observemos o exemplo que se segue.

Exemplo 3.5. Uma pessoa que possua uma CNH cujo o espelho inicia-se com 12345678

devera possuir obrigatoriamente o digito verificador 7, pois
ag = —12345678 (mod 11)
e como —12345678 = —4 (mod 11) e —4 =7 (mod 11), temos que

ag =7 (mod 11).

3.3 Certificado de Registro de Veiculo (CRV) e Cer-
tificado de Registro e Licenciamento de Veiculo
(CRLV)

De maneira analoga a utilizada na secao anterior apresentaremos logo em se-

guida imagens dos documentos que serao nosso objeto de estudo nesta secao.

Figura 3.2 — Certificado de Registro de Veiculo.
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Figura 3.3 — Certificado de Registro e Licenciamento de Veiculo.
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Fonte: www.detran.sp.gov.br

A Figura 3.2 refere-se a um Certificado de Registro de Veiculo (CRV) regula-
mentado pelas Resolucoes 310,/2009, 187/2006 e 16/1998, conforme Glossario DETRAN-
RJ este documento é pelo Detran e define a propriedade de um veiculo a pessoa fisica
ou juridica. Por meio dele, o vendedor formaliza a autorizacao para a transferéncia de
propriedade. O certificado também é necessario nos processos em que ha alteracao de
caracteristicas do veiculo ou de qualquer dado de seu proprietario. Além disso, este
documento sempre é emitido em conjunto com o CRLV.

A Figura 3.3 refere-se a um Certificado de Registro e Licenciamento de Veiculo
(CRLV) que é normatizado pelas Resolugoes 187,/2006 e 16/1998 o qual segundo glos-
sario DETRAN-MG é emitido anualmente pelo Detran, que atesta a compatibilidade
de veiculo com as exigéncias legais determinadas pelo 6rgao legislador de transito. que
é emitido anualmente e atesta a compatibilidade de veiculo com as exigéncias legais
determinadas pelo 6rgao legislador de transito.

Nestes dois certificados podemos encontrar algumas aplicacoes dos sistemas de

identificacao modular, para a visualizacao de tais sistemas estaremos analisando os
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seguintes campos:
e Numero do Espelho do CRV/CRLV
e Codigo do Registro Nacional de Veiculos Automotores (RENAVAM)
e Nimero do Lacre

e Niamero do CPF/CNPJ]

3.3.1 Nuamero do Espelho do CRV/CRLV

De acordo com a Resolugdo do Contran n° 16/98 alterada pela Deliberacao
do DENATRAN n° 125 de 24 de abril de 2012 o Numero do Espelho do CRV/CRLV
tem a funcao de identificar a cédula e possui 12 digitos, sendo 11 digitos numéricos e
um digito numérico verificador e para o calculo do digito verificador sera utilizado o
modulo onze, com peso de 2 a 9, voltando ao 2, a partir da mais baixa ordem, ou seja,

da direita para a esquerda. Matematicamente:

S = (a1, as,as,...,an) - (4,3,2,9,8,7,6,5,4,3,2,1) = 0 (mod 11)

> (5—i)-ai+ (13—1)-4 =0 (mod 11)

i=1 %

S:

Logo,

ajp = — [2(5 —i)-a;+ Y (13 —4)- ai] (mod 11).

i=1 1=4

E importante observar que o nimero do espelho CRLV muda anualmente de-
vido ao licenciamento obrigatorio, uma vez que é impresso novo documento, porém o
numero do espelho do CRV permanece o mesmo, ja que nao ha troca de CRV nesse
procedimento. Mas, convém ainda ressaltar que tendo a mesma numeracao ou nao,

ambos seguirao o padrao acima estabelecido para determinacao do digito verificador.

3.3.2 Registro Nacional de Veiculos Automotores (RENAVAM)

De acordo com o DENATRAN, RENAVAM ¢ o Registro Nacional de Veiculos
Automotores. Trata-se de um grande banco de dados que registra toda a vida do
veiculo, desde seu “nascimento” (quando o fabricante ou importador registra seus dados
originais), passando pelo emplacamento, troca de propriedade, mudanca de estado,
mudancas de caracteristicas até sua “morte” quando este sai de circulagao.

Em virtude da Portaria DENATRAN n° 27/2013, desde 1° de abril de 2013,

o codigo RENAVAM passou a ser composto de 11 digitos numéricos, sendo um deles
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digito numérico verificador. A numeracao anterior regulamentada pela Portaria DE-
NATRAN n° 03/1986 possuia 9 digitos sendo um deles de verificagao e terdo acrescidos
zeros & esquerda e nao serao alterados. A forma de calculo é semelhante ao Nimero
do Espelho do CRV/CRLV a diferenca esta apenas no ntimero de caracteres. Sendo

assim, para o codigo RENAVAM aqasas ... a;; temos que,
S = ((11, ag, as, . .. ,all) . (3, 2, 9, 8, 7, 6, 5,4, 3, 2, 1) =0 (mod 11)

ou seja,
2

10
an=—|Y (4—i)-a;+» (12—i)-q;| (mod 11),
=3

=1

3.3.3 Lacre Eletrdénico

O lacre eletronico foi criado pela Portaria DENATRAN n° 272 de 21 de de-
zembro de 2007, devido a necessidade de que os lacres aplicados nas placas de veiculos
automotores fossem fiscalizados quanto a origem de fabricacao, distribuicao, aplicacao
e descarte, o que possibilitaria agregar maior seguranca e reduziria, ainda mais, a pos-
sibilidade de fraude. O DETRAN do Estado de Mato Grosso por meio da Portaria n°
010/2010/GP/DETRAN/MT foi um dos primeiros a implementar o lacre eletronico.
Este apresenta uma numeracao sequencial de 10 digitos, onde um deles é um digito
verificador, seguidos da sigla MT e tem sua aplicagao registrada em sistema de controle
informatizado proprio, de forma a fazer constar o nimero do lacre utilizado no cadastro
do Veiculo, e no Certificado de Registro e Licenciamento do Veiculo (CRLV). Assim o

niamero do Lacre tem este formato:
a1a2a3a4a5a6a7a8a9a10UF

Figura 3.4 — Nimero do Lacre de um veiculo.

Fonte: elaborado pelo autor, 2014.

O calculo do digito verificador a;g é semelhante aos ja apresentados, diferenci-
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ando apenas quanto a quantidade de caracteres, ou seja,

aln = —

201 + Y (11—1i)- ai] (mod 11)

Exemplo 3.6. Na figura de um lacre eletronico apresentado na Figura 3.4, podemos
observar a seguinte numeracao 0018210392MT, ou seja, a;p = 2. Confiramos se esta

numeracao é valida. De fato, pois
apn=-2-0+49-04+8-14+7-846-24+5-1+4-0+3-3+2-9] (mod 11),

isto é,
a0 =—[0+0+8+56+12+5+0+ 9+ 18] (mod 11),

assim,
ajp = —108 (mod 11)

e como —108 = —9 (mod 11) e —9 =2 (mod 11), logo
ajp = 2 (mod 11).

Sabemos que o CRV e o CRLV podem ser impressos em nome de pessoa fisica
por meio do CPF ou pessoa juridica através do CNPJ, porém como ja falamos sobre o

CPF neste capitulo, abordaremos em seguida o CNPJ.

3.3.4 Cadastro Nacional de Pessoas Juridicas (CNPJ)

Segundo a Receita Federal, o Cadastro Nacional da Pessoa Juridica (CNPJ), foi
instituido em 1998, em substitui¢ao ao antigo Cadastro Geral de Contribuintes (CGC).
Surgiu como uma proposta de racionalizacao de recursos e procedimentos dos diversos
cadastros existentes e previa a adesao de todas as administragoes tributarias estaduais
e municipais, com posterior integracao nacional do cadastro tributario. Possui 14
caracteres, sendo 2 deles para verificagao.

Com base em Ghiorzi (2014, on-line) e Goulart (2014, on-line), podemos en-
contrar os digitos verificadores da seguinte forma:

Seja ajasas . . . ajzars 0 nimero de um CNPJ, onde a3 e a4 sao digitos verifi-

cadores. Primeiramente obtemos a;3 como segue:

4

a3 = — Z(6—i)~ai+2(l4—i)~ai (mod11)

i=1
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E posteriormente, de posse de a3, temos que a4 sera:

5 13
ay=—|Y (7—i)-a;+» (15—i)-a;| (modll)
i=1 i=6
Finalizamos este capitulo apresentando uma anélise dos sistemas de identifica-

¢ao presentes nas guias de recolhimento emitidas no DETRAN/MT.

3.4 Guias de Arrecadagao Emitidas pelo DETRAN/MT

Estaremos analisando as guias necessarias para a renovacao do CRLV, ou seja,
as guias do Imposto sobre a Propriedade de Veiculos Automotores (IPVA), do Licencia-
mento Obrigatério e do Seguro de Danos Pessoais Causados por Veiculos Automotores
de Via Terrestre (Seguro DPVAT), por terem caracteristicas comum as demais guias
emitidas pelo DETRAN/MT. Nestas guias, além dos casos ja citados neste capitulo,
podemos encontrar sistemas de identificacao modulares nas representagoes numeéricas
do codigo de barras.

Essas guias de arrecadacao seguem o padrao estabelecido pela Federacao Bra-
sileira de Bancos (Febraban), em seu manual numero 04 de utilizacdo do codigo de
barras vigente desde 01/04/2005, disponivel em http://www.febraban.org.br.

A Figura 3.5 mostra o modelo de co6digo de barras que é utilizado nas guias de
arrecadacao emitidas pelo DETRAN/MT.

Figura 3.5 — Cédigo de barras.

217700000000 | [010036509702 | [411310797050 | | 00143370831 8 |

Fonte: www.febraban.org.br
Analisaremos nos codigos de barras apenas a sua representacao numérica que
encontra-se localizada logo acima do codigo de barras. Essa representagao numérica

é composta por 4 boxes, onde dentro de cada box existem 11 posicoes, acrescido de 1
digito verificador, m6dulo-10 ou modulo-11 de acordo com o cédigo de moeda escolhido.
Como os digitos verificadores sao usados para detectar possiveis erros de digitacao, logo,
nao estao representados nas barras que compoe o codigo.

A Tabela 3.1 mostra como serd o conteiido do codigo.
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Tabela 3.1 — Contetido de um codigo de barras.

Posigao | Tamanho Contetdo
01-01 1 Identificacao do Produto
02-02 1 Identificacao do Segmento
03-03 1 Identificacao do valor real ou referéncia
04-04 1 Digito verificador geral (médulo 10 ou 11)
05-15 11 Valor
16-19 4 Identificacdo da Empresa/Orgao
20-44 25 Campo livre de utilizagdo da Empresa/Orgao
16-23 8 CNPJ / MF
24-44 21 Campo livre de utilizagdo da Empresa/Orgao

Fonte: www.febraban.org.br

A Tabela abaixo se refere a funcao dos campos especificos no codigo de barra.

Tabela 3.2 — Fungao dos campos especificos no codigo de barra.

Campo Especi-
fico

Funcao

Identificacao  do
Produto

Constante “8” para identificar arrecadacao

Identificacao  do
Segmento

Identificard o segmento e a forma de identificacdo da Em-
presa/Orgao:

1. Prefeituras;

2. Saneamento;

3. Energia Elétrica e Gas;
4. Telecomunicacoes;

5. Orgdos Governamentais;

6. Carnés e Assemelhados ou demais Empresas/Orgdos
que serao identificadas através do CNPJ;

7. Multas de transito;

9. Uso exclusivo do banco.

(continua)



28

Tabela 3.2 — Funcao dos campos especificos no codigo de barra. (continuagao)

Campo
fico

Especi-

Funcgao

Identificador de
Valor Efetivo ou
Referéncia

Este campo sera:
“6” — Valor a ser cobrado efetivamente em reais com codigo
verificador calculado pelo médulo 10 na quarta posicao do co-
digo de barras e valor com 11 posigoes sem qualquer alteragao;
“r" — Quantidade de moeda
Zeros — somente na impossibilidade de utilizar o valor
Valor a ser reajustado por um indice com digito verifi-
cador calculado pelo médulo 10 na quarta posi¢ao do Codigo
de Barras e valor com 11 posigoes;
“8” — Valor a ser cobrado em reais com digito verificador cal-
culado pelo modulo 11 na quarta posicao do Codigo de Barras
e valor com 11 posicoes sem qualquer alteracao;
“9” — Quantidade de moeda
Zeros — somente na impossibilidade de utilizar o valor;
Valor a ser reajustado por um indice com digito verifi-
cador calculado pelo moédulo 11 na quarta posicao do Codigo
de Barras e valor com 11 posicoes.

Digito Verificador

Digito de auto conferéncia dos dados nos Codigos de Barras.

Valor Efetivo ou
Valor de Referéncia

Se o campo “03 — Codigo de Moeda” indicar valor efetivo, este
campo deverd conter o valor a ser cobrado.

Se o campo “03 — Codigo de Moeda” indicar valor de referén-
cia, neste campo poderd conter uma quantidade de moeda,
zeros, ou um valor a ser reajustado por um indice, etc.

Identificacao  da
Empresa/Orgdo

O campo identificacao da Empresa/Orgao tera uma condicao
especial para cada segmento:

— Serd um co6digo de quatro posicoes atribuido e contro-
lado pela Febraban, ou as primeiras oito posicoes do cadastro
geral de contribuintes do Ministério da Fazenda.

— Se for utilizado o CNPJ para identificar a Em-
presa/()rgéo, haverd uma reducao no seu campo livre que
passard a conter 21 posigoes.

— No caso de uso do Segmento 9, este campo devera conter
o c6digo de compensacao do mesmo, com quatro digitos.

E através desta informacdo que o banco identificara a quem
repassar as informacoes e o crédito.

Cada Banco definira a forma de identificacao da empresa a
partir da 20* posicao.

Campo Livre

Este campo é de uso exclusivo da Empresa/Orgao e sera de-
volvido inalterado.

Se existir data de vencimento no campo livre, ela devera vir
em primeiro lugar e em formato AAAAMMDD.

Fonte: www.febraban.org.br
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Logo a seguir apresentamos dois tipos de digito verificadores que compoe a
representacao numérica: o digito verificador geral, que constara na 4* posicao do codigo
de barras e o digito verificador especifico para cada agrupamento de 11 posi¢oes (box)
que serd inserido apo6s cada um desses agrupamentos.

Deste modo, existe a necessidade de primeiramente obtermos o digito verifica-
dor geral para posteriormente encontrarmos os outros digitos verificadores que compoe
apenas a representacao numérica do cédigo de barras.

A representacdo numérica do codigo de barras sera da seguinte forma:
a10a2a30Qy . . . alldlalgalg Ce a22d2a23a24 ce a33d3a34a35 c. a44d4

onde, ay,as,as,as,...,as sao caracteres do codigo de barras, di,...,ds sao os di-
gitos verificadores especificos e a4 é caractere do codigo de barras e digito verifica-
dor geral. Além disso, temos que a; = 8, ay € {1,2,...,7,9}, a3 € {6,7,8,9} e
a4,...,a44,d1,...,d4 S {0,1,,9}

Para o calculo dos digitos verificadores é necessario que se observe a 3% posi¢ao
do co6digo, ou seja, ag que representa o “Codigo de Moeda”, pois é ele quem determinaré
se os digitos verificadores serao obtidos pelo moédulo 10 ou pelo médulo 11.

Se a3 = 6 ou az = 7 calcular-se-a os digitos verificadores pelo médulo 10 da
seguinte forma:

— Digito verificador geral:

Seja S a soma de todos os algarismos dos nimeros 2ay, as, 2as, as, 2ag, a7, 2as, - . . , 443, 2044.

Assim sendo, o digito verificador geral seréa:
as = —S (mod 10)

— Digitos verificadores especificos:
Seja S; a soma de todos os algarismos dos nimeros 2aq, as, 2a3, ay, . . . ,2a1;. Temos
que
d; = —S; (mod 10)

Seja S, a soma de todos os algarismos dos nimeros 2a1s, a13, 2014, - . . , 2a29. Temos que
dy = —S; (mod 10)

Seja S3 a soma de todos os algarismos dos nimeros 2as3, aoy4, 2as9s, - . . , 2a33. Temos que
d3 = —S3 (mod 10)

Seja S4 a soma de todos os algarismos dos nimeros 2asy, ass, 2asg, - - - , 2a44. Temos que



dy = —S4 (mod 10)
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Se ag = 8 ou ag = 9 calcular-se-a os digitos verificadores pelo médulo 11 da

seguinte forma:

— Digito verificador geral:

3

-1

i=1)

Qg

ou equivalentemente,

12
(5—d)a; + » (14— i)a; +
=5

+ 2(38 —i)a; + 2(46 —i)a;

=29

=13

1=37

i=1

+3agi+3 + 2agi+4)} (mod 11)

— Digitos verificadores especificos:

3

> (22— i)a; + > (30 —i)a

=21

] (mod 11)

5
—i)a; + 2(968173 + 8ag;—2 + Tagi—1 + 6ag; + dagi1 + 4ag;2

d = — [2(5 —i)a; + Yy (13— i)ai] (mod 11)

da

1=

14 22

Li=12 =15

[ 25

Li=23 1=26

[ 36

Li=34 1=37

> (16 —i)ai+ Y (24 —i)a
> @7 —i)ai+ Y (35 —i)a
> (B8 —i)a;+ Y (13 —i)a

(mod 11)

(mod 11)

(mod 11)

Para que a visualizacao das aplicacoes dos conceitos abordados nessa se¢ao nas

guias do DETRAN/MT seja facilitada, estaremos introduzindo a seguir subsecoes que

versarao respectivamente sobre as guias de Licenciamento, IPVA e Seguro DPVAT.

3.4.1 Guia de Licenciamento de Veiculo

A Figura 3.6 ilustra o modelo uma guia referente a taxa de licenciamento do

veiculo, o valor desta guia é divido entre 0o DETRAN/MT para custear as despesas do

6rgao com a emissao do CRLV e a Secretaria de Seguranca Piblica que investe nas
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mais diversas areas de sua competéncia. Sua emissao pode ser efetuada através do site
www.detran.mt.gov.br com o c6digo RENAVAM e a placa do veiculo ou em um posto
de atendimento do DETRAN/MT.

Figura 3.6 — Guia de arrecadacao da taxa de licenciamento do veiculo.

# Via Contribuinte

3 (SR L] T - AL SRALD A0 SELG FISCAL
GOVERNO DO ESTADO DE MATO GROSSO
SECRETARIA DE ESTADO DE FAZENDA WYFAR P
DOCUMENTO DE ARRECADACAD - DAR — MODELD 1 - AUT CERIGATORID O USO DO
SELO FISCAL MA SAIDA
TV - ROWIE 00 COMTRIBONTE - O U PR PARA DUTRA UF,
0 - PR, 0 COMPLETD 06 - PEORCKD ReTADUAL |
O - RESERVALD AD WP DO SELO FSCAL 08 - WP FARCELA, 0% — LRI O, LA L T AN
0 - HORE O Wi = = BED Y R L L T
BARRA DO GARCAS 65005 010372014 HM0YH4 Controle: 6841325527
= ESPECFICALID ok, RECEITA ERE <] W - LR
TAXAS DETRAN 8335 100,00
= ST T TR B AL WO | Ada, T ]
0,00
BLTE =
- 0.00
T -
0,00
[T} W - vALOR
0,00
TOTAL A RECOLHEN 31 —vALO 100,00
TH - VALDH & FECLAER FOR ESTALD W = AT E A A WAELAFICA
CEM REAIS

Modelo aprovada pela Portarks n® 0852002 - SEFAZ

Fonte: elaborado pelo autor, 2014.
Ao observarmos a representagao numérica do codigo de barras desta guia po-

demos notar que:

a; = 8, pois trata-se de uma guia de arrecadacao

as = b, pois refere-se a 6rgaos governamentais (DETRAN/MT)

az = 8, por se tratar de valor a ser cobrado efetivamente em reais e os digitos
verificadores devem ser calculados pelo médulo 11.

ay = 3 é o digito verificador geral, pois

3 12 20 28
w=—|> G-ia+ Yy (14—ia+ Y (22—i)a+ Y (30— i)
i=1 =5 =13 =21

+) (38 —i)a; + » (46 —i)a;| (mod 11).

1=29 1=37

Retirando os somatorios obtemos,

[4ay + 3as + 2a3 + a5 + 8ag + Tay + 6as + bag + 4ayg + 3a11 + 2a12+
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+9a13 + 8ay4 + Tais + 6a16 + dayr + 4ais + 3ag + 2a90+
+9as1 + 8asy + Tassy + 6asy + dass + 4asg + 3asy + a8+
+9as9 + 8asg + Taszy + 6aze + dass + 4agy + 3ass + 2az6+
+9as7 + 8asg + Tasg + 6asg + dagy + 4dass + 3asz + 2a44].

Logo,
as=—324+15+164+3+54+8+9+4+8+28+15+ 12+ 3+ 12+ 27+ 24 + 35+

18+ 16 436+ 8+ 21 + 12+ 25 + 36 + 6 + 14) (mod 11)

Ou seja,
ay = —448 = —8 = 3 (mod 11)
ay = 3 (mod 11)
as, . ..,a15 = 00000010000 representam o valor da guia, onde ay4a;5 sao o0s

centavos. Assim esta guia é de R$ 100,00.

a6, - - .,a19 = 0123, nimero que identifica a quem deve ser depositado (DE-
TRAN/MT)

as, - - -, a8 = 20140331, é a Data de vencimento no formato AAAAMMDD.

agg, . - ., azy = 6335, codigo que se refere a taxa do DETRAN/MT.

ass, . ..,a4 = 0006841352927, sao nimeros de controle de uso exclusivo do
61ga0.

dip =17, dy =0, d3g =2 e dy = 6 sao os digitos verificadores especificos

calculados da seguinte forma:

324+15+1642742)=-92=—-4=7 (mod 11),

—(

—(7T4+124+154+8+2) = —44 =0 (mod 11),
—(164+6+27+8+42+18+15+20) = —-152=-9=2 (mod 11) e
—(

di
do
ds
dy

18 +16+36 +8+21 +12+25+ 3646 + 14) = —192 = —5 =6 (mod 11).

Dessa forma, conseguimos verificar cada digito verificador e ainda obter a partir
do ntimero do codigo de barras varios dados, como por exemplo, a data de vencimento
e o valor.

A seguir apresentaremos o conceito e destinagao do IPVA e ainda mostraremos

o modelo de guia utilizado para seu recolhimento.
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3.4.2 Guia do Imposto sobre a Propriedade de Veiculos Auto-
motores (IPVA)

O Imposto sobre a Propriedade de Veiculos Automotores (IPVA), é um imposto
cuja arrecadagao ¢ anual e obrigatoria a todos que possuem veiculos automotores. E
seu pagamento é requisito obrigatorio para obtengdao do CRLV. A receita do IPVA
é partilhada entre o Estado (50%) e o Municipio (50%) de domicilio do proprietario
e destina-se ao financiamento de servicos basicos a populacao como satde, educacao,
transporte, seguranca, habitacao, etc., nao sendo portanto obrigatoria sua destinacao
para melhoria das vias. A fim de ndo tornar a leitura macante e por se tratar de
processos de formagao inteiramente analogos aos da guia de licenciamento estaremos

apenas apresentando o modelo da guia de IPVA.

Figura 3.7 — Guia de arrecadacao do IPVA.

¥ Wia Comniyibisimte
. T - RESERVACD T - RE SR WAL A SHLD F LA
_ GOVERMNO DO ESTADO DE MATO GROSS0D
SECRETARIA DE ESTADO DE FAZENDA WTFAR T )
DOCUMENTO DE ARRECADACAD ~ DAR - MODELD 1 - AT OBRIGATORID O US0 DO
SELOFISCAL MA SAIDA
T - WO D0 LT BT E ™ - CAP I O P PARA OUTRA UF,
[ = DR Sl Yo =
O - RESERVADD A0 W DO SLO P SCAL 08 - W FRBGILA ™ - ALY
T gy T8 - GO0 T - FRRAD0 RF = - DATA WERCTE, T - BF COMPLDMIMTARES |
BARRA DO GARGAS 65005 2 0006/2014 Controle: 183248712
T = EL PR neai At On RECEIT, - T T - VALO
IPVA | DATA EMESSAO: 10/06/2014 6114 8514
T = A O o PR TAd B S TR oET [ Ty T =
0,00
I T =TT ]
0,00
AR R
0,00
TSE W0 - VALCA
54,57
Tot - =TT
G A RECDLHER 1 W
T - VALDH & BECOLAER FOR ESTADD W - AT UECANCA
CENMTO E QUARENTAE QUATRO REAIS E SETENTAE UM CENTAVOS

MICOEK: JpTovada peld POnar i 0852000 - SEFAZ
447 F2011- 0018324-5 87120650 ]

1
Fonte: elaborado pelo autor, 2014.
Esta guia pode ser emitida pela internet no www.sefaz.mt.gov.br com o coédigo

renavam ou com o NIV (Numero de Identificacdo Veicular) também conhecido como
chassi, ou ainda, em qualquer posto de atendimento do DETRAN/MT.

Finalizando este capitulo, mostraremos agora como é a representacao numérica
do cddigo de barras de uma guia de Seguro DPVAT e como sao aplicados os recursos

desse seguro.
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3.4.3 Guia do Seguro DPVAT

Nesta secao serd analisada a guia de recolhimento do Seguro de Danos Pessoais
Causados por Veiculos Automotores de Via Terrestre (Seguro DPVAT), que tem 50% de
seu valor destinado ao pagamento de indenizagoes e a manutengao do Seguro DPVAT
em todo o Brasil, e os outros 50% sdo destinados ao Fundo Nacional de Saude (45%)
que custeia despesas médico-hospitalares de acidentados no transito e ao DENATRAN
(5%), para desenvolvimento de programas de prevencao de acidentes no transito. Esta
guia pode ser emitida pelos sites:
http://www.detran.mt.gov.br ou http://www.dpvatsegurodotransito.com.br/index.aspx

Ou se o usuéario preferir pode ir até uma CIRETRAN ou Agéncia de Transito
de sua cidade.

A Figura 3.8 mostra um modelo de guia de Seguro DPVAT:

Figura 3.8 — Guia de Seguro DPVAT.

Homs Documants
BD0073641259
Seguradora Lider Placa Eaaal Racaram
Consoreios do seguro DPVAT e -
Seguro DPVAT 2044 292,01
85670000002-3 52010924860-8 SB000736412-3 590021114111

— Autenticaglo Mecnica - Via do Segurada______

COME B
Maime Dioc Ui
BOD073641259
Seguradora Lider Flaca |'5'*“' Renaveen
n
Consarcios do seguro DPVAT Sesiis e
Seguro DPVAT 2014 292,01
570000002-2 92010924860-8 82000736412-3 58002111411-1 - Aenticagh Mactmica - Via 40 DONCO e

BG 20109 8 3 12

Quando analisamos a representacao numérica do cédigo de barra desta guia

(IR

Fonte: elaborado pelo autor, 2014.

apresentada na Figura 3.8 podemos averiguar que:

a; = 8, pois trata-se de uma guia de arrecadacao.

as = 6, neste caso, temos uma empresa a Seguradora Lider dos Consoércios do
Seguro DPVAT, ou simplesmente, Seguradora Lider DPVAT.

az = 6, por se tratar de valor a ser cobrado efetivamente em reais e todos os

digitos verificadores devem ser calculados pelo médulo 10.

ay = 7 ¢ o digito verificador geral, pelo fato de que como,



2a1 = 16 as, =6 2a3 =12 as =0 2a6 =0
ay; =0 2a8 = 0 ag =20 2010 =0 | a1 =2
app = 18 a3 = 2 2014 =0 a5 =1 2a16 = 0
a7 =9 | 2a18=4 a9 =4 | 2a90=16 | as =6
2a99 =0 | a3 =8 | 2a94 =16 ag95 =0 | 2a95 =0
a7 =0 | 2008 =14 | a9 =3 | 2a3=12| az =4
2030 =2 | a3 =2 |2a34=10| a3s =9 | 2a3 =0
as7 =0 | 2a38 =4 asg =1 2040 =2 | a1 =1
2040 = 8 ass =1 2044 = 2
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S=(14+6+6+1+2+2+1+8+24+14+94+4+4+14+6+6+8+1+6+1+
+44+3+1+2+4+24+2+14+0+9+4+14+2+1+8+1+2)

S =123.

Logo,
ag = —123 = =3 =7 (mod 10).

as, . ..,a15 = 00000029201 representam o valor da guia, onde ay4a;5 sao 0s
centavos. Assim esta guia é de R$ 292,01.

a6, - - -, azg = 09248608 sao os primeiros algarismos do CNPJ 09.248.608 /0001-
04 da Seguradora Lider DPVAT que identificam a quem deve ser depositado.

a4, - - -, (g4 = 800073641259002111411, sao ntimeros de controle de uso exclu-
sivo da empresa.

di=3,dy, =8, d3 =3 e dy =1 sao os digitos verificadores especificos cuja

confirmacao mostra-se através de:

1+46+6+1+2474+4)=—-27=3 (mod 10),
1

F84241+94+4+4+1+6+6)=—42=8 (mod 10),

1+6+8+7+6+6+8+1+4)=—-47=3 (mod 10) e

dy = —(
dy = —(
ds = —(
di=—1+4+9+4+14+24+148+1+2)=-29=1 (mod 10).

Assim sendo, conseguimos verificar pela analise tao somente da representacao
numérica do codigo de barras das guias de Seguro DPVAT, nao apenas cada digito
verificador, mas devido o padrao estabelecido pela FEBRABAN, temos acesso ao oito

primeiros numeros do CNPJ da empresa arrecadadora, o valor e sabemos que a guia

nao possui uma data de vencimento.
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No proximo capitulo veremos como utilizar em sala de aula os conceitos até aqui
abordados e como essas ferramentas mateméaticas podem proporcionar um ambiente

para a aprendizagem sobre temas relacionados ao transito.



CAPITULO 4

ABORDANDO O TRANSITO EM SALA
DE AULA A PARTIR DO ESTUDO DOS
DIGITOS VERIFICADORES

4.1 Os Temas Transversais e o Transito

A Seguradora Lider, empresa responsavel pelo pagamento das indenizagoes,

divulgou em seu boletim ANO 03, volume 04, dentre outras informagoes, a seguinte:

Tabela 4.1 — Indenizacoes Pagas.

Quantidades

Jan a Dez 2013
MNatureza da Indenizacdo  Jan a Dez 2012 % Jan a Dez 2013 x
Jan a Dez 2012
Morte 60.752 12% 54.767 9% -10%
Invalidez Permanente 352.495 69% 444,206 70% 26%
Despesas Médicas (DAMS) 94.668 19% 134.872 21% 42%
Total 507.915 100% 633.845 100% 25%

Periodo: Jan a Dez/2012 e Jan a Dez/2013
Fonte: Seguradora Lider DPVAT.

Esta tabela mostra as indenizacoes pagas nos anos de 2012 e 2013, e apresenta
ainda uma comparacao entre eles. Podemos notar que o nimero de mortes reduziu
cerca de 10% para ainda alarmantes 54767 mortos que ainda é superior ao nimero de
50108 mortos em homicidios (ONU, 2014, on-line). Enquanto o nimero de vitimas

por invalidez cresceu 26% e o numero de solicitacoes de indenizagoes por gastos com
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despesas médicas aumentou impressionantes 42% chegando a 134872 atendimentos.

Este boletim ainda mostra que a faixa etaria entre 18 e 34 anos representam
50,9% do total e que os homens representam cerca de 78,7% das vitimas nesta faixa
etaria.

Entendendo a urgéncia do tema e acreditando que por meio da educacao sera
possivel reduzir o ntimero de mortos e feridos em acidentes de transito e construir
uma cultura de paz no espaco publico, faz-se necessario agoes comprometidas com a
educacao para o transito, pois por dela podemos formar cidadaos com valores ligados
a ética e a cidadania. (BRASIL, 2009, on-line).

Neste aspecto, o Codigo de Transito Brasileiro versa em seu art. 1 §2° que o
transito, em condicoes seguras, ¢ um direito de todos e dever dos 6rgaos e entidades
componentes do Sistema Nacional de Transito (SNT). Além disso, o Capitulo VI do
CTB, compreendido do art.74 ao art.79, determina que a educacdao para o transito
devera ser promovida em todos os niveis educacionais, por meio de planejamento e
agoes coordenadas entre 6rgaos e entidades que compoe o SNT.

Entretanto, a Lei de Diretrizes e Bases da Educacdo Nacional (BRASIL, 1996)
nao contempla o estudo do transito em sua base nacional comum. Da mesma forma,
os Referenciais Curriculares Nacionais da Educagao Infantil (RCNEI) e os Parametros
Curriculares Nacionais do Ensino Fundamental e Médio (PCN) nfo indicam o transito
sequer como tema transversal, apenas como tema local.

Quando observamos os Parametros Curriculares Nacionais (BRASIL, 1997)

encontramos a seguinte definicao de transversalidade:

Transversalidade diz respeito & possibilidade de se estabelecer na pra-
tica educativa, uma relacao entre aprender na realidade e da realidade
de conhecimentos teoricamente sistematizados (aprender sobre a re-
alidade) e as questoes da vida real (aprender na realidade e da reali-
dade).

Dessa forma, os temas transversais tém por objetivo trazer a tona, em sala de
aula, questoes sociais que possibilitem a construcao da democracia e da cidadania.

Entretanto, quando comparamos a definicao de transversalidade e os pré-requi-
sitos observados para que um tema possa ser considerado um tema transversal, verifica-
se facilmente que o transito atende a todos os requisitos e nao somente pode, como deve
ser inserido de forma transversal em todas as disciplinas. Pois, trata-se de um tema
inerente a realidade de todas as pessoas, em todos os tempos, em todos os lugares, além
de ser um tema de urgéncia social, abrangéncia nacional, que possibilita sua abordagem
nas diversas etapas do processo de aprendizagem e ainda fornece mecanismos para a

compreensao da realidade e participagao social.
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Convém ressaltar que qualquer acao educativa direcionada as instituicoes de
ensino (escolas, universidades, etc.) nao deve ter como objetivo primordial formar
futuros motoristas, uma vez que, o transito é formado por diversos componentes, entre
eles o motorista é apenas uma peca desse imenso quebra-cabecas. Dessa forma, estas
acoes devem levar os alunos a analisar, refletir e debater sobre temas comuns a todos

como:

e O respeito as leis de transito e ao espago ptublico;
e A convivéncia entre pessoas pelas ruas da cidade, baseada na cooperacao;

e Tolerancia, igualdade de direitos, responsabilidade, solidariedade e tantos outros

valores imprescindiveis para um transito mais humano.

4.2 A Matematica e o Transito

Segundo os PCN (BRASIL, 1997) a matemaética é indispenséavel a vida em so-
ciedade, haja vista que nao h& como separar a compreensao e a tomada de decisoes
diante de questoes politicas e sociais da capacidade de analisar informacoes expressas
em dados estatisticos ou indices. De outra forma, podemos dizer que para exercer a ci-
dadania, todo cidadao deve ser capaz de saber calcular, medir, raciocinar, argumentar,
tratar informagoes estatisticamente, etc.

Vista assim, a matematica torna-se um instrumento indissociavel da vida co-
tidiana de todas as pessoas: comprar, pagar, receber, ou seja, ¢ de suma importancia
compreender as diferentes abordagens matematicas como graficos, tabelas, esquemas e
etc.

Quando pensamos em inserir o transito na matematica encontramos algumas

orientagoes, como as que 0 DENATRAN propoe por meio da portaria 147/2009:

O transito pode ser inserido na Matematica a partir de dados nu-
méricos, representados em tabelas ou graficos, relacionados a frota
veicular, ao numero de acidentes, ao nimero de vitimas fatais e nao-
fatais, a densidade demogréfica, & extensao territorial, entre outros
indicadores.

Estudar e debater sobre o ntmero de acidentes; estabelecer relactes
entre o aumento populacional e o aumento da frota veicular; pes-
quisar as causas das mortes em acidentes de transito; identificar a
faixa etaria das vitimas do transito; identificar os veiculos que mais
se envolvem em acidentes, entre outras atividades, produzira apren-
dizagens significativas sobre o tema. A elabora¢do e o levantamento
de dados também podem sugerir a construcao de graficos, de tabelas,
de esquemas, incentivando a producao de linguagens mateméticas.
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A resolucdo de problemas também pode partir de situagoes ocorridas
no transito. Assim, os alunos poderao calcular valores atribuidos a
multas, pontuagoes referentes as infracoes cometidas, etc.

Ou ainda, segundo Minas Gerais (2003) que sugere que essa transversalidade
do transito na matematica possa ser efetuada por meio de: resolucoes de problemas,
jogos, elaboracao e analise de esquemas, tabelas e graficos com dados estatisticos ou
ainda por meio da geometria. Utilizando os mais diversos recursos como: livros, jornais,
revistas, sites, fotos, filmes e etc....

Porém, todas essas possibilidades de integrar matematica e o transito estao
de alguma forma ligadas a utilizacao de dados estatisticos ou a geometria, o que sem
dividas é deveras proveitoso. Entretanto, apresentaremos a seguir uma proposta al-
ternativa, que tem por finalidade proporcionar a interacao entre matematica e transito
de uma forma pouco convencional, valendo-se dos conceitos matematicos da aritmética
modular presentes nos sistemas de identificacao modulares com digitos verificadores
usados em documentos e guias emitidos pelo DETRAN/MT.

Dessa forma, esperamos que o aluno possa vivenciar a matematica de maneira
concreta, a fim de que possa participar do processo de ensino-aprendizagem.

Apresentaremos a seguir uma proposta alternativa, que tem por finalidade pro-
porcionar a interacao entre matemaética e transito, valendo-se dos conceitos matemati-
cos presentes nos sistemas de identificacao modulares com digitos verificadores usados
em documentos e guias emitidos pelo DETRAN/MT. Dessa forma, esperamos que o
aluno possa vivenciar a matemética de maneira concreta, a fim de que possa participar

do processo de ensino-aprendizagem.

4.3 Atividade Proposta

O modelo a seguir foi baseado em Silva (2013, on-line).
Atividade: Matemaética e transito ligados pelos digitos.

Ano de escolaridade: 6° ao 9° do Ensino Fundamental e do 1° ao 3° ano do Ensino
Médio.

Unidade de ensino: Divisibilidade/ Divisao Euclidiana/ Produto Escalar/ Congruéncia.
Recursos: Xerox da CNH, CRLV e Guias de Licenciamento, Seguro DPVAT e IPVA.

Estratégias: Utilizar documentos e guias de arrecadacdo do DETRAN/MT com a

auséncia dos digitos verificadores em alguns campos.
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Objetivos especificos:

e Determinar os digitos verificadores dos codigos que sao formados por sistemas de

identificacao modulares;

e Verificar se a representagao numérica de um coddigo de barras de uma guia esta

correta ou nao;

e Reconhecer a importancia da prevencao e do autocuidado no transito para a

preservacao da vida;

e Analisar fatos relacionados ao transito, considerando preceitos da legislacdo vi-

gente e segundo seu proprio juizo de valor;

e Manifestar opinioes, ideias, sentimentos e emocoes a partir de experiéncias pes-

soais no transito;

Primeiramente, o aluno é levado a resolver situacdes problema que envolvem

os conceitos de divisibilidade e divisao euclidianas:

Exemplo 4.1. Hallowen, ou dia das bruxas, ¢ uma tradicao dos paises de lingua inglesa
onde no dia 31 de outubro, as criancas andam de casa em casa em sua vizinhanca
pedindo guloseimas, com a frase: “Gostosuras ou travessuras?”. Neste ano, a fim de
evitar que sua casa seja alvo das travessuras das criancas, Beth adquiriu 200 doces
para a festividade tendo a intencao de distribuir 4 deles a cada crianca que bater a sua
porta. Sabendo que existem 50 criancas na vizinhanca de Beth, podemos dizer que a

quantidade de doces que Beth comprou sera suficiente?

A resolucao desse problema esta alicercada no conceito de divisibilidade, ou
seja, queremos saber se existe um nimero inteiro q, tal que 4 -¢ = 200. De fato, existe
tal inteiro, basta que ¢ = 50 para 4-50 = 200, isto ¢, Beth podera agradar a 50 criancas.
Assim sendo, podemos dizer que Beth comprou balinhas em quantidade suficiente.

O exemplo a seguir foi adaptado de Esquinca (2013, on-line).

Exemplo 4.2. Durante o curso de Licenciatura em Matemaética, quatro amigos, Jho-
nattan, Max, Valdiego e Vinicius, decidem criar um grupo de estudo o qual foi de-
nominado G4. Certo dia ao se reunirem decidiram comprar uma colecao de livros de
matemaéatica. Observando que o total da compra era de R$ 375,00 decidiram que o
pagamento seria feito através de um deposito em dinheiro no caixa eletrénico e que
todos deviam pagar um mesmo valor. Sabendo que nao é permitido colocar moedas
no envelope, qual serd o valor a ser depositado por cada um, de modo que essa quantia
seja a menor quantia necessaria para o pagamento dos livros? Caso haja troco quanto

sera?
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Para resolvermos esse problema basta que efetuemos a divisao euclidiana do
valor do débito que é de R$ 375,00, por 4 e obteremos:

—375=-94-4+1.

Dessa forma, a menor quantia necessaria para o pagamento dos livros que cada um ira
depositar é de R$ 94,00 e havera R$ 1,00 de troco.

Depois ¢é apresentado ao aluno o conceito e a notacao de congruéncia mostrando
que congruéncia esta baseado no resto da divisao euclidiana, pois, pela Definicao 1.29,
se os restos de dois nimeros inteiros a e b de sua divisao euclidiana por m sao iguais,
entao a e b sao congruentes moédulo m, onde m é um ntimero inteiro maior que 1, e de-
notaremos a = b (mod m). Caso contrario, a # b (mod m), ou seja, a ndo é congruente

a b modulo m.

Exemplo 4.3. Sabemos que:

18=1-1246 e 6 =0-12+ 6, ou seja, tanto o 18, quanto o 6, deixam resto 6 na
divisao por 12. Assim temos que 18 = 6 (mod 12). Uma aplicacao deste fato pode ser
visualizado em relégios digitais que marcam as horas em formato de 24 horas, isto é,

18:00 é equivalente a 6 horas da tarde e 06:00 é equivalente a 6 horas da manha.

Exemplo 4.4. Observemos que:
4=0-7T44, 11=1-T+4, 18=2-T+4, 25 =3 -7+ 4, disto temos que 4,11,18 e

25 possuem o0s mesmos restos na divisao por 7. Sendo assim, temos que
11=4(mod7), 18 =4(mod7), 25 =4 (mod7).

Esse fato nos fornece uma interessante aplicacao, pois se observarmos um calendario,
supondo que dia 4 do més foi por exemplo terca-feira, entao por congruéncia temos

que os dias 11, 18 e 25 também serao terca-feira.

No entanto, o conceito de congruéncia também deve ser apresentado ao aluno
mostrando a relacao entre congruéncia e divisibilidade, pois pela Proposicao 1.30 temos
que dados dos inteiros a e b, se b — a é divisivel por m, entao a e b sao congruentes

modulo m, onde m é um ntmero inteiro maior que 1.

Exemplo 4.5. Sergio ao chegar em casa depois de uma aula de matemética sobre
congruéncia decidiu verificar se a sua quantidade de bolinhas azuis e amarelas que
possuia eram congruentes moédulo 6, como ele possui 27 bolinhas azuis e 39 bolinhas
amarelas, fez o seguinte calculo (39 — 27) = 12 e como 12 é divisivel por 6, soube que
a quantidade de bolinhas era congruente, isto ¢, 39 = 27 (mod 6). Porém, por achar o

procedimento muito simples, decidiu tirar a prova fazendo a divisao de cada quantidade
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por 6 e obteve que 39 =6-6+3 e 27 =4-6+ 3, ou seja, as duas quantidades de

bolinhas possuiam o mesmo resto. Logo, sao congruentes médulo 6.

Exemplo 4.6. Se hoje ¢ 1 de maio quinta-feira, posso afirmar com certeza que dia 22
de maio serd quinta-feira? Por que?
Neste caso como 22 — 1 = 21 e 21 é divisivel por 7 que é a quantidade de dias da

semana entao podemos afirmar que com certeza que dia 22 de maio serd quinta-feira.

E importante apresentar ao aluno algumas propriedades de congruéncias, como
as listadas na Proposicao 1.32, pois elas sao imprescindiveis para a compressao dos
diversos fendémenos que envolvem congruéncias. O préximo exemplo é um modelo de
problema que pode ser aplicado para mostrar que o uso de congruéncia pode facilitar

problemas que pareciam insoluveis.

Exemplo 4.7. Temos visto que a cada dia hid uma necessidade cada vez maior por
espaco para o armazenamento de dados, supondo que exista a necessidade de se guardar
um arquivo da ordem de (3'%° + 310) bytes em 10 servidores espalhados pelo mundo, é

possivel saber se essa divisao serd exata nos inteiros?

Ao ler o problema entendemos que trata-se de algo relativamente simples, pois
a solugdo esta baseada em dividir (3'°0 + 3*!) por 10. Entretanto, essa divisao é
extremamente trabalhosa e demandaria um tempo enorme para conclui-la. Mas por
meio de congruéncia podemos resolver essa questao de forma rapida e facil.

Primeiramente, observemos que:

3 =3 (mod 10)

32 =9 =9 (mod 10)

3% =27 =7 (mod 10)
31 =81=1 (mod 10)
3% =243 = 3 (mod 10)
36 =729 =9 (mod 10)
37 = 2187 = 7 (mod 10)
3% = 6561 = 1 (mod 10)

Desse modo, observamos que existe um padrao onde os nimeros que sao escritos
como 3* =1 (mod 10), 3**+Y = 3 (mod 10), 3*4+2 =9 (mod 10) e 3*4+3) =7 (mod
10), ou seja, basta que dividamos o expoente da poténcia de 3 por 4 e vejamos o resto,
para saber a que niimero é congruente a poténcia de 3. Temos que: 100 = 25 -4 + 0,
ou seja, resto 0. Assim, 3% =1 (mod 10), por outro lado, 41 = 10 -4 + 1, disto temos
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que o resto ¢ 1 e assim 3*! = 3 (mod 10). Logo,
(3% 4 3") = 1 + 3 = 4 (mod 10).

Dessa forma observamos que a divisao nao serd exata pois restara 4 bytes.

Em seguida, ensinamos ao aluno ja utilizando a notagao de congruéncia a cal-
cular o digito verificador de nimeros de identificagdo com poucos caracteres e posteri-
ormente apresentam-se as guias e documentos do DETRAN/MT e logo em seguida os

sistemas de identificacao modulares neles presentes.

Exemplo 4.8. Na Escola Carl Friedrich Gauss, os alunos ao serem matriculados re-
cebiam uma numeracao para fins de identificacao. Essa numeracao era composta por

quatro numeros a;asasga, onde:

e a; representa a fileira onde o aluno estara sentado, de modo que as fileiras sao
numeradas da esquerda para a direita. Assim, que o aluno que sentar-se na 22

fileira terd obrigatoriamente que possuir seu ntmero de identificacao iniciado em
2.

e a, representa a numeracao da cadeira a que se encontra o aluno na fileira, onde
as cadeiras de cada fileira sao numeradas da frente para o fundo. Dessa forma, o
aluno que sentar-se por exemplo na 4% cadeira da fileira, terd obrigatoriamente o

namero a,4asay.

e a3 representa a série em que o aluno estd cursando, este digito sera 1 se o aluno
cursar o 1° ano do ensino médio, 2 se tiver cursando o 2° ano e 3 se estiver no 3°

ano.

e a4 ¢ um digito verificador. Esse digito é o menor nimero positivo que somado a

4aq + 3as + 2a3 seja divisivel por 7. Ou seja:

day + 3as + 2a3 + a4 = 0 (mod 7)

Deste modo, temos que o aluno que esta cursando o 1° ano do ensino médio e
senta-se na 2% cadeira, da 1? fileira qual serd seu nimero de registro? Um menino que
chegue ao portao desta escola o nimero 232-8, podera entrar? Por qué? E um menino

com o numero 241-5 entrara?

Exemplo 4.9. O Cédigo Renavam é um exemplo de sistema de identificacdo que estéa
presente no CRV/CRLV, o qual é composto de 11 digitos numéricos ajasas . . . a1, onde

a11 € o digito verificador calculado pela seguinte expressao:

S = (ay,a9,as,...,a11)-(3,2,9,8,7,6,5,4,3,2,1) =0 (mod 11)
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ou seja,
3ay + 2as + 9as + 8ay + Tas + 6ag + Hay + 4ag + 3ag + 2a19 + a1; = 0 (mod 11).

Assim sendo, se um Codigo Renavam é formado pelos nimeros 0364801252, temos
que aq; serd? Podemos resolver esse exemplo de varias formas, deixaremos a cargo do

professor escolher a que melhor se adaptar a realidade de seus alunos.
Solucao 1

3ay + 2as 4+ 9as + 8ay + Tas + 6ag + bay + 4ag + 3ag + 2a10 + a1; = 0 (mod 11).
Substituindo os valores de a1, as, as, ..., ajg obtemos:
3:0+2:-3+9-6+8-44+7-84+6-0+5-14+4-243-542-2+4ay; =0 (mod 11),
ou seja, 180+aj; = 0 (mod 11), isto é, a1 = —180 = —4 = 7 (mod 11). Logo, a1; = 7.

Solucao 2

Para calcularmos o valor do digito verificador:

1°) Obtemos a soma dos valores dos outros digitos com seus respectivos pesos:

3-0+2-3+9-64+8-4+7-84+6-0+5-1+4-24+3-5+2-2=180

2°) Verificamos qual seria o menor niimero inteiro positivo que adicionado a soma

torna-la-ia divisivel por 11. Este nimero sera o digito verificador.
Neste caso, temos que o digito verificador serd 7, pois 180 + 7 = 187 é divisivel por 11.

Solucao 3

Para encontrar o digito verificador devemos:

1°) Dividir o valor positivo da soma dos outros digitos com seus respectivos pesos

por 11 e observar o valor do resto:
3:0+2-3+9-6+8-44+7-846-04+5-1+4-2+3-5+2-2=180

deixa resto 4 quando divido por 11.

2°) O digito verificador sera 11 menos esse resto observado, ou de forma anéloga,

quanto falta ao resto observado para chegar a 11.
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Temos que 11 — 4 = 7. Dessa forma, 7 serd o digito verificador.
Solugao 4
1°) Dados os pesos e os digitos, inserimos os dados na seguinte expressao:
(11 —py)ag + (11 — pa)ag + -+ -+ (11 — pp_1)an_1-
Neste exemplo, temos:
(11-3)04+(11—2)3+(11—2)6+(11—-3)44+(11—4)8+(11—5)0+(11—6)1+(11-7)2+

+(11 = 8)5 4 (11 — 9)2.

Logo

8:0+9-3+2-64+3-4+4-84+5-0+6-14+7-24+8-5+9-2=161.

2°) O digito verificador sera o resto da divisdo do resultado da expressdo acima com

11. Temos que 161 = 14 - 11 + 7. Assim temos que 7 é o digito verificador.

Temos que 161 = 14 - 11 + 7. Assim temos que 7 é o digito verificador.

Observacgao 4.10. As solucoes apresentadas sao validas nao somente para o Exemplo
4.9, mas também para todos os sistemas de identificagdo modulares apresentados nesta

dissertacao, desde que devidamente adaptados.

Além disso, a fim de fornecer um agente facilitador para o estudo dos digitos ve-
rificadores abordados nesta  dissertacgao, foi desenvolvido 0 site
www. sistemadigito.site90.com em parceria com Hewerton Sousa Ribeiro!. Neste site o
professor podera abordar o significado e utilidade dos codigos existentes nos documen-
tos do DETRAN e também mostrar como sao efetuados os célculos dos seus respectivos
digitos verificadores.

A Figura 4.1 mostra o layout do site, que fornecera ao professor e, consequen-

temente, ao aluno, a possibilidade de escolher entre:

e CPF
e CNPJ

e Registro

!Bacharel em Ciéncia da Computacao pela Universidade Federal de Mato Grosso — UFMT



CRV/CRLV

RENAVAM

e LACRE

RENACH

Cédula CNH

Figura 4.1 — Layout do Site.

Sistema de Identificacdo Modulares em Documentos do DETRAN

Ao clicar sobre uma dessas op¢oes abrira logo abaixo uma janela que forneceré
informagoes sobre o codigo/documento escolhido e sua forma de calculo, conforme

Figura 4.2. Além disso, o aluno encontrara um icone chamado “Veja como Calcular”.

Figura 4.2 — Informacoes sobre o codigo/documento escolhido.

Sistema de Identificagdo Modulares em Documentos do DETRAN

Centificado de Registro de Veloulo (CRV) e Centificado de Registro & Licenciamenta de
Vedcula (CALV)

Veja como Calcular

Clicando sobre icone “Veja como Calcular” abrird uma janela a direita, na qual
aparecerao um icone chamado “Calcule o Digito” e dois campos: um para que o aluno
possa fornecer os digitos do codigo sem o digito verificador e outro que fornecerd o

digito verificador calculado a partir dos digitos inseridos pelo aluno. (Ver Figura 4.3)
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Figura 4.3 — Campos “Informe o ntmero” e “Digito verificador” e icone “Calcule o
Digito”.

Sistema de Identificagdo Modulares em Documentos do DETRAN

- - i

Caloube o Digito
Certificado de Registro de Visiculo (CRV) e Certificado de Registro e Licendarmento de
Veiculo (CRLV)

Veja como Calcular

Apos o aluno inserir os digitos do codigo sem o digito verificador e clicar em
“Calcule o Digito”, o site fornecerd no campo “Digito Verificador” o valor do digito
verificador, como pode ser observado na Figura 4.4. Com isso, o aluno poderé conferir

se o resultado que ele fez em seu caderno é igual ao fornecido pelo site.

Figura 4.4 — Valor do digito verificador.

Sistema de Identificagdo Modulares em Documentos do DETRAN

D03E4201252
Certificade de Registro de Velculo (CRV) e Certificado de Registro e Licendamento de :
Veiculo (CRLV)

Weja os Caloues

Vieja como Calcular

Em seguida, além de fornecer o valor do digito verificador, o site apresentaré
um icone denominado “Veja os Célculos” (Figura 4.5). Ao clicar sobre este icone, o
aluno tera a possibilidade de conferir passo a passo o cédlculo do digito verificador e

com isso conferir se sua resolucao estd igual a fornecida pelo site. Com isso, o aluno
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que por ventura errou a questao podera encontrar seu erro conferindo linha a linha a

solucao apresentada.

Figura 4.5 — Passo a passo para os célculos do digito verificador.

Sistema de Identificagdo Modulares em Documentos do DETRAN

Registro CEN/CRLY REMAVAM

00364801252
Certificado de Registro de Visiculo (CRV) e Certificado de Registro e Licendarmento de '
Weiculo {CRLV)

Veja ou Caloulos
Calculos Feitos
1
3
5
003648012527

Mova Consulta

Veja como Calcular

Apos isso, serd fornecido o codigo completo com os digitos fornecidos pelo
aluno e o respectivo digito calculado, além de disponibilizar o icone “Nova Consulta”,
que oferece a oportunidade de fazer novos calculos.

Nesse momento, espera-se que os alunos ja estejam familiarizados nao somente
com os sistemas de identificacao modulares, mas também com algumas defini¢oes dos
codigos trabalhados nos documentos do DETRAN, pois a partir disso o professor ira
propor questoes para um debate sobre alguns temas relacionados ao transito, como
CRV/CRLV, CNH e Guias de Arrecadagio utilizados em exemplos anteriores.

Exemplo 4.11. Sugestdes de questoes para debate:
e O que faz o DETRAN?
e Para que serve o CRLV e por que ele tem que ser atualizado anualmente?

e Qual(is) a(s) finalidade(s) da Taxa de Licenciamento, do Seguro DPVAT e do
IPVA?

e Em sua opiniao a finalidade dos recursos tem sido efetivamente cumprida? Por

qué?
e Para que serve a CNH? Ela precisa ser renovada? Por qué?

e Por que a CNH e o CRLV sao documentos de porte obrigatorio?
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e A pessoa que aprende a dirigir sozinha ou com a ajuda de um amigo esta habili-

tada a dirigir nas vias? Por qué?
e 56 quem possui CNH tem responsabilidade para um transito consciente?

e Uma pessoa tem um veiculo emplacado em seu nome, ela pode dirigir seu proprio

veiculo, mesmo que nao possua CNH?

Dessa forma, poderemos proporcionar um importante momento para que o
aluno possa analisar e refletir sobre as informacdes obtidas, oportunizadas pelo debate
e a manifestacao de opinioes a respeito do tema, onde calculos e operacoes matematicas

serao ferramentas facilitadoras no processo de compreensao do tema.



CONSIDERACOES FINAIS

Como vimos, um transito seguro é direito de todos e somente pela educacao
teremos cidadaos mais conscientes e, consequentemente, menos acidentes. Além disso,
observamos que o transito pode e deve ser abordado nas diversas fases do aprendizado,
ou seja, da pré-escola ao ensino superior. Outro fator importante observado, decorrente
da transversalidade do tema transito, ¢ a possibilidade de abordagem na disciplina de
matematica.

Dentre as diversas possibilidades dentro da matemaética, trabalhamos com con-
gruéncia por se tratar de um dos conceitos mais importantes da Aritmética e possuir
diversas aplicacoes de facil compreensao e que fazem parte do cotidiano dos alunos.
Como exemplo, temos os sistemas de identificacao modulares, que estao presentes em
codigos de barra, documentos pessoais, documentos do Detran, entre outros que pude-
mos ver no decorrer desta dissertacao. Ademais, por ser uma definicao fundamentada
em divisao euclidiana e divisibilidade, sua aplicagao torna-se tangivel aos alunos do
ensino médio e das séries finais do ensino Fundamental.

Além disso, a partir do conceito de congruéncia e sua aplicagdo em sistema de
identificacao modulares, mostramos mais uma possibilidade de falar de transito nas
aulas de matematica e com isso oferecer a oportunidade de propiciar um debate que
serd um agente facilitador na formacao de um cidadao mais critico e comprometido
com seu papel na sociedade.

Dessa forma, espere-se que esta dissertacao seja um agente motivador para que
mais professores de matemética possam abordar o transito em sala de aula de forma

alternativa e interessante.
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