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Numeros Transcendentes:
Numeros de Liouville e a Constante de Chapernowne
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Resumo: Os nimeros que nao sao raizes de nenhum polinomio com coeficientes inteiros
sao chamados nimeros transcendentes. Neste trabalho fazemos um estudo dos ntimeros reais
transcendentes, apresentando a demonstracao da existéncia de tais niimeros e também de sua
nao enumerabilidade, ou seja, mostramos que esses niimeros de fato existem e nao sao poucos.
Os primeiros exemplos conhecidos de nimeros transcendentes sao os chamados nimeros de
Liouville, em homenagem & Joseph Liouville, que mostrou o fato de o nimero = "7, 107+,
conhecido como constante de Liouville, ¢ um nimero transcendente. Apresentamos também
um estudo sobre essa classe de niimeros transcendentes, os nimeros de Liouville e, por fim,
exibimos um nimero transcendente conhecido como constante de Champernowne e que é
o numero decimal obtido através da concatenacao de todos os nimeros naturais, a saber,
0,123456789101112... mas que nao ¢ um numero de Liouville, mostrando que nem todo
nimero transcendente é necessariamente um numero de Liouville.

Palavras-chave: transcendente, nimeros de Liouville, constante de Chapernowne.

1 Introducao

Por volta de 500 a.c., Pitagoras e seus discipulos acreditavam que toda medida era co-
mensuravel, ou seja, todo segmento podia ser representado por um fragao § em que p,q € Z
com q # 0. Dito de outra forma, eles acreditavam que todo nimero era racional. Porém,
Hipaso de Metaponto, discipulo da escola pitagorica mostrou que a medida da hipotenusa
de um triangulo retangulo e isésceles de lado uma unidade é igual & v/2 e que este por sua
vez nao era um segmento comensuravel. Estdavamos ali diante do primeiro ntiimero irracional.
Mas, os nimeros racionais e o nimero /2 possuem uma propriedade em comum: ambos
sao raizes de polindmios com coeficientes inteiros, gr — p e 22 — 2, respectivamente. Todo
numero com esta propriedade de ser raiz de um polindomio com coeficientes inteiros é chamado
numero algébrico. Ja os nimeros que nao gozam de tal propriedade sao ditos transcendentes.
Observe que todos os nimeros transcendentes sao irracionais.
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A teoria dos numeros transcendentes foi originada por Joseph Liouville em 1844 a par-
tir de um teorema que caracteriza os numeros algébricos. A ideia de Liouville para cons-
truir nimeros transcendentes foi encontrar um propriedade satisfeita por todos os niimeros
algébricos e depois construir um nimero que nao satisfizesse tal propriedade. Dessa forma,
Liouville construiu uma classe de nimeros, os nimeros de Liouville e, em 1851, exibiu o
primeiro nimero transcendente da histéria: [ = 3 7, 10~™, conhecida como constante de
Liouville. Outros matematicos continuaram os estudos a respeito dos nimeros de Liouville
e mostraram que o conjunto desses niimeros é nao-enumeravel, apesar de nem todo nimero
transcendente ser um numero de Liouville. Em 1933, D.G. Champernowne apresentou o
numero ¢ = 0, 123456789101112 - - -, conhecida como constante de Champernowne, que con-
siste da concatenacao de todos nimeros naturais, e em 1961, Kurt Mahler mostrou que esse
nimero é transcendente e depois mostrou-se que essa constante nao é um niimero de Liouville.

2 Numeros Transcendentes

Nesta segao falaremos dos nimeros algébricos e transcendentes, objeto de estudo desse
trabalho, apresentando exemplos e propriedades desses niimeros.

Definicao 2.1 Qualquer solugao real de uma equagao polinomial da forma
anx™ + 12" M ar+ag =0

onde n € N,a; € Z para todo i = 1,2,...,n é chamado nimero algébrico. O conjunto
destes numeros serd denotado por Q.

Exemplo 2.1 Todo numero racional € algébrico, pois, conforme jd citado anteriormente,
todo mumero da forma ’5’ com p,q € Z,q # 0 € raiz do polinomio qx — p. Entretanto, nem

todo nimero algébrico € racional, jd que /2 € algébrico e nao € racional.
Exemplo 2.2 /2 + /3 é um nidmero algébrico pois é solucio da equag@o
2% — 62 — 62° + 122> — 362 + 1 = 0.

Definicao 2.2 Os numeros que nao sao algébricos sao chamados transcendentes e o con-
jJunto destes numeros serd denotado por T.

Observe que, por definicio, o conjunto T é o complementar do conjunto Q, também denotado
por T = Q"

Com essas defini¢oes, surgem as seguintes perguntas: existem numeros transcendentes?
Ou seja, existem numeros que nao sao raizes de nenhum polinémio com coeficientes inteiros?
E se existirem tais nimeros, sao muitos? Vamos mostrar que a resposta a essas duas per-
guntas é sim. Mas, vamos comecar pela segunda pergunta, ou seja, mostraremos primeiro
que, se existirem tais numeros, eles sao muitos. Com isso, mostraremos sua existéncia e,
posteriormente, exibiremos ntmeros transcendentes. Para isso, precisaremos de uma nova
definigao e alguns resultados cujas demonstracoes podem ser encontradas em [1].

Definigao 2.3 Um conjunto A é dito enumerdvel se A € finito ou se existe uma bije¢ao

f:N— A



Exemplo 2.3 Z ¢ enumerdvel jd que
f: N — Y/

se x € par

X
T o it ,
{ —(‘”—H)7sex € impar

[\

¢ claramente uma bijecao.

Exemplo 2.4 O conjunto dos nimeros pares, denotado por 27, ¢ enumerdvel, pois a fun¢ao
g(f(x)) onde f(z) € a funcao do exemplo anterior e g(x) é dada por

g: Z — 27

r — 2
é uma bijegao.
Teorema 2.1 As sequintes afirmacoes sao verdadeiras:
1. O conjunto dos numeros reais, R, € nao enumerdvel.
2. A unidgo enumerdvel de conjuntos enumerdveis é enumerduvel.

3. Se o conjunto A é enumerdvel entdo A" = Ax A X --- x A € enumerdvel.

As demonstragoes destes fatos se encontram em [1].

Teorema 2.2 O conjunto
Zlr) = {ap2™ + apr2" '+ -+ axtay | n€ENja, #0,0, EZ VY i=1,2,3,--- ,n}
¢ enumerdvel.

Demonstracao: Como Z ¢é enumeravel é facil ver que Z* também é enumeravel e pelo
Teorema 2.1 segue que Z X Z % ... x Z* é enumeravel. Considere a funcao

fi ZXZx...xZ" — Z[zx)

(ap, a1, a9, ...,0a,) — 2"+ ap_ 12" 1+ + a1z + ag
Note que f é obviamente bijetora, j4 que admite inversa igual a
fHan2™ + apr2™ -+ a4+ ag) = (ag, ay, ag, . . ., ay)
donde podemos concluir que Z[x] é enumeravel, como querfamos demonstrar.

O

Sabemos que um polindbmio nao nulo, de grau n e com coeficientes em um dominio de
integridade possui no maximo n raizes nesse dominio. Logo, dado um polinémio nao nulo
p(r) = apz™ + ap_ 12"+ -+ a1z +ap em que a; € Z para todo i = 1,2,3,-++ ,n--- temos
que o conjunto

R, = {k € R|p(k) = 0}

é finito e, portanto, enumeravel.



Teorema 2.3 Q ¢ enumerdvel.

Demonstracao: Observe que

donde @ é uma unido enumeravel de conjuntos enumeraveis e assim pelo teorema (2.1) segue
que o conjunto dos nimeros algébricos é enumeravel.

O

Agora sim estamos prontos para responder as nossas duas perguntas feitas anteriormente.
Com os resultados acima, ja podemos concluir que os nimeros transcendentes sao muitos.
Vejamos: temos que R = QUT e sabemos que R é nao enumerével. Logo, T é nao enumerével
pois senao teriamos que R é a uniao enumeravel de conjuntos enumeraveis, o que implicaria
que R é enumeravel, um absurdo.

Com este fato podemos concluir também que existem ntimeros transcendentes, pois, se
T = ( terfamos novamente o absurdo de R = Q ser enumerdvel. E, mais do que isso,
concluimos que existem mais nimeros transcendentes do que algébricos.

Na proxima se¢ao, apresentaremos os primeiros niimeros nao algébricos que foram conhe-
cidos, os ntumeros de Liouville.

3 Numeros de Liouville

No século XIX, os matematicos ja sabiam da existéncia dos niimeros transcendentes, en-
tretanto, nao era conhecido nenhum exemplo desse tipo de nimero. Somente em 1844, Joseph
Liouville mostrou que o nimero [ = > 7~ 10~*, conhecido como constante de Liouville, é
transcendente. Mais tarde foi mostrado que 7 e e também nao sao algébricos (ver [1]).

A ideia de Liouville para encontrar nimeros transcendentes foi encontrar alguma propri-
edade que fosse satisfeita por todos os ntmeros algébricos e, em seguida, construir algum
nimero que nao possuisse tal propriedade.

Definicao 3.1 Dizemos que o € Q € de grau n se o polinémio p(z) de menor grau tal que
p(a) =0 tem grau n. Esse polinémio é chamado de polinomio minimal de c.

Teorema 3.1 Teorema de Liouville
Se a € Q tem grau n > 2 entao existe ¢ = c¢(«) tal que

q q

c
p‘>_n,
para todo p,q € Z e q # 0.

Demonstragao: Seja f(z) = a,z" + a, 12" ' + -+ @17 + ag € Z [z] o polindmio minimal
de a, ou seja, p(a) = 0. Sabemos que existe 6 > 0 tal que [ — J, @ + 0] N Ry = {a} onde Ry
é o conjunto das rafzes reais de f(z) do contrario poreriamos Ry um conjunto infinito.

Dados p,q € Zeq+#0,q>1e (p,q) =1, temos duas possibilidades: § € la—d,a+0]
oul ¢fa—0da+dl



Se§¢ [ — 0, + §] entao ’a—%’ > 6> qin_
Se § € [a—d,a+ 0], como f(x) é continua e derivavel em [a, §] (aqui, sem perda de

generalidade estamos supondo g > «) logo, pelo Teorema do Valor Médio, existe d € (a L >

=7 (2) = iy (o~ 2)
(-0

Como [’ é continua em [a, g] entao existe M € R tal que f'(z) < M para todo z € [Oé, E}.
a—= (1)

(@)=
q q

Observe que § # « ja que « tem grau maior ou igual a 2 por hipétese e todo racional tem

grau 1. Logo, f <§> # 0 e dai

1(3)] =

tal que

donde

o — —

:

Assim, temos que

1

P P! P
Ungw + Gn-1m=1 + - Q1 + o

anp”+an—1gp" " ++a1g" ptaogg”
qn

|anp" +an—1gp" 1 +-+a14" " Ip+aog” |

qn
> L
i qn’
Portanto, por (1) temos que
1
o — ]—)' >
q| — Mg~

Tomando ¢(a) = min {(5, %} temos em ambos os casos que

como queriamos demonstrar.
0

Exemplo 3.1 v/2 ¢ algébrico de grau 2 com polinémio minimal igual a f(x) = 22 — 2. De
acordo com o Teorema 3.1, tomando o =1 obtemos ¢ = m tal que

Vit s e

para todo § € Q.



Apés demonstrar o Teorema 3.1, Liouville apresentou um conjunto de niimeros que nao
atendem a definicao 3.1. Esses sao os nimeros de Liouville e seu conjunto é denodato por L.

Definicao 3.2 Um numero real o é chamado numero de Liouville se existir uma sequéncia
de racionais (%) em que pj,q; € Z e g; > 1 para todo j, tal que
Jj>1

J

1

4

a-b) <

qj

Proposicao 3.1 A sequéncia (g;) na defini¢io acima € ilimitada.

Demonstracao: Note que
; 1
a-Ylc - <1vi>1.
45 4q;
Agora suponha que (g;) é limitada, ou seja, suponha que exista M € R tal que ¢; < M
para todo 57 > 1. Dessa forma, temos que

a—& <l=lag —pj|<g <M

4;

Lembrando que |a — b| > |a| — |b| para todo a,b € R, segue que

Ip;| — lag;] < lag; —pj| < M

donde
il < M+ |ag;]
< M+ |a|M
= (I+[a))M
o que implica que a sequeéncia p; também ¢ limitada. E, portando, chegamos a contradicao
de que (Iﬁ é finita.
4/ j>1

O

A partir da proposi¢ao acima, podemos concluir que um ntmero racional nao pode ser
um numero de Liouville. De fato, se a = § € Q ¢ de Liouville entao

ij > la—%
a; a5
— le_m
q g
_  |pgi—piq

qq;

> _1

= lalg;

donde qg_l < |g| o que contradiz o fato de (g;) ser ilimitada.
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Teorema 3.2 Todo numero de Liouville é transcendente, ou seja, se o € I entao o € T.

Demonstragao: Suponha que a € IL e algébrico de grau n > 2. Segue pelo Teorema 3.1
que existe ¢ € R% tal que

1 c
4q; qj 4q;
para todo racional %‘ Daf
J
1 c _; n
—>—n:>qj( ])>c:>qj(] )< =
: c

Dessa forma temos que se 7 > n + 1 entao
<< -,
QJ QJ c
contradizendo a proposicao 3.1. Portanto, o € T.

O

Mas, apesar de todo este trabalho, Liouville ainda nao havia exibido nenhum nimero
transcendente. A partir dai bastava encontrar um nimero de Liouville para obter o primeiro
transcendente. A constante de Liouville, que serda apresentada no exemplo abaixo, foi o
primeiro nimero nao algébrico apresentado.

Exemplo 3.2 Temos que

=1
[ = Z o7 = 0, 110001000000000000000001000 . . .
k=1

¢ um numero de Liouville.
De fato, defina p; = 327, 107"* ¢ ¢; = 10/". Observe que p;, ¢; € Z para todo j e
J
pi L

Assim,

B D h i1 ToF
- k=j+1 107

1 1 1
- 10G+1)! + 10G+2)! + 10G+3)! +o

1 1 1
—  10GF! (1 + 10G+2)=G+D)! + 106G+ —G+1)! +- )

1 1 1
< oo L+ +e+)
_ 110
- 10G+D! 9
1
< T0GTOT -



Agora basta provar que (7 + 1)! — 1 > j!j, o que ocorre pois
G+l —1=(+1)j! —1=jjl+j!— 1> jjl

Logo,
1

7
o que implica que [ é um numero de Liouville e, portanto, transcendente!

Podemos generalizar o exemplo acima e construir infinitos outros niimeros de Liouville,
exibindo assim infinitos niimeros transcendentes distintos, como pode ser visto no exemplo
abaixo.

‘_&
4q;j

Exemplo 3.3 Os numeros da forma

a
o= E W]Z' = 0, a1a2000a300000000000000000a4000 . . .,
k=1

onde ay, € {1,2,3,4,5,6,7,8,9} para todo k € N sao nimeros de Liouville.

A demonstracao deste fato é completamente andloga a demonstracao do Exemplo 3.2. O
proximo exemplo nos mostra que existem também niimeros de Liouville em outros formatos.

Exemplo 3.4 Dada a sequéncia

apg = 1
a, = 10"

entio = 7, = pertence a L.
Fazendo p; = a; + Z{;B 10%-17% e g; = a; temos que

_ 1
- Zfzjﬂ an

_ b
o=

1 1 1
07 T 1w om0

- _1 1 1 .
T10% <1oaj+1*aj - 10%+27% T )

1 1 1
< 10“j(1+ﬁ+ﬁ+"’)
_ 1 10
- 10% 9
< 10% 1)
Sendo assim, basta provar que
1 1 1 1
< — =

1091 = o) (10%)] 1091

0 que equivale a mostrar que
10%~1 > 10791

8



Ou seja, devemos mostrar
a- . .
S0 2 @) = agn > dlo.

De fato,

10a] < (a;)7+! = (10%-1)+ = 1git-1Fai-1 = 10o-10+D < 10%-19%-1 < 10197 = q),,

e, portanto, 5 € L.

Um resultado surpreendente é o fato de que todo niimero real pode ser escrito como soma
de dois nimeros de Liouville. Para mostrar esta afirmacao precisaremos de alguns resultados
preliminares que se encontram abaixo.

Lema 3.1 o € L se, e somente, se para todo n € N existe § € Q tal que

Demonstragao: Se a é um nimero de Liouville entao existe existe pela definigao (3.2) uma

sucessao de racionais (Iﬁ> tal que
4/ j>1

; 1
Oé—& < 5
q; 4q;
Fazendo j =n e § = ’;—: temos que
1
q q"

Agora, se « é tal que Vn > 0 existe § = 2—" € Q e tal que

considere a sequéncia <zﬁ> de forma que
n>1

n

‘ |1
In| 4y
donde a € L.
O
Lema 3.2 Dado o € R se existirem ¢ > 0 e uma sequéncia de racionais (%) com q; > 1
i/ j>1
tais que
; c
o — & < i
qj q;

entao o € L.



Demonstracgao: Se 0 < ¢ < 1 entao

WPl

C
q; J

1
<
4 4

e segue o resultado.

Se ¢ > 1, observe que a sequéncia (g;) é ilimitada (esta observacao pode ser demonstrada
de forma andloga & proposicao 3.1).

Assim, temos que existe jy tal que para todo j > jy tem se que ¢ < q]0 donde

Jj—Jjo’
qj

V'j = Jo
Para todo 7 > jg, considere a sequéncia de nimeros naturais n = j — jg. Dessa forma,

temos que para todo n € N existe § = % tal que
J

1
a—=|<—
q q"

e pelo lema (3.1) temos que o ¢ um numero de Liouville.

1

O

Lema 3.3 Se existirem uma sequéncia ilimitada (wy)g>1 de nimeros reais positivos e uma

sequéncia de racionais <%> tais que
qk k>1

Dk
a__

qk

0< Vk € N,

wk Y
qk

entao o € L.

Demonstracao: Seja (si)i>1 € (wk)r>1 uma subsequéncia ilimitada em que s, > 1 para
todo k€ Ne (“—’“) ( > tais que
Ok J j>1

k>1

ag
_ vk € N.
T bSk » VR E

Agora tome uma sequéncia de nimeros reais (74)g>; com 7 > 0 para todo k € N tal que
s — 1 = k, entao

0<

1 - 1
bzk bZk_Tk bk’

Qg
a——| <

k e N.
b Vke

Logo pelo lema (3.1) temos o resultado.

Teorema 3.3 SeaeclL e’ GQ* com q > 1, entdo:

p
1. oquL

10



2 (a+2)eL
Demonstracao: Se a € IL entao existe uma sequéncia de racionais (%) tal que
7/ j>1

1
<5
4

Wb

4qj

1. Seja a; = logyq; donde g% = g;. Observe que lim;_, ,, aj = 400 e ainda

‘ P pp;
a_ _——
q  qq;

_‘ P pp;
= |(v— — -
q qq%

_|,2_ e
q ql—i-aj

Por outro lado, observe que existe k& € R tal que |p| < ¢* entao

Qb — b i}
q q9;

bj
qj

o —

= T a1
(qaj+l)aj+1

k

q
< T garr
(g™ @ Fh

R S
- Jog+1
(gt G

Agora, sabemos do Célculo Diferencial e Integral que se uma fungao f(x) é ilimitada

entao pelo teorema de L’hospital hm M =1 e assim lim a: fl@

o + 1
lim (jaj R k) = 400,
J=too \ aj +1

e segue pelo lema (3.3) que a2 € LL.

)
@) = +00.

Logo,

2. Como no item anterior tem-se

pY _ (P p — p\ _ (Piqtgip
(ort) = (2+2)] = |(av2)- (2232)

11



Por outro lado,
Py _ (Bip - _ b
(ors) =B8] = fo-4

Jjaj

(q"Fe) T

»
Mas, ja sabemos que lim JY 400 donde pelo lema 3.3 segue que (a + ’—’) e L.
j=+oo 1+ a a

O

Agora podemos provar que qualquer nimero real pode ser escrito como soma de dois
numeros de Liouville.

Teorema 3.4 Teorema de Erdos
Dado 8 € R entao existem ly,ls € L tais que 5 =11 + Iy

Demonstracgao: De fato, se § € L entao pelo teorema 3.3 basta tomar [} = Iy = g el.
B—a

Se f € Q tomemos qualquer a € L e assim pelo teorema 3.3 (6;—0‘) e (T) € L com
B = B—a + Bta
2 2 -
Agora, se § ¢ Q entao (5 — [B]) ¢ Q onde [f] é a parte inteira de 5. E assim podemos
estudar apenas o caso em que 5 € (0,1) N Q°. Seja

f=0,a1az2a3...a,...,em que a, € {0,1,2,3,...,9}

e defina

o0 )\n [e'S) 6n
— e 9 = -

10n 10™

n=1 n=1

L =

em que para n! < k < (n+1)! temos

M=a, e 6 =0 se né¢?2N
M=0 e 0,=a, se ne?2N.

E facil ver que 8 = Iy + ls. Falta mostrar que l;,l, € L. Para [y, tomemos p, =
CrTIL0C R 6 g, = 10GM1 daf

0o )\k
ll—q—n - Z 1_0k

k=(2n)!

Lembrando que para (2n)! < k < (2n + 1)! tem-se A\, = 0 entdo

12



_Dn| _— o0 Ry
‘ll o Zk:(2n+1)! 10%

oo 9
< Zk:(2n+1)! 10%

- _ 9 1 1 1 ..
—  10@nl+1) (1 + 10 + 102 + 103 + )

9 10
10(2n!+1) 9

1
10(2n!+1)—1

1
< 10n((2n)!-1)

N S
(10(271)!71)71

1

an’

Logo [, € L. De modo analogo pode-se provar que [y € L.
O

Como consequeéncia deste fato temos que o conjunto L. é nao-enumeravel. Isto ocorre pois,
pelo Teorema de Erdos, podemos estabelecer uma bijecao de R em S C L x IL

f: R — SCLxL

B — (lla l2)

o que implica que S é nao-enumeravel e portanto I x . também é nao enumeravel. Logo,
temos que IL é nao-enumeravel, pois do contrario teriamos I X I enumeréavel o que seria uma
contradicao.

Mas, apesar da nao-enumerabilidade de L e T, temos que . # T. Veremos na préxima
secao que existem numeros transcendentes que nao sao nimeros de Liouville.

4 A Constante de Champernowne

David Gawen Champernowne, em 1934, apresentou o nimero ¢ = 0, 123456789101112...,
conhecida como constante de Champernowne, e que consiste da concatenizacao de todos
nimeros naturais. Mais tarde, em 1937, Kurth Mahler mostrou em [6] que tal nimero é
transcendente porém nao é de Liouville. Nesta secao apresentaremos uma outra demonstragao
desses fatos, também realizada por Mahler em 1968 e que faz uso de um resultado conhecido
como Teorema de Roth.

4.1 O Teorema de Roth

Muitos matematicos procuraram uma aproximagao melhor que a apresentada por Liouville
em seu teorema 3.1, mas, apenas em 1955 k. F. Roth demonstrou o seguinte resultado que
lhe rendeu a honrosa medalha Fields no ano de 1958.

13



Teorema 4.1 Sejam o um niumero algébrico e irracional e € > 0. Entao o conjunto
P P 1
(reafe-2)< et

Como consequéncia desse resultado, pode-se mostrar que:

¢ finito.

Corolario 4.1 Sejam a um nimero algébrico e irracional e € > 0. Entdo existe k = k(o ¢)
tal que para todo § cQ

p C
Oé_&‘ > q2+6

Estes dois resultados renderam a medalha Fields a Roth e suas demonstragoes podem ser
encontradas em [3].

4.2 A constante de Champernowne é transcendente

Seja ¢ = 0,1234567891011... a constante de Champernowne. Comecamos por construir

f;—?) que possa contradizer o corolario (4.1).
i) j>1
J=Z

uma seqiiencia

Tome
1 2 3 9 10 10 —
- = 4 T oS = 2 = (.1234567801
O T R T T A T T I TR
Dai
| < 1 - 1
c—r — < —=
100 T 8145
Faga % =r.
Em seguida, tome
10 11 12 99 100 991
- Lyt oy T = 22— 0.T0111213 - 9798991
"2 T agr Tiee T T 1o g 992
Assim obtemos que
991 1
9
o que implica em
A 1
©7 10%92| = 107

que A = 123456789.992 + 991.10°.992. Agora fazendo 2= ooz tem-se

1 1

P2
10187 < ?

c__
q2

<

E assim sucessivamente, de forma a encontrarmos uma seqiiéncia <%) em que p; € N
i) j>1
J=Z

e ¢; € {9%,10°992,10'899992, ... 107 (10% — 1), ...} tal que




Agora podemos provar que a constante de Champernowne nao é um numero algébrico.
Suponha que ¢ seja algébrico. Logo, pelo corolario 4.1, temos que dado € > 0 existe k£ > 0

tal que

k p
>— V = e€Q.
q2+e q

p
C__

q
Portanto para e = 0,5 e a seqiiéncia construida anteriormente segue que

; 1
c——\| < g3, vV €N
j q;’

donde k < qj_2. Mas, como (g;);>1 ¢ ilimitada temos uma contradigao. Logo a constante de
Champernowne é um nimero transcendente.

4.3 A constante de Champernowne nao ¢ um nimero de Liouville

Na secao anterior mostramos que a constante de Champernowne é um nimero transcen-
dente e, portanto, irracional. Dessa forma, podemos calcular sua medida de irracionalidade
de acordo com a defini¢ao abaixo.

Definicao 4.1 Dado o € Q°, chamamos de medida de irracionalidade de o o nimero real
positivo p(a) = p tal que

para todo § € Q.

Masaki Amou mostrou em [4] que p(c) = 10, isto é,

para todo § € Q.

Portanto, se ¢ € L entao existe uma sequéncia (—) tal que
j>1

1 ; 1
o < |c — ]ﬁ < =
q; q;j q;
donde

o que contradiz a proposicao 3.1. Logo, ¢ nao é um ntmero de Liouville.
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5 Consideracoes Finais

Os numeros irracionais sao abordados no Ensino Fundamental e Médio apenas como
numeros que nao podem ser escritos na forma de uma fracao, isto é, niimeros que nao sao
racionais. Isso permite uma boa compreensio da irracionalidade de v/2, mas, somente essa
definicao nao permite mostrar que outros numeros, como por exemplo, 7 e e também sao

irracionais.

A proposta desse trabalho foi apresentar um texto sobre niimeros transcendentes e, por-
tanto, sobre nuimeros irracionais, para que professores do ensino basico possam aprofundar
seus conhecimentos sobre esse tema e até mesmo conhecer outros nimeros transcendentes
diferentes dos tradicionais 7 e e, como a constante de Champernowne.
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