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RESUMO

O objeto de estudo deste texto trata sobre a classe de fractais que sdo gerados por Sistemas de
Fungdes Iteradas. A primeira nogdo que temos sobre o conceito fractal ¢ que sdo formas
compostas de partes que de algum modo s3o semelhantes ao todo. A andlise do conceito
fractal envolve a compreensdo de outros conceitos, como a dimensao de Hausdorff, escala,
autossemelhanga, complexidade infinita, atrator e iteracdo. A dimensdo de Hausdorff
quantifica a irregularidade fractal. A complexidade infinita diz respeito a complexidade das
formas que convergem a forma fractal no mesmo grau e em todas as escalas. A
autossemelhanca provém da semelhancga entre si dos elementos que vao compondo as formas
até a forma fractal. Atratror € o elo entre a geometria fractal e a teoria do caos. A partir dessa
abordagem tem-se que um fractal ¢ o ponto fixo de um Sistema de Fung¢des Iteradas (SFI)
num espaco métrico completo munido da métrica de Hausdorff. Um fato interessante ¢ que
esse tema ¢ parte integrante das Diretrizes Curriculares para Educagdo do Estado do Parana,
as quais orientam o estudo da geometria fractal. Por ser um tema que envolve muitos termos e
conceitos académicos, ndo comum ao mundo escolar, buscamos desenvolver neste texto uma
abordagem acessivel do conceito fractal a professores e alunos da Educacgao Basica.

Palavras-chave: Dimensao Fractal. Fung¢des Iteradas. Fractais. Geometria fractal.



ABSTRACT

The study object of this text is about the fractal class which are created by
Interadas Function Systems. The first notion that we have about the fractal concept is that
they are compound forms of parts which in a way are similar to all. The analyses of the fractal
concept involves a comprehension of other ideas, like Hausdorff dimension, scale, self-
similarity, infinite complexity, attractor and interaction. Hausdorff dimension quantifies the
fractal irregularity. The infinite complexity is about the forms complexity that converges to
fractal form in the same level and in all scales. The self-similarity comes from de similarity
among them and of the elements that compound the forms till the fractal form. Attractor is the
link between fractal geometry and chaos theory. From this approach we have that a fractal is
the fixed point of an Iteradas Function System (SFI) in a complete metric space provided by
Hausdorff metric. An interesting event is that this topic is part of Diretrizes Curriculares for
State Education in Parana, which one guides the study of fractal geometry. As this topic
involves many terms and academic ideas, that are not part of school world, we tried to
develop in this text an accessible approach of the fractal concept for teachers and students of

Basic Education.

Keywords: Fractal Dimension. Interadas Function. Fractal. Fractal Geometry.
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1 INTRODUCAO

O tema Fractal vem se tornando cada vez mais freqliente em revistas, livros e sites
cientificos ou de informacdo. Varios trabalhos e pesquisas académicas, como veremos a
seguir, afirmam que os Fractais podem ser incorporados aos conteudos ja existentes da
matematica escolar, tornando o trabalho didatico mais interessante ¢ com nuances de

modernidade.

Esse texto foi organizado como o objetivo de apresentar o "Conceito Fractal" por meio

dos Fractais Gerados por Sistemas de Fungdes Iteradas.

Desde 1994, Jeremy Kilpatrick, professor do Instituto de Educagao em Matematica da
Universidade da Georgia, Estados Unidos, identificou os fractais como um “novo
conhecimento” e uma nova tendéncia dentro do processo de ensino-aprendizagem, pois para
ele, “[...] a medida que surgem novos conhecimentos e novas tecnologias e aplicagdoes da
matematica, t€ém surgido pesquisas sobre como estes poderiam ser ensinados e/ou aprendidos
na escola. Um exemplo disso sdo os fractais [...]” (FIORENTINI; LORENZATO, 2009, p.
42).

Mandelbrot (1998), que iniciou o uso da palavra “Fractal” para designar a ideia, diz
que “Geometria Fractal ¢ o estudo de diversos objetos, tanto matematicos como naturais, que
ndo sdo regulares, mas rugosos, porosos, ou fragmentados, sendo-o no mesmo grau ¢ em
todas as escalas™. Alves (2007, p. xxxiii), em uma sintese matematica, diz que “Fractal ¢ uma
forma composta de partes que de algum modo sdo semelhantes ao todo.” Associa-se a forma
fractal a trés nocdes: autossemelhanca, complexidade infinita e dimensdo nao-inteira. Essas
no¢des ficam evidentes e mais claras quando tratamos de sequéncias geométricas. A
autossemelhanca provém da semelhancga entre si dos elementos que vao compondo as formas
até a forma fractal. A complexidade infinita diz respeito a complexidade das formas que
convergem a forma fractal no mesmo grau e em todas as escalas. A dimensdo nio-inteira ¢ a
no¢ao que, segundo Alves (2007, p. xxxv), diz respeito a medida que um determinado
conjunto ocupa no espaco natural a que pertence, como o espaco em uma reta, em um plano

Oou no espago volumoso.
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O fato de a geometria fractal ndo ser académica e também ser considerada muito nova
ndo diminui a sua importancia, pelo contrario, pois € sabido que “[...] Frequentemente um
conhecimento ¢ amplamente utilizado na ciéncia ou na tecnologia antes de ser incorporado a

um dos sistemas ldgicos formais do corpo da Matematica [...]” (BRASIL, 1998, p. 25).

Constatou-se um fato interessante: esse tema ¢ parte integrante das Diretrizes
Curriculares para Educagdo do Estado do Parand, as quais orientam o estudo da geometria
fractal; orientam, ainda, que esse estudo deve colaborar para que o aluno no Ensino
Fundamental compreenda nogdes de geometrias nao-euclidianas: “[...] geometria projetiva
(pontos de fuga e linhas do horizonte); geometria topologica [...] € no¢do de geometria dos

fractais.” (PARANA, 2008, p. 56).
Destacam, também, que

[...] no Ensino Médio se aprofunda os estudos das Nocdes de Geometrias
ndo-euclidianas ao abordar a Geometria dos Fractais, Geometria Hiperbdlica
e Eliptica. Na geometria dos Fractais pode-se explorar: o floco de neve e a
curva de Koch; tridngulo e tapete de Sierpinski, conduzindo o aluno a refletir
¢ observar o senso estético presente nessas entidades geométricas, [...]
(PARANA, 2008, p. 57).

Foram também encontradas vérias pesquisas académicas que utilizam a teoria fractal
em diversos campos do conhecimento como, por exemplo: a) Medicina: Marcelo Bezerra de
Melo de Mendonca e outros, em Andlise Fractal da Vasculatura Retinica: Métodos de
Segmentagdo e de Calculo Dimensional (2007); b) Desenvolvimento Urbano: Fabiano José
Arcadio Sombreira, em A Logica da Diversidade: Complexidade e Dindmica em
Assentamentos Espontdneos (2003); c¢) Biologia: F. M. S. Angelis-Reis ¢ W. S. Romanha, em
a Dimensdo Fractal como um Pardmetro no Estudo do Granuloma na Esquistossomiase

Experimental (2006).

O estudo dos documentos oficiais e também das pesquisas académicas em Educacao
Matematica confirmaram que o conceito fractal, objeto de estudo desta pesquisa, ¢ de
natureza pragmatica, ou seja, os fractais estdo relacionados a melhoria da qualidade do ensino

e da aprendizagem.

O estudo do conceito fractal foi realizado levando-se em conta trés aspectos: o
topologico, o geométrico e o da linguagem. As nogdes topoldgicas que se buscou desenvolver

se fazem necessarias porque ha a classe dos fractais algébricos, construidos mediante teorias
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topoldgicas, que sdo aqueles obtidos por “sistemas de fungdes iteradas”, onde ¢ utilizado o
estudo de métricas, do espaco métrico e da métrica de Hausdorft. J& o aspecto geométrico fez-
se necessario porque apresenta grandes possibilidades da Teoria Fractal para o ensino da
Matematica na Educacdo Basica e o aspecto da linguagem, porque a geometria fractal

também ¢ uma linguagem.

Este trabalho ¢ considerado um estudo essencialmente descritivo, visto que se
procurou conhecer, de modo descritivo a constituicdo matematica do conceito fractal e
também bibliografico e documentario porque foi realizado por meio de leituras diversas, em

producdes académicas e livros escolares que tratam do tema em referéncia.

Este trabalho foi organizado em 5 capitulos: sendo o primeiro a Introducdo; no
segundo, O Conceito Fractal, apresentou-se uma das principais caracteristicas do conceito
fractal que ¢ a dimensao fractal. Buscando atribuir significados ao valor ndo-inteiro da
dimensdo, foram desenvolvidas e descritas atividades que podem ser aplicadas na Educacao
Basica; no terceiro, Sistemas de Funcoes Iteradas; formalizamos matematicamente a
construgdo da classe de fractais gerada por meio da iteragdo; no quarto, Desenvolvendo o
Conceito Fractal; descreveu-se algumas atividades traduzidas do livro Fractals For The
Classroom com intuito de apresenta-las como exemplos que podem ser utilizados na
Educacdo Basica ajudando a desenvolver a compreensdo do conceito fractal e de temas ja

consagrados no ambiente escolar; e por ultimo a Conclusdo.

Enfim, a organizacdo desse conhecimento pedagdgico acerca do conceito Fractal
poderd favorecer mais reflexdes sobre o tema e, doravante, aliada a novas pesquisas,
contribuir de forma efetiva para a melhoria da qualidade do ensino e da aprendizagem da

Matematica.
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2 O CONCEITO FRACTAL

A geometria fractal estd relacionada a uma ciéncia chamada de CAOS. As estruturas
fragmentadas, extremamente belas e complexas dessa geometria, fornecem uma certa ordem
ao Caos, sendo considerada como a linguagem geométrica dessa ciéncia. Essa geometria
busca descrever padrdes dentro de um sistema aparentemente aleatorio. Alves (2007)
considera que o conceito de Fractal ¢ simples nas primeiras nogdes, como naquelas que
aparecem ilustradas em revistas, livros escolares, mas “nao ¢ facil defini-lo de modo formal”.
Abordaremos neste capitulo o conceito fractal por meio do aspecto Geométrico, Topoldgico e

da Linguagem.

2.1 PRIMEIRAS NOCOES

Fractal ¢ um conceito da Matematica que ¢ expresso com a ideia de “[...] uma forma
composta de partes que de algum modo sao semelhantes ao todo.” (ALVES, 2007, p. xxxiii).
Uma forma fractal pode estar presente como objeto geométrico, como objeto numérico ou

como objeto algébrico, dependendo da representagdo sobre a qual a definimos.

Mandelbrot (1998, p. 207), ao escrever a teoria fractal, afirma que a “Geometria
Fractal ¢ o estudo de diversos objetos, tanto matematicos como naturais, que nao sao
regulares, mas rugosos, porosos, ou fragmentados, sendo-o no mesmo grau ¢ em todas as

escalas.”

FIGURA 1- Curvade Peano

Fonte: Alves (2007, p. 42).
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Na Figura 1, o quadrado ¢ um fractal. Essa afirmacdo assenta como verdadeira quando
¢ justificada mediante o procedimento iterativo da curva de Peano'. Pode-se compreender que
essa curva preenche todo o espago do plano compreendido no quadrado euclidiano. Para se ter
uma ideia desse fato, basta considerar um sistema de eixos cartesianos com origem no inicio
da curva de Peano e o eixo das abscissas dado pelo proprio segmento. Na iteragdo de ordem £,
a curva estard cobrindo pontos da superficie com abscissas dadas por racionais de
denominadores 3" decrescendo em /3 na ordem seguinte. Fato semelhante pode ser visto para
ordenadas. Em consequéncia, a superficie de cada quadradinho gerado pela curva tende a

zero. Isso induz a confirmacao de que a curva cobre toda a superficie.

Neste capitulo serao abordados a dimensao, a autossimilaridade, e a escala que sdo as
caracteristicas presentes na constituicdo do conceito fractal. Decresceremos também duas
formas de se calcular o valor da dimensdao da Curva de Peano (FIGURA 1), que ¢ dois. O
valor da dimensao fractal, em geral, ¢ um niimero nao-inteiro, mas se for um nimero inteiro,
o todo sera irregular ou com detalhes. Para se ter uma ideia do que seja a noc¢ao dessa
irregularidade, podemos pensar em uma folha de papel amassada num formato de bola.
Quanto mais proxima a folha amassada estiver de uma esfera, mais proxima a sua dimensao

estara de trés, e mesmo que alcancemos este valor, a sua superficie sempre sera irregular.

Sobreira (2003) levanta questionamentos sobre a utilidade de se calcular a dimensao
ndo-inteira de um objeto, mais especificamente, da aplicabilidade ou significado desses
nimeros para um urbanista, por exemplo, qual o significado que se deve atribuir a informacao
de que a dimensdo fractal de malha (d,,) da cidade americana de Boston ¢ 7,69, enquanto da
cidade de Budapest, capital e a maior cidade da Hungria, d,, ¢ proxima de 7,727 Sobreira
(2003, p. 72) afirma que ha autores que se utilizam dessas informagdes para definir postulados

estéticos:

Os resultados apresentados até agora sugerem que a distribuigdo do espaco
construido de assentamentos urbanos segue leis fractais ao longo de
diferentes escalas de observacdo; uma ordem interna persistente, apesar da
morfologia irregular. [...] De acordo com a as medigdes, a dimensdo de
malha cresce juntamente com o crescimento da cidade.

! Para se construir a curva de Peano, comega-se, por exemplo, com um segmento de reta unitaria e em seguida
colocamos os nove segmentos de comprimento 1/3. Aplica-se 0 mesmo procedimento para os nove segmentos
e assim infinitas vezes.
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Mandelbrot (1998, p. 207), destacou a autossemelhanga como uma das principais
nocdes da geometria fractal, ao afirmar que a “Geometria Fractal ¢ o estudo de diversos
objetos, tanto matematicos como naturais, que nao sdo regulares, mas rugosos, porosos, ou
fragmentados, sendo-o no mesmo grau em todas as escalas”. A autossimilaridade pode ser:
estritamente autossemelhante (deterministica) como o da Figura 1; ou autossemelhanca
aproximada, também chamada de autossemelhancga estatistica (ndo-deterministica). As baias,
por exemplo, sdo estatisticamente semelhantes as linhas litoraneas e a rugosidade das
cordilheiras estd reproduzida estatisticamente num simples pedago de rocha. Cabe destacar
que a autossimilaridade nao ocorre em todos os fractais, nem em todas as partes de um fractal

como no proprio Conjunto de Mandelbrot. (FIGURA 3)

As nuvens ndo sdo esferas, as montanhas ndo sdo cones, as linhas costeiras ndo sdo
circulos, a casca das arvores nao ¢ lisa e os relampagos ndao viajam em linha reta
(MANDELBROT, 1983 apud ALVES, 2007). Nessas afirmacgdes repousa a noc¢do de
irregularidade, pois o autor buscou mostrar exemplos de objetos naturais que ndo sao
regulares e que, se observados bem, possuem muitos graus de detalhes e reentrancias; o grau
de detalhamento se mostra na medida em que se aproxima do objeto, € isso tem a ver com a
no¢do de escala. Para tornar mais compreensivas as nocdes de irregularidade e escala,

Mandelbrot (1998) pergunta: “Quanto mede, afinal, a costa da Bretanha?”

Mandelbrot (1998, p. 30) ilustra a nogdo de escala sugerindo que se imagine

[...] um homem que caminhe ao longo da costa, percorrendo o caminho mais
curto possivel, garantindo, contudo, que nunca se afaste da linha costeira
mais do que uma dada distancia n. Depois repete-se o processo, tornando a
distancia maxima do homem a costa cada vez menor. Em seguida substitui-
se 0 nosso homem por um rato, depois por uma formiga ¢ assim por diante.
Mais uma vez, quanto mais proximo o animal se mantiver da costa, mais
longa sera, inevitavelmente, a distancia a percorrer.

Com essa ilustracao, o autor sugere que a extensao do objeto depende do instrumento
com o qual ¢ medido. Mas pode um objeto ter extensdo relativa? Do ponto de vista do
paradigma tradicional da ciéncia, ndo. Entretanto, a resposta a esse questionamento vai além
da aparente obviedade, pois esta ligada a maneira com a qual se olham os sistemas naturais e
humanos. Ressalta-se que existem diferentes visdes de homem, de mundo, de conhecimento e
de ciéncia que, neste caso, constitui a diferenca entre dois paradigmas: o paradigma

tradicional da ciéncia e o que representa uma novidade ao paradigma da ciéncia, chamado de
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novo paradigma da ciéncia. No paradigma tradicional,

[...] o destaque é dado a separacdo sujeito/objeto, a representacdo do espago
fisico como sendo apenas o euclidiano, ao calculo exato, priorizando,
portanto, os aspectos quantitativos da Matematica. [...] Na sist€mica, a
metafora que a expressa ¢ a da rede, que diz da impossibilidade de separar o
sujeito que conhece do objeto conhecido e da inexisténcia de uma hierarquia
de a prioris. (BAIER, 2005, p. 5, grifo do autor).

No paradigma tradicional, o mundo ¢ descrito como uma maquina perfeita governada
por leis matematicas exatas; os sistemas vivos sdo decompostos em blocos de construcao
elementares e de forma analitica, onde se busca separar o todo em partes cada vez menores. J&
no novo paradigma da ciéncia (pensamento sistémico), o mundo ¢ concebido como um todo
integrado e ndo como uma colecdo de partes, ou seja, como uma rede de fendomenos que estao
interconectados e sdo independentes; a analise, que no paradigma tradicional significa isolar
alguma coisa a fim de compreende-la, da lugar a compreensdo da organizagdo do todo. A
geometria fractal se insere no contexto do novo paradigma da ciéncia, onde o destaque esta na

qualidade e na irregularidade, e ndo na quantidade e nas regularidades, por exemplo.

A fim de que se possa avangar na constru¢cdo da nocao de dimensao fractal, ¢ preciso

ter depreendido estas duas caracteristicas dos fractais: a irregularidade e a escala.

4

Para isso, ¢ necessario retornar a pergunta de Mandelbrot (1998); “Quanto mede,
afinal, a costa da Bretanha?” Se a costa for considerada um objeto fractal, a pergunta esta
inadequada, pois seu comprimento dependera da escala adotada. Se dissermos: Quanto
irregular € a costa da Bretanha? ou Quanto ¢ a sua fragmentacao? Dita dessas maneiras, agora
ha condigdes de prosseguir no estudo; para isso, iremos descrever ainda mais sobre as

caracteristicas do objeto fractal na se¢do a seguir, a dimensao fractal.
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2.2 A CARACTERISTICA GEOMETRICA

A producao geométrica esta, em geral, a frente de toda a atividade compreensiva da
teoria fractal. A forma das nuvens, a linha do litoral, a formagdo das folhas, a radiografia do
pulmdo ganham atencdo e sdo levadas a certas formas geométricas que lhes competem, como
a curva de Koch e o diagrama do pulmio de Mandelbrot, resultando, dai, os conteudos da
Geometria Fractal. Essa geometria, como de regra na formagao dos conteudos da Matematica,

ganha o estatuto de teoria a partir da abstragdo como compreensao.

A dimensdo fractal ¢ uma medida do grau de irregularidade e de fragmentagdo. “Um
fato muito importante: ao contrario dos nimeros dimensionais correntes, a dimensdo fractal
pode muito bem ser uma fracao simples, como 1/2 ou 5/3, ou mesmo um nimero irracional,
como log 4/log 3 = 1,2618... ou n.” (MANDELBROT, 1998, p. 14). Portanto, as linhas
costeiras sdo exemplos de fractais naturais que ndo sdo compostos por linhas retas e curvas
suaves. “[...] os objetos fractais sdo fragmentados e irregulares, compostos por sucessdes de
subestruturas, que sdo notadas a medida que observamos o objeto de forma mais e mais

detalhada.” (FRANKHAUSER, 1997 apud SOBREIRA, 2003, p. 58).

Segundo Alves (2007), a partir da segunda metade do século XIX ¢ que comecaram
aparecer os objetos, hoje tidos como objetos fractais. O tridngulo de Sierpinski, o conjunto de
Cantor, a curva de Peano, a curva de Koch e floco de neve vém formando uma grande familia
de formas geométricas, constituindo o cenario visivel da Geometria Fractal e com presenca
marcante nos variados estudos académicos. Em meio a esta familia de formas é que a grande
expressdo teorica de fractal, como uma “forma”, faz sentido, assim como as nog¢des de

autossimilaridade, de complexidade infinita e de dimensao fractal.

Serdo descritos alguns fractais geométricos presentes em atividades dos livros

didaticos.
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FIGURA 2 - Objetos fractais: a) curva de Koch; b) conjunto de Cantor; c) floco de neve de
Koch

(@)

Existem objetos que ndo podem ser descritos por
retas, como essa acima.

Inicio:

a .
1° fase: Entdo, é como se fosse retirado um pedaco da reta.

S

2° fase: € depois mais outros pedagos.
R P e TR ussmn RS GRS MR
34 fase: A operacdo de esburacar a reta seria repetida

inumeras vezes...

4° fase: ... até se ter uma ideia do que aconteceria se fosse
quebrada infinitas vezes.

E assim sucessivamente...

v

Fonte: Smole e Diniz (2010b, p. 246) e Reis e Trovon (2009b, p. 9).

D l (©)

A curva de Koch ¢ uma forma geométrica em que nela ndo ha tangente. Para obté-la,

parte-se de um segmento de reta. Depois ¢ dividido em trés segmentos iguais e substituido o
segmento central por dois outros segmentos que formariam um triangulo equilatero com o
segmento central que foi retirado. Desta maneira, obtém-se quatro segmentos idénticos, em
que serao realizados os mesmos procedimentos com cada um deles, e assim sucessivamente.

Na realidade, o limite do qual se aproxima a Figura 2a ¢ chamada de curva de Koch.

O conjunto de Cantor, ou também conhecido como Poeira de Cantor, ¢ uma forma
geométrica obtida a partir de um segmento de reta. Primeiro, divide-se esse segmento em trés
partes iguais e retira-se o segmento central. Repetem-se esses mesmos procedimentos com os

dois segmentos restantes, e assim sucessivamente (FIGURA 2b).

O floco de neve de Koch ¢ gerado inicialmente com um tridngulo equildtero de lados
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unitarios; em seguida, divide-se em trés cada um dos segmentos unitarios, constroi-se um
triangulo equilatero no terco do meio e, finalmente, retira-se a base de cada um dos novos
triangulos equilateros. Continuando esse processo indefinidamente, obtém-se uma curva
limite chamada de floco de neve, que além de nao ter tangente em nenhum dos seus pontos,

apresenta um comprimento infinito (FIGURA 2c).

FIGURA 3 - Formas geométricas: a) tridngulo de Sierpinski; b) conjunto de Mandelbrot (a
figura maior corresponde a uma amplia¢do detalhada da figura menor)

(a)

Fonte: Smole e Diniz (2010a, p. 73) e Ribeiro (2010e, p. 95).

O triangulo de Sierpinski ¢ a forma geométrica mais usual, tanto nos trabalhos
académicos, quanto nos livros didaticos. Sua forma ¢ obtida a partir de um triangulo
equilatero no plano. Marcam-se os pontos médios dos trés lados e em seguida ligam-se esses
pontos, formando quatro novos tridngulos equilateros. Apods isso, elimina-se o tridngulo
central, e, em seguida, aplicam-se os mesmos procedimentos para os trés triangulos restantes,
e assim sucessivamente. A imagem final da Figura 3a ilustra o resultado que se obtém depois
de se realizar esta operagdao quatro vezes. O conjunto que obtemos, quando realizamos este
processo infinitamente, chama-se de tridngulo de Sierpinski e s6 pode ser concebido

mentalmente, pois representa-lo graficamente ndo € possivel.
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A partir de 1980 a Geometria Fractal ganha um novo e definitivo aliado, o
computador. Agora, agregam-se ao universo das formas abstraidas das instancias empiricas,
as formas geradas por computacdao. Traga-se detalhadamente o grafico da fun¢cdo complexa
f(z)=2"+c, sendo ¢ um numero complexo. Esse grafico é conhecido como conjunto de
Mandelbrot, que tem vistosa presen¢a no cendrio da geometria fractal, sendo referéncia
obrigatdria para a percep¢ao geométrica das caracteristicas essenciais dos objetos fractais no

contexto do conceito fractal (FIGURA 3b).

A funcdo complexa ¢ iterada muitas vezes. O parametro ¢ assume valores do plano
complexo para ser iterada na fung¢do complexa sistematicamente. Se nesse processo de
iteracdo resultar valores que tendem ao infinito, o ponto ¢ permanece com a cor de fundo da
tela; caso contrario, atribui-se a cor branca para c. As paredes da prisdo, entdo, vao tomando a

forma do conjunto M de Mandelbrot.

2.3 A CARACTERISTICA TOPOLOGICA

Nesta secdo reportamos a classe dos fractais definidos como espacgos topologicos. Sem
reconstruir as sutilezas formais dos fractais desta classe, apenas pretendemos interpretar e
descrever a compreensdo que julgamos pertinente a pesquisa. Algumas definicdes e
demonstragdes matematicas podem ser encontradas em Alves (2007). De antemao, devemos
recolocar a ideia descrita em Alves (2007, p. xxxiii) de que um fractal ¢ uma forma composta

de infinitas partes de algum modo semelhante ao todo.

Assim dito, ¢ o fractal na sua natureza sintética, como objeto intuitivo abstraido de
situagdes concretas. Aproximada essa ideia a modelos tedricos, pode-se compreender o fractal
como um conjunto infinito de elementos semelhantes entre si, compreensdo que possibilita
trata-lo com a formalidade matematica da Topologia. Neste tratamento o objeto fractal ganha
natureza analitica e, numa terminologia da psicologia da aprendizagem, transcende da
abstracdo empirica para a abstracdo reflexiva. Esta compreensdo nos interessa na medida em

que queremos tratar o conceito fractal como objeto de aprendizagem.

No conjunto fractal, de infinitos elementos semelhantes, a ideia de “semelhanca” ¢
referente a forma, e esta semelhanga participa unificando a natureza constitutiva do conjunto e

as partes. Os exemplos didaticos convencionais de conjuntos topologicos sao conjuntos de
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nimeros reais obtidos por alguma propriedade, conjuntos de segmentos da reta geométrica
obtidos com alguma relagdo, conjuntos de regides euclidianas no espago plano ou no espago
volumoso. Numa abstracao a partir desses modelos ¢ introduzida a nogao de “bola” e, como
em Lima (1970), define-se bola aberta e bola fechada no espago métrico. Sob a métrica que
induz o espaco métrico ¢ que deve estar a no¢do de raio dessas bolas. Na formalidade
matematica do fractal ¢ razoavel pensar o fractal como um conjunto do plano euclidiano,
como ¢ o tridngulo de Sierpinski. H4 exemplos numéricos, como sucessdes numeéricas
convergentes € outros com representagdes na reta, como o conjunto de Cantor, que sdo

modelos estratégicos para a compreensao.

Na teoria convencional dos espagos topologicos, repetida em diferentes livros sobre
topologia, o conceito de “aberto” ou “bola aberta” ou “conjunto aberto”, ¢ compreendido
como os conjuntos do espago topologico, dos quais qualquer elemento centraliza um
subconjunto também aberto contido no proprio conjunto. Na matematica fractal descrita, onde
¢ desenvolvida a classe fractal dos conjuntos topoldgicos, este conceito de “aberto” ou de
“fechado”, cai sobre as partes semelhantes que também se decompdem em partes

semelhantes.

Nesta abordagem matematica dos fractais, tomamos o que desenvolve Alves (2007),
que sao os fractais definidos por sistemas de funcdes iteradas. Trata-se de um modelo tedrico,
onde a formagdo fractal se da por iteragdes de uma aplica¢dao f sobre um conjunto X, numa

sucessdo até ao ponto fixo das iteragoes.

O conjunto X aqui considerado é o conjunto que retne os elementos gerados nas
iteragdes de f até ao ponto fixo, que é alcangado na convergéncia de f'a forma idéntica. O

ponto fixo a que referimos ¢ definido como os elementos de x, € X tal que nas aplicagdes de

uma fungéo f'em um conjunto X e, escrito por x5, € aquele em que f(x,)=x,.

No processo iterativo por f na formacdo fractal, o elemento x; é a forma fractal. O
conjunto X retne os elementos gerados no processo iterativo até ao ponto x,. Neste sentido,
ndo basta que aquele conjunto X seja um conjunto topologico ou que ganhe uma topologia, ele
deve estar munido de uma métrica e ser com ela um espaco métrico. A medida chamada
métrica ¢ formalmente necessaria como a operacao pela qual distingue-se um do outro os
elementos do espaco métrico. Nesta formalidade, como declara Alves (2007, p. 4): “Um

fractal ¢ o ponto fixo de um sistema de fungdes iteradas num espago métrico completo
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munido da métrica de Hausdorff” que apresentaremos mais adiante.

Para facilitar a compreensdo dessa ideia, sera sintetizado o que se constitui como
métrica, como espago métrico e como métrica de Hausdorff a fim da formacao, nesta classe

analitica, do significado fractal.

Podemos definir a métrica no conjunto X qualquer como sendo uma aplicacao d de

X xX em R com as seguintes propriedades:
dix,y) =d@y, x); Vx,ye X;
dx,y) > 0;se x#y;
dx,x) =0; x em X;
dx,y) <d(xz) +dzy), x, y, zem X

Um espago métrico, em qualquer compéndio do assunto, ¢ um par (X,d) formado por

um conjunto X e uma métrica d em X , as vezes dito apenas espago métrico X . Um exemplo

comum ¢ o conjunto R dos nimeros reais com a métrica usual d(x, y) = |x— V|, que € o

espago métrico da reta. Intuitivamente sdo validas para esta métrica d as quatro propriedades
da definicdo de métrica. Esta métrica ¢ a propria distancia entre abscissas na reta real. Como

mais um exemplo, a distdncia usual no plano cartesiano ¢ a métrica na expressao

d=.(x:-x,)>+(>-y,)?, que satisfaz aquele sistema de quatro propriedades. Um espaco
métrico é completo quando todas as seqiiéncias de Cauchy convergem para um limite que
pertence ao espaco. Assim, dado um espago métrico completo (X,d), designamos por H(X)

0 espago cujos pontos sdo subconjuntos compactos € ndo vazios de X .

A seguir, sera descrita a métrica de Hausdorff, para munir este conjunto das partes e
dar-lhe a estrutura de espago métrico. A forma fractal como ponto fixo no sistema de fungdes
iteradas tem que uma parte qualquer também se desenvolva pelas iteragdes ao mesmo ponto
fixo (FIGURA 4a). Com este fato, a forma fractal munida da chamada métrica de Hausdorff
(FIGURA 4b), ¢ dita um espaco métrico completo. Vale ressaltar que a forma fractal assim

formalizada ¢ uma ideia de um conjunto das partes de um conjunto.

Sejam (S, d) um espago métrico completo e o seu conjunto das partes
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X={Ac S/ A=}, sendo cada parte 4 como conjunto fechado e limitado. A métrica de
Hausdorff em X denotado por % ¢é escrita por: h(4, B) = max {d(4, B), d(B, A)}; A, B c X. A
distancia entre os conjuntos A e B é definida por d(4A, B) = max {d(x, B), x € A} sendo
d(x, B) = min {d(x, y),y € B}, ed(x, y)ja ¢ definida.

FIGURA 4 - Propriedade intrinseca da métrica de Hausdorff de separar os elementos do
espaco métrico

(@)
[lustramos com a fungio fem R como f(x)=4x. Fator de comnglo{' e Ponto fixo 0
q I
0 1 0 12
f(x) -1
(b)

Um espago topolégico X cha~
ma-se um espogo de Hausdorff (ou
espago separado) quando, dados
dois pontos erbitrérios =z »f y em X,
existem abertos 4, B C X tais que
zCA yEBe ANB =g,

Fonte: Lima (1970, p. 62).

Verifica-se que a métrica de Hausdorff estd definida, ndo em um simples conjunto,
mas ja em um espaco métrico. Esta métrica escrita por / € expressa segundo uma métrica d. A
métrica “d” distingue os elementos em S e a métrica “h” distingue os elementos no conjunto X
das partes de S. Essa métrica & ¢é, por vezes, chamada métrica da separagdo, e o espaco

topoldgico X, induzido por ela, ¢ chamado espaco separado (FIGURA 4).

2.3.1 Dimensao fractal

Alves (2007) afirma que a dimensao fractal € uma caracteristica das mais importantes

do conjunto fractal. Cita a dimensdo euclidiana de Os Elementos* como 1, 2 € 3 conforme a

2 A dimensdo euclidiana se encontra descrita na famosa obra de Euclides, Os Elementos. O livro I traz as
seguintes defini¢des: “1. Ponto ¢ aquilo de que nada ¢ parte; 2. E linha ¢ comprimento sem largura; [...] 4. E
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fronteira da figura euclidiana, se constituida de pontos, de linhas ou de superficies. Na
geometria fractal a convengao ¢ outra, onde a dimensao fractal diz respeito a irregularidade da

forma e pode até ndo ser inteira.

Na descri¢ao do proprio Mandelbrot (1998, p. 14), que surge com a teoria fractal, a

dimensao fractal pode ser concebida com a nogao de

[...] curvas planas muito irregulares, que sua dimensao fractal se situa entre 1
e 2, a respeito de certas superficies muito enrugadas e cheias de pregas, que
a sua dimensdo fractal esta entre 2 e 3 e, enfim, conjuntos de pontos sobre
uma linha cuja a dimensao fractal esta entre 0 e 1.

Capra (2006) complementa, expondo que o conceito de dimensao fractal ¢ uma nogao
matematica, porém se aproxima de nossas experiéncias com a natureza. Por exemplo,
“Quanto mais denteados forem os contornos de um relampago ou as bordas de uma nuvem, e
quanto mais acidentadas forem as formas de uma linha litorAnea e de uma montanha, mais
altas serdo suas dimensoes fractais.” (CAPRA, 2006, p. 119). Vemos que o autor se utiliza da

“geometria da natureza”.

Ha muitas maneiras de se definir a dimensdo fractal, no entanto, uma vez definida
quaisquer uma delas, e determinado o valor D para ela, “[...] pode-se tentar definir um
conjunto fractal como sendo, ou um conjunto para o qual D ¢ um niimero real ndo inteiro, ou
um conjunto para o qual D ¢ um inteiro, mas o todo ¢ “irregular”.” (MANDELBROT, 1998,
p. 176, grifo nosso). Antes de formalizarmos matematicamente a dimensdo fractal,

procuramos uma compreensao mais intuitiva desse conceito. Capra (2006, p. 119) afirma que

[...] uma linha denteada em um plano preenche mais espago do que uma
linha reta, que tem dimensdo 1, porém menos do que o plano, que tem
dimensdo 2. Quanto mais denteada for a linha, mais perto de 2 estara sua
dimensao fractal. De maneira semelhante, um pedaco de papel amarrotado
ocupa mais espago do que um plano, porém menos do que uma esfera. Desse
modo, quanto mais amarrotado ¢ apertado estiver o papel, mais perto de 3
estara sua dimensao fractal.

linha reta ¢ a que estd posta por igual com os pontos sobre si mesma; e 5. E superficie ¢ aquilo que tem
somente comprimento e largura.” (EUCLIDES, 2009, livro I, p. 97). J& o livro XI traz: “1. Sélido ¢ o que tem
comprimento e largura e profundidade.” (EUCLIDES, 2009, livro XI, p. 481).



FIGURA 5- Curvas planas irregulares de dimensao fractal entre 1 e 2
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Fonte: Edilson de Moura, 2015.
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FIGURA 6 - Iniciador-gerador da Figura 5

(@) (b)

(© (d)

Fonte: Edilson de Moura, 2015.

FIGURA 7- Curva no 4° estagio de desenvolvimento
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Fonte: Edilson de Moura, 2015.

Destacamos na Figura 5 um exemplo de curvas que foram construidas no plano e tem
dimensoes diferentes. A dimensdo dy , dp, dc e dp de cada uma dessas curvas da Figura 5,
serd calculada mais adiante, a partir da definicdo fractal pelo processo de Hausdorff. Vale
observar que quanto mais detalhes e reentrancias tiver a curva, maior serd a sua dimensao.

Sendo assim, dp (dimensdo da Figura 5b) tem maior dimensdo, portanto: d, >d, >d, >d, .

As curvas da Figura 5 foram construidas a partir de um dos iniciador-gerador (FIGURA 6).
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Exemplificaremos a constru¢do de um deles a partir do estdgio em que se encontra a curva da

Figura 5a.

Primeiro, toma-se a peca correspondente ao iniciador-gerador da curva que, no nosso
caso ¢ a Figura 6a, depois, substitui-se cada segmento da Figura 5a pela peca geradora; para
isso, a peca geradora terd que diminuir ou ficar numa escala menor para que possa ser
encaixada por completo em cada segmento. Feito isso, obtém-se a curva da Figura 7, que esta

no 4° estagio de desenvolvimento.

Percebe-se que apesar da curva da Figura 7 apresentar visualmente mais detalhes do
que a da Figura 5a, elas tém a mesma dimensdo, pois apenas estdo em escalas e fases de
desenvolvimento diferentes. Para que os nossos sentidos ndo nos enganem, precisamos
formalizar matematicamente maneiras de quantificar a dimensao fractal. Esses exemplos
podem servir como atividades para as séries iniciais do Ensino Fundamental, pois
desenvolvem conceitos de homotetia, dimensdo fractal (sob o aspecto geométrico), escala, e

padrao.

Existem muitas defini¢des de dimensdo, o que pode gerar resultados numéricos
diferentes quando aplicadas ao mesmo conjunto fractal. Alves (2007, p. xxxv) afirma que “O
valor da dimensdo ¢ um indicador da quantidade de espaco que ocupa um determinado
conjunto. E uma medida das proeminéncias das irregularidades de um conjunto quando
observado a uma escala muito pequena.” Entdo, a seguir, sera demonstrada uma maneira de se

calcular a dimensao fractal por meio da contagem de caixas.

Para se calcular a dimensdo fractal por meio da contagem de caixas de um conjunto
plano F, primeiro, desenha-se uma rede-¢ de quadrados (caixas) e conta-se, para varios
valores de ¢ (escala) cada vez menores, o nimero N.(F) de quadrados (caixas) que se
sobrepde ao conjunto. A dimensao € a razao logaritmica, a qual N,(F) cresce quando ¢ tende
para zero e pode ser estimada pelo declive do grafico de log N.(F) em fungdo de (~log ¢).
Pode-se dizer também que o numero de quadrados da rede-¢ que intersecta F' ¢ um indicador
de quao espalhado ou irregular € o conjunto, quando examinado a escala ¢. A dimensao reflete
quao rapidamente as irregularidades se desenvolvem a medida que ¢ tende para zero. Ou seja,
quanto maior o declive do grafico ou a razao logaritmica maior a dimensdo. Apresentaremos a

seguir um exemplo.
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FIGURA 8 - Tamanho de caixas versus nimero de células ocupadas: a) escala 1/4; b) escala
1/8; ¢) escala 1/12; d) escala 1/16; e) escala 1/24; f) escala 1/32

(a) (b)

(c) AEIED (d)

| | it

-~
€

N
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Fonte: Edilson de Moura, 2015.
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Para se compreender melhor esse processo descrito por Alves (2007), determinamos a

dimensdo fractal de um ramo de pinheiro, o qual depois de colhido foi escaneado, a fim de

que pudéssemos submeté-lo ao processo de contagem das caixas (quadrados) que se

sobrepunham a ele (FIGURA 8). Verifica-se que na Figura 8a, os onze quadrados da malha

tém alguma parte do ramo, entdo N,(F) = 1] e aescalae = 1/4.

TABELA 1 - Dimensao fractal do ramo do pinheiro

Escala ¢ 1/4 1/8 1/12 1/16 1/24 1/32
N(F) 11 30 60 101 208 334

—log ¢ 0,602 0,903 1,074 1,204 1,380 1,505
log N.(F) 1,041 1,477 1,778 2,004 2,318 2,523

Fonte: Edilson de Moura, 2015.

A Tabela 1 apresenta em cada coluna os valores correspondentes a quantidades de

quadrados que contém alguma parte do ramo e abaixo os valores dos logaritmos do inverso da

escala e da quantidades de quadrados que contém alguma parte do ramo. Os valores obtidos

na contagem dos quadrados N,(F) e sua respectiva escala ¢ geraram as coordenadas (—log ¢;

log N(F)), as quais foram, em seguida, inseridas no editor de planilhas (TABELA 1).

Finalizando, construimos a reta de regressao linear’ .(FIGURA

9).

FIGURA 9 - Gréfico da reta de regressdo linear por meio da ferramenta Reta de Regressao,

em software especifico

Dimensac do ramo do pinheiro Vo
3
2,5 >
2 ﬁ//
> =
w 1,5 /(
S —
1 T -
0.5
0 T T T T T T T 1
0 0,2 0,z 0,6 0,8 1 1,2 14 1,6
-loge

Fonte: Edilson de Moura, 2015.

3 O coeficiente angular da reta: y = 1,662x +0,009 obtida por meio do editor de planilha na Microsoft Exel,

representa a dimensao fractal do ramo do pinheiro. Portanto D = 1,662.
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Este método da dimensdo de contagem das caixas ¢ utilizado para estruturas fractais
que ndo sdo totalmente autossemelhantes. A curva de Koch e o conjunto de Cantor sdo
exemplos de fractais com autossemelhanca exata. Contudo, a definicdo da dimensao de
contagem de caixas também permite calcular o valor da dimensao fractal para os objetos

fractais com autossemelhanga exata.

Pode-se observar que o tamanho relativo do ramo cresce a medida que o tamanho das
caixas diminui. Essa taxa de crescimento, representada pela inclinacdo da reta do grafico

logaritmico, dird quanto quebradi¢o ou tortuoso ¢ o ramo ou o objeto.

Resumindo, o calculo da dimensdo por meio da contagem de caixas pode ser

simplificadamente entendido da seguinte forma:

[...] divide-se a area do conjunto analisado em um certo nimero de caixas
iguais. Conta-se o nimero de caixas em que existe pelo menos um ponto do
conjunto. Repete-se o procedimento para varios tamanhos de caixas. Os
dados (tamanho de caixas versus nimero de células ocupadas) sdo langados
num grafico logaritmico (pois neste grafico a lei de poténcia ¢ convertida em
funcao linear, sendo possivel medir o expoente da funcao, que corresponde a
inclinagdo da reta resultante apos uma regressdo linear). A dimensédo fractal,
neste caso, equivale a inclinag¢do do grafico (SOBREIRA, 2003, p. 65-66).

Se os objetos forem pouco fragmentados (mais euclidiano), o valor relativo da
medicao em diferentes escalas muda pouco e a inclinacdo do grafico é pequena. A inclinagdo

do grafico indica quanto quebradico ou detalhado ¢ um objeto.

Mas, que significado hd quando afirmamos que o ramo do pinheiro tem dimensao
aproximada ao numero 1,667 E necessario buscar, entdo, uma compreensdo significativa

desse resultado que possa ser atribuida pelo aprendiz, pois

r

[...] ¢ importante privilegiar a atribui¢do de significados as teorias, as
expressoes artisticas, literarias, historicas, enfim, a0 mundo onde vivemos. E
importante que as atividades sejam dirigidas de modo que o sentido se faga
para o aluno, gerando compreensao, interpretagdo e comunicacdo de maneira
que significados sejam atribuidos. (BICUDO, 1999 apud BAIER, 2005, p.
133).

No intuito de atribuirmos significado a dimensao fracionaria, faremos uso de uma

variante da curva de Von Koch, a qual ¢ interpretada como o modelo de pulmao.



33

FIGURA 10 - Variante da curva de Von Koch, interpretada como modelo de Pulmao

Fonte: Mandelbrot (1998, p. 49).

Como se pode ver na Figura 10, no pequeno diagrama a esquerda, cada

pulmao ¢ um triangulo isdésceles, ligeiramente obtuso (tem um angulo de 90°+¢):

[...] A traqueia é limitada por um diedro de angulo 2e. A traqueia
junta-se, de cada um dos lados, um bronquio, também limitado por
um angulo de 2¢. [...] de cada segmento do contorno externo parte
um triangulo de carne, que divide o lébulo correspondente em dois
sublébulos. Acrescentamos assim sucessivamente, ora de um lado
ora do outro, subsub-bronquios e subsubtridngulos de carne
(MANDELBROT, 1998, p. 48).

Segundo Mandelbrot (1998, p. 48),

[...] trata-se de um modelo mediocre, mas € suficiente para por em evidéncia
a ligacdo que existe entre, por um lado, as conexdes que permitem a este
orgdo estabelecer um contacto intimo entre o ar e o sangue ¢, por outro lado,
o conceito de objeto fractal.

Se continudssemos o processo de constru¢do desse objeto fractal indefinidamente,

Mandelbrot (1998, p. 48) afirma que

[...] acabariamos por obter uma sec¢do de pulmio ideal, que seria
uma curva de comprimento infinito e com dimensao D ligeiramente
inferior a 2. Extrapolando para trés dimensdes, obteriamos entdo
uma superficie pulmonar com dimenséo ligeiramente inferior a 3.
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Quando Mandelbrot (1998) afirmou que a dimensdo do pulmdo era ligeiramente
inferior a trés, possivelmente estava atribuindo significado a dimensdo fracionaria do objeto
fractal, relacionando-o a eficiéncia do pulmao humano que tem um volume pequeno ¢ uma
area enorme, condizente com o modelo fractal sugerido, o qual apresenta drea maxima —

indefinida, pois depende da escala de observacao - mas com volume minimo.

Retomando o exemplo do ramo do pinheiro, qual o significado podemos atribuir ao
valor fraciondrio da dimensdo do ramo? Quando calculamos a dimensao por meio da
contagem de caixas, obtemos a irregularidade do contorno do ramo do pinheiro, j4 que a
dimensdo estd entre um e dois, e, valendo-nos do exemplo dado por Mandelbrot (1998),
inferimos que a arvore pinheiro tem dimensdo fractal entre dois e trés. Sendo assim, podemos
atribuir um significado condizente a disposicdo da copa das arvores, pois Romanha (2009)

afirma que

A disposicao fractal da copa das arvores potencializa e maximiza a
exposi¢ao de uma quantidade enorme de folhas ao sol, permitindo maior
eficiéncia na captacdo de luz. A disposi¢do fractal das arvores adultas
também permite que elas lancem novos ramos durante todo o ano sem que o
aumento do perimetro da copa seja perceptivel. Entdo, uma estrutura fractal
fornece o maximo de eficiéncia com o minimo de ocupacgdo de espago.

Existem varias maneiras de se medir a dimensao fractal: uma, que ¢ o calculo
por meio da contagem de caixas ou dimensdo da malha, e outra, que ¢ a dimensao de
Hausdorff-Besicovitch, a qual esta em conformidade com a dimensao usual de espagos usuais.
O termo dimensdo fractal estd associado ao processo de contagem das caixas ou a de

Hausdorft.

A formulagdo precisa da dimensdao de Hausdorff-Besicovitch ndo serd apresentada
neste estudo, pois além de ter sido pouco reveladora, transcendeu o ambito desta
investigacao. No entanto, foram constatados na dissertacao de Alves (2007),
subsidios para o aprofundamento desse estudo. Abordaremos a formulagdo da dimensao
de Hausdorff-Besicovitch de maneira menos formal como encontrado em Alves (2007),

mas valida e mais compreensivel ao publico das escolas.

A maior parte das defini¢des de dimensao de um conjunto depende de uma medicao
desse conjunto na escala ¢, que quantifica a sua irregularidade quando observada. Carvalho et

al. (1986) apresenta os conceitos escala e dimensdo de Hausdorff-Besicovitch de forma
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esclarecedora e bem organizada, por isso, com o intuito de apreendermos melhor aqueles

conceitos, serdo descritas algumas ideias centrais.

FIGURA 11 - Esquema para calcular o comprimento de uma curva

TL/?U

L(g)=¢€.N(g)

o

Fonte: Edilson de Moura, 2015.

Mandelbrot (1998) fez uma pergunta provocativa a respeito do comprimento da costa
da Bretanha e, depois, concluiu que o comprimento dependeria da escala. Assim, se usada
uma régua de tamanho & para medir o comprimento do litoral (ou de uma curva), ele sera
igual ao comprimento ¢ multiplicado pelo nimero de vezes que a régua foi tomada ao
contornar a costa. Entdo, se o tamanho da régua usada para medir a costa, diminuir, seu

comprimento aumentara (FIGURA 11).

O meteorologista Lewis Richardson aplicou essa definicdo para determinar o
comprimento da costa de diversos paises e descobriu que, para cada um deles, o numero de
segmentos na escala satisfaz a Lei Empirica: N(g) = K . ¢, onde K e D sdo constantes que
dependem da formacao costeira do pais. Temos entao:

L) = ¢ . Ne) = (¢ . ¢° Ne)e® = (¢ N())/e®, fazendo N(e)/e”

L) =K.&e™ eN() =K. P, Dai, concluimos que:

K, temos que

L=lim (L(g)) = lim (K& " )=1lim |k o L| —lim g L | _ o o seja. o
e—>0 e—>0 e—>0 8D e—>0 8D—1 ’ ’

comprimento total L da costa tende ao infinito.
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Reiterando que a dimensdo de Hausdorff-Besicovitch estd em conformidade com a

dimensdo usual de espagos usuais, mostraremos como ocorre essa adequacao.

FIGURA 12 - A dimensdao euclidiana

1
i ¢ t | | [ N=5partes;r=§

1
N=25partes ; r = —= =

N=125partes;r=;= :l
V125 3 5 5

Fonte: Carvalho et al. (1986, p. 20-21).

Um objeto unidimensional, como um segmento de reta, também possui a propriedade
de se reproduzir similarmente. Ele pode ser dividido em N pecas em forma de segmentos

idénticos, cada uma das quais reduzidas pela razdo r do todo (FIGURA 12), da seguinte

forma: r=—.
N

Analogamente, um objeto bidimensional, como um quadrado no plano, pode ser

dividido em N pegas em forma de quadrados autossimilares, as quais estdo reduzidas pela

N . 1 . e )
razao r do todo, da seguinte forma: » =——. Por fim, um objeto tridimensional, como um

N

cubo sdlido, pode ser dividido em N pegas pequenas em forma de cubos, cada um dos quais

reduzidos pela Razdo: r=——.

{/ﬁ

Um objeto autossimilar de dimensdo D pode ser dividido em N pequenas réplicas
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(pecas) de si proprio, cada uma das quais reduzidas por um fator », da seguinte forma:

1

r=—.
IN
Podemos escrever: 7.4 N =1; depois, elevando a D membro a membro, teremos:

*’ . N = 1. Para obtermos o valor de D a partir desta equagdo exponencial devemos aplicar o

logaritmo decimal membro a membro, da seguinte maneira: log (+ . N) = log 1.

Pelas propriedades de logaritmo, teremos: log  + log N = log I, ou seja,

-log N _ logN log]i , portanto,

D .logr+log N=0,;Entao, D= =
logr  -logr logr

log N

o[

Aplicando essa relacdo nos objetos da Figura 12, encontramos os valores 1; 2; e 3 para

D=

a dimensao, o que mostra que a dimensao usual estd de acordo com a dimensao de Hausdorff-
Besicovitch. Mandelbrot (1998) chama D de dimensdo fractal da curva, que difere da

dimensao euclidiana por ndo precisar ser, necessariamente, um nimero inteiro.

Um fractal primitivo que destacaremos esta ligado ao nome de Georg Cantor (1845-
1918), que criou um conjunto obtido por meio da fragmentacdo do intervalo [0, I] e

reconhecido por Mandelbrot (1998), muitas décadas mais tarde, como um fractal.

FIGURA 13 - A dimensao fractal do Conjunto de Cantor

Fonte: Carvalho et al. (1986, p. 25).
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O conjunto de Cantor* é obtido da seguinte maneira: divide-se o intervalo 7= /0, 1] em

trés partes autossimilares, e em seguida, retira-se de [y, seu terco médio aberto (FIGURA

13a). Na Figura 13b, encontramos, assim, ]1 = [0, é} U {% ]]

No passo seguinte, divide-se cada intervalo de /; em trés partes autossimilares e

retiramos seus respectivos tercos médios abertos. Obtemos, na Figura 13c, assim,
1 =[otv|Z 2|t \u|d .
2 9 99 99 9

Repetindo-se o processo indefinidamente, chega-se ao conjunto de Cantor, que ¢

formado por todos os pontos que ndo foram retirados. Nota-se que os pontos extremos 0, /,

i, 3, i, .. , pertencem ao conjunto de Cantor, uma vez que em cada etapa da construgdo sio

3
retirados apenas pontos interiores dos intervalos anteriores. Como em cada etapa obtém-se

dois novos intervalos, temos que N = 2. Por outro lado, vimos que cada intervalo ¢ dividido

em trés partes autossimilares, logo a razdo r = 3

Assim, a dimensao fractal do conjunto de Cantor ¢ dada pelo algoritmo:

D= log N ,entdo D = jogj =0,6309 . Também pode-se calculd-la em rela¢do a Figura 13,

log s’ o8

sO que neste caso, N =4 e ¢ = 1/9, sendo assim D = jog; =0,6309.
0g

Do exposto até o momento, pode-se calcular, agora, a dimensao das curvas da Figura 5

que esta descrita na Figura 14.

* O conjunto de Cantor tem dimenséo fracionaria entre o ponto e a reta, ou ainda, entre 0 ¢ 1.
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FIGURA 14 - A dimensao de objetos com autossemelhanga exata

1
A
Dizlag._1
log &
B} 1 log 5
N=4 ¢ £'=3 =D,=52_14650 13
log 3
N=8 o &'=4 :>D.9:M=L5000 V4
log 4 ] i
N
N=4 ¢ £'=3 ::>DC=E=1=2619 3 \
log 3 % h
N=6 e eloa —p —1986_; 2005 o f—
? log4

Fonte: Edilson de Moura, 2015.

Vale ressaltar que, cada uma das maneiras de se calcular a dimensdo fractal, pode
gerar uma medida distinta. Isso significa dizer que a dimensdo fractal ndo € unica, pois
depende do método de observacdo e medicdo utilizada. Além desses procedimentos
apresentados, existem outras categorias de dimensdes fractais, todas categorizando o objeto
segundo a sua fragmentagdo, mas a partir de visdes distintas. O conceito dimensdo, apesar de
sua importancia para aquisicdo do conceito fractal, vem sendo explorado apenas como uma

curiosidade, tanto em trabalhos académicos como nos cursos oferecidos a professores.

2.3.2 Ponto Fixo

Pelo fato de o conceito ponto fixo ser relevante para a compreensdo e aquisi¢ao do
conceito fractal e também por estar presente em livros didaticos da Educagdo Basica, serdo
evidenciados os seus principais aspectos; serd apresentada, também, uma atividade constante

num livro didatico do 9° ano do Ensino Fundamental.

A compreensdo do conceito da dimensao fractal proporciona uma melhor distingdo

entre as formas geométrica regulares, como circulos e esferas — isto €, multiplos — e as formas
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irregulares, como fractais. Essas distingdes entre as geometrias euclidianas e mandelbrotianas

(geometria de Mandelbrot) se tornaram mais evidentes apos o estudo do conceito dimensao

fractal, que € aquele

[...] esquisito numero fracionario inventado por Hausdorff e Besicovitch,
desprezado pelos cientistas da area aplicada até que Mandelbrot o
ressuscitou, poliu e explorou, vem a ser uma propriedade-chave do atrator,
governando varias caracteristicas quantitativas da dindmica (STEWART,
1991, p. 239).

Souza e Pataro (2009b, p. 107) trazem no livro escolar do 9° ano do Ensino

Fundamental uma atividade, da qual apresentaremos apenas um de seus itens:

O modelo de Verhulst citado no texto [A matematica do caos] ¢ dado por
y=k.p.(l—-p) noqual k representa uma caracteristica da populagio ¢ p
(cujo valor maximo € 1) representa o percentual do nimero de individuos
vivos nessa populagdo. Com o auxilio de uma calculadora, considere £ = 4,5
e use os valores 0,25; 0,5; 0,75 para p. Em seguida faca o mesmo para k = 5.
O que vocé pode observar?

Para Baier (2005), torna-se urgente o estudo da dindmica populacional, por meio do

modelo Logistico May, relacionado com os temas fractais, fun¢do composta, e funcao

quadratica. Para realizar-se um estudo da dinamica populacional com essa abordagem, faz-se

necessaria a compreensao das nogdes de ponto fixo (atrator, repulsor), iteragdo e orbita, além

do estudo do processo de iteragdo grafica, os quais também sdo relevantes para o estudo do

conceito fractal.

Para Stewart (1991, p. 121-122), “A esséncia de um atrator ¢ ser uma por¢ao do

espaco de fase tal que qualquer ponto que se ponha em movimento nas suas proximidades se

aproxima cada vez mais dele.” Para Mandelbrot (1977 apud BAIER, 2005, p. 92)

Um atrator que evolui por um processo de alongamentos e dobras ¢ chamado
de atrator estranho, denominagio introduzida por Ruelle e Takens. E
também denominado atrator cadtico ou atrator fractal. “Muitos livros de
Mecdnica se referem aos sistemas dindmicos cujos atratores sdo pontos,
aproximacgdes de circulos ou outras formas de Euclides. Mas eles sdo raras
excegdes, € o comportamento da maioria dos sistemas dindmicos ¢
incomparavelmente mais complexo: seus atratores ou repulsores tendem a
ser fractais.
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Capra (2006, p. 111), afirma que as técnicas matematicas que permitiram aos
pesquisadores, nas trés ultimas décadas, descobrir padroes ordenados em sistemas cadticos
baseiam-se na abordagem topoldgica de Poincaré e estdo estreitamente ligadas com o
desenvolvimento de computadores. O computador pode ser programado para desenhar a
solugdo de equagdes ndo-lineares a partir de uma grande coleg¢do de valores para as variaveis,
que satisfazem a equag¢do, obtendo uma curva, ou um conjunto de curvas, num grafico. Essa
técnica permitiu aos cientistas resolver as complexas equacdes nao-lineares associadas com

fendmenos cadticos e descobrir ordem sob o caos aparente.

Esses padrdes ordenados sdo revelados quando

as variaveis de um sistema complexo sdo exibidas num espago matematico
abstrato denominado "espago de fase". Essa ¢ uma técnica bem conhecida,
que foi desenvolvida na termodinamica, na virada do século. Cada uma das
varidveis do sistema esta associada com uma diferente coordenada nesse
espaco abstrato. (CAPRA, 2006, p. 111).

Para exemplificar Capra (2006, p. 111-112) toma com exemplo muito simples: uma
bola que oscila de um lado para o outro num péndulo. Para descrever completamente o
movimento pendular, precisamos de duas variaveis:o angulo, que pode ser positivo ou
negativo, ¢ a velocidade, que pode igualmente ser positiva ou negativa, dependendo do
sentido do balanco. Com essas duas variaveis, angulo e velocidade, podemos descrever

completamente o estado de movimento de um péndulo, em qualquer momento.

Se prosseguirmos € marcarmos os pontos correspondentes aos estados de movimento
entre os quatro extremos, descobriremos que eles se distribuem num lago fechado.
Poderiamos torna-lo um circulo escolhendo apropriadamente nossas unidades de medida, mas
em geral sera algum tipo de elipse. Esse laco ¢ chamado de trajetoria do péndulo no espago de
fase. Ele descreve completamente o movimento do sistema. Todas as variaveis do sistema,
duas em nosso caso simples, sdo representadas por um Unico ponto, que sempre estard em
algum lugar sobre esse lago. Conforme o péndulo balang¢a de um lado para o outro, o ponto no
espago de fase percorrera o laco circular. Em qualquer momento, podemos medir as duas

coordenadas do ponto no espago de fase, e saberemos o estado exato do sistema.
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FIGURA 15 - Trajetoria do péndulo no espago de fase: a) sem atrito; b) com atrito.
(a) Velocidade

A

3

» Angulo

(b) Velocidade

F

Angulo

Fonte: CAPRA. (2006, p. 112-113)

O péndulo sem atrito, cujo espago de fase estd representado na Figura 15a, oscila de
um lado para o outro em perpétuo movimento. Este ¢ um exemplo tipico de fisica cléssica,
onde o atrito geralmente ¢ negligenciado. Um péndulo real sempre terd algum atrito, que
provocara sua desaceleracdo, até que finalmente acabe parando. A Figura 15b representa o

espaco de fase bidimensional por uma curva que se espirala para dentro, em direcdo ao centro.

A trajetoria em laco fechado ¢ chamada de atrator periddico, Figura 15a, enquanto a
trajetdria espiralar para dentro, Figura 15b, é chamada de atrator puntiforme. Segundo Capra
(2006, p. 114) ha trés tipo de basicos de atratores: os puntiformes que correspondem a
sistemas que atingem um equilibrio estavel; os periddicos, correspondentes a oscilagdes
periodicas; e os estranhos, correspondentes a sistemas cadticos. Um atrator ¢ dito estranho

quando ndo ha um padrdo de repeticao.

Capra (2006, p. 114) d4 um exemplo tipico de sistema com um atrator estranho que € o

"5

"péndulo caotico"”, estudado pela primeira vez pelo matematico japonés Yoshisuke Ueda no

final da década de 60. O movimento aparentemente erratico dos pontos no espago de fase nao

> E um circuito eletronico ndo-linear com um acionador externo, que é relativamente simples mas produz um
comportamento extraordinariamente complexo. Cada balango desse oscilador cadtico é inico. O sistema nunca
se repete, de modo que cada ciclo cobre uma nova regiao do espago de fase.
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estdo distribuidos aleatoriamente. Juntos, eles formam um padrdo complexo, altamente

organizado - um atrator estranho, que hoje leva o nome de Ueda.

FIGURA 16 - Atrator de Ueda

Fonte: CAPRA. (2006, p. 114)

O atrator de Ueda, Figura 16, ¢ uma trajetoria num espago de fase bidimensional que
gera padrdes que quase se repetem, mas ndo totalmente. Esta ¢ uma caracteristica tipica de
todos os sistemas caoticos. Desse modo, diz Capra (2006, p. 115)

o comportamento cadtico, no novo sentido cientifico do termo, ¢ muito diferente do
movimento aleatorio, erratico. Com a ajuda de atratores estranhos, pode-se fazer uma
disting@o entre a mera aleatoriedade, ou "ruido", e o caos. O comportamento cadtico ¢

determinista e padronizado, e os atratores estranhos nos permitem transformar os dados
aparentemente aleatorios em formas visiveis distintas.

Capra (2006, p. 119), afirma que o atratror serviu de elo entre a geometria fractal e a
teoria do caos, pois quando Mandelbrot publicou o seu primeiro livro, ainda ndo estava clara a
conexao entre a geometria fractal e a teoria do caos, mas nao demorou muito para que se

descobrisse que

[...] os atratores estranhos sd3o exemplos extraordinarios de fractais. Se partes
da sua estrutura sdo ampliadas, elas revelam uma subestrutura em muitas
camadas nas quais os mesmos padrdes sdo repetidos muitas e muitas vezes.
Por isso, tornou-se comum definir atratores estranhos como trajetdrias no
espaco de fase que exibem geometria fractal.

Porém, ndo ¢ possivel predizer em que ponto do espago de fase a trajetoria do atrator

passara num certo instante, porque mesmo que
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[...] o sistema seja governado por equacdes deterministas, € uma
caracteristica comum de todos os sistemas caodticos. No entanto, isto nio
significa que a teoria do caos ndo ¢ capaz de quaisquer previsoes. Ainda
podemos fazer previsdes muito precisas, mas elas se referem as
caracteristicas qualitativas do comportamento do sistema e nao aos valores
precisos de suas varidveis num determinado instante. Assim, a nova
matematica representa uma mudanca da quantidade para a qualidade, o que é
caracteristico do pensamento sistémico em geral. Enquanto a matematica
convencional lida com quantidades ¢ com formulas, a teoria dos sistemas
dinamicos lida com qualidades e com padroes. (CAPRA, 2006, p. 116).

Dizemos que atratores que ndo sao pontos, circulos ou outras formas de Euclides sdo

chamados de atratores estranhos.

Para se compreender melhor a ideia de atratores e a relagdo deles com a geometria

fractal, € preciso estudar os sistemas de fungdes iteradas. Alves (2007, p. 4, grifo nosso)

afirma que

Os fractais definidos por sistemas de fungoes iteradas constituem apenas
uma pequena classe dos fractais, mas esta forma de construir fractais ¢ muito
util para trabalhar o conceito de fractal com os alunos dos ensinos basico e
secundario porque, por um lado ¢ simples de entender e, por outro, pode
interligar muitos conceitos matematicos.

Numa abordagem para a Educacdo Basica, pode-se considerar que “[...] fractal ¢ o

ponto fixo de um sistema de fungdes iteradas num espago métrico munido de uma métrica de

Hausdorff.” (ALVES, 2007, p. 4). O capitulo 3 traz alguns exemplos sobre essa classe de

fractais.

2.3.3 Iteragao

Para se obter uma melhor compreensao das nogdes de iteragdo, atratores, repulsores, e

orbitas, serdo utilizados alguns exemplos utilizados por Carvalho et al. (1986) e Peitgen et al.

(1991).

Provavelmente

R(x)=+x; O(x)=x2;

algum estudante ja tenha iterado fungdes:

S(x)=senx; C(x)=cosx, introduzindo um namero qualquer na

calculadora e acionando repetidas vezes a tecla correspondente a uma dessas fungdes reais.

Vamos ver alguns exemplos:
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Ao iterarmos fungdo real R(x)= Jx, parax = /96, obtemos os valores:

R'(196)=14; R’(196)=3,7416; R’(196)=1,9343; R*(196)=1,3908; R’(196)=1,1793;

A orbita do valor inicial ¢ a listagem obtida por meio da sequéncia sucessiva de
iteracdes de um nimero de valores de R (x). Representamos a primeira iteracdo por R'(x) e a
enésima por R"(x)=(Ro Ro R o ... o R)(x), n vezes. A 6rbita de um niimero ¢ a listagem obtida

por meio da sequéncia sucessiva de iteragdes de R (x).

No exemplo anterior, a orbita de /96 sera a sequéncia (196, 14, 3,7416, 1,9343; ...),
que, por sua vez, converge para 1. De fato, pode-se provar que, isto acontece nao importando

o namero introduzido inicialmente na calculadora.

Tomemos a fungdo O(x) =x’ e x = 2,3, entdo a 6rbita do numero 2,3 é a sequéncia:
(2,3, 5,29; 27,9841, 783,1099; ...) que converge para o infinito. Quando x = 0,5, entdo, a orbita
€: (0,5, 0,25, 0,0623, 0,0004, ... ) que converge para o nimero zero. Ao passo que, se x =/, a

orbitaé (1, 1, 1, 1, 1, I ...) que converge para o nimero um. Tomemos um outro exemplo.

Seja a funcdo S(x) = sen x e x = 56 rad, entdo, a 6Orbita do nimero 56 rad ¢ a
sequéncia: (56, -0,522; -0,498; -0477; ...) que tende para o naumero zero. Uma curiosidade

¢ que a Orbita converge vagarosamente para zero.

Retornando, entdo, a questdo basica dos sistemas dindmicos: pode-se predizer o

destino das orbitas sob iteracao? Tal pergunta é semelhante a que ja foi feita antes: pode-se
predizer acontecimentos a longo prazo? Para os sistemas R(x)= Vx; O(x) =x°; S(x) = sen x,

a resposta € sim.

Vamos a fungdo C(x) que ¢ outro exemplo em que o destino das oOrbitas pode ser

previsto. Seja C(x) = cos x e x = 56 rad, obtemos os valores: C'(56) = 0,8532; C°(56) =

C(56) = 0,739085. A orbita de 56 rad é uma sequéncia que tende a 0, 739085... Novamente,
¢ demonstravel que este fato ocorre para todo valor inicial de x; ou seja, todas as 6rbitas do

cosseno sao estaveis.

Definimos uma odrbita estavel quando fazemos uma pequena variacdo no valor

inicial, a érbita resultante se comporta de forma similar. Entdo, sdo exemplos de orbitas
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estaveis as funcdes: R(x)= Jx, ¥ xelR; Sx) =senx, VxclR,eC(x) = cosx, VxelR
Pode-se pensar nas Orbitas estaveis como boas orbitas, no sentido de que se seu
sistema dinamico representa um processo fisico, cujo resultado pode-se predizer e se a drbita
resultante € estavel, os pequenos erros de observagdes e arredondamentos que podem ocorrer
ndo tém importancia. Infelizmente, nem todas as orbitas sdo estaveis. Mesmo sistemas mais
simples possuem Orbitas que estdo longe de serem deste tipo. Estas Orbitas sdo chamadas de

instaveis ou oscilantes.

A fun¢ido O(x) = x° & um exemplo de Orbitas instaveis, pois se cometéssemos um
erro+ (), no valor inicial xy = / tem-se que os valores das 6rbitas convergem para resultados

bem diferentes:

sex=0,9;entdo lim Q"(0,9)=0.

n —

sex,=1,0;entdo lim Q"(1,0)=1.

n — ©

sex=1,1;entdo lim Q"(l,1)=c.
n— ©
Assim, a orbita do namero / ¢ instavel para Q(x) = x°, pois para uma “pequena”
variagdo no valor inicial (x,) temos que as Orbitas convergem para valores totalmente

distintos.

“O conjunto de todos os pontos cuja Orbita € instavel (ndo estavel), ¢ chamado
Conjunto Cadtico. Como vimos, pequenas mudancas de parametro podem alterar
radicalmente a caracterizacdo do conjunto caotico.” (CARVALHO et al., 1986, p. 84, grifo

nosso).

Frequentemente, “[...] o conjunto dos pontos cujas orbitas ndo sdo estaveis forma um
fractal. Assim, esses fractais sdo dados por uma regra precisa — eles sdo simplesmente o

conjunto caotico de um sistema dinamico.” (CARVALHO et al., 1986, p. 84, grifo nosso).
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2.3.4 O Modelo de Verhulst

Estudaremos detalhadamente o modelo de Verhulst que consta no livro escolar de
Souza e Pataro (2009b), apresentado anteriormente na se¢ao 3.2. Esse modelo ¢ representado
por uma funcdo real y = k. p . (I — p) introduzida para exemplificar o crescimento
populacional de certas espécies. Segundo Baier (2005), o estudo da dindmica populacional,
por meio do modelo logistico de May, relacionado com os temas fractais, funcdo composta e

fun¢do quadratica, tornam evidente a dependéncia das condig¢des iniciais.

Suponhamos que exista uma espécie cuja populagdo aumente e diminua durante um
certo tempo, num meio ambiente controlado. Ecologistas tém sugerido varios modelos
matematicos para predizer o comportamento dessa populacdo em longo prazo. Medimos a
populagdo da espécie no final de cada geragdo e indicamos por x, sua porcentagem apds n

geragdes, onde 0 < x, < I.

Uma equag@o que pode ser utilizada para descrever ou modelar o crescimento ¢ dado
por: f(x) = r. x(I-x); onde » € uma constante que depende das condi¢cdes ambientais, como por

exemplo, a quantidade de comida presente.

Usando esta funcdo quadratica na varidvel x, deduzimos a populagdo da geragdo
seguinte, baseando-nos apenas no conhecimento da populagdo da geracdo precedente e da

constante r.

O uso do fator (7 - x,), ¢ mais do que simplesmente deduzir o crescimento, indica a
quio numerosa a populagdo vird a ser. A equagdo do segundo grau: -7.x. +r.x, =0, admite

0 e I como raizes; portanto, a populagdo alcancard um mdaximo quando x, = 0,5, logo

VYmax = 0,25.1.

Os pontos de interseccdo das parabolas, definidas conforme » varia, com a reta y = x,
determinam os pontos fixos. Para determinar numericamente os pontos fixos resolvemos o

sistema de equagdes por y = r. x . (I —x) e y = x, logo os pontos fixos sdo xy = 0 ¢
r-1 . . N , . L
X, = f(r):T. A Figura 17 apresenta a interseccdo dos graficos para dois valores distintos

der.
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FIGURA 17 - Gréficos das fun¢des y = r. x . (I —x) e y = x: a) Diagrama da teia de aranha®
parar=0,7; (b) Diagrama da teia de aranha parar = 1,3.

(a)
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(b) r=13 o4
. y=x Vértice (0.5, 0.33)
Ponto fixé'|(0.23, 0.23) y = -1.3x% + 1.3x

0.24

0.14

0.054

Ponto Fixo (0, 0)

& C

-d4 -DI.G -d.z -d1 y o 0!1 0‘.2 0‘.3 D‘.4 0s DTB D‘J 0‘9 DI.Q 1 1!1
x=0.5

Fonte: Edilson de Moura, 2015.

® Trata-se de um método gréfico de iteracdo. Para iterar o valor X, trace uma teia de aranha vertical e veja onde
ela atinge a pardbola. Desenhe entdo uma teia horizontal para atingir a diagonal. A coordenada desse ponto ¢ x;.
Repita, formando uma "escada" entre a parabola e a linha diagonal. As coordenadas de sucessivos "pés de
degraus" da escada sdo os sucessivos valores iterados da fungao.
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Yy = rx.(1-x)
iteracio r r r r r r r r r r r r
0,3 0,7 1,3 2 2,6 33 3,5 3,54 | 3,564 | 3,569 | 3,57 4
1 0,125 0,175 0325| 0,500 0,650| 0825| 0875 0885| 0,8%1| 0892 0,8%3| 1.000
2 0,055 0,101 0285| 0,500 0,592 0476| 0383| 0360| 0,346| 0343| 0,343| 0,000
3 0,026 0,064| 0265| 0,500 0,628| 0,823| 0,827| 0816| 0,807| 07804| 0,804| 0,000
4 0,013 0,042 0253| 0,500 0,607 0480| 0,501| 0,532 0,556| 0562 0,3563| 0,000
3 0,006 0028| 0246| 0500 0620| 0824 0875| 0881| 0880 087%| 0878| 0,000
6 0,003 0019 0241| 0500 0613| 0479 0383| 0370 0377 0380 0,381 0,000
7 0,002 0013| 0238| 0500 0617| 0824| 0827 0825 0837 03841| 0842| 0,000
8 0,001 0,009 0236| 0,500 0,614| 0480| 0,501| 0511 0487 0477| 0475 0,000
] 0,000 0,006| 0234| 0,500 0616| 0.824| 0875| 0885| 0,8%0| 038%0| 0,8%0| 0,000
10 0,000 0,004| 0233| 0,500 0,615| 0479 0383| 0361 0,348| 0348| 0,349| 0,000
11 0.000( 0003| 0232| 0500 0616| 0824 0827 0817 080%| 03810| 0811 0,000
12 0,000 0002| 0232| 0500 0615 0479 0501| 0529 0,552| 054%| 0,547| 0,000
13 0,000 0001 0232| 0500 0615| 0824| 0875| 0882| 0881 0884| 0884| 0,000
14 0,000( 0001 0231| 0500 0615 0479 0383| 0369 0372 0367| 0365 0,000
15 0,000 0001 0231| 0,500 0615| 0,824| 0827| 0824 0,833| 0282%| 0827 0,000
16 0,000 0001 0231| 0,500 0,615 0479 0,501| 0514 0496| 0506| 0,510| 0,000
17 0,000 0,000 0231| 0,500 0615| 0,824| 0.875| 0,884| 0,89%91| 078%2| 0,8%2| 0,000
18 0,000 0000 0231| 0500 0615 0479 0383| 0362 0346| 0344| 07344| 0,000
19 0.000( 0000 0231| 0500 0615| 0824| 0827 0818 0807 03805| 0805 0,000
20 0.000( 0000| 0231| 0500 0615| 0479 0501| 0528 0,556| 0560| 0,560| 0,000
21 0.000( 0,000 0231, 0,500 0,615| 0,824 0,875| 0,882 O0,880| 0387%| 0,880| 0,000
22 0,000 0,000 0231| 0,500 0615| 0479 0383| 0368 0,376| 037%| 0,378| 0,000
23 0,000 0,000 0231| 0,500 0615| 0,824| 0827| 0823 0,837 02840| 0,839 0,000
24 0,000 0,000 0231| 0,500 0,615| 0479| 0,501| 0516 0487 047%| 0481| 0,000
25 0,000 0,000 0231| 0,500 0615| 0,824| 0875| 0884| 0,8%0| 02851 08%1| 0,000
26 0,000 0,000 0231| 0,500 0615| 0479| 0383| 0363 0,348| 0347| 0346| 0,000
27 0,000 0,000 0231| 0,500 0,615| 0,824| 0,827| 0818 0,808| 0280%| 0,808| 0,000
28 0,000 0,000 0231| 0,500 0,615| 0479 0,501 0527 0,552| 0551 0,554| 0,000
29 0,000 0,000 0231| 0,500 0615| 0.824| 0875| 0883 08B81| 0883| 0,882 0,000
30 0,000 0,000 0231| 0,500 0,615| 0479| 0383| 0367 0,373 036%9| 0371 0,000
il 0,000 0,000 0231| 0,500 0615| 0,824| 0827| 0822 0,833 0831| 0,833 0,000
32 0,000 0,000 0231| 0,500 0,615 0479 0501| 0517 0495 0501 049%6| 0,000
33 0,000 0,000 0231| 0,500 0,615| 0,824| 0875| 0884| 0,891| 08%2| 0,8%2| 0,000
34 0.000( 0,000 0231| 0,500 0,615| 0479 0383| 0363 0,346| 0343| 0343| 0,000
35 0.000( 0000 0231| 0500 0615| 0824 0827 0819 0807 03804| 0804| 0,000

Fonte: Edilson de Moura, 2015.

A Figura 18 apresenta as iteragcdes da funcdo y =r.x.(1—x)com r variando de 0,5 até

4. Na coluna temos a orbita dos valores de r, e em destaque vemos que essas Orbitas sao

estaveis e de periodo um; dois; quatro; oito ; e dezesseis. Notemos que para um valor inicial

xo= 0,5 er =10,7 apopulacao desaparece apds algumas geragdes, enquanto que para » = 1,3;

r =2er =206 clatende a se estabilizar, ou seja, admite um valor limite definida. (FIGURA

17 e 18).
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Agora, se r > 3, os resultados gerados sdo assustadoramente diferentes. Para r = 3,3, os
valores limites tendem a oscilar entre dois resultados distintos. Para » = 3,5, a oscilagao

ocorre entre quatro valores diferentes, veja o destaque na Figura 18.

FIGURA 19 - Diagrama da teia de aranha: a) para r = 3,3 temos dois periodos; b) parar = 3,5
temos quatro periodos

(@)
r=33
» "
Veértice (0.5, 0.83)
oe2a4 |
Ponto fixo (0.7, 0.7)
0479 ¢ - - f - _
| y = -3.3x2 + 3.3x
y=X
Ponto Fixo (0, 0)
o C
; : 9z - . T s . . ! \
(b) i -
r=35 Vértice (0.5, 0.88)
0875\ _ _____________
082{+-—-———"""""""-=
Ponto fixo (0.71, 0.71)
0,501 /] o
0,383+ ---/--------

y =-3.5x2 + 3.5x

Ponto Fixo (0, 0)

x=0.5

a5 04 03 0.2 a1 o 0.1 02 02 04 05 os o7 08 0o \ 1 12

Fonte: Edilson de Moura, 2015.

Finalmente, se tomarmos » = 4 e xp = 0,5 temos o desaparecimento da espécie apds
apenas duas geragdes. Se xp = 0,4 e r = 4 teremos (0,4, 0,96; 0,154, 0,520, 0,998, 0,006 ;
0,25, 0,099, ...), ou seja, um total de populagdo completamente aleatorio. Entdo, uma pequena

mudanga no valor provoca resultados bem diferentes (FIGURA 20).



51

FIGURA 20 - Diagrama da teia: a) para x= 0,5 e r = 4 temos um ponto fixo; b) para x=0,4 e
r =4 temos o caos.
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Fonte: Edilson de Moura, 2015.

Certos valores de » levam a resultados totalmente previsiveis (um valor limite fixo ou
periodicamente repetido), mas outros fornecem resultados randémicos ou aleatérios
(FIGURA 20b). Esta ¢ a natureza imprevisivel desse processo. Sobre a importancia do estudo
dos fractais randomicos, Baier (2005, p. 141, grifo nosso) destaca, comparando os fractais

classicos aos randomicos, afirmando que
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Estes fractais classicos estao difundidos pela internet, em revistas populares
¢ em materiais didaticos. Pela sua aproximagdo com a postura mecanicista,
sdo confortavelmente aceitos, pois seu processo de construcdo é regular. No
entanto, ¢ o estudo dos fractais randomicos que pode contribuir para o
entendimento da concep¢do de mundo instaurada desde a criagdo da teoria
quantica, onde a aleatoriedade ¢ presenga.

O principal componente na formulagdo matematica do exemplo que demos, cuja
equagao vem sendo utilizada por ecologistas desde aproximadamente 1950, foi a iteragdo’, ou

seja, a repeticao do processo muitas vezes. Isto ¢ exatamente o que foi feito para gerar a tabela

(FIGURA 18).

Temos em destaque na Figura 18: um atrator pontual quando x = 0,5 e r€{ 0,5; 0,7;
1,3; 2}; periodo de ordem dois para r = 2,6; periodo de ordem quatro para r = 3,3; e 3,5;

periodo de ordem oito para r = 3,54; periodo de ordem dezesseis para r = 3,564; 3,569; e 3,57.

Ha uma maneira de obter uma visdo de conjunto de todo o comportamento dindmico
do mapeamento logistico para todos os valores de r, ao mesmo tempo. E o chamado

diagramas da bifurcacdes. (Figura 21).

A maneira de obté-lo, segundo Stewart (1991, p. 176-179), ¢ a seguinte. Trace um
grafico com r seguindo na horizontal e x na vertical. Acima de cada valor de r, marque
aqueles valores de x que se situam no atrator para esse r. Cada fatia vertical dard entdo uma
figura, no intervalo de O a 1, do atrator correspondente. Assim, por exemplo, quando r €
menor que 3, ha somente um atrator pontual, ¢ vocé deve marcar um Unico valor de x

verticalmente. Isto da uma curva.

Imagine um grafico em que r segue de O a 4 na horizontal, em etapas de, digamos, 0,2.
Trace x verticalmente, entre O e 1. Vocé terd que esticar as escalas para poder perceber
alguma coisa. A cada valor de r, itere x algumas centenas de vezes, sem tragar ponto algum, e
depois continue por mais outras vinte vezes, aproximadamente, marcando os valores de x

acima do r escolhido.

Em r = 3,3, o que até entdo fora uma unica curva divide-se em duas "bifurcacdes",

7 Processos deste tipo sdo encontrados em todas as ciéncias exatas; por exemplo, para fazer a descri¢io de
fendmenos naturais, por equagoes diferenciais, Isaac Newton e Gottfried Liebniz, basearam-se no principio de
feedback. O processo dinamico determina a localizagdo e a velocidade de uma particula num determinado
instante, a partir de seus valores no instante precedente (CARVALHO et al., 1986).
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tornando a se dividir a medida que r avanca pelo regime duplicador de periodo. O que aparece

¢ uma bela estrutura em arvore (Figura 21).

FIGURA 21 - Diagrama de Bifurcacao

0.8 -

0.6 —

0.4 -

Fonte: Carvalho et al. (1986, p. 87).

Por volta de r = 3,58, a estrutura culmina num nimero infinito de ramos ¢ o sistema se
torna caotico. Os ramos dessa estrutura se expandem em faixas de atratores cadticos. O
diagrama da bifurcagdo ¢ pontilhado de manchas aleatorias. A bifurcacio é o ponto onde ha

perda de estabilidade do atrator.

Se o valor r for proximo de 3,835, o periodo bésico ¢ trés. Sabemos até que ordem
os periodos surgem. O teorema foi demonstrado por um matematico russo, A. N. Sharkovskii.
O teorema de Sharkovskii diz que inicialmente deve-se escrever primeiro, os numeros
impares, em ordem ascendente. Depois seus duplos, quadruplos, dctuplos, etc., por fim as
poténcias de 2 em ordem descendente. Se, num dado valor de r, 0 mapeamento logistico tem
um ciclo de periodo p, entdo deve ter tido também ciclos de periodo g para todo ¢ tal que

p — g nessa ordem.
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355-57->9->11—>--
—-6—-510514>518—>22—---
—125>20>28—>36>44—---

—32" 552" 572" 592" »511.2" —>--.
N 2m N 2m—l _)2171—2 N 2m—3 N 2m—4 3
—32>16>8—>4->3->1—>--

Assim, os primeiros ciclos a se estabelecer tém periodos 1, 2, 4, 8, ... (a cascata
duplicadora de periodo). O periodo 17, por exemplo, se estabelece antes do periodo 15; antes
de ambos, porém, estabelece-se o periodo 34, e antes dele periodos como 44 ou 52, que sdo
multiplos impares de 4, e ainda antes 88 ou 104, que sdo multiplos impares de 8, e assim por

diante.

FIGURA 22 - Conjunto de Mandelbrot

Fonte: Carvalho et al. (1986, p. 147).

Se iterarmos a fungdo complexa f{z) = z° + ¢, o resultado é uma sequéncia de numeros
complexos que apresenta uma estranha danga no plano complexo. Para obter o conjunto de
Mandelbrot (FIGURA 22) utilizamos z = 0 + 0i como ponto inicial; poderiamos, entdo,
perguntar o que ocorre quando algum outro valor inicial for fixado. Sabe-se que, nesse caso, o

resultado € sempre uma versao deformada do conjunto de Mandelbrot.
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Do ponto de vista técnico-historico, o trabalho de Mandelbrot (1998) ¢ uma unido
muito bem feita dos estudos realizados por Verhulst, Julia, Fatou, Poincaré e Kolmogorov.
Esse trabalho s6 foi possivel, na década passada, devido as facilidades proporcionadas pelos

computadores.

2.4 DO ASPECTO DA LINGUAGEM

Ludwig Josef Johann Wittgenstein (1889-1951), filésofo austriaco-britanico e um dos
principais filosofos da linguagem do século passado, tem sua obra prima em Tractatus
Logico-Philosophicus (1921), na qual, como esta em Giles (1993, p. 261), afirma: “[...] Os
limites de minha linguagem denotam os limites do meu mundo.” Vem como compreensdo que
fundamenta nossa busca. Desenvolver condi¢gdes para o uso da linguagem, como meio da a¢ao
intelectual, ¢ tudo o que incessantemente fazemos. Um aspecto da aprendizagem matematica
¢ este. Entdo, do ponto de vista de que a teoria fractal visa ao desenvolvimento da nossa
linguagem para a matemadtica, temos que esse novo conhecimento estd na marcha natural da
ampliacdo dos limites da ciéncia. Serdo descritos alguns estudos que mostram a presenca de

conhecimentos sobre fractais empregados em diferentes dominios de atividades.

Angelis-Reis e Romanha (2006, p. 13) investigaram os granulomas hepaticos na

esquistossomose ¢ identificaram

[...] uma topologia colagénica irregular e varidvel, semelhante a uma
estrutura fractal apo6s varias iteragdes. Fractais sdo uma familia de formas
constituidas por unidades iguais (auto-similares) que se ramificam
infinitamente em escalas cada vez menores. A unidade inicial, ou seja,
aquela que se mostra repetitiva diante de “infinitas” iteragdes, ¢ denominada
de embrido fractal ou pré-fractal.

Para se estudar aquelas propriedades geométricas, os pesquisadores buscaram observar
a forma para entdo identificar padrdes. Angelis-Reis e Romanha (2006, p. 14), ao analisarem

os figados de camundongos infectados apods o inicio da reacao periovular, encontraram

[...]. a presenca de residuos vasculares de colageno que se difundiam pelo
tecido formando estruturas fractais de dificil caracterizagdo geométrica. Aos
38 dias de infecc¢do, entretanto, foi possivel perceber dois padroes de difusdo
de fibras. Um de origem vascular e outro de origem fibroblastoide situado
perifericamente. No padrdo periférico identificamos o embrido.
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Capra (2006, p. 38) destaca que “[...] o entendimento do padrao de auto-organizacao ¢

a chave para se entender a natureza essencial da vida.” Por isso, os cientistas procuram por

padrdes, pois nas ciéncias a repeticao significa um padrao e nds inferimos muitas conclusoes

justamente pelo comportamento repetitivo dos eventos. O antropdlogo busca identificar

padrdes da cultura, o psicélogo olha para os padrdes de comportamento, o musico se encanta

com os padrdes ritmicos e o matematico investiga padrdes numéricos, geométricos, buscando

uma ordem e uma estética. Pode-se dizer que ¢ da natureza humana identificar e analisar

padrdes, construindo para si significados e ampliando a linguagem.

Outro exemplo vem de organizagdes empresariais. Baier (2005, p. 69, grifo do autor)

destaca que

Na contemporaneidade, concepgoes sist€émicas sdo utilizadas nas empresas
industriais, uma vez que administradores passam a considerar ndo apenas o
grande numero de componentes individuais envolvidos, mas também os
efeitos originarios das inimeras interagdes. A medida que se tornam mais
complexas, algumas empresas assumem o entendimento da organizagdo dos
negocios como um sistema social vivo, sendo incorporadas muitas ideias
vindas da Ecologia.

Torres (2005, p. 1) se apropria das caracteristicas dos fractais e as utiliza como uma

linguagem aplicada as organizagdes:

[...] devemos reduzir a unidade padrdo de medida, ¢ medimos a qualidade de
uma empresa ¢ de uma pessoa pelo conhecimento e pela sabedoria que elas
tém e sdo capazes de gerar. Uma empresa pode aumentar seus limites: 1)
dando maior atengdo aos pequenos detalhes e desenvolvendo dados mais
especificos de seus padroes (redugdo da medida do padrdo cognitivo); 2)
reformulando um padrdo ja existente, pelo desenvolvimento de novas
interpretagdes de eventos passados.

Quanto a nogao de autossimilaridade, Torres (2005, p. 5) afirma que

A visdo fractal da organizacdo ¢ a iterativa reflexdo de toda a organizacdo
em cada uma de suas partes. A dindmica de funcionamento de uma
organizacdo deve ser vista como ela toda se refletindo iterativamente ou
recursivamente em cada uma de suas Unidades componentes. Ndo ¢ uma
visdo hierarquica, para cima ¢ para baixo e sim uma visdo em zoom — uma
visdo fractal.

Portanto, a linguagem fractal tem se tornado cada vez mais presente no mundo das

pessoas e do trabalho, tanto ¢, que Stewart (1991, p. 260), fundamentado em John
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Archibald Wheeler (1911-2008), afirma que “[...]. Hoje, ninguém que ndo tenha familiaridade
com os fractais sera considerado cientificamente alfabetizado.” E por se tratar justamente de
um conhecimento basico, ¢ importante incorpord-lo a formacao do aluno, pois a aquisi¢ao
desse conhecimento tanto preparard o aluno cientificamente, como também, aumentara a sua
capacidade de utilizar diferentes tecnologias em diferentes areas de atuacdo, que segundo os

PCNEM, esse ¢ o alvo principal da Educagao Basica (BRASIL, 2000a).
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3 O SISTEMA DE FUNCOES ITERADAS (SFI)

Neste capitulo apresentaremos algumas defini¢des, proposigdes, teoremas e exemplos
de fractais gerados por um Sistema de Funcdes Iteradas (SFI), que foram extraidos do

trabalho de Alves (2007).

Numa abordagem para a Educagdo Basica, pode-se considerar que “[...] fractal ¢ o
ponto fixo de um sistema de fungdes iteradas num espago métrico munido de uma métrica de
Hausdorff.” (ALVES, 2007, p. 4). Para estudar um SFI fez-se necessario introduzir
previamente os conceitos de métrica, de espago métrico, de métrica de Hausdorff, de ponto
fixo e de contracdo que enunciaremos a seguir. Os fractais definidos por sistemas de fungdes
iteradas constituem uma pequena classe dos fractais, mas este processo de construgdo
possibilita ndo s6 o desenvolvimento do conceito de fractal mas também, pode favorecer

outros conceitos matematicos.

Seja X um dado espaco métrico completo, onde temos associado a ele, um novo

espaco métrico com a métrica de Hausdorff denotado por H(X). Portanto, ¢ nesse espaco

que estudaremos essa classe de fractais gerados pelo SFI. Fractal entdo, ¢ um subconjunto
compacto ndo vazio de um espago métrico X completo. Esses conceitos ja foram

introduzidos na se¢ao 2.3.

Defini¢cdo 1: Uma transformacdo f: X — X num espaco métrico diz-se uma

contragao se existe uma constante S, com 0<s<l, tal

qued(f(x), f(¥)) <s.d(x,y),Vx,ye X . Dizemos que s € o fator de contragao.

Vamos ha um exemplo:

Exemplo 1: Sendo R o espago métrico com a métrica d(x,y) =|x— y|, considere a

aplicacdo f(x,y)= %x .

<4 1 .
Vamos mostrar que o fator s de contragdo ¢ igual a E; e zero ¢ ponto fixo. Para
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quaisquer valor xe yde R se tem que d(f(x),f(y)):%x—%y‘=%|x—y|=%d(x,y) e

1 : .
sendo xum ponto de R temos que f(x)=x seesose Exzx, ouseja, seesdse x=0.

Exemplo 2: Seja X o conjunto das fungdes continuas f: [0,1] >R que se

representara por C[0,1]. Um ponto de X ¢, portanto, uma fungdo. Considere agora a seguinte
métrica definida neste espago: d(f,g)= max{|f(x) —g(x)| :x€[0,1]},V f e g e C[0,1]. Esta

métrica esta bem definida porque f e g s@o continuas em [0,1].

Um exemplo de contracdo em C[0,1] podera ser a aplicagao w:C[0,1]— C[0,1] que

aplica cada fung¢do fem w(f) :%erlem que (%f+l}(x) :%f(x)+l,v x €[0,1]. Vamos
mostrar que o fator s de contracdo ¢ igual a % ; € 0 ponto fixo ¢ a funcao p(x)=2,V x<€[0,1].

Para quaisquer elementos f e gde C[0,1] vem que:

d(w(f), w(g)) = max{|(w(/))(x) = (w(@)(x)| : x €[0,1]} =

= max{

- max {%I(f)(x) ()i xe [0,1]} -

:xe[O,l]}=

1 1
E(f)(X)H—E(g)(X)—l

— - max (N0 - (@00]: v (0.0} =2 d(f )

Por outro lado, se f for um elemento qualquer de C[0,1], tem-se que w(f)= fse e
SO se, %f()C)-f‘l = f(x),V x €[0,1], o que equivale a dizer que %f(x) =1, ouseja, f(x)éa

funcdo constante igual a 2 no intervalo [0,1].

Proposicdo 1: Se f,g: X — X sdo contracdes de fator s e t respectivamente, entao

f o g é uma contracgao de fator st .
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Definicdo 2: Seja f: X — X uma transformagdo no espago métrico X . As iteradas

sucessivas de f sdo transformagdes f": X — X definidas por:
() =x
S x)=f(x)

S =(fo )%= F(f"(x),n=12,3...
Da Proposicao 1 e da Defini¢do 2 decorre a seguinte proposi¢ao:

Proposicao 2: Se f:X — X é uma contracdo de contracdo s, entdo f": X —> X ¢

uma contracdo de fator s”.

Teorema 1: Se f:X —>X ¢ uma contracio definida num espagco métrico
(X,d)completo, entdo f possui exatamente um ponto fixo x, € X'e, para qualquer ponto
x € X , asucessao {(f”)(x)}:ozo converge para x, , isto €, ll_t)Ialj fT(xX)=x,,VxeX.

Proposicao 3: Seja w: X — X uma contracdo num espaco métrico (X,d), com fator
de contragdo s e com ponto fixo x,. Seja Ww:H(X)—>H(X) tal que
w(B)={w(x):xe B},VBe H(X). Entao w estd bem definida e ¢ contracio em

(H(X),h(d)) com fator de contragdo s e cujo ponto fixo € {x,}.

Exemplo 3: Retomando o Exemplo 1 ja apresentado em R, f(x) =%x, cujo ponto

fixo € x, =0. A Proposi¢do 3 garante que finduz em H(R) uma contragdo f, tal que

f(4A)= {%x xe A},VA e H(X) cujo ponto fixo & {0}. Pelo Teorema 1, lim 7" ([0,1]) = {0} .
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FIGURA 23 - Iteradas sucessivas de um compacto de R pela fungao f definida em H(R)

o

Fonte: Alves (2007, p. 31).

Exemplo 4: Um outro exemplo podera ser uma aplicagdo definida em R’com a

distdncia euclidiana como métrica associada, isto €, dados dois pontos x=(x,x,) e

y=(,y,) de R?, a distancia entre eles ¢ dada por d(x,y)=\/(xl—yl)2+(x2—y2)2.

Considere entdo a aplicagio w(x)= Ax+¢,em R*, sendo

lcos 120° —l senl20° l
A= ? 12 e t=|2].
—senl20° —cos120° 0
2 2

Aplicar esta fungdo a um ponto de R* corresponde a rotaciona-lo de 120° em torno da
origem, em seguida aproxima-lo dela, reduzindo para a metade a distancia que se encontrava
dela e, finalmente, transladar o ponto que foi operado pelas aplicacdes anteriores a meia

unidade, na horizontal, para a direita. Vamos demonstrar a segui que esta aplicacdo ¢ uma

B

. 1
contracdo com fator de contragdo igual 5 e que tem, como ponto fixo, o ponto (H,E] .

Seja x = (x;,x,) um ponto fixo de R*. Entdo,

lcosl20° —lsenl20° . 1 =—x——x+—
w(x)=Ax+t= 12 { 1}+ 2= 4 4 2

—sen120° —cos120° | L2 |0

2 2

Assim, dados quaisquer dois pontos x e y de R*, a distancia entre w(x) e w(y) é

dada por:
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470 477 247 g 47" 4 4

d(w(x), w(y)) = \/(lxl __3x2 +1+1)’1 +£J’z _lJ +(£x1 _lxz _gyl +1J’2j =

:%\/[(yl _xl)+\/§(y2 _xz)]z +[\/§(x1 - ) —(x, _yz)]z =

1
=403 3) +40, — ) =

:%\/4()61 _yl)z +(x, _y2)2 :%d(x’y)

~ .. 1
Donde, wé, em R?, uma contragio com fator de contracio igual a E .

Agora determinaremos o ponto fixo de w:

_xl__x2+_:x1 ...............
wx)=x & 4 4 2 =93 N
3 1 X, =X,

Txl_ X, =X, 5
1 3 43 1 x—i
——X———.— X, t—=X ' 14
<3 4 4 5 2 = \/5
................................. xzzﬁ

O ponto fixo de w &, portanto, i,ﬁ .
14" 14

Aplicando agora os mesmos resultados utilizados no exemplo anterior, vem que w(x)

definida em R’ induz uma aplicagdo wem H(R?)tal que a sucessio de iteradas sucessivas de

. 5 V3
qualquer ponto desse espago métrico converge para visTEls
O resultado deste exemplo, na pratica, ndo ¢ muito significativo, pelo menos em
termos graficos, j4 que apoés infinitas iteracdes sucessivas de qualquer conjunto compacto de
X , obtermos apenas um ponto de X . Entretanto, o resultado final pode ser interessante se

operar com varias contragdes a0 mesmo tempo.
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FIGURA 24 - Iteradas sucessivas de um compacto de R* pela funcdo w definida em H(R?)

A A
T T T T }‘
'y 4
- " *
T } ._I.. .l B III .I Li L L] Ld }
A A
L -—‘I 11 i
1 L I_ll L] L L] ll } IL IlJ‘I |1i- II T T T T }

Fonte: Alves (2007, p. 32).

Teorema 2 : Seja (X,d) um espago métrico e seja {w, :n=1,2,3..., N} um conjunto
de contragcdes em (H(X),h(d)) cada uma delas com seu respectivo fator de contracdo

s,, n=12,...,N.Seja W:H(X)—> H(X) tal que W(B)=w,(B)uw,(B)uU...

N
quN(B):Uﬂzn(B), VBe H(X). Entdo W ¢ uma contracdo em H(X) com fator de

n=1

contragdo s =max{s, :n=1,2,3...,N}.
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Temos agora as condi¢des necessarias para definir um Sistema de Fungdes Iteradas

(SFI), que consiste num espaco métrico (X,d) no qual se define um conjunto finito de
contragdes w, : X — X com os respectivos fatores de contragdo s,, n=1,2,...,N. Denota-
se este SFI por {X;w,n=123...,N} e o seu fator de contragio ¢

s=max{s, :n=1,2,3...,N}.

Como W (definido no Teorema 2) ¢ uma contragdo no espago métrico completo
(H(X),h(d)) entdo, pelo Teorema 1 {(W”)(B)}OO=1 ¢ uma sucessao de Cuchy em H(X), que

converge para o ponto fixo de W independentemente do ponto B de H(X), com que se

inicia a itera¢do. Dizemos que esse ponto fixo de W ¢ o ponto fixo do SFI que chamamos
fractal. Apesar de ndo haver uma defini¢do de fractal, dentro do nosso estudo, tomaremos a

seguinte definigdo:

Defini¢io 3: Seja (X,d) um espago métrico completo. Seja {X;w, ,n=123...,N}
um SFI em X, constituido por N contragdes, cada uma com o respectivo fator de contracao

s, . O ponto fixo deste SFI chama-se Fractal.

Esta defini¢ao apenas define fractal enquanto ponto fixo de um sistema de fun¢des
iteradas, estamos tratando apenas de uma classe de fractais. Veremos no exemplo a seguir que

ndo ha unicidade do SFI iteradas que produz um fractal.

Exemplo 5: Os sistemas de fungdes iteradas F, e F, definem o mesmo fractal que é o
intervalo [0,1].
1 1 1
F=1R; w==x,w,=—x+—
2 2 2

F, :{R; w, :%x, w, :%x+é, w; =éx+§}
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Exemplo 6: O Triangulo de Sierpinski pode ser gerado pelo seguinte SFI: Considere o

conjunto {R*;w,,w,,w,} em que

1 1
Wl(xay) :(Exagyj ’

Wz(x,y)=(%x,%yj+(%,0j, e

11 13
w3(x,y)=(5x,5yj+ Z’T .

Provamos que um sistema de fungdes iteradas converge sempre para o mesmo ponto
de H(R?), independentemente do ponto com o qual se comece a iteragdo. Sendo assim, para
obter o Triangulo de Sierpinski, ndo ¢ obrigatorio comegar com um triangulo, podemos

comegar a iteragdo a partir de qualquer conjunto compacto nio vazio de R, como por

exemplo um quadrado "cheio".

FIGURA 25 - Triangulo de Sierpinsk gerado por SFI.

A
'I" "r.':?‘t
v -
OAL E:'g.-' wAh
i .'1._'1;1‘_. bAS
SR AR

¥!

Fonte: Alves (2007, p. 38).
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Exemplo 7: O Conjunto de Cantor pode ser gerado pelo seguinte SFI. Considere o

conjunto {IR; w;, wy} em que

wi(x) = %x, e

X+

W | —
w | N

wa(x) =

N . . 1 . N
O fator de contragdo desse conjunto igual a 3 A diferenca entre as expressoes destas

funcdes e as das fungdes do Exemplo 6 ¢ que os coeficientes da segunda aplicacdo foram
trocados. Esta alteracdo, aparentemente pouco significativa, ¢ suficiente para se obter um

fractal interessante.
Aplique-se este SFI ao intervalo By = [0, 1].

FIGURA 26 - Intervalo By, = [0, 1].

B, 0 L

Fonte: Alves (2007, p. 38).

O resultado da primeira iteragao ¢
- - 1 2 1 2
By = W(Bo) = wi(Bo) U wa(Bo) = [O; 5} U[g; 1} =[0, 1]\}5; 5[ :

FIGURA 27 - Intervalo By = w(By) W w2(Bo)

B, 0 13 273 1

Fonte: Alves (2007, p. 38).
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O resultado da segunda iteragdo ¢

B2=W(B1)= \71/'1(31) |\ \71/'2(31)=

(o el)oe o f2) -

Il
S

I
=2
N
T 1
uO
W | =
| ]
C
=
|
\:_;
L 1
N
C
p3
[\S)
N
—
=
W | =
L
C
—
\:—¢
L
N
I

e MR

FIGURA 28 - Intervalo B, =w 1(31) |\ \71/'2(31)

B,

Fonte: Alves (2007, p. 39).

Os conjuntos B; e B4 podem ser obtidos de forma anédloga que serdo representados

pela Figura 29.

FIGURA 29 - Intervalo B; e B4

B,

Fonte: Alves (2007, p. 39).

O limite dos conjuntos B, ¢ definido por 4= UBn ¢ 0 que chamamos de Conjunto de
n=0

Cantor.



68

4 DESENVOLVENDO O CONCEITO FRACTAL

Trataremos neste capitulo atividades apresentadas no volume 2 do livro Fractals for
the classroom de Peitgen et al. (1991). Abordaremos especificamente as atividades que

buscam desenvolver o conceito fractal e aqueles relacionados a SFIL.

O processo de iteracdo ¢ desenvolvido a partir de uma perspectiva intuitiva, que se
conecta com a nog¢ao familiar de composicao de fungdes. A atencdo deve ser dirigida aos
aspectos da iteracdo grafica e numérica como um processo recursivo. Verificaremos as

mudangas sofre um ponto inicial, pois serd iterado na mesma fungao.

Muitas vezes, se pode compreender muita coisa sobre o comportamento de um sistema
dindmico ao analisar o comportamento de apenas alguns de seus pontos. Esse estudo pode se
revelar uma experiéncia emocionante e enriquecedora. Ela vai desafiar a nossa intuicao,
quando verificarmos que semelhantes fungdes quadraticas podem apresentar comportamentos

que sdo dramaticamente diferentes.

O processo de iteragao ¢ tao importante para qualquer estudo de fractais. Por exemplo,
para criar o floco de neve de von Koch descrito na Fiura 2c, um processo de substituicao
iterativo ¢ usado em um segmento que passa a ter quatro segmentos, cada um 1/3 do
comprimento do anterior. No conjunto de Mandelbrot e dos conjuntos de Julia associado,
descrito na Figura 22, a iteragdo ¢ o fator fundamental utilizado para determinar se um ponto
pertence a um desses conjuntos ou nao. Iteragdo também desempenha um papel importante na

determinagdo da cor dos pontos em torno desses conjuntos.

O processo de iteragcdo neste capitulo comega com fungdes lineares, mas se concentra
principalmente na iteracdo da familia da fun¢dao quadratica da forma f (x) = ax (1 — x). Esta
funcio quadratica geral, com valores reais x, é equivalente & funco quadratica z* + ¢ usados,
com valores complexos z, para determinar o conjunto de Mandelbrot. Este capitulo ira
concentrar-se na iteracdo de um numero real no intervalo fechado de 0 a 1. Mais tarde, a
iteracdo dos numeros reais sera expandido para além desse intervalo fechado. Eventualmente,
a iteragdo de numeros no plano complexo serdo estudados em relacdo aos pontos nos

conjuntos de Mandelbrot e Julia.
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O processo de iteracdo ndo so contribui para a compreencao do conceito fractal,
mas também ¢ uma importante ferramenta de base matematica para modelagem de fendmenos
naturais encontrados em nosso mundo real, tais como os eventos de mudanca climatica,

crescimento populacional, reagdes quimicas, o fluxo de fluido, e batimentos cardiacos.

Podemos comparar o processo da iteracdo como um loop de retroalimentacio (Figura
30). O exemplo simples deste processo pode ser ilustrado em uma calculadora. Tire a raiz
quadrada de um numero positivo com a sua calculadora, e depois, com o resultado daquela
operagdo, extraia outra vez a raiz quadrada. Em seguida, repita todo o processo uma e outra

VEZ.

FIGURA 30 - Composicao recursivas (loop de retroalimentagao)

fix) ;

Fonte: Peitgen et al. (1992, p. 3).

A iteragdo grafica € um processo simples. O "algoritmo do desenho" nada mais ¢ do
que construgdo de segmentos verticais e horizontais. Em primeiro lugar, partimos do grafico
de uma fungdo e depois para a diagonal y = x, o que reflete de volta para o grafico novamente.
Repetindo o processo vérias vezes ¢ gerado um caminho continuo e alternando segmentos
verticais e horizontais. Podemos aprender muito sobre o comportamento da fun¢ao de forma

visual na iteracdo do caminho.

FIGURA 31 - Iteracdo como processo grafico

(a) y 1 curva y' (b)

diagonal

x X diagonal:

Fonte: Peitgen et al. (1992, p. 3).
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O algoritmo da iteracdo grafica ¢ o seguinte: primeiro, partindo de um valor qualquer
de x, tracamos uma reta vertical que intercepte a curva (funcdo), depois, partindo do ponto de
intersec¢do, tragamos uma reta horizontal até interceptar a diagonal (y = x), por fim, partindo
desse ponto de interseccdo, tragamos uma reta vertical que intercepte a curva, e assim
sucessivamente. Em outros termos, para obtermos tal caminho, primeiro desenhamos um
segmento vertical para a curva e um segmento horizontal de 14 para a diagonal. O processo
geométrico central desta atividade ¢ a sequéncia repetida destas duas etapas, repetidas vezes,

cada vez usando o ultimo ponto final como o proximo ponto de partida. (Figura 31)

O ponto fixo de uma fung¢do pode ser identificado por interseg¢des do grafico da funcao
com a diagonal. Sua natureza pode ser atracdo, repulsio, ou indiferente. Alguns caminhos
graficos da iteracdo podem ser em escada (Figura 31a) ou em espiral (Figura 31b). Esses
comportamentos estdo intimamente ligados aos valores da inclina¢ao da fun¢do afim. Seja m
o coeficiente angular da fung¢do, entdo se m <—1, o grafico da iteracdo se comportarar no
sentido de espiral para fora; se —1<m <0, tem sentido de espiral para dentro dela; se
0<m<1, se desenvolve no sentido de escada e para dentro; e se m >1, se dad no sentido

escada para fora.

Outro comportamento, que podemos estudar por meio da construcdo desse grafico,
esta relacionado com a visualizagdo do efeito que pequenos intervalos causam sobre outro
subintervalo, esses pequenos intervalos podem representar modelos de erro na entrada de um

sistema. Temos na Figura 32 um intervalo pequeno, [b,c], que representa erros que podem

expandir, através da interagao, provocando grandes distor¢des na saida.

FIGURA 32 - Expansao

Fonte: Peitgen et al. (1992, p. 4).
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Seja m a inclina¢do da funcdo afim, entdo, quando |m| >1, ha expansdo de intervalo;

quando 0 < |m| <1, ha compressdo de intervalo.

Inumeras possibilidades podemos explorar com a pratica do processo de iteragdo
grafica, tanto nas funcdes linear quanto na quadratica. Esta experiéncia pratica com lapis e

régua, ¢ essencial que acontega afim de se internalizar os conceitos envolvidos.

Uma familia de fungdes quadraticas que recebe atencdo especial tem a forma

f(x)=ax(1-x), que foi estudada na se¢do 2.3.4. Elas apresentam fungdes, sob iteragdo, de

comportamentos centrais para a compreensao do caos em um sistema dinamico.

A fungdo quadratica na forma f(x)=ax(l1—x) sdo matematicamente equivalentes as
da forma f(x) = x> +¢. Seus comportamentos de iteracdo sdo essencialmente 0s mesmos. As

fungdes da forma f(z)=z>+c, com z complexo, leva diretamente aos conjuntos de

Mandelbrot e de Julia.

FIGURA 33 - Fungdes da forma f(z)=z"+c¢,zeC.

Fonte: Peitgen et al. (1992, p. 1).

Enquanto as atengdes substanciais sdo dadas aqui para iterar essas fungdes quadraticas,

ondea =2,8;3,2;e4,0, ¢ importante ressaltar que esses valores sao apenas representativos

das muitas fun¢des com 1< a <4 que apresentam comportamentos semelhantes.

Iterando a fungdo f(x)=2,8x(1—x) para a maioria dos valores no intervalo fechado
[0,1] obtemos um resultado interessante. Esse processo revela o comportamento a longo

prazo, sempre levando para o mesmo valor Unico, 0,6429... Esta convergéncia em um valor
unico, chamado de atrator, ocorre para as fungdes com um valor de parametro em que a esta

entre 1 e 3 (FIGURA 34).



FIGURA 34 - Iterando para obter o atrator pontual ou de periodo um.

(a)
Iterando a fung¢do f(x)=2,8 x (1 - x)
0,720
0,700
— 0,680
S 0,660
0 r
a 0,640 llll\l\vt\vl?"ﬂ“'--—-—-
g VY
£ 0,620
0,600 -+
0,580 T T T T T T 1
0] 5 10 15 20 25 30 35 40
Numero de iteragdes
(b)
o2 s Veértice (0.5, 0.7)
Ponto fixo (0.64, 0.64)
y=x
[s] o1 0.2 DI.G 04 05 [X:] D‘.S DI.Q \

Fonte: Edilson de Moura, 2015.
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Iterando a fung¢do f(x)=3,2x(1—x) para a maioria dos valores no intervalo [0,1]

produz um resultado diferente. Ele tem o comportamento a longo prazo iterativo sempre

levando para os mesmos dois valores diferentes, 0,799455... e 0,513044.... Este periddico,

oscilando comportamento a longo prazo, denominado periodo de dois atratores, ird ocorrer

para aquelas fun¢des com valores do parametro a entre 3 e 3,4494...
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FIGURA 35 - Iterando para obter o atrator de ordem dois ou de periodo dois.

(a)
Iterando a fung¢do f(x) =3,2 x (1 - x)
0,900
0,800
0,700
1 0,600
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0,000 I 1 1 1 1 1 1 1
0 5 10 15 20 25 30 35 40
Numero de iteragdes
) | 1
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0.8 &
onto fixo (0.69, 0.69)
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0.4
0.24 y = x
2]
[s] 0?1 052 053 0.4 DI.5 Dlﬁ DI.?' 0‘.8 DI.Q 1‘.1 1‘.2
x=0,4

Fonte: Edilson de Moura, 2015.

As duas fungdes f(x)=2,8x(1-x) e f(x)=3,2x(1-x) t€ém comportamentos muito
previsiveis quando iteradas, sendo estaeis nesses modelos de sistemas dinamicos. Sua longa

duragdo de comportamentos iterativos sdo bem conhecidos e sempre levam a mesmos

atratores, independentemente dos valores iniciais.

No entanto, outra fun¢do semelhante, f(x)=4x(1-x), produz resultados bastante
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diferentes para valores iniciais no intervalo [0,1]. O comportamento a longo prazo iterativo ¢

erratico e imprevisivel, sem um padrao reconhecivel.

FIGURA 36 - Iterando para obter caos.

(a)
Iterando a fungdo f(x) = 4x (1 - x)
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Fonte: Edilson de Moura, 2015.

O comportamento a longo prazo iterativo € erratico e imprevisivel, sem um padrao
reconhecivel. Dois pontos, muito proximos um do outro, geram radicalmente diferentes
sequéncias iterativas, como vimos no diagrama de birfucacdo (FIGURA 21). Esse fendmeno,
conhecido como a dependéncia sensivel das condigdes iniciais, significa que os pequenos

erros iniciais expandira em mais importantes, tornando os resultados totalmente imprevisiveis.
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Podemos utilizar o processo geométrico para encontrar a composicao g( f(x)) de duas
funcdes f(x) e g(x). Embora esta composicao pode ser encontrada através da substituicao

algébrica, o impacto visual da maquina de composicdo ¢ muito marcante devido a forma

grafica. Pontos sobre uma fungdo f(x)sao refletidos fora da diagonal y=x e através da

segunda funcdo g(x).

FIGURA 37 - Méquina de composi¢ao

g(f(x)) g(x)
ST 1] ] IRTT I /T
| § \\ /' N\
7/ fimmal
¥, &
|/ |
A4 H
7 / \
4
1 o] 1
flx)
P H[e)
1 ‘,
V4
A
I//
0 ¢ ba 1 0 1

Fonte: Peitgen et al. (1992, p. 5).

3.1 Apresentacdo das atividades

Como dissemos anteriormente, abordaremos algumas atividades constante no volume
2 do livro Fractals for the classroom de Peitgen et al. (1991). Teceremos comentarios a fim de
informar ao leitor qual aspecto se pretende desenvolver do conceito fractal e aqueles

relacionados a SFI.

3.1.1 Iteragcdo em forma de escada e degraus

Instrucdes Especificas. Esta atividade introduz a ideia bésica da iteragdo grafica,
através de um processo informal de algoritmo repetidamente de ir e vir entre uma curva e

conectado com a diagonal de segmentos verticais e horizontais. Neste ponto, o processo
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produz s6 escadas e espirais, cada uma levando para um ponto fixo como um atrator ou longe

de um ponto fixo como um defletor (repulsor).

Descobertas implicitas. A inclinagdo no ponto fixo determina o comportamento de
iteracdo sobre esse ponto. Como todas as fungdes utilizadas aqui sdo lineares, o
comportamento ndo ¢ dependente da localizagao do ponto inicial. A {inica exce¢@o ¢ quando o

ponto inicial é o ponto fixo em si.

Imagine o caminho de um ponto que comeca no €ixo-x € se move verticalmente na
direcao da funcao e depois na horizontal ao encontro da diagonal. Depois repetimos esse
processo varias vezes. Ou seja, para criar tal caminho, primeiro desenhe um segmento vertical
para a curva e um segmento horizontal de 14 para a diagonal. O processo geométrico central
desta atividade ¢ a sequéncia repetida destas duas etapas varias vezes, cada vez usando o

ultimo ponto final como o préximo ponto de partida (FIGURA 38).

FIGURA 38 - Processo de construcao do processo grafico

Vi

curva diagonal

s

Fonte: Peitgen et al. (1992, p. 11).

Este processo ¢ chamado de iferacdo gradfica. Nesta atividade, consideramos apenas as
curvas que sdo linhas retas. Eles sdo graficos de fungdes lineares afim y = mx + b. Nas
atividades a seguir, a iteracdo grafica sera a ferramenta central utilizada para descobrir e

discutir as propriedades do caos.
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O processo de iteracao grafica gera caminhos diferentes que tem forma de escada em
direcdo ao ponto fixo, sendo atrator; ou para longe dele, se comportando como um repulsor.

Iniciaremos a apresentacao das atividades.
Atividade 1: Com base na Figura 39, dé o que se pede:

FIGURA 39 - Construcao da escada: a) na escada; b) fora da escada

(a) y diagonal ¥4 curva/ (b)

p diagonal

4 curva

Fonte: Peitgen et al. (1992, p. 11).

a) A partir do ponto de partida destacado no eixo-x, complete tragcando o caminho de
cada iteracao da Figura 39. Qual desses processos graficos leva em dire¢do a um ponto fixo ou

para longe?

b) Escreva as coordenadas aproximadas do ponto de interse¢do da curva com a
diagonal (FIGURA 39) em cada uma das iteragdes. Em seguida, circule a palavra que indica

se o ponto fixo ¢ um atrator ou repulsor.

1) x= , Y= atrator ou repulsor

i) x= ,y = atrator ou repulsor

Atividade 2: Com base na Figura 40, dé€ o que se pede:

a) Use a iteracao grafica para desenhar um caminho de cada valor inicial marcado.
Indique se o ponto de interseccdo da curva na diagonal ¢ ponto fixo atrator ou repulsor.



FIGURA 40 - Desenhar o caminho
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curva

diagonal

curva

diagonal

Fonte: Peitgen et al. (1992, p. 12).

Atividade 3: Alguns caminhos de iteracdo grafica tem forma espiralar semelhantes.

Algumas conduzem em direcdo ao ponto fixo, atratores; e aqueles que fogem, levando para

longe dos pontos fixos, repulsores. Com base na Figura 41, dé o que se pede.

FIGURA 41 - Espirais semelhantes

(@)

3
curva y

/diagonal

curva

diagonal

Fonte: Peitgen et al. (1992, p. 12).

(b)

a) A partir do ponto destacado, continue o tragado do caminho em cada iteracao da

Figura 41. Qual das figuras representa uma espiral em dire¢cdo a um ponto fixo ou para longe

dele?
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b) Escreva as coordenadas aproximadas do ponto de interse¢do da curva com a
diagonal (FIGURA 41) em cada uma das iteracdes. Em seguida, circule a palavra que indica

se o ponto fixo ¢ um atrator ou repulsor.

) x= , Y= atrator ou repulsor

i) x= ,y = atrator ou repulsor

Atividade 4: Com base na Figura 42, dé o que se pede:

a) Utilize o processo de iteracdo grafica para desenhar um caminho de cada valor
inicial destacado no eixo x. Depois escreva informando se o ponto de intersec¢do da curva na

diagonal ¢ um atrator ou um repulsor.

FIGURA 42 - Construcdo grafica 1

(a) " 7 (b)

curva

7 diagonal

diagonal

Fonte: Peitgen et al. (1992, p. 13).

Atividade 5: Com base na Figura 43, dé o que se pede:

a) Respoda, sem desenhar o caminho, se as iteracdes graficas (FIGURA 43) tem forma

de escada ou espiral? O ponto de intersec¢do ¢ um atrator ou repulsor?



FIGURA 43 - Construcao grafica 2

(@

(c)

L

curva

-

/-

urva

curva

curva

Fonte: Peitgen et al. (1992, p. 13).

Atividade 6: Com base na Figura 44 e 45, dé o que se pede:
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(b)

(d)

A iteragdo grafica é sempre feita através da diagonal y = x. Desta forma, a coordenada

y da curva se torna a coordenada x do préximo "ponto de viragem" na curva. A coordenada x

desses pontos sucessivos de iteracdo na curva sao chamados de ifera ou oOrbita do valor inicial.

FIGURA 44 - Pontos de itera 1: a) escada para fora; b) espiral.

(@) y
2
T T el T é X
y=2x |
Fonte: Peitgen et al. (1992, p. 13).

(b)

0.5 X
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a) Escreva nos espagos em branco a lista de itera dos pontos de viagem da curva da
Figura 44.

D Ao 12- - - o

i) 1--12-_ - - =

FIGURA 45 - Pontos de itera 2: a) espiral para fora; b) na escada.

(a) y v (b)

y=x/2

y=-2x i

Fonte: Peitgen et al. (1992, p. 14).

b) Escreva nos espagos em branco a lista de itera dos pontos de viagem da curva da
Figura 45.

R Ve VR

11) 2= _1- — — -

Atividade 7: Quando uma reta intercepta a diagonal y =x, o comportamento da

iteragdo grafica em torno do ponto de intersec¢do ¢ estabelecido de imediato. Com base nas

atividades realizadas até o momento, responda com suas palavras.

a) Como ¢ que a localizagdo do ponto de partida no eixo afeta o comportamento da
iteracdo? Justifique.

b) Como ¢ que a inclinacdo da reta afeta o comportamento da iteragdo? justifique.



82

c) A diagonal e a inclinagdo da reta usada para fazer a iteragdo grafica determinam as

caracteristicas do caminho resultante? Justifique.

Atividade 8: Descreva como o declive m da curva influencia a forma da trajetéria da

iteracdo grafica quando:

FIGURA 46 - Inclinagdo da reta 1

Se na inclinacdo m < -1 Se na inclinagdo -1 <m <0
Repele e foge Atrai em espiral

LY

Fonte: Peitgen et al. (1992, p. 14).

FIGURA 47 - Inclinagdo da reta 2

(@ (b)

Se a inclinagdo 0 <m < 1 Se a inclinagdo 1 <m
Atrae em escada Repele em escada para fora

Fonte: Peitgen et al. (1992, p. 14).

a) Aumentamos o valor de m para pouco mais do que -1.
b) Aumentamos o valor de m para pouco mais do que 0.

¢) Aumentamos o valor de m para pouco mais do que 1.
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d) Descreva o comportamento especial da iteracdo grafica quando a inclinacdo da
linha ¢

1) Exatamente 1.

i1) Exatamente -1.

3.1.2 Composi¢ao de Funcao

O processo conhecido como a composi¢do de fungdes € um dos conceitos algébricos

mais basicos em que o estudo da itera¢do e do caos ¢ construido.

Para executar f og, comeca com o argumento de a e obtem o valor funcional g(a).

Em seguida, use g(a) como argumento e o proximo obtem o valor funcional f(g(a)).

A composicao de fungdes pode ser representada visualmente por um diagrama como o

da Figura 48. Ele pode ser pensado como um processo mecanico que em que a maquina g(x)
processa matérias-primas, a, € produz um produto, g(a). Em seguida, f(x)¢ a maquina que

processa esse produto, g(a), e produz um outro produto, f(g(a)) (FIGURA 48).

FIGURA 48 - Diagrama de composigao

)/

8fx}

g (a)

fix)

figla)]

Fonte: Peitgen et al. (1992, p. 15).

Atividade 9: Use o dado de entrada para determinar a saida de cada uma das

composi¢des apresentadas na Figura 49. Use a saida para g(x) como entrada para f(x)



84

FIGURA 49 - Diagrama de composi¢ao 1

(@) @ (b) \(‘9 (©)

g(x) =x2 gl(x) =3x g(x) = (4x)*

¥ ¥

@ O

flry=x+1 flx)= x2 flx)=x-25

L r

] ] [

Fonte: Peitgen et al. (1992, p. 15).

Atividade 10: Crie seu proprio diagrama e determine o valor de g(f(x)) para cada

par de fungdes a seguir. Utilize x =1 como o primeiro valor da entrada.

a) g(x)=x+3¢e f(x)=x"

b) g(x)=x>e f(x)=x+3

c) g(x)=2x+5¢ f(x)=0,5x-5)

Atividade 11: Use as fung¢oes da Atividade 2, letra a ¢ b. Em cada caso, comece com o

valor inicial x =—1e determine o valor da fun¢do composta dada por:

a) g(f(x)) b) g(g(x)) ¢) f(f(x) d) f(g(x)

Atividade 12: Dadas as fungdes f(x)=x+1 eg(x)=x", expresse cada uma das

seguintes composi¢des em termos de um valor inicial a.

a) f(g(a) b) g(f(a)) c) g(g(a)) d) f(f(a)
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Atividade 13: Iteragdo ¢ o processo repetitivo formando a composi¢do de uma fungao
com ela mesma. Isso ¢ ilustrado na Figura 30 em que um argumento passa por varias vezes na
mesma funcao f{x) de uma forma ciclica, resultando em uma sequéncia de valores funcionais

como mostrado a seguir.

%, = [ () > LS ) = f S () >+

Outra maneira de pensar sobre iteracdo ¢ considerar alguns argumentos iniciais xo €
usa-lo para obter o valor funcional f{xp) = x;. Em seguida, use x; como o préximo argumento
para obter o proximo valor funcional f{x;) = x, e assim por diante. A seqiiéncia resultante dé a

itera ou argumentos que sao apresentados abaixo.

Xog =X, X, D> X DX, DX >

a) Considere a fungdo f(x)= Jx . Use sua calculadora e anote os resultados na tabela

fornecida a seguir, fazendo o arrendondamento com trés digitos de precisao.

1) x0=0.2 i1) xo=0.85 iii) xo = 64 iv) xo= 1850
X1=___ X1=___ X1=___ X1=_
X2=_ X2=_ X2=_ X2=_
X3=__ X3=__ X3=__ X3=_
X4= X4=_ X4=_ Xe=_
X5=__ X5=__ Xs=_ Xs=_
X6 =__ X6 =__ X6 =___ X6 = __
X7=_ X7=_ X7=_ X7=_
Xg = Xg = Xg = Xg =

b) Quais sdo os valores em que as sequéncias, apds iteracdo, acima parecem estar

aproximando? Continue o processo de iteracdo para verificar suas hipdteses.

¢) Use a calculadora para fazer uma iteracio da fungio f(x) = x*. Comece com o valor

de xy abaixo e realize a iteragdo cinco vezes. Anote a sequéncia resultante da iteragao.

a. xo=1 b. xo=5 c. x0=0,2 d. xo=-3
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d) Descreva o comportamento da sequéncia das iteragdes que resultam da iteragdo da

funcdo f(x)=x’nos itens a seguir:
1) Qualquer valor inicial xo > 1.
i1) Qualquer valor inicial 0 <x, < 1.
ii1) Qualquer valor inicial -1 <x( <0.

iv). Qualquer valor inicial xp < -1.

Atividade 14:

A iteragdo de uma funcao, muitas vezes produz uma iteracdo que forma uma sequéncia

aritmética ou geométrica.

Sequéncia aritmética sdo da forma a, a + d, a + 2d, a + 3d, ..., onde a € o primeiro

termo e d ¢ a diferenca comum entre 0s termos sucessivos.

A . o] ~ 2 3 r . . ’
Sequéncia Geométrica sao da forma a, ar, ar, ar” ,..., onde a € o primeiro termo er ¢ a

relagdo comum entre os termos sucessivos.

a) Encontre a funcdo que, em iteragdo, produz a sequéncia de iteragao listadas.

)  4-5-6-T7-8-.. fx) =
i) 1-2-4-8-16-.. fix) =
i)y 1--3-9-27-81-.. fix) =
V) 6—-1-4-9-14- fix) =
V) 8-4-2-1-12- fix) =

b) Identifique cada uma das sequéncias do Item a, informando se a sequéncia ¢

aritmética ou geométrica.
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5 UMA SINTESE CONCLUSIVA

Este estudo abordou a geometria fractal tanto no aspecto de objetos matematicos como
naturais. Deu-se um significado compreensivel a conceitos como dimensdo ndo inteira ao
apresentar exemplos como, na obten¢do da dimensdo do ramo de pinheiro e de algumas
curvas do plano que podem ocupar mais espago. A geometria fractal descreve de forma mais
proxima os objetos da natureza. Em suma, o conceito de dimensdo fractal ¢ uma nocao

matematica, porém se aproxima de nossas experiéncias com a natureza.

O Triangulo de Sierpinski, o Conjunto de Cantor, o Floco de neve, e a Curva de Koch
sdo freqiientes em livros didaticos, trabalhos académicos e escolares. O objeto fractal ¢ entdo
apresentado como curiosidades ou como possibilidades de melhoria no ensino. Essas
possibilidades eram exploradas por meio da constru¢do geométrica em software educacionais
e, a partir delas, se associavam perguntas sobre seqiiéncias numéricas, a fim de se determinar

0 comprimento ou a area desse objeto.

A partir de varias leituras técnicas, construimos um cendrio diferente do que
normalmente ¢ apresentado. A andlise da dindmica populacional, por meio do modelo
Logistico May que relaciona os objetos fractais com, fungcdo composta e funcdo quadratica
proporcionou a ampliacdo significativa do conceito. O estudo da dindmica populacional
conduziu naturalmente a necessidade de se compreender as nog¢des do ponto fixo de um

Sistemas de Fungodes Iteradas.

Ampliamos a nogdo de que fractais sdo formas compostas em partes que de algum
modo sdao semelhantes ao todo para, o conjunto dos pontos cujas Orbitas ndo sdo estaveis
formam um fractal. Assim, esses fractais s3o dados por uma regra precisa, eles sdo o conjunto

caotico de um sistema dinamico.

Desenvolver condigdes para o uso da linguagem, como meio da acdo intelectual, € o
que incessantemente fazemos. Um aspecto da aprendizagem matematica ¢ este. Entdo, do
ponto de vista de que a teoria fractal visa ao desenvolvimento da nossa linguagem nao sé
matematica, compreendemos que esse conhecimento vem contribuir com a ampliagdo dos

limites da ciéncia e de mundo.
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Descrevemos atividades que tem o objetivo de desenvolver a apreensdo do conceito
fractal gerado por sistemas de fungdes iteradas. Faz-se necessario a compreensdo de conceitos
de atratores, ponto fixo a fim de explorar o potencial dessas atividades. E apresentado um
processo grafico de iteragdo que € simples mas com alcance amplo, pois alia dois campos da
matematica, o geométrico e o algébrico. A aplicagdo destas atividades com os alunos do
ensino médio podem identificar os pontos que contribuem para a aprendizagem desses

conceitos.
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