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Eis aqui um problema. Eis como
resolvé-lo. Cairé na prova. Fagam
0s exercicios. — Que jeito mais
triste de estudar Matematica:

como um chimpanzé adestrado.

LOCKHART, Paul



RESUMO

Este trabalho desenvolve e apresenta produtos educacionais voltados ao ensino de Matematica
na Educacdo Basica, com a finalidade de propor aulas nas quais os alunos sdo mais autbnomos
que nas aulas tradicionais. Pretende contribuir com a formacdo docente, demonstrando a
possibilidade do professor exercer sua autonomia a partir da elaboracdo de seus proprios
problemas matematicos, de modo a fazer da sala de aula um ambiente de investigacéo,
oportunizando aprendizados segundo a Teoria das Situacdes Didéticas. Para tanto, utilizou-se
metodologia assemelhada a Engenharia Didatica, na qual estudamos o problema de decompor
um cubo em seis pirdmides, descrevendo uma regido especifica dentro do cubo para evitar a
multiplicidade de solugbes por simetria. Depois da discretizacdo do problema, apresentamos
uma férmula que fornece o nimero de solugdes para o problema em termos desta discretizagao.
Ainda, elaboramos construcbes geométricas que resultam nas planificacdes de algumas
pirdmides que utilizamos para desenvolver um jogo e uma sequéncia didatica, essa foi aplicada
ao nono ano do ensino fundamental, tratando dos teoremas de Pitagoras e de Tales. Outras
atividades sdo sugeridas ao longo do trabalho. Concluimos que as aulas de Matematica na
Educacdo Basica podem ser mais atrativas e produtivas quando nelas professor e alunos
desenvolvem sua autonomia de pensar matematica.

Palavras-chave: ConstrucGes Geométricas. Ensino de Matematica. Geometria Espacial. Jogo.
Sequéncias Didaticas.



ABSTRACT

This monograph develops and presents educational products for teaching mathematics in Basic
Education, in order to encourage the autonomy of teachers and students into thinking
mathematics. We support the idea that teachers can develop their own mathematical problems
and transform the classroom into a research environment, promoting learning according to the
Theory of Didactic Situations. By using a methodology similar to the Didactic Engineering, we
studied the problem of decomposing a cube in six pyramids describing a particular region inside
of the cube to avoid the multiplicity of solutions by simmetry and thus. After discretizing the
problem, we present a formula that gives the number of solutions to the problem in terms of
this discretization. Was also develop geometric constructions that result in planifications of
such pyramids, which we use as pieces of a puzzle. We also developed and applied a teaching
sequence involving the theorems of Pythagoras and Thales for elementary school. We conclude
that the mathematics lessons in Basic Education may be more attractive and productive when
teacher and students wish to think mathematics.

Keywords: Geometric Constructions. Mathematics Teaching. Space Geometry. Game.
Sequences Teaching.
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1 INTRODUCAO

Este trabalho trata da necessidade de repensar as aulas de matematica na Educacéo
Bésica do pais, em particular no Estado de Alagoas. De fato, segundo dados do relatorio
nacional do Programme for International Student Assessment? (PISA, 2012), que discorre sobre
o letramento matematico, o Brasil ocupa a 582 posicdo entre 65 paises e, apesar de indicar
avanco comparado a 2003, 67% dos estudantes ainda ndo sdo capazes de interpretar e
reconhecer situagdes em contextos que ndo exigem mais do que inferéncia direta, bem como
empregar algoritmos e procedimentos de nivel basico, situando-se abaixo do nivel dois, numa
escala de proficiéncia em Matematica que vai até seis.

O PISA 2012 define letramento matematico como

A capacidade do individuo de formular, aplicar e interpretar a matematica em
diferentes contextos, o que inclui o raciocinio matematico e a aplicacdo de conceitos,
procedimentos, ferramentas e fatos matematicos para descrever, explicar e prever
fendmenos. Além disso, o letramento em matematica ajuda individuos a reconhecer a
importancia da matematica no mundo, e a agir de maneira consciente ao ponderar e
tomar decisdes necessarias a todos os cidaddos construtivos, engajados e reflexivos.
(PISA, 2012, p. 18, grifo nosso)

Nesse conceito, Alagoas possui o pior desempenho entre os estados brasileiros, mais de
80% dos estudantes situaram-se abaixo do nivel dois no PISA 2012. Vale ressaltar que esse
seria 0 nivel minimo para o exercicio pleno da cidadania conforme a Organizacdo para
Cooperacéo e Desenvolvimento Econdmico? (OCDE). lgualmente, registrou-se neste Estado os
piores desempenhos no indice de Desenvolvimento da Educacio Basica® (IDEB 2013). Mesmo
em nivel nacional tal avaliacdo revela a Educacao Basica abaixo das metas do proprio avaliador,
0 Governo Federal. Em particular, a nota média nacional da rede publica no Ensino Médio foi
3,4 numa escala de zero a dez, enquanto a meta para aquele ano foi 3,6. Na rede publica estadual
de Alagoas a nota correspondente foi 2,6, sete décimos abaixo da respectiva meta.

Contrapondo essa realidade, o Brasil é considerado centro de referéncia na pesquisa em
Matematica de reconhecimento internacional, atestado pela confirmacédo de sediar a Olimpiada
Internacional de Matematica (IMO) em 2017 e o Congresso Internacional de Matematicos

(ICM) em 2018, sendo o pais latino-americano com maior nimero de medalhas desde que

! Avaliagdo aplicada a estudantes na faixa dos 15 anos.

2 Desenvolve e coordena o PISA. No Brasil, 0 Pisa é tambhém é coordenado pelo Instituto Nacional de Estudos e
Pesquisas Educacionais Anisio Teixeira (INEP).

3 Indicador para verificacdo do cumprimento de metas relativas ao Plano de Desenvolvimento da Educacdo (PDE).
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comegou a participar da IMO, segundo veiculagdes do Portal Brasil*. Ainda, durante 0 ICM
2014 em Seul, o brasileiro Arthur Avila foi premiado com a Medalha Fields®, mais uma
evidéncia da qualidade dos trabalhos desenvolvidos por matematicos brasileiros, como é o caso
do alagoano Fernando Coda Marques que recentemente contribuiu para a prova da Conjectura
de Wilmore, resolvendo um problema em aberto desde a década de 1960°.

Essa situacdo torna o presente trabalho relevante, pois, apesar de ser um pais com
exceléncia na pesquisa em Matematica, o Brasil ainda possui um percentual baixo de pessoas
letradas em Matematica. Assim, cabe indagar, como a Matematica pode destacar o pais e 0
Estado de Alagoas tanto positivamente, na pesquisa cientifica, como negativamente, na
Educacdo Bésica? Embora essa situacdo pareca controversa, € de conhecimento geral que
poucos alunos decidem prosseguir seus estudos nessa area, apesar da profissdo de matematico
ser considerada a melhor da atualidade segundo Careercast.com’. Além disso, sera que a
matematica da sala de aula da Educacéo Basica preserva a mesma esséncia da Matematica da
pesquisa cientifica? Ou seja, serd que as atividades desenvolvidas nas aulas tradicionais de
Matematica na Educacao Basica correspondem, na devida proporc¢éo, aquelas desenvolvidas no
trabalho de um matemaético?

Sabe-se que ndo é adequado definir nimero real a partir do axioma da continuidade de
Dedekind-Cantor® no Ensino Fundamental, bem como iniciar o estudo dos nimeros racionais
com criangas de onze anos de idade, afirmando que os nimeros inteiros ndo sdo racionais, mas
gue existe uma copia dos inteiros nos racionais, um isomorfismo. Essa passagem do conceito
matematico tratado na academia para seu ensino na escola é considerada na Teoria da
Transposicdo Didatica. Segundo Machado (2010), o saber a ser ensinado difere do objeto de
ensino, isto é, o saber cientifico sofre transformacdes até ser apresentado ao aluno na escola.
Logo, o conhecimento que foi desenvolvido na pesquisa em Matematica (na academia) ndo é o
mesmo da escola, ver Anexo A. Mas isso significa que as aulas de Matematica na Educacéo

Béasica ndo sdo aulas de Matematica de fato?

4 BRASIL. Governo Federal. Portal Brasil. Disponivel em: <http://www.brasil.gov.br/ciencia-e-
tecnologib013/07/ brasil-conquistou-quatro-medalhas-na-olimpiada-internacional-de-matematica> Acesso em:
05/11/2014

5 Medalha internacional de descobrimentos proeminentes em Matematica, premiagdo concedida a pesquisadores
jovens durante os Congressos Internacionais de Matematicos a cada quatro anos.

8 ACADEMIA BRASILEIRA DE CIENCIAS. O matematico que solucionou um problema cinquentenario.
Disponivel em: <http://www.abc.org.br/impressao.php3?id_article=3342> Acesso em: 08/12/2014.

" CAREERCAST.COM. The best jobs of 2014. Disponivel em: <http://www.careercast.com/jobs-rated/best-jobs-
2014> Acesso em: 22/10/2014.

8 Em qualquer corte (A, B), existe sempre um ponto da reta que separa duas classes (A) e (B). (AVILA, 2006).


http://www.careercast.com/jobs-rated/best-jobs-2014
http://www.careercast.com/jobs-rated/best-jobs-2014
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A aula tradicional — expositiva e com muitos exercicios — € um dos principais problemas
do ensino de Matemética atual segundo Lockhart (2014). Na verdade, ele considera que a
Matematica esta ausente das atividades desenvolvidas na Educacdo Bésica, desmotivando e
conduzindo os alunos ao fracasso escolar, de forma que aulas expositivas seguidas da resolucéo
de exercicios se distanciam da esséncia da Matematica e beneficiam apenas aqueles que tem
facilidade em memorizar e executar regras. Mesmo criticando outras questdes como o curriculo,
Lockhart considera o trabalho do professor como determinante para essa situacdo. Segundo ele,
o0 docente deve levar seus alunos a desenvolver a habilidade de pensar como matematicos, de
propor, investigar e resolver problemas, de constatar verdades. Sera que a adogdo dessa préatica
contribuiria para o ensino de Matematica?

A afirmacdo de René Descartes apud D’Amore (2007): “Nao lhes explico tudo, para
ndo priva-los do prazer de aprenderem sozinhos” encontra harmonia na Teoria das Situac6es
Didaticas de Guy Brousseau apud Machado (2010) e D’ Amore (2007), na qual o aprendizado
do conhecimento matematico ocorre por adaptacdo do aluno a um ambiente fator de
contradicGes, de dificuldades e desequilibrios, onde a aprendizagem se produz por meio da
solucdo de problemas que foram de interesse do aluno, ver Anexo B. Assim, caberia ao
professor favorecer o surgimento dessas situacdes didaticas, motivando o protagonismo dos
discentes para que assumam para si a resolucdo de problemas.

Piletti (2013) resume diversos movimentos na Histdria da Educacéo em todo mundo,
nota-se que em muitos deles ha uma ideia comum, de que toda formacdo tem como objetivo
essencial atribuir ao formando um maior grau de autonomia. Freire (1996, p. 95) afirma: “como
professor ndo me é possivel ajudar o educando a superar sua ignorancia se ndo supero
permanentemente a minha.” Nessa tonica, o proprio professor deve ser autbnomo, capaz de
repensar a Matematica apresentada em suas aulas, de elaborar problemas matematicos que
levem seus alunos a pensar e a aprender. Sobre a resolucdo de problemas, considerada uma

metodologia de ensino, discorre Wachilisk (2012),

Faz-se necessario lembrarmos que os alunos somente ficam motivados a encontrarem
outros caminhos ou solugdes aos problemas, se realmente compreendem e,
principalmente, se realizam as solu¢bes de maneira autdbnoma, ou seja, sem muita
interferéncia do professor. Nesse sentido, 0 docente pode questionar as resolucdes
apresentadas pelos alunos ndo de maneira a gerar dividas e inseguranca, mas de forma
a leva-los a reflexdo sobre todo o processo. (WACHILISK, 2012, p. 33, grifo nosso)

Dessa forma, os problemas deveriam ser envolventes e o professor mais auxiliar os

alunos a os compreenderem que fornecer solugdes prontas. Mas, dentre as diversas naturezas
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de problemas matemaéticos, os problemas geométricos encontram lugar especial no ensino de
Matematica, segundo Freudhental apud Fonseca (2009, p. 92-93), “[...] as descobertas feitas
pelos préprios olhos e médos sdo mais surpreendentes e convincentes. Até que possa de algum
modo ser dispensadas, as formas no espaco sdo um guia insubstituivel para a pesquisa e a
descoberta.” Mas sera que a resolucéo de problemas que levam os alunos a pensar Matematica
é uma atividade constante na Educacao Basica da rede publica de ensino de Alagoas?

O Apéndice A deste trabalho aponta resultados de uma pesquisa® com professores da
rede publica de Alagoas. Nela, verificou-se que dificilmente os alunos sdo levados a pensar
como matematicos'® durante as aulas, que a matematica escolar atual raramente desenvolve nos
estudantes a capacidade de utilizar a Matematica como linguagem para pensar, inclusive na
vida extraclasse. Ainda, os professores participantes elegeram os problemas geométricos como
aqueles que causam maior interesse nos alunos, sendo que 60% desses docentes lembram de ja
ter ministrado boa parte do curriculo a partir de problemas dessa natureza.

Diante do exposto, considera-se indicios de que algumas dificuldades no ensino de
Matematica na Educacdo Basica estdo relacionadas a abordagem dos conteudos adotada pelo
professor, de tal forma que quanto mais se inibe o0 pensamento dos estudantes, mais a “aula de
matematica” se distancia da Matemaética, que fica cada vez mais ausente da escola, dai uma
hipotese para a dificuldade em atingir o letramento matematico, assim justificando a elaboracéo
deste trabalho pela importéncia de repensar como essas aulas ocorrem, para que seja sempre
possivel formar pessoas com uma visdo coerente da Matematica, capazes de exercer sua
cidadania plenamente, porventura, ampliando o nimero de interessados em Matematica na
sociedade e na academia.

Dessa forma, o objetivo principal deste trabalho é apresentar aos professores de
Matematica da Educacdo Basica uma abordagem néo tradicional dos contetidos, que envolve
outra postura frente a Matematica. Propde-se que o professor e seus alunos assumam o papel
de matematicos em investigacao, respeitando as condicOes inerentes a Educacdo Basica como
o nivel de aprofundamento dos contetdos, e que haja uma fuga das formulas a decorar, da
passividade e da monotonia potencialmente repetida tantas vezes quantas ocorrem o evento
chamado aula (tradicional) de Matematica.

Ainda, buscou-se criar e resolver um problema matematico com o objetivo especifico

de elaborar uma sequéncia didatica a ser desenvolvida em aulas coerentes com a proposta. Este

® Pesquisa desenvolvida pelo autor.
10 pensar examinando hipéteses, selecionando variaveis, identificando padrdes, enfim, resolvendo problemas de
modo autbnomo.
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trabalho também se presta a desenvolver outros produtos educacionais, a partir das
problematizacdes desenvolvidas, desejando ser uma mensagem aos professores de matematica,
sobretudo do Estado de Alagoas, encorajando-os a ir além do exercicio e da repeticdo de
técnicas em suas aulas, a pensar e a fazer seus alunos pensarem Matematica.

Assim, adotou-se metodologia assemelhada a Engenharia Didética, ver Apéndice B. No
primeiro momento fez-se uma analise preliminar sobre um problema matematico, em seguida
uma analise a priori a fim de delimitar algumas variaveis, como o0s saberes a ensinar € a turma
a aprender, perceber situacdes didaticas e desenvolver uma sequéncia de atividades. No passo
seguinte, ocorreu a experimentacdo, uma intervencdo no nono ano do ensino fundamental, e
por fim uma anélise a posteriori a respeito dos registros fornecidos na experiéncia a fim de
validar a seguinte hipdtese: é possivel ensinar matematica na Educacdo Basica respeitando sua
esséncia e a autonomia do professor e dos alunos.

Quanto a avaliacdo da aprendizagem dos estudantes participantes da experiéncia,
considerou-se apenas o aspecto formativo, ou seja, ndo foi preocupagdo atribuir notas ou
conceitos, mas através da observacdo das intervencGes dos discentes, da aplicacdo de
questionarios e pela elaboracio de portfolio!!, que reuniu alguns trabalhos desenvolvidos pelos
alunos, procurou-se perceber o andamento das aprendizagens de modo a favorecé-las.

Este trabalho segue organizado em mais quatro capitulos. Sera visto no capitulo 2 uma
investigacdo matematica, a nivel de Educacdo Bésica, a partir do problema de decompor um
cubo em seis piramides, bem como a apresentacdo de um jogo e de outras sugestfes de
aplicacdes em sala de aula. No capitulo 3, abordou-se a construgdo com régua e compasso da
planificagdo de piramides e uma maneira de encontrar suas medidas atraves de dobraduras. No
seguinte, uma sequéncia didatica aplicada ao nono do ensino Fundamental e relato da
experiéncia. O quinto e ultimo capitulo trata das conclusdes a cerca deste trabalho.

Salienta-se que todas as ilustracfes presentes neste sdo autorais e em grande parte
desenvolvidas no GEOGEBRA?!?, estas estdo disponiveis em midia (DVD-ROM) que
acompanha este material. O leitor ainda encontrara textos complementares nos apéndices, como
ideias para o desenvolvimento de outras sequéncias didéticas. E importante destacar que na
génese dos estudos desenvolvidos neste trabalho estd o fato de que ao tracar as diagonais do
cubo vé-se formar seis piramides congruentes, resultado que fez parte do processo de estudo

registrado na monografia de graduacéo do autor deste!®,

11 Veja mais sobre portfélio e avaliagdo em matematica no Apéndice C.
12 Software livre de geometria dindmica, download disponivel em http://www.geogebra.org/download.
13 Ver Silva (2011) nas referéncias deste.
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2 UM CUBO EM SEIS PIRAMIDES

Cubos e piramides sdo objetos que possuem diversas representacfes na historia da
humanidade, como as piramides do Egito que fascinam o homem até os dias atuais. Essas
representacdes estdo presentes no cotidiano dos estudantes da Educacao Bésica e sdo revestidas
por diversos contextos, seja em um jogo de dados, em atividades com material dourado** ou na
assimilacdo de uma dieta saudavel pela analise de uma piramide alimentar. Além dessas
representacfes no cotidiano, cubos e pirdmides também estdo presentes em livros didaticos,
pois o estudo desses poliedros é previsto no curriculo da Educacgdo Baésica.

Neste capitulo, tais objetos serdo estudados simultaneamente, a partir do problema de
como decompor um cubo em piramides. Mas, assim como um poligono pode ser dividido em
muitos tridngulos, um cubo pode ser decomposto em uma infinidade de piramides e cada uma
delas em inGmeros tetraedros. Mesmo fixando o numero de pirdmides a se obter na
decomposicgéo, se houver uma maneira de decompor, entdo existem infinitas, pois bastaria
variar a altura de uma dessas em um intervalo real, como sera esclarecido adiante. Assim, outras

hipdteses serdo adicionadas ao problema.

2.1 Hipoteses do problema

Dados um cubo ABCDEFGH e um ponto V em seu interior, tem-se as piramides:
ABCD-V, ADHE-V, EFGH-V, BCGF-V, ABFE-V e CDHG-V. Dessa forma, uma maneira de
decompor o cubo € em seis piramides de bases congruentes a face do cubo que as contém, sendo
V o vértice comum a todas. Assim, todas as decomposicdes possiveis sdo determinadas pelos
pontos do interior do cubo e cada ponto determina apenas um conjunto de seis piramides como
as da Figura 1 (p. 18).

Mas, sera que dois pontos podem determinar o mesmo conjunto de seis piramides? Ou
seja, trata-se de uma aplicacdo injetiva ou existem solu¢fes multiplas para o problema de
decompor um cubo em piramides a partir da escolha de um ponto de seu interior? Para
responder a essas perguntas, julgou-se conveniente adotar um sistema de coordenadas e estudar

as simetrias do cubo.

1% Tradicional recurso pedagogico utilizado sobretudo no Ensino Fundamental, como no ensino de fragdes ou do
sistema decimal, consiste num conjunto de humerosos cubos na cor dourada.
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Figura 1 - Uma decomposi¢do do cubo em seis piramides

[

Fonte: Autor, 2015.

2.1.1 Simetrias e Solucbes Mdltiplas

Seja OXYZ um sistema ortogonal no espaco tridimensional, de origem no centro O do
cubo ABCDEFGH, de modo que os planos OXY e OXZ sejam respectivamente paralelos aos
planos das faces ABCD e ADHE, como na Figura 2.

Figura 2 - Cubo centrado em um sistema de eixos ortogonais

Az

Fonte: Autor, 2015.

Observe as decomposicdes a partir de V1 (x, 0, 0) e V2 (-x, 0, 0) no Quadro 1 (p. 19).



Quadro 1 - Dados de duas decomposi¢des congruentes

19

ABCD-V; ABCD-V;
V1P| V2P|
A D A
P’I = P.Z
IAB|/2 IABJ/2
B c B
ADHE-V; ADHE-V,
A E IV1P4| H V2P|
P, 3 P,
[ ] = ®
|ABI/2 |AB|/2
D H E
EFGH-V; EFGH-V,
E H [V1P4| E V2P|
P = ¥:
|ABI/2 |AB|/2
F G F
BCGF-V; BCGF-V;
B F [V1P4] G [V2P|
0P1 = ,PZ
|ABI/2 |AB|/2
C G E
ABFE-V; CDHG-V;
A E V1P| G VP2
Pa = P2
IABJ2 — x IABJ/2 - x
B F H
CDHG-V; ABFE-V;
c G [V1P4| E [V2P|
P4 = P,
IABJ/2 + X IABJ/2 + X
D H E

Fonte: Autor, 2015.
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Note que os pontos V1 (x, 0, 0) e V2 (-x, 0, 0) sdo simétricos em relagdo ao plano OYZ
e a decomposicdo desse cubo em seis pirdmides de vértice comum V1 (x, 0, 0) coincide com a
decomposigédo que possui V2 (-x, 0, 0) como veértice comum, pois fornecem as mesmas seis
pirdmides, afinal duas pirdmides de mesma base, mesma projecéo ortogonal (P;) do Vértice V;j
(ponto interior ao cubo) na base e mesma altura (|V;Pj|), sdo equivalentes.

Observe que essa equivaléncia de decomposicdes ocorre em outros casos de simetria
por reflexdo dos pontos V. Pois, se V (X, y, Z) € um ponto no primeiro octante, por reflexdo em
relacdo aos planos OYZ, OXZ e OXY tem-se, respectivamente, os pontos (-x, Y, 2), (X, -y, z) e
(X, y, -z) simétricos ao ponto V nos segundo, quarto e quinto octantes. Mas, analogamente, o
ponto (-x, y, z) é simétrico aos pontos (-x, -y, z) e (-X, Y, -Z) no terceiro e sexto octantes, que
por sua vez sdo simétricos ao ponto (-X, -y, -z) no sétimo octante, por fim, este é simétrico ao
ponto (X, -y, -z) no oitavo octante. Logo, em um mesmo octante tem-se representantes dos

pontos dos outros sete octantes. Ou seja,

Se (X, Y, z) € um ponto no interior do cubo, entéo (X, y, z) ~ (x|, lyl, |z])- 1)

Leia-se o simbolo “ ~” como “é simétrico a”.

Assim, bastaria tomar vertices no primeiro octante para eliminar as solucdes multiplas?
A resposta é ndo, pois ainda ha pontos simétricos em relacdo aos planos das faces em um mesmo
octante. Note que ao rotacionar o cubo em 90° em torno do eixo OX, e, em seguida, 90° em
torno do eixo OZ, sucessivamente, tem-se que (X, Y, z) ~ (z, X, ¥) ~ (Y, z, X). Portanto, por essa

simetria de rotacao,

Se (X, y, Z) € um ponto no interior do cubo, entédo (X,y,2) ~(z, X, y) ~ (¥, z, X). (2)

Ainda, é facil verificar que esses pontos sdo vértices de um tridngulo equilatero, pois
tomados dois a dois, a distancia entre eles € a mesma. Outro fato, por se tratar apenas de rotagdes
do cubo, é possivel construir uma representacdo em forma de material manipulével para fins
didaticos, exemplificando como as simetrias podem fazer trés objetos aparentemente distintos,

congruentes, como na Figura 3 (p. 21).
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Figura 3 - Trés pontos simétricos em um mesmo octante

......

Fonte: Autor, 2015.

No entanto, sabe-se que:
) (XY, 2)~ (X -y, ), por (1);
i) (X, -y, 2)~ (Y, X, 2), por rotagéo de 90° em torno de OZ;
i) (v, x,2)~(z,Y,X)~ (X, z,Y), por rotacdes sucessivas de 90° em torno de OX e de
0z;
Logo,

Xy, 2)~ (v, % 2)~ (2. ¥, ¥) ~ (X, 2, Y) (3)

Portanto, considerando os resultados (1), (2) e (3), tem-se que para cada ponto (X, Y, 2)
h& exatamente cinco simétricos a ele no mesmo octante — esses seis pontos formam um
hexagono regular, como ilustra a Figura 4 (p. 22) — e ha quarenta e dois nos demais octantes.
Assim, para cada ponto (X, Yy, z) no interior de um octante, hd exatamente outros quarenta e sete
simétricos a ele, sdo os pontos que possuem |x|, |y| e |z| como coordenadas, em qualquer ordem.

De fato, se Q = (a, b, ¢) ~ V = (X, y, z) de modo que ambos determinam decomposig¢des
equivalentes do cubo em seis pirdmides, entdo o conjunto das seis distancias de Q aos planos
que contém as faces do cubo é igual ao conjunto das distancias de V a esses mesmos planos,
isto é, {|AB|/2 + a, |ABJ|/2 £ b, |AB|/2 + c} = {JAB|/2 £ X, |AB|/2 £ y, |AB|/2 £ z}, note que essa
igualdade se verifica para 0s oito casos nos quais a = [x|, b = |y| e ¢ = |z|, assim, permutando a,

b e c tem-se exatamente quarenta e oito solugdes.
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Portanto, uma regido que contém apenas pontos assimétricos (no primeiro octante) é
aquela compreendida entre os planos y =z, y = X, X =z, z = 0 e, para restringir ao interior do
cubo, x e y = |AB|/2, ou seja, a regido da piramide triangular em destaque na Figura 4 cujo

volume é exatamente quarenta e oito avos do volume do cubo.

Figura 4 - Uma regido de pontos assimétricos no cubo

Fonte: Autor, 2015.

Assim, restringir o problema a esses pontos traz a bijetividade, ja que todas a
decomposicdes (tratadas no problema) sdo definidas por tais pontos assimétricos, e dois desses
pontos sempre determinam decomposi¢des distintas. No entanto, ainda h4 infinitas formas de
decompor o cubo em seis piramides tomando como vértice comum somente pontos
assimétricos, isto é, o problema ainda é continuo.

Para aprofundamento em estudos relacionados a simetrias no espaco, recomenda-se ao

leitor estudar sobre Grupos de Coxeter™®.

2.1.2 O Conjunto das Alturas, H/{0, |AB|}

Seja V = (X, ¥y, z), um ponto interior ao cubo, como foi visto, V define uma
decomposigdo em seis piramides de mesma base (face do cubo). Para reduzir a notacéo, seja

|AB| = 2b. Observe que, no sistema de coordenadas adotado, b — x, b —y e b — z s&o as alturas

5 DAVIS, Michael W. The geometry and topology of Coxeter groups. USA: Princeton University Press, 2007.
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de trés piramides duas a duas adjacentes'® na composicdo do cubo a partir do ponto V, e b + x,
b +yeb+zsdo as alturas das outras trés pirimides, respectivamente opostas®’ as trés primeiras.
Assim, uma decomposicéo do cubo também pode ser definida por trés alturas de piramides duas
a duas adjacentes, sendo que essas tomam valores no intervalo real (0, 2b), novamente
evidenciando a existéncia de uma infinidade de decomposicgoes.

Assim, para sair do caso continuo para o discreto, é suficiente definir um conjunto finito
de valores para as alturas das piramides e com isso obter um ndmero finito de decomposicdes.
Por outro lado, é conveniente que a escolha desse conjunto nédo seja aleatoria, isto €, que se
tenha algum controle sobre a escolha desses valores, por exemplo, para manter um padrdo de
seccionamento do cubo, facilitando a construgdo das piramides com fins didaticos.

Sejam X um numero real no intervalo continuo (0, b), k a parte inteira do quociente b/A
eH={helR h=bzxjr j=0,1, .. k}. Se as alturas das piramides tomam valores em
H/{0, 2b}, além do problema passar a contar com um numero finito de solucdes, estas
determinam o0s possiveis pontos Vn, veértice comum a todas as piramides da enésima
decomposi¢do, em reticulados no interior do cubo, conforme a Figura 5. E 0 nimero A

corresponde a distancia minima entre dois pontos desses reticulados.

Figura 5 - Reticulados no 1° octante

Fonte: Autor, 2015.

16 Diz-se que duas pirdmides na composicdo do cubo sdo adjacentes, quando os planos que contém as suas bases
sdo perpendiculares.

17 Diz-se que duas pirdmides na composicéo do cubo s&o opostas, quando os planos que contém as suas bases s&o
paralelos.
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Vale ressaltar que ha dois casos a considerar, se b/A ndo é inteiro, isto €, se b # ki

conforme Figura 6(a), e se b/A ¢é inteiro, ou seja, se b = kA conforme Figura 6(b).

Figura 6 - Divisio do segmento AB em funcéio de A

(a) Caso b/) nio inteiro:
[ABII2=1h b+A b+ 24 b+kh 2b
A 0 B
(b) Caso b/A inteiro:
[ABlIZ=1h b+ b+ 24 b+ 34 b +lkAh=2b
. . . . . .
A 0 B

Fonte: Autor, 2015.

Note que, 0 e 2b € H se, e somente se, b =k, inclusive, a existéncia de A nesta igualdade
é garantida pela completeza dos nimeros reais, segundo Avila (2006). Além disso, H sempre
sera um conjunto finito, apesar do numero de elementos de H (denotado por #H) depender do
A escolhido, com isso 0 problema principal tratado neste capitulo torna-se discreto.

Assumindo H/{0, 2b} como o conjunto de valores possiveis para a altura das seis
piramides que compdem um cubo, tem-se como consequéncia imediata a determinagdo da

altura minima e da altura méaxima das piramides de uma decomposi¢ao, quais sejam

Amin =L e hmax = b + (k = 1)A, se b = kh. 4)
Rmin = b — kA e hmax = b + kA, se b # k. (5)

Por outro lado, como foi visto anteriormente, trés alturas de pirdmides adjacentes na
composi¢do do cubo determinam um vértice comum as seis piramides. Logo, é suficiente
escolher um subconjunto de H que contenha apenas valores para alturas de piramides

adjacentes, sera escolhido o conjunto Hi assim definido,

Hi={he R h=b+jj=1, .. k}{2b} (6)

Assim surge naturalmente uma indagacédo: qual o nimero de solugdes do problema?

Essa pergunta motiva a proxima sec¢do do trabalho.
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2.2  Numero de solucGes

Seja S o conjunto das solucbes do seguinte problema: deseja-se decompor um cubo
ABCDEFGH centrado na origem de um sistema de eixos ortogonais, conforme a Figura 2
(p. 18), em seis piramides tais que suas bases sdo congruentes as faces desse cubo, suas alturas
medem qualquer valor do conjunto H/{0, 2b} (p.23) e o vértice comum a todas elas é um ponto
Vn da regido determinada pelo tetraedro de vértices (0, 0, 0), (0, 0, b), (0, b, b) e (b, b, b), sendo
2b a medida da aresta do cubo. Assim, cada elemento de S € uma decomposicao distinta do
cubo e o nimero de decomposi¢es distintas fica denotado por #S.

Com isso, Vi pode ser um entre finitos pontos na regido destacada na Figura 4 (p. 22),
dai determinar o nimero de soluc¢des do problema corresponde a contar esses pontos. Para tanto,
é suficiente realizar o seguinte processo de contagem: tomar os elementos de Hj trés a trés,
observando as equivaléncias em (1), (2) e (3) (p. 20-21), assim determinando 0s possiveis trios
de coordenadas de V.

Observe o exemplo, seja 2b = 14, A =2, dai (b/A) = 3,5 e k = 3, logo:

i) HHO, 14} = {1, 3,5, 7,9, 11, 13} € o conjunto de valores para as alturas que
piramides de uma decomposi¢do pode assumir;

i) Hi={7, 9, 11, 13} é um conjunto de valores para as alturas que piramides
adjacentes em uma decomposicao podem assumir;

iii) As coordenadas de Vi serdo do tipo jA,j=0, 1,2 e 3.

Realizando a contagem de modo a desconsiderar as combinagdes das coordenadas,
segundo (1), (2) e (3), Vna pode ser qualquer um de vinte pontos, conforme Tabela 1:

Tabela 1 - Veértices determinantes de decomposi¢des do cubo, exemplo 1.

Pontos de trés coordenadas I Pontos de coordenadas
. Pontos de duas coordenadas iguais .
iguais diferentes
0,0,2) (4,4,0)
(0,0,0) 0,0,4) (4,4,2) 0,2,4)
(2,2,2) (0,0,6) (4,4,6) 0, 2,6)
(4, 4, 4) (2,2,0) (6,6,0) (2,4,6)
(6, 6, 6) (2,2,4) (6,6,2) (0, 4,6)
(2,2,6) (6,6,4)
4 pontos 12 pontos 4 pontos
(k+1) k(k +1) (k+ 1)/3Y(k —2)!

Fonte: Autor, 2015.
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Portanto, para este caso, no qual b #kA e #H; = k + 1, o nimero de solucdes foi:

#S= (k+ 1) + k(K + 1) + (k + D)k(k — 1)/6 (7)

Veja outro exemplo. Seja 2b =12, A =2, dai (b/A) = 3, k = 3, dai
i) HHO, 12} ={2, 4,6, 8, 10};
i) Hi={6,8, 10},
iii) As coordenadas de Vi serdo do tipo jA, j =0, 1, 2.

Logo, dez sdo os possiveis pontos Vn, conforme Tabela 2.

Tabela 2 - Vértices determinantes de decomposicdes do cubo, exemplo 2.

Pontos de trés coordenadas Lo Pontos de coordenadas
. Pontos de duas coordenadas iguais .
iguais diferentes
(0,0,0) 0,0,2) (2,2,4)
(2,2,2) 0,0,4) (4,4,0) 0,2,4)
(4,4,4) (2,2,0) (4,4,2)
3 pontos 6 pontos 1 ponto
K k(k-1) k!/31(k — 3)!
Fonte: Autor, 2015.
Neste exemplo, sendo b = ki e #H1 = k, 0 nimero de solugdes foi:
#S =k + k(k — 1) + k(k — 1)(k — 2)/6. (8)
Assim, para o caso geral #H1 = k’, conjectura-se que
#S =Kk +2C% + ¥’
=k +k(k’=1) + k’(k’ = 1)(k’— 2)/6
= k2 + k*(k>= 1)(k’ - 2)/6
= [6k’ + k’2— 3k’ + 2]K’/6
= [k*2+ 3k> + 2]k’/6
= k’(k*+1)(k*+2)/6. (9)

Adiante sera visto que, de fato, a igualdade (9) fornece o nimero de solucgdes para o

problema. Antes porém, vale recordar a correspondéncia biunivoca entre as solucbes e 0s
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pontos resultantes da intersecdo entre o lugar geométrico dos pontos assimétricos e 0s

reticulados determinados pelo conjunto H/{0,2b} nos planos z = ji. Portanto, o nimero de

pontos dessa intersecdo é exatamente #S e estes estao representados na Figura 7.

Figura 7 - Pontos que determinam solucbes

Fonte: Autor, 2015.

Perceba que as quantidades desses pontos nos planos z = jA formam a sequéncia dos

chamados nameros triangulares (ver p. 80), veja representacdo do caso geral na Tabela 3.

Tabela 3 - Vértices determinantes de decomposi¢des do cubo, caso geral.

Valordej Valordez

Pontos assimétricos no plano z = ji

# pontos
assimétricos

0 0 0,0, 0) 1
(0,0,2)
! A e 1+
(0,0, 2))
2 2% (0, %, 2, (A, 4, 20) 14243
(0, 2, 20, (., 20, 24) & (21, 22, 20)
(0,0, 3%)
(0,2, 3%), (A, A, 31)
3 3 (0, 22, 31), (., 24, 31), (24, 24, 32) 1+2+3+4
(0, 3%, 31), (0, 3%, 31), (24, 34, 31) e (32, 34, 31)
0, 0, in)
(0, A, id), (A, A, iD)
i i (0, 20, L), (0, 24, i), (20, 2, i) 142+, +(i+1)

O, ik, V), (0, i, 1), (20, i, i) ... ik, ik, i)

Fonte: Autor, 2015.
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Segundo Eves (2004) esses e outros nimeros figurados representaram um elo entre a
Aritmética e a Geometria, além de apresentar propriedades bastante curiosas, por exemplo, se
um ntmero e quadrado perfeito entdo é a soma de dois numeros triangulares sucessivos e todo
ndmero inteiro positivo pode ser escrito pela soma de no maximo trés nimeros triangulares.

Voltando ao calculo do #S, sera efetuada a soma dos k’ primeiros nimeros triangulares,
pois, por defini¢do, k’ ¢ o nimero de elementos de Hi. Note que esse nimero corresponde a

soma das quantidades de pontos assimétricos dos reticulados de z=0a z = (k’ — 1)A. Logo,

HS=1+1+2+1+2+3+..+1+2+. . +i+..+1+2+..+K

K o
=z(1;—1)1
K
2

(K + 1Dk KE&+1DQK+1)
+
2 6
B3k'(K + 1) + K'(kK'+ 1)(2K + 1)
6
(k' + 1) (3K + 2k'? + k")
6
(K + 1)2k'(K' +2)
6
k’(k’ + DK +2)
6

._.
1l
[

N|+-x
Mw_
l\)lﬁ—‘

._.
1l
[

NIH Nl= N = [\Jlb—l

Portanto, o nimero de solug6es do problema é

_ KK+ DK +2) 10)
6

Assim, a igualdade (10) verifica a validade da conjectura (9) (p. 26). Mas, como foi
visto nos exemplos, pela definicdo do conjunto Hi seu numero de elementos depende do A

escolhido, de modo que, k> = k + 1 se b/ ndo é inteiro, e k* = k se b/A € inteiro, ver Figura 6
(p. 24).
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Em sintese, para determinar #S, o nimero de decomposic¢Ges distintas do cubo nas
hipoteses do problema, dado |AB| = 2b e um nimero real A do intervalo (0, b), determina-se K,

a parte inteira do quociente b/\, dai:

( k(k+ 1)(k + 2) seb = L
4s = ° (11
L(k+1)(k22)(k+3)’ ceb = L

Sendo b = |AB|/2, AB a aresta do cubo, e A 0 espagamento minimo entre Vi e Vj, vértices
comuns de duas decomposic@es distintas do cubo em seis pirdmides. Os numeros obtidos por

essa formula sdo chamados nimeros tetraédricos.

2.3  Caracteristicas das solucdes

Entende-se por solucdo do problema em estudo cada conjunto de seis piramides
provenientes da decomposi¢do do cubo conforme as hipéteses adotadas na se¢do 2.1. Dessa
forma, cada solucdo possui pelo menos uma pirdmide ndo congruente as piramides de qualquer
outra solucdo, pois se eliminou as solu¢bes multiplas. Mas, quais sdo as condicBGes de
congruéncia entre as piramides de uma mesma solugédo?

Sabe-se que cada elemento de S, conjunto das solugdes, esta associado a exatamente um
ponto da intersecdo entre os reticulados definidos pelo conjunto H/{0, 2b} e a regido piramidal
de pontos assimétricos, Figura 7 (p. 27). Assim, as caracteristicas de cada solucdo dependem
das coordenadas do ponto que a determina. Seja Vn 0 ponto que determina a enésima solucéo,
logo duas coordenadas de V, determinam P;i e Pj, projecdes ortogonais de Vi nas bases de duas
pirdmides opostas i e Pj, bases paralelas ao plano definido pelos eixos daquelas coordenadas,
enquanto a outra coordenada de Vn determina as alturas [VnPi| e |VnPj| daquelas duas piramides.
Note que se trata de uma combinacdo de trés coordenadas tomadas duas a duas, ou seja, seis

piramides conforme a Figura 8 (p. 30) e o Quadro 2 (p. 30) a seguir.



Figura 8 - Representacédo de uma solugéo do problema
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Fonte: Autor, 2015.

Quadro 2 - Caracteristicas de uma decomposicéo do cubo

ABCD-V(X, Y, 2)

EFGH-V(x, Y, 2)

A b Altura: b +z H Altura:b -z
X (x,y) xy)
[ ] [ ]
P1=(x,y, -b) P,=(x,y,b)
B y ¢ vy GC
ABFE-V(X, Y, 2) CDHG-V(x, Y, 2)
z Z
E F ) G )
Altura: b — x Altura: b + x
.2 v, 2)
b [ ]
\4 \
P3 = (yl Z, b) P4 = (yl Z, 'b)
A B c
BCGF-V(x, V, 2) ADHE-V(X, Y, 2)
Z G Z
F Altura: b -y H Altura:b +y
(%, 2) (%, 2)
X * °
B c Ps = (X, z, -b) 5 Ps = (X, z, b)

Fonte: Autor, 2015.
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Veja que em cada linha do Quadro 2 (p. 30) estdo representadas duas piramides opostas,
portanto a soma de suas alturas é igual a 2b. Note também que em cada coluna ha trés pirdmides
adjacentes na composicao do cubo, apesar de nem todas as trés alturas tomarem valor em Hy,
assim evidenciando que a escolha de Hi foi apenas uma convengé&o.

Observe tambem que se pode definir a pirdmide 2; por um ponto e um numero, a saber
Pj e [VnPj|. Assim a piramide ABCD-V, por exemplo, pode ser denotada por (X, y);(b +z) e a
partir das relagdes de igualdade e casos de nulidade das coordenadas X, y e z, um elemento de

S atende necessariamente a um dos casos indicados na Tabela 4.

Tabela 4 - Relagdes de congruéncia em uma decomposi¢do do cubo

Exemplo
A B C it
Vertice Arranjo das seis piramides
comum
1 3 3 0,0,0) 6 x (0, 0);b
2 0 3 1,1,1) 3x(1L,1D);b+1)+3x(1,1);(b-1)
3 1 2 0,1,1) 2x(0,1);(b+1)+2x(0,1);(b-1)+2x(1,1);b
3 2 2 0,0,1) 4x(0,1);b+1x(0,0);(b+1) +1x(0, 0);(b—1)
2x(1,2);b+1)+2x(1,2);b-1)+1x(1,1);(b+2)
402 (11,2 +1x (1, 1);(b-2)
1x(0,1);(b+2)+1x(0,1);(b-2)+1x(0,2);(b+1)
> 1 0 0.1,2) +1x(0, 2);(b—1)+2 x (L, 2):b
) 0 0 (1.2.3) I1x(@,2);b+3)+1x(1,2);b-3)+1x(1,3);(b+2)

+1x(1,3);(b-2)+1x(2,3);(b+1)+1x(2,3);(b-1)

A, nimero de formatos distintos (tipos) de piramides

B, nimero de coordenadas nulas do vértice comum

C, nimero de coordenadas iguais do vértice comum
Fonte: Autor, 2015.

Assim, conhecidas as relacbes de congruéncias entre as piramides de uma solucao,
denomina-se decomposic¢do totalmente congruente o caso em que as seis piramides sdo
congruentes (A = 1), e decomposi¢do totalmente ndo congruente o caso em que as seis
piramides sdo distintas (A = 6).

Por fim, convém ressaltar que, como o conjunto das solucdes fica definido a partir da
escolha do namero real A e do conjunto H/{0, 2b}, o vértice comum de uma solucdo — quando

as seis piramides compdem o cubo — esta a no minimo A u.c. do vértice comum de outra solucéo.
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2.4 Aplicagdes em sala de aula: um quebra-cabega em 3D

A partir dos estudos apresentados até este ponto, é possivel desenvolver algumas
atividades para a sala de aula da Educacdo Bésica. Além do estudo dos ndmeros triangulares,
no¢Oes de geometria espacial e de contagem, objetos manipulaveis podem ser construidos para
fins didaticos. Por exemplo, construir um cubo a partir de uma decomposi¢do totalmente
congruente, preencher as seis piramides com isopor picado e em uma delas adicionar areia.
Numerar as faces de um a seis, obtendo um dado viciado, dai usar esse objeto para mostrar a
alunos do ensino fundamental que nem todo espago amostral é equiprovavel, podendo estender
essa discussdo a outros contextos e concluir pela necessidade de um pensamento critico.

Embora haja outras abordagens possiveis, optou-se por desenvolver um jogo, um
quebra-cabeca em trés dimensdes que toma forma a partir da planificacdo do cubo. Neste
trabalho, define-se planificacdo de um poliedro L como qualquer figura plana F formada por
poligonos justapostos, com a propriedade de obter L através de dobraduras sobre os lados dos
poligonos de F.

Nestas condicdes, sabe-se que o cubo possui exatamente onze planificacdes distintas. A
partir de qualquer uma delas podem ser desenvolvidas atividades para a sala de aula, como
montar um dado convencional numerado de um a seis, com a propriedade de duas faces opostas
somar sete. Assim, o docente pode criar um circuito com as onze planificagdes, numerando
apenas um quadrado em cada uma delas e solicitar que o aluno, ou um grupo deles, perfaga-o.

Uma adaptacao para essa atividade é utilizar fracbes em vez de nimeros inteiros, de
modo que a soma das fracdes de faces opostas seja um inteiro. Neste caso, o professor pode
confeccionar seis cartas com uma fracdo cada, de modo que seja possivel concluir a tarefa. Essa
atividade pode ser estendida com mais cartas ou aumentando as entradas em cada quadrado da
planificacdo, por exemplo, fornecendo diversas cartas com numeros inteiros que dois a dois
definem um racional, assim em cada quadrado o aluno colocaria duas cartas.

O objetivo desta secéo é propor uma ideia de um produto educacional construido a partir
de uma planificacdo do cubo e dos estudos desenvolvidos neste capitulo. Esse produto consiste
em uma quebra-cabeca em trés dimensdes, de modo que, dada uma planifica¢do do cubo e uma
de suas decomposicGes em seis pirdmides, o aluno deverd dispor cada pirdmide sobre cada
quadrado da planificagdo com a finalidade de “guardar” as seis piramides no cubo. Neste caso,

ha duas entradas para cada quadrado: a altura e a posi¢éo da piramide.
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De acordo com os resultados apresentados neste capitulo, pode-se ter até seis piramides
diferentes em uma decomposi¢do do cubo conforme as hipoteses adotadas, considerando este
caso, ao iniciar o quebra-cabeca o aluno podera escolher qualquer um dos seis quadrados e nele
dispor qualquer uma das seis piramides, de forma que sua base sobreponha o quadrado
escolhido, como essa piramide faz parte de uma decomposicao totalmente ndo congruente, ha
quatro possibilidades para esse Gltimo passo, a partir dai s existira uma Unica maneira de
compor o cubo, pois 0 vértice comum as seis piramides ja esta definido.

Note que a propriedade de uma peca definir a posicao das outras cinco ndo ocorria nas
atividades com cartas mencionadas ha pouco, no entanto, nelas era possivel verificar a validade
das respostas efetuando as adigdes. A possibilidade de verificar a validade da solugéo do jogo,
isto é, de ter como comprovar se a disposicdo das pecas esta correta, € uma das caracteristicas
de um quebra-cabeca. Neste produto, apesar do aluno montar o quebra-cabeca mentalmente,
ele tem a possibilidade de verificar a validade de sua resposta, pois a planificacéo € manipulavel
de forma a permitir que, de fato, o cubo seja formado, dai validando ou ndo o raciocinio
desenvolvido nas escolhas tomadas durante o jogo.

Espera-se que haja o desenvolvimento de habilidades ligadas a orientacdo espacial, a
percepcdo de simetrias e de caracteristicas das pirdmides, envolvendo congruéncia de
tridngulos, paralelismo e perpendicularidade, bem como outras habilidades relacionadas a
atividade do jogo, como a necessidade de pensar estratégias em contraposi¢ao ao “chute”, isto
é, a selecdo aleatoria das posi¢cdes das piramides. Vale salientar, resolver um problema pelo
método tentativa-erro ndo significa aleatoriedade, uma vez que cabe uma nova analise a cada
tentativa-erro. Assim, deseja-se que este jogo permita ao professor iniciar uma discussao sobre
a postura daquele que tem a frente um problema a resolver.

Para confeccionar o produto descrito a seguir sera suficiente dispor de: agulha e linha
de costura, caneta, cartolina, cola de isopor, emborrachado (EVA), folha de zinco (ou outro
material ferromagnético), imas, régua, e tesoura. Faz-se necessario decidir o comprimento da
aresta do cubo a ser formado, aqui denominado de |AB| cm. Assim, seguem 0S passos para
construcéo da planificagdo manipulavel.

a. Recorte seis quadrados em emborrachado e seis quadrados em cartolina, todos com

lado medindo |AB| cm;

b. Recorte o zinco (ou latdo) em seis quadrados de lado medindo (JAB| —2) cm;

c. Disponha os quadrados de borracha conforme a planificacdo escolhida;

d. Costure para unir os quadrados adjacentes de modo a permitir que um gire sobre o

outro pelo menos 90°;
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e. Cole as pecas na sequencia emborrachado, zinco e cartolina, de modo que em cada
quadrado da decomposicéo, o zinco esteja centralizado em relagcdo aos quadrados de
emborrachado;

f. Fazer presséo sobre as pecas por alguns instantes.

Ap0s a cola secar, espera-se ter construido a base do quebra-cabeca. A folha de zinco
pode ser substituida pelo metal das latas de leite em po, por exemplo, ou outros provenientes
de materiais reciclaveis. Para lidar com esses materiais pode ser necessario o uso de ferramentas
como alicate, serra ou estilete. Na verdade, outras instru¢@es de confeccao sdo possiveis, como
0 uso de velcro que encerra a necessidade do ima e do metal ou mecanismos de encaixe. Afinal,
a ideia desse produto educacional pode ser concretizada por mais de uma forma.

Mas, para finalizar a construcdo desse quebra-cabeca em 3D, ainda resta construir as
piramides e colar um ima na base de cada uma. Caso haja objetivo especifico de reciclar, é
possivel encontrar imas presos a varios objetos em ferros-velhos, como alto-falantes e no
interior da borracha das portas de geladeiras e freezers, contudo, também podem ser comprados
em papelarias. O proximo capitulo trata da construcdo das piramides com régua e compasso,
enguanto que no DVD que acompanha este trabalho, constam fotos de etapas da construcdo de
um prototipo desse produto educacional.

Uma solucdo para compor o cubo segundo o prot6tipo construido esta representada na
Figura 9, nessa decomposicéao foi escolhido A = 10% de |AB| e o ponto V = A(1, 2, 3) como
veértice determinante da decomposicdo. Por outro lado, tem-se que b = 50% de |AB| e k = 5, dai
#S = 35, isto é, mantendo a escolha de A poderiam ser construidos um total 35 conjuntos

distintos de pecas para esse quebra-cabeca’®,

Figura 9 - Uma solucdo do quebra-cabeca em 3D

Fonte: Autor, 2015.

18 Conforme os resultados (1) e (2) (p. 20), dadas seis piramides que compdem uma solugdo, essas podem ser
arranjadas de 24 maneiras distintas sobre a planificacdo do cubo, selecionando pontos simétricos ao ponto V no
interior do cubo. Considerando também o resultado (3) (p. 21), 0s outros 24 pontos simétricos ao ponto V séo
selecionados a partir de um conjunto de seis pirdmides equivalentes as primeiras em volume e em planificacéo.
Ver Apéndice J.
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PLANIFICACOES DE PIRAMIDES COM REGUA E COMPASSO

As construgdes com os instrumentos Euclidianos, régua e compasso, possibilitam o

estudo de diversas no¢des de Geometria. Por exemplo, tem-se na construgdo seguinte técnicas

de desenho geométrico importantes ao desenvolvimento deste trabalho, pois abordam conceitos

presentes no curriculo de Matematica da Educacédo Basica, trata-se da construcdo do quadrado,

base da pirdmide em estudo, portanto de nocOes de perpendicularidade, paralelismo e

congruéncia.

Recomenda-se a leitura de Lima et.al (2005) e Muniz Neto (2012), obras que embasaram

os resultados apresentados neste capitulo.

3.1

Construcéo do quadrado pela mediatriz de um de seus lados

Trace uma reta r e sobre ela marque os pontos A e B;

Tome a abertura |AB| e com a ponta seca em A trace uma circunferéncia,;
Conservando a abertura do compasso e com a ponta seca em B, repita o0 passo anterior;
Marque os pontos P e Q, interseces das circunferéncias;

Trace a reta s que passa por P e Q, chamada mediatriz do segmento AB;

Mediatriz é o lugar geométrico dos pontos do plano equidistantes a dois pontos fixos,
nessa construcao verifica-se essa propriedade, em relacao aos postos fixos A e B, para
todo ponto de s, em particular para o ponto M, intersecdo entre r e s, portanto ponto
médio do segmento AB.

Marque o ponto M, intersecao entre as retas r e s, ponto médio do segmento AB;
Tome a abertura |AB| e com a ponta seca M marque o ponto N sobre s;

Tome a abertura |[AM| e com ponta seca em N trace uma circunferéncia;

Marque os pontos C e D, interse¢Oes entre essa circunferéncia e as duas primeiras;
Trace o quadrilatero ABCD, conforme Figura 10 (p. 36);

ABCD é um quadrado. Por construcéo, |AB| = |BC| = |AD|, mas |CD] = 2|AM| = |AB|,
portanto ABCD ¢ um losango. Por outro lado, como |[BM| = |CN| tem-se que, BC ¢
paralelo a MN, e como |AM| = |DN| implica que AD é paralelo a MN, mas MN ¢ a

mediatriz de AB; entdo MN é perpendicular a r, dai ABCD também ¢ um retangulo. m
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Se a mediatriz s ndo ¢ perpendicular a r, entdo existe um ponto P’ ndo pertencente a s
tal que MP’ é perpendicular a r, dai MP’ ¢ a altura do triangulo ABP’ relativa a base
AB, mas M ¢ o ponto médio de AB, ou seja, |AM|=|MB|, dai os tridngulos AMP’ ¢
BMP’ sao congruentes pelo caso LAL e |AP’| = |BP’|, portanto P’ pertence a s, absurdo.

Figura 10 - Quadrado a partir de uma mediatriz.

S

Fonte: Autor, 2015.

Utilizando a construcao do quadrado, pode-se chegar a um resultado matemaético famoso

e muito importante, que sera também de muita utilidade neste trabalho.

3.2  Uma prova do Teorema de Pitdgoras com régua e compasso

A seguinte demonstragcdo do Teorema de Pitagoras é uma adaptacdo daquela devida ao

matematico Bhaskara, conforme Eves (2004).
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Trace um segmento AB e sua mediatriz;
Marque Q-0 ponto médio de AB;
Tome a abertura JAQ|. Com ponta seca em Q trace o arco AB;
Marque o ponto P sobre o arco AB e trace 0s segmentos AP e BP;
Denota-se M(V)N como o menor angulo definido pelas semirretas VM e VN.
O tridngulo ABP ¢ retangulo em P. Note que os triangulos AQP e BQP sédo isosceles,
pois [AQ| = |QB| = |QP|, dai os angulos A(P)Q e P(A)Q sao congruentes, assim como
os angulos B(P)Q e P(B)Q. Como |A(P)B| = |A(P)Q| + |B(P)Q|, sendo 180° a soma dos
angulos internos de um triangulo qualquer, tem-se que
180° = |A(P)B| + |P(B)A| + |P(A)B|
= AP)QI +[B(P)Q| + [P(B)Q] + [P(A)Q|
= |AP)QI +[P(A)Q| + [B(P)Q| + IP(B)Q|
= 2|A(P)Q| +2[B(P)Q|
=2|A(P)B| = |A(P)B| =90° m
Desenhe o quadrado ABCD de forma que P seja ponto de seu interior;
Tome abertura |AP| e com ponta seca em B, marque o ponto M sobre BP;
Trace o segmento MC,
Os triangulos APB e BMC sdo congruentes pelo caso LAL. Pois, por construcao,
temos que |AB| = |BC]|, |JAP| = |BM| e sabe-se que P(B)A e B(P)Q sdo congruentes, dai
IP(B)A] + [C(B)M| = |A(P)Q] + [B(P)Q] -~ |C(B)M| = |P(A)B|m
Tome abertura |AP| e ponta seca em C marque o ponto N sobre MC,;
Trace 0 segmento ND;
Tome abertura |AP| e ponta seca em D, marque o ponto O sobre ND. Entdo obtenha a
Figura 11 (p. 38).
Note que P pertence ao segmento AO. Pois por LAL, os triangulos APB, BMC, CND
e DOA sdo congruentes, dai 0s angulos D(A)O e P(A)B sdo complementares.
Como todos os tridngulos citados acima séo retangulos, MNOP é um quadrado de lado
medindo |BP| —|AP]. Com isso, deseja-se demonstrar o Teorema de Pitagoras. De fato,
ao observar as areas dessas figuras, bem como quadrado de lado AB, tem-se que
|ABJ® = (IBP| - |AP])? + 4 (|BP[-|AP}/2)
= |BP|2— 2 |BP|:|AP| + |AP|2 + 2 |BP|-|AP]
= |BPJ2 + |APJ2 + 2 |BP|:|AP| -2 |BP|-|AP]
Portanto, se ABP € um triangulo retangulo cujo maior lado é AB, entdo
|AB]2 = |BP]2 + |APE m
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Note ainda que este resultado foi devido ao fato de MNOP ser um quadrado e isso

ocorre se, e somente se, ABP € retangulo, ou seja, vale a reciproca do teorema.

Figura 11 - Teorema de Pitagoras a partir de régua e compasso

D C

Fonte: Autor, 2015.

3.3  Construindo a planificacdo das piramides ABCD-V

A partir das técnicas de desenho geométrico apresentadas, bem como dos resultados
obtidos, surge o objetivo principal deste capitulo, apresentar uma constru¢cdo com régua e
compasso gue resulte na planificacdo de uma piramide cuja base é a face do cubo que a contém.
Com isso, espera-se ndo apenas completar a construcdo do quebra-cabeca em 3D descrito no
capitulo anterior, mas principalmente complementar a analise do problema da decomposicéao
do cubo em seis piramides, de modo a relacionar outros contetdos de Matematica Elementar.

A principio sera construida a planificacdo da piramide cujo veértice oposto a sua base se
localiza no centro do cubo, ou seja, aquela da decomposicéao totalmente congruente, conforme
Figura 12 (p. 39). Vale salientar que essa e outras construgdes estdo disponiveis em arquivos

de geometria dinamica no Apéndice J.
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Figura 12 - Piramide regular de altura b, ABCD-V

Fonte: Autor, 2015.

3.3.1 Um Caso Particular: V = (0, 0, 0)

Considerando as simetrias do problema, no qual o ponto V coincide com O, origem do
sistema de coordenadas conforme Figura 2 (p. 18), tem-se quatro triangulos isdsceles
congruentes e um quadrado na superficie da piramide ABCD-V, ainda, se |[AB|/l2 =beP éa
projecdo de V em ABCD, entdo a altura de ABCD-V € [VP| =b e P é a intersecdo das diagonais
do quadrado ABCD, pois |JAV| = |CV| = |BV| = |DV|, ou seja, a reta que passa por Ve P é a
mediatriz dos segmentos AC e BD. Assim P é ponto médio de AC e aplicando o Teorema de
Pitagoras ao triangulo ABC e ao tridngulo APV tem-se que |AP| = b\2 e |JAV| = bV3. Por outro
lado, sendo M o ponto médio de BC, tem-se que |PM| = b = [VP| e VM| = b\2 = |AP.

Figura 13 - Triangulos retangulos no interior da piramide

W

Fonte: Autor, 2015.
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No caso desta pirdmide regular é interessante perceber que a &rea de sua superficie total
é exatamente oito vezes a soma das areas dos tridngulos VPA e VVPM, pois o quadrado ABCD
pode ser decomposto em oito triangulos congruentes ao VPM, enquanto que cada face
triangular desta piramide pode ser decomposta em dois tridngulos congruentes ao triangulo
VPA. Os tridngulos VPA e VPM também guardam relagdo com a regido de pontos assimétricos
do cubo, como serd visto na se¢édo 3.4.
Assim, sabendo das medidas da piramide ABCD-V em funcéo de |AB|, bem como dos
poligonos que compdem sua superficie, segue uma maneira de planificar ABCD-V.
7 %  Construa o quadrado ABCD;
7 % Trace a mediatriz r de AB;
7% Trace a mediatriz s de BC;

4 Marque P o ponto de intersecdo entre r e s;

/ Marque M o ponto de intersecdo entre r e AB;
2 Tome a abertura |AP| e ponta seca em M, marque o ponto V sobre r.
Trace 0s segmentos AV e BV,
’ > - Repita 0s passos anteriores sobre os lados BC, CD e AD para obter a Figura 14.
Uma alternativa ao passo anterior € tomar 0 compasso com abertura |BV|, ponta seca

em B e marcar V’ sobre s e proceder conforme caso geral na secao 3.3.2.

Figura 14 - Planificacdo da piramide ABCD-O

Fonte: Autor, 2015.
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Observe que seis pirdmides construidas a partir dessa planificacdo, compdem a solugdo

trivial do quebra-cabeca descrito no capitulo anterior. Mas, para outros fins didaticos, apos

compor concretamente o cubo (com papel, tesoura e cola) a partir de tais piramides, ndo sera

possivel visualizar a composicdo do cubo, passando a ser conveniente poder enxergar através

das bases das piramides. No entanto, simplesmente excluir o quadrado da Figura 14 (p. 40)

perde-se a planificacdo, conforme a definicdo enunciada na péagina 32, pois os triangulos

passariam a se ligar apenas pelos vértices e nao pelos lados. Assim, segue uma construcdo para

a planificacdo de ABCD-V sem incluir, incialmente, a construcdo do quadrado.

4

AN

Y

K K W K

Trace a o segmento A’B’ de mesmo comprimento de AB.

Trace a mediatriz r em relacdo ao segmento A’B’;

Marque M o ponto de interse¢do entre r e A’B’;

Tome a abertura |A’M|, ponta seca em M marque o ponto N sobre r;

Trace a reta s pelos pontos A’ e N;

Trace a reta t que passa por N ¢ por B’;

Tome a abertura [A’M|, com a ponta seca em N marque V’ sobre t;

A reta t € perpendicular-a s, pois |A’N| = |B’N| dai os angulos N(A”)M e N(B’)M sdo
congruentes, além disso medem 45°, pois A’N & diagonal de um quadrado ja que |A’N]
= |MN|. Como o angulo V’(N)A’ ¢ externo ao triangulo NA’B’, esse mede [N(A*)M|
+ IN(B>)M| =90° m

Tome a abertura |A’V’| e trace a circunferéncia L com a ponta seca em V, outro ponto
do plano;

Marque o ponto A sobre L;

Tome a abertura |[A’B’| e com a ponta seca em A, marque o ponto B sobre L;

Com a mesma abertura e com ponta seca em B, marque o ponto C sobre L;

Com-a mesma abertura e com ponta seca em C, marque o ponto D sobre L;

Com a mesma abertura e com ponta seca em D, marque o ponto E sobre L;

Trace os segmentos triangulos VAB, VBC, VCD e VDE e obtenha a Figura 15 (p. 42).
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Figura 15 - Outra planifica¢io da piramide ABCD-O

Fonte: Autor, 2015.

Ap0s essa construcdo, basta realizar dobraduras sobre os lados VA, VB, VC, VD e fazer
coincidir os pontos A e E, para obter a piramide ABCD-V exibindo apenas sua superficie
lateral. E suficiente refazer os Gltimos sete passos dessa construcio para obter outra. Note ainda
que, a partir da construcdo dos segmentos com as medidas necessérias a planificacdo, obtém-se
os tridngulos A’VN e ANM que sdo respectivamente congruentes aos triangulos VPA e VPM
da Figura 13 (p. 39). Outra forma de obter triangulos congruentes aos VPA e VPM e
consequentemente as medidas para a planificacdo de ABCD-V, sendo V = O, é por meio de
dobraduras como sera visto na secdo 3.4, no entanto, tais medidas também podem ser
encontradas na planificacdo anterior (Figura 14, p. 40), nesse sentido, a construcdo de uma

planificacdo implica na obtencdo das dimensdes da outra planificacdo (equivalente).

3.3.2 O CasoGeral: V=(Xx,Y, 2)

Tendo desenvolvido uma técnica para um caso particular, pretende-se agora construir
uma planificacdo de uma piramide ABCD-V cuja base € a face do cubo que a contém, sendo V
qualquer ponto do interior desse cubo. Ao fixar V, tem-se P, a projecdo ortogonal de V em
ABCD, e |VP| a altura da piramide. Vale ressaltar que as coordenadas do ponto P ficam
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determinadas pelas do ponto V conforme Quadro 2 (p. 30), dai segue a construcdo da

planificacdo pretendida, ilustrada na Figura 16 (p. 44).

R
7 Ne

e
Ox

Desenhe o quadrado ABCD e marque P em seu interior;
Trace r, a reta paralela a AB que passa do P e marque o ponto R, a intersecdo entre r e
BC;
Trace areta s, perpendicular a r que passa por P;
Tome abertura [VP], ponta seca em P, marque o ponto S sobre a reta s;
Tome abertura |RS|, ponta seca em R, marque o ponto V1 sobre r de modo que R esteja
entre P e Vy;
De fato, o tridngulo PRS ¢é retangulo e |PS| = |VP| € a altura da pirdmide, assim pelo
Teorema de Pitdgoras uma face da piramide terd altura medindo |RS|, dai, novamente
pelo Teorema de Pitagoras, uma aresta da piramide sera BV1;
Trace 0s segmentos BV1 e CVy;
Tome abertura |CV1| ponta seca em C, marque 0 ponto V2> em s;
Trace os segmentos CVz e DV2;
Tome abertura |[DV2| ponta seca em D, marque o ponto Vs em r;
Trace 0s segmentos DVz e AV3;
Tome abertura |[AV3| ponta seca em A, marque 0 ponto Vs em s;
Trace os segmentos AV e BVg, finalizando a planificacéo.
Note que, por construcdo, |CVi| = |CV2|, |IDV2| = IDV3|, |AVs| = |AVa4l, resta mostrar
que |BV4| = |BVi|. Seja Q a intersecdo entre s e 0 segmento AB, pelo Teorema de
Pitagoras,
IBV4f? = [PQP + [VPP + QB[

= [RBJ? + [VP] + |QBP

=|RV12 + |RBJ?

=|BVi . |BV4=|BViim
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Figura 16 - Planificacéo da piramide ABCD-V(x, Y, z)
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Fonte: Autor, 2015.

Dessa forma, fazendo coincidir os pontos Vi, V2, V3 e V4, recupera-se a piramide
ABCD-V. Note que, para construir essa planificacdo é suficiente conhecer as medidas |AV4],
IBV1|, |CV2| e |DV3| (medida das arestas da pirdmide), e que a partir dessas, outra planificacao
equivalente. Mas, desconsiderando a construcdo anterior, segue outra forma de encontrar essas
medidas, bem como de obter a planificacdo alusiva a Figura 15 (p. 42) para o caso geral.

7 % Trace o quadrado A'B'C'D', congruente ao ABCD, e P em seu interior, projecio de V;
Tome a abertura |VP|, ponta seca em A’ marque o ponto Ha sobre o segmento A’B’;
Tome a abertura |[VP|, ponta seca em B’ marque o ponto Hg sobre 0 segmento A’B’;

Com mesma abertura, ponta seca em C” marque o ponto Hc sobre o segmento C’D’;

K K kK K

Com abertura [VP|, ponta seca em D’ marque 0 ponto Hp sobre o segmento C’D’;
Trace as retas r e s, que passam por A’D’ e B’C’ respectivamente;

Tome a abertura |JA'P|, ponta seca em A’ marque 0 ponto Pa sobre r;

Tome a abertura |B'P|, ponta seca em B’ marque o ponto Pg sobre s;

Tome a abertura |C'P|, ponta seca em C’ marque o ponto Pc sobre s;

K K W W

Tome a abertura |D'P|, ponta seca em D’ marque 0 ponto Pp sobre r;

Marque V, um ponto qualquer do plano;
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Tome a abertura |PaHal, ponta seca em 'V, trace a circunferéncia Si;
Tome a abertura |PeHg|, ponta seca em V, trace a circunferéncia Sz;

Tome a abertura |PcHc|, ponta seca em V, trace a circunferéncia Sgz;

K W kK K

Tome a abertura |PpHp|, ponta seca em V, trace a circunferéncia Sa;
Marque A, um ponto de Ss;

Tome a abertura |JA'B'|, ponta seca em A, marque ponto B de Sz;
Tome a abertura |JA'B’|, ponta seca em B, marque ponto C de Ss;

Tome a abertura |JA'B’|, ponta seca em C, marque ponto D de S;

K K K K

Tome a abertura |A'B'|, ponta seca-em D, marque ponto Ax de S1, obtenha a Figura 17.

Figura 17 - Outra planifica¢io da piramide ABCD-V(X, Y, z)

r g

Fonte: Autor, 2015.

Note que o quadrado A’B’C’D’ a esquerda na Figura 17 representa a vista de cima da
pirdmide a ser obtida a partir das dobraduras sobre os lados dos triangulos da ABV, BCV, CDV
e DALV, de modo que os pontos A e Az se coincidam. Com isso, para obtém-se a planificacdo
de uma piramide cuja base ¢é a face do cubo que a contém, assim atingindo o objetivo deste
capitulo.

Convém notar que, ao considerar a planificagdo da Figura 16 (p. 44), a Gltima

planificacdo pode ser resumida aos seus ultimos dez passos, pois as medidas |PaHa|, [PeHs]|,
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|PcHc| e |PoHp| sdo iguais as medidas [AVa4|, IBV1], [CV2| e [DV3|, respectivamente, assim basta
utiliza-las como medida dos raios das circunferéncias concéntricas S1, Sz, Sz e S4 (a direita na
Figura 17, p. 45).

Para a construcdo das outras cinco piramides que completam a composicédo do cubo,
basta repetir os passos desta construcdo considerando a projecéo do vértice na base e a altura

de cada uma delas, conforme dados do Quadro 2 (p. 20).

3.4  Determinando comprimentos a partir de dobraduras

O processo de dobraduras ja vem sendo usado neste capitulo a fim de levar uma
planificagdo no sdlido correspondente. Como visto anteriormente, para construgdo com régua
e compasso das planificacdes da piramide ABCD-O, foi necessario obter as medidas b, bv2 e
bv/3, onde b corresponde a metade de |AB|. Nesta secdo, apresenta-se uma alternativa para a
obtencdo desses comprimentos utilizando apenas dobraduras sobre um papel sem forma inicial
definida. Também sera visto que essas medidas definem a planificacdo de outra pirdmide ja
mencionada neste trabalho.

As instrugdes para as dobraduras que determinam aquelas medidas estdo na Tabela 5,
bem como a respectiva notacdo matematica correspondente a cada instrucdo, que é ilustrada na

Figura 18 (p. 47) para uma melhor compreensdo do passo a passo.

Tabela 5 - Dobraduras para construcdo das medidas das b, bv2 e bv3

Passo Instrucéo Notacédo

1 Dobre o papel para marcar uma reta (r). r, uma reta

Marque dois pontos de r e dobre o papel de modo que esses dois

2 pontos se coincidam, na dobra marque a mediatriz (m;) desses moLr
. PiemiNr
dois pontos.
Novamente, dobre de modo a coincidir outros dois pontos de r
e marque uma nova mediatriz (my). Seja “2b” a distancia entre moLr
3 0s pontos de intersecéo (P e P2) das mediatrizes (m: e my) com PoemaNr; |P1Po =2b
aretar.
Dobre o papel de forma que os pontos (P e P,) se coincidam,
marque o ponto de intersecdo (P3) entre essa nova mediatriz PsemsNr
4 (ms3) e a primeira reta (r), a distdncia desse ponto as outras |P1P3| = |P3P2| = b

intersegdes (P1 e Py) serd b.
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Dobre através do ponto P; de tal forma que o ponto P; recaia

L L P3> €m
5 sobre a primeira mediatriz m;, marcando sobre essa o ponto |P3P y *1b
projecdo P3’. assim transportando a medida b. s
Dobre o papel de forma a marcar uma reta (s) pelos pontos P3 e
6 o e . « [PP3’[=bv2
Py, a distancia entre eles sera bv/2.
Dobre o papel através de P3 de modo que dois pontos distintos P. P Es
7 dessa Ultima reta (S) se coincidam, marcando uma reta Hs
. msLls; P3€ ms
perpendicular ms.
Dobre o papel através de P3 de tal forma que o ponto P; recaia P’ € ms
sobre a reta ms, marcando sobre essa 0 ponto proje¢éo Py’ |PsP1’|=b
8 entdo, transportando a medida b, a distancia entre os pontos de
projegdo P1” e Py’ serd bv/3. «|Pr’Ps’| = b3
Fonte: Autor, 2015.
Figura 18 - Dobraduras que determinam os comprimentos b, b\2 e b3.
4 Fy
\\S\ m1 1" f// m2
Phsso @ Passo§ - Passo 7 .

Pagsod .

s i “

Fonte: Autor, 2015.
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Note que esses resultados sdo consequéncia do teorema de Pitagoras, e que construcao
equivalente com régua e compasso possibilita a localizacdo na reta real da raiz quadrada de
qualquer numero natural. Assim prosseguindo esta construcao e considerando b = 1, define-se
seguimentos de comprimento 1, V2, V3, V4, V5, V6, V7, V8, V9,... Assim, uma vez em sala de
aula, tais construcdes tambem sugerem consideracdes sobre nimeros irracionais.

Convém observar que a construgdo da piramide da decomposicao totalmente congruente
(ABCD-O) pode ser a partir da medida bv2 ou a partir da medida bv/3. Além disso, esses
nameros irracionais também definem a planificacdo da piramide correspondente a regido de
pontos assimétricos do cubo (ver p. 23) que consiste no paralelogramo MNOP representado na

figura abaixo.

Figura 19 - Planificacdo da piramide que determina regido de pontos assimétricos no cubo

1] Q =]
>

Fonte: Autor, 2015.

Logo, para obter a piramide de base triangular (tetraedro ndo regular) que determina a
regido em destaque na Figura 4 (p. 22), é suficiente realizar dobraduras sobre os lados dos
triangulos que compdem MNOP fazendo M = (b, b, b), N=Q=(0,0,b),0=(0,0,0)eP =R
= (0, b, b). Observe que o paralelogramo MNOP é composto exatamente por dois pares de
tridangulos congruentes aos VPA e VPM da Figura 13 (p. 39), portanto, a area da superficie da

piramide ABCD-O ¢ exatamente quatro vezes a area total da superficie do tetraedro MNOP.



49

4 UMA INTERVENCAO NO NONO ANO DO ENSINO FUNDAMENTAL

A partir do processo de estudo registrado nos capitulos anteriores, elaborou-se
atividades para serem desenvolvidas em aulas de Matematica na Educacio Basica. E importante
ressaltar que o texto seguinte ndo se trata de um produto acabado e inflexivel, pois se adotou o
objetivo especifico de construir aulas de Matematica em favor de uma construcdo néo linear do
curriculo, privilegiando as melhores situac@es de aprendizagem percebidas durante as aulas. Ou
seja, o professor leitor que desejar aplicar a sequéncia didatica ora proposta devera ter em mente
que a ordem das atividades, bem como o nivel de aprofundamento dos conteudos sdo variaveis
que podem ser ajustadas a diversas turmas e séries.

Entretanto, considerando os conceitos matematicos tratados no capitulo anterior, bem
como a motivagdo de construir um cubo a partir de seis piramides, este capitulo apresenta uma
proposta de sequéncia didatica para o nono ano do ensino fundamental. E importante ressaltar
que “o desempenho dos alunos do 9.° ano do ensino fundamental das escolas publicas do Pais
piorou em matematica”, segundo noticia veiculada no jornal O Estado de Sdo Paulo!®, que
considerando o IDEB 2013, conclui que, “pelos dados, apenas 25% dos alunos teriam os

conhecimentos adequados na matéria.”.

4.1  Uma sequéncia didatica

Contemplando alguns dos principais elementos da Geometria Euclidiana, com énfase
no Teorema de Pitagoras e de Tales, a proposta seguinte foi aplicada em escola da rede publica
municipal de Messias?’, cidade com pouco mais de 15,6 mil habitantes, a vinte minutos de
Maceid. Assim, a sequéncia didatica seguinte aborda contetidos, em tese, conhecidos pelos
alunos egressos do nono ano do ensino fundamental e exigidos no curriculo do ensino médio.

Materiais: para desenvolver a proposta, recomenda-se ao docente a construcao de seis

piramides congruentes de lado AB medindo 10 cm conforme planificagdo da Figura 15 (p. 42),

19 SAUDANA, P. Alunos do 9° ano pioram em matematica. In: Estaddo Educacgdo. Disponivel em:
<http://educacao.estadao.com.br/noticias/geral,alunos-do-9-ano-pioram-em-matematica,1599632> Acesso em:
29/11/2014.

20 A nota IDEB 2013 na rede publica municipal de Messias nos anos finais do Ensino Fundamental foi 3,4, cinco
décimos abaixo da meta. Enquanto a média em Alagoas para essa mesma rede e nivel foi 3,8, um décimo abaixo
da meta.
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entdo compor um cubo, doravante denominado cubo 1, e construir ainda a piramide da Figura
13 (p. 39), mas com lado da base medindo 15 cm, que serd denominada piramide 1.

Motivacao: montar um cubo a partir de seis piramides congruentes.

Objetivo: aprender a construir uma piramide regular de base quadrada e altura medindo
a metade da medida do lado da base, nos termos deste trabalho, a piramide da decomposigédo
totalmente congruente, isto é, semelhante a qualquer uma que resulta da decomposicao do cubo
a partir de seu centro. E nessa construcéo, estudar os Teoremas de Pitagoras e de Tales.

Avaliacdo: O primeiro passo da sequéncia consiste em uma avaliacdo, uma prova
escrita na forma do questionério do Apéndice E, para verificar a proficiéncia dos alunos
participantes em alguns conceitos matematicos, bem como a viséo que os discentes possuem da
Matematica e o dominio de certo vocabulario. Essa atividade ndo possui a intervencdo do
docente, pois 0 objetivo € deixar os estudantes a vontade para responder, ndo havendo
necessidade do aluno assinar a prova, como também de atribuir notas ou conceito. Durante as
aulas, sugere-se a administracdo de um portfélio, ver Apéndices C e D.

Duracéo: a duracao sugerida de toda a sequéncia é de catorze horas-aula. No entanto,
esta € mais uma variavel a ser ajustada pelo docente, que ainda podera estender essa sequéncia
Ou mesmo construir outras a partir das sugestdes apresentadas no Apéndice H.

Encadeamento das atividades:

i. Aplicar questionario 1 (Apéndice E), durante isso mostrar o cubo 1 e questionar
suas caracteristicas;

ii. Apresentar a piramide 1 (semelhante a qualquer uma daquelas piramides do cubo
1) e lancar o desafio: como construir uma replica da piramide 1 com lado da base
medindo 6¢cm, a partir de uma folha de papel A4? Questionar 0 que seria uma
réplica. Valorizar os comentéarios e possiveis solu¢Ges dos alunos;

ili. Mostrar a seguinte propriedade: o cubo 1 e a pirdmide 1 se encaixam
perfeitamente. Questionar o significado disso. Discutir a no¢do de objetos
semelhantes. Concluir que o desafio consiste na construcdo de uma piramide
semelhante as outras apresentadas;

iv. Investigar os poligonos que comp&em a superficie da piramide 1 a fim de obter
uma planificacdo. Discutir as propriedades da reta mediatriz;

v. Distribuir réguas e compassos e realizar a constru¢cdo geometrica da se¢éo 3.1,
sendo |AB| = 6¢cm;



Vi.

Vii.

viii.

Xi.

Xii.

Xiil.

Xiv.

XV.

XVi.

XVii.

XViil.
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Em seguida, observando os triangulos no interior da piramide 1, conforme Figura
13 (p. 39), encontrar relagdo entre o apdtema da piramide e o lado da base, ou seja,
que possuem como medidas as de lados de um triangulo retangulo;

Iniciar a construcdo geométrica da secdo 3.3.1 (Figura 14, p. 40) até a construgédo
da segunda mediatriz. Solicitar que os alunos localizem na figura um triangulo
semelhante ao observado no passo anterior e dai continuar a construcéo;
Concluir o desenho, incluir abas na figura e realizar a colagem para construgéo
das piramides;

Verificar que seis delas compdem um cubo e perceber que apos a colagem, mas
que ndo é possivel observar o interior do cubo. Solicitar que os alunos indiquem
uma outra forma de executar a tarefa, de modo que seja possivel enxergar as
piramides, como no cubo 1;

Apos verificar as solucdes apontadas pelos alunos, solicitar que estes repensem o
problema, agora considerando a possibilidade de utilizar as medidas do outro
triangulo do interior da piramide 1;

Propor o desafio de desenhar um tridngulo retangulo semelhante aquele do passo
anterior e utilizar a reciproca do Teorema de Pitdgoras para avaliar o éxito no
desafio;

Utilizar o teorema de Pitagoras para deduzir algebricamente as dimensdes dos
triangulos do interior da piramide 1;

Dividir a turma em dois grupos, um responsavel por construir piramides
semelhantes a pirdmide 1, com lado da base medindo 5 cm, outro com lado da
base medindo 7 cm;

Utilizando a calculadora para encontrar uma aproximagao para o niimero 2,5V3 e
3,53, solicitar que tracem segmentos de reta com essa medida. Discutir a
defini¢do de nimero irracional e a sempre possivel aproximagdo por um racional,
Discutir outra maneira de construir 0s segmentos com essas medidas sem usar a
calculadora;

Iniciar construgdo da secdo 3.3.1 (Figura 15, p. 42). Montar as piramides;
Verificar que tais piramides, assim como a piramide 1, se encaixam e que quando
iSs0 acontece suas bases ficam paralelas;

Com as piramides encaixadas uma na outra, selecionar uma face e reproduzi-las

na lousa, escrever suas medidas;
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xix.  Solicitar que os alunos discutam aquela imagem, tentando justificar o paralelismo
da base;
xX. Mostrar que as grandezas postas na lousa sdo proporcionais e que isso acarreta o
paralelismo das bases segundo o teorema de Tales;
xxi.  Construir os cubos de aresta 5 cm e aresta 7 cm;
xxii.  Aplicar o questionario 2 (Apéndice F), auxiliar nas respostas com mais perguntas;
xxiii.  Valorizar a participacdo dos alunos, esclarecer possiveis duvidas sobre assuntos

relacionados e entdo formalizar as respostas.

4.2  Relato da experiéncia em sala de aula

Uma turma do nono ano do ensino fundamental do Centro Educacional Municipal Luiz
de Amorim Ledo, escola da rede publica municipal de Messias/AL, de aulas regulares no turno
matutino, foi convidada a participar de aulas de matematica no turno vespertino (contraturno).
Em média, onze alunos compareceram a cada um de sete encontros ocorridos durante o periodo
de 30/10 a 04/12/2014. No primeiro encontro, apenas seis alunos compareceram, em seguida
esse numero aumentou de modo que vinte e trés alunos participaram em pelo menos um dos
encontros. A experiéncia teve duracao equivalente a catorze aulas de cinquenta minutos.

No primeiro dia, os alunos foram informados que haveriam alguns encontros, momentos
em que se estudaria assuntos de Matematica também importantes para o Ensino Médio. Eles
receberam um questionario (Apéndice E) para responder de maneira anénima, individual,
escrita e sem consulta. Alguns insistiram em perguntar as respostas, mas a indicagéo foi que
naquele momento era importante registrar o que pensavam sem interferéncia, nem dos demais
alunos, nem do professor.

Sobre as respostas fornecidas, registrou-se uma visdo predominante, a de que a
matematica estudada na escola iria servir apenas no futuro, para desempenhar uma profisséo ou
estudos superiores. Mas, um dos alunos preferiu dizer: “Eu acredito que é muito importante e
fundamental, mas eu ndo gosto muito porque como sdo muitas contas acaba ficando chato até
demais”.

Os alunos, vendo o cubo construido a partir de piramides como na Figura 1 (p. 18),
descreveram-no como feito de quadrados e triangulos, apenas um dos alunos se referiu ao objeto

como um cubo, os demais forneceram resposta como “Eu vi varios triangulos juntos que
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formaram um quadrado, muito interessante”. Na tarefa de definir um quadrado, a maioria dos
alunos apenas citaram figura com quatro lados iguais, a resposta mais diferente foi: “um
quadrado é uma area onde se tem varios valores”.

Nenhum deles soube dar exemplo de um nudmero irracional, a maioria dos alunos
preferiu ndo responder as questdes ndo geométricas, assim como ninguém soube desenvolver
corretamente o0 quadrado da soma de dois termos. No entanto, muitos consideravam que
triangulos semelhantes sdo triangulos iguais e apenas um tentou enunciar o teorema de
Pitagoras escrevendo “a? = b2 + ¢”, nenhum deles forneceu uma definicdo para mediatriz nem
para poligono ou poliedro, mas todos afirmaram que j& desenharam com régua e compasso.

Para 0 quanto gostam de matematica, eles se deram notas de quatro a dez, a média das
respostas foi seis, sendo que a resposta seguinte se destacou: “para ser sincera eu gosto, mas
ndo sou muito boa ndo em matematica. A nota que eu gosto ¢ 5”. De fato, a maioria listou a
Matematica como a disciplina em que obtém as menores notas.

Ap6s devolucdo dos questionarios, utilizando um pequeno quadro negro, o professor
forneceu algumas possiveis respostas as questdes postas no questionario. Isso foi feito de
maneira rapida, com a intencdo de agucar a curiosidade pelos proximos encontros, nos quais
eles iriam construir um cubo a partir de seis piramides, objeto até entdo fielmente indescritivel
paraeles. Em seguida, foram solicitados dois trabalhos a serem desenvolvidos durante o projeto,
de modo a compor um portfélio, que inclusive afirmaram nunca ter feito. Os trabalhos foram:

i. um resumo sobre as aulas em apenas uma folha;
ii. um glossario sobre o vocabuléario de matematica tratado nas aulas.

No segundo encontro, o professor apresentou uma piramide (Figura 13, p. 39)
semelhante aquela que compunha o objeto apresentado no encontro anterior, de lado da base
medindo quinze centimetros, questionou aos alunos como construir uma piramide semelhante
aquela, mas com apenas seis centimetros no lado da base, utilizando uma folha de papel A4,
régua, lapis, tesoura, caneta, cola e compasso. Surgiram trés estratégias:

i. recortar quatro tridngulos e um quadrado aleatoriamente, com régua e tesoura;
ii. desenhar um quadrado e quatro triangulos equilateros sobre cada lado do
quadrado, usando a régua;

iii.  utilizar apenas dobraduras sobre um papel.

Apesar das tentativas, apenas o aluno que utilizou a estratégia “ii” conseguiu montar
uma piramide, apesar de ndo ter sido semelhante a piramide inicial. Além disso, ninguém usou
0 compasso, mas todos perceberam uma possivel planificacdo (Figura 14, p. 40) para uma

piramide de base quadrangular.
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Entdo, iniciou a constru¢do com régua e compasso do quadrado a partir da mediatriz de
um de seus lados. Registrou-se dificuldade em utilizar o compasso, de modo que os alunos néo
tinham sucesso em tracar um arco, pois 0 compasso sempre aumentava sua abertura, de fato,
todos compassos cedidos pela escola apresentaram o mesmo problema. Outro empecilho
observado foi a falta de arejamento na sala de aula, obrigando a ligar um ventilador que
espalhava as folhas e recortes dos alunos.

Nesse ponto da experiéncia, as dificuldades da realidade da escola foram se fazendo
enxergar, registrando ainda um fato curioso: ao tentar seguir o passo da construgdo geométrica
“ponta seca em A”, um aluno centrou 0 compasso na letra, néo no ponto, tornando evidente que
a falta de manejo néo era apenas no lidar com o material, mas também com a prdpria linguagem
da construcdo. Dessa forma, mesmo com uma maior intervencédo do professor, ndo foi possivel
que todos concluissem a planificacéo.

No encontro seguinte, discutiu-se o Teorema de Pitdgoras como critério para
classificacdo dos triangulos, cada aluno tentou desenhar um triangulo retangulo e em seguida,
usando a régua, mediu seus lados para, usando o teorema, perceber o quanto o triangulo se
aproximou de um triangulo retangulo. Nessa atividade os alunos apresentaram dificuldade em
medir, pois ndo centralizavam o “zero da régua” no ponto inicial do segmento, bem como nao
conseguiam operar com decimais, no entanto, ap6s algumas intervencgdes, todos conseguiram
concluir, sendo que dois deles usaram calculadora.

Logo em seguida, receberam uma folha com a planificacdo iniciada, que continha um
quadrado e as mediatrizes de dois lados adjacentes, e manipularam a piramide a ser reproduzida
observando dois triangulos retangulos em seu interior. Apenas dois alunos afirmaram perceber
um tridngulo retdngulo na planificagdo iniciada, mas nem todos conseguiram tomar a medida
com compasso na primeira tentativa, alguns decidiram novamente usar a régua para medir e
assim concluir a planificacdo. Finalmente todos conseguiram construir a planificacdo, que
foram recortadas, dobradas e coladas para construir a pirdmide, atingindo o objetivo e
concluindo os primeiros oito itens da sequéncia.

No encontro seguinte, a turma foi questionada sobre como construir uma piramide
congruente a da aula anterior, mas sem que o quadrado esteja na planificagcdo, de modo que seja
possivel perceber as piramides apds construir o cubo. Um aluno dobrou uma folha em suas
diagonais (Figura 20, p. 55), mas ndo obteve sucesso, outro afirmou que bastava recortar o
quadrado da planificacdo anterior, dai guardar apenas os tridngulos. No entanto, apos
intervencdo esse aluno percebeu que ao recortar perder-se-ia a planificacéo, pois iria separar os

triangulos ndo havendo lado em comum.
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Figura 20 - Tentativa espontanea da construcdo de uma piramide
——

Fonte: Autor, 2014.

Na sequéncia, aplicando o Teorema de Pitagoras mais uma vez, obteve-se a medida para
o0 raio da circunferéncia, dai desenvolveu-se a planificacdo da Figura 15 (p. 42), mas para
desenha-la foi preciso a ajuda do professor quanto ao uso do compasso, porém, ndo se registrou
dificuldades em tracar os segmentos. Assim todos os alunos conseguiram chegar ao desenho da
Figura 21 abaixo. Ressalta-se que essa atividade ocorreu individualmente, essa escolha foi
tomada por considerar a presenca inédita de alguns participantes, dai incluindo essa etapa entre

os itens doze e treze da sequéncia.

Figura 21 - Planificacdo de piramide concluida

N

Fonte: Autor, 2014.
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Entdo, cada aluno fez uma pirdamide e p0s seu nome nela, em seguida, juntou-se seis

delas e montou-se o cubo, como se vé na Figura (p. 56).

Figura 22 - Cubo construido pelos alunos participantes

Fonte: Autor, 2014.

No encontro seguinte, retomou-se a sequéncia didatica a partir do item treze, o0s
discentes demostraram bastante interesse a cada instrucdo da constru¢do geométrica. Todos
tentaram tragar um segmento com comprimento bV3 a partir do valor expressado pela
calculadora de seus celulares, utilizando a numeracgédo da régua, a maioria demonstrou davida
em como localizar esse nimero e dai encontrar raio da circunferéncia para entdo iniciar a
planificagéo.

Nesse momento foi possivel discutir a aproximacdo de numeros irracionais por
racionais, bem como a aplicacdo do teorema de Pitadgoras para localizar tais nimeros na reta
real. Logo, mais de uma alternativa para construir a medida desejada. Os alunos também
apresentaram bom desempenho no trabalho em equipe, ver Figura 23, de modo que 0s grupos

conseguiram construir as pirdmides semelhantes.
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Figura 23 - Alunos trabalhando em equipe

Fonte: Autor, 2014.

Continuando a partir do item dezessete da sequéncia, os discentes perceberam que as
piramides semelhantes se encaixavam uma na outra como na Figura 24, mas apenas um deles
percebeu que, além disso, suas bases eram paralelas. Em seguida, com intervencéo do professor,
concluiram que a figura apresentada nas faces sobrepostas era na verdade uma representacao
do Teoremas de Tales. A partir desse ponto foi proveitoso relacionar o conceito de semelhanca
com o de proporcdo também algebricamente. Nesse ponto os alunos expuseram algumas
duvidas sobre operacdo com racionais. Assim, notou-se claramente o desenvolvimento de

situacBes didaticas.

Figura 24 - Piramides sobrepostas e o teorema de Tales

Fonte: Autor, 2014.

Nos dois ultimos encontros discutiu-se as questdes do questionario do Apéndice F, nas
quais foi possivel sistematizar os conhecimentos construidos ao longo dessas aulas de
Matematica. Nessas atividades os discentes revelaram varias davidas, como sobre operagdes
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com radicais, do conceito de razdo e da lei do corte, bem como dificuldade em desenhar em
perspectiva. Registrou-se, como ao longo de toda experiéncia, maior esclarecimento das
duvidas quando algum objeto manipulavel auxiliava numa interpretacdo geométrica da questéo
em discussao.

Encerrando a sequéncia didatica, aplicou-se um terceiro questionario (Apéndice G) para
auxiliar na avaliagdo da experiéncia, para o mesmo fim foi dado visto nos portfélios. Constatou-
se registros de aprendizagem que atenderam aos objetivos da experiéncia, entre esses, 0s que
constam na Figura 25, nos quais alunos participantes da experiéncia descrevem como acham

que deveriam ser as aulas de Matemaética.

Figura 25 - Como deveriam ser as aulas de Matematica, segundo alunos participantes.

(@)
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Fonte: Autor, 2014.

4.2.1 Mapa Conceitual

A realizacdo da sequéncia didatica proposta, mesmo com as dificuldades mencionadas,
permitiu a criacdo de um ambiente de investigacdo que relacionou conceitos matematicos e
proporcionou multiplas possibilidades de construcdo do conhecimento.

Esta breve secdo tem como objetivo evidenciar as diversas relagdes desenvolvidas
durante a experiéncia a partir de uma representacédo grafica denominada mapa conceitual, que
expressa 0s conceitos relacionados por meio das atividades desenvolvidas em sala de aula. A

Figura 26 (p. 59) encerra este capitulo.



Figura 26 - Mapa conceitual estabelecido na experiéncia
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5 CONSIDERACOES FINAIS

Diante dos estudos e experiéncias realizados neste trabalho, concluimos que é possivel
ensinar Matematica na Educacdo Basica respeitando sua esséncia e a autonomia do professor e
de seus alunos, mais ainda, que dessa forma as aulas podem ser mais atrativas e produtivas do
que nas aulas tradicionais (expositivas seguidas de exercicios). Isso ficou claro quando, em
investigacdo, relacionamos os pontos assimeétricos do cubo aos numeros triangulares e dai
exibimos uma forma de conté-los, expressando o nimero de solugdes distintas do problema de
decompor o cubo em seis piramides, para entdo desenvolver um jogo com fins didaticos.

E importante deixar claro que definimos como solucdes distintas aquelas determinadas
por pontos nao equivalentes por simetria em relagdo aos planos OXY, OXZ e OYZ. Assim, por
simplicidade, chamamos esses de pontos assimétricos. Como o cubo em estudo estd
convenientemente centrado na origem de um sistema de coordenadas, dois pontos assimétricos
preservam distancias diferentes em relacéo as faces desse cubo, essas distancias correspondem
as alturas das piramides. Por outro lado, todas as piramides no problema possuem bases
congruentes, isso implica que em duas solugBes nédo distintas ha correspondéncias biunivocas
entre os volumes das pirdmides e entre suas planificagdes, mas ndo, necessariamente, entre 0s
seus formatos. Esse é outro resultado do trabalho considerado na construgdo do quebra-cabeca.

Portanto, acreditamos ter alcancado o objetivo principal, demonstrando aos professores
outra postura a adotar frente a Matematica, inclusive, encorajando uma pratica ndo tradicional
de tratar os conteldos em sala de aula, na qual o docente pode criar e estudar problemas
matematicos e, a partir desse estudo, elaborar suas aulas. 1sso ocorreu, por exemplo, nas
construcdes geomeétricas da planificacdo de piramides e na aplicacdo do Teorema de Pitadgoras
em dobraduras que determinam dimensdes dessas piramides, como Vvisto no terceiro capitulo.

Esses estudos possibilitaram a elaboracdo de uma sequéncia didatica que, aplicada ao
nono do ensino fundamental, possibilitou o surgimento de situagBes didaticas nas quais 0s
alunos participantes puderam aprender sobre opera¢fes com radicais, nimeros racionais,
paralelismo, perpendicularidade e outras no¢des de geometria plana e espacial, sobretudo os
teoremas de Pitdgoras e de Tales. Logo, foi atingido o objetivo especifico de elaborar uma
sequéncia didatica a ser desenvolvida em aulas que favorecam o desempenhar do papel de
matematico aos alunos, isto é, em vez de apenas memorizar e aplicar férmulas agindo como

computadores, ou “chimpanzés adestrados” segundo Lockhart, aos discentes foram solicitadas
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solucBes de problemas geométricos, de modo que a contribuicdo de cada um tornou-se
indispensavel.

Ressaltamos que foram necessarios esforgos adicionais para superar algumas
dificuldades no desenvolvimento deste trabalho, sobretudo na realizacéo da experiéncia em sala
de aula que ocorreu no Gltimo semestre, em turno diferente do regular de estudos dos alunos
participantes e com a frequéncia facultativa, registrou-se significativa rotatividade dos
discentes, de modo que poucos alunos frequentaram mais de cinco dos sete encontros. A
estrutura fisica e o material cedido pela escola também ofereceram dificuldades, de tal forma
que em determinado momento a sequéncia proposta quase se tornou inviavel. Porém, com
ajustes, foi possivel atingir os objetivos.

Assim, desejando ser uma mensagem aos professores de Matematica, este trabalho
apresentou diversas sugestdes de aplicacdes em sala de aula, além da sequéncia didatica e do
quebra-cabeca em 3D, como a construcdo do objeto manipulével representado na Figura 3
(p. 21), da atividade de probabilidade a partir de uma decomposigéo totalmente congruente do
cubo, bem como ideias para outros jogos na secdo 2.4 e de outras sequencias didaticas no
Apéndice H. Assim, é possivel desenvolver outros trabalhos a partir dessas sugestdes. E, para
gue a mensagem aqui contida seja ainda mais clara, uma midia contendo construgdes dindmicas
no GEOGEBRA acompanha este trabalho, essas construces permitem a interacdo do leitor
com a maioria das ilustracbes aqui apresentadas e, de certo modo, ressalta aos docentes a
utilidade das Tecnologias de Comunicacao e Informacdo na Educacéo.

Contudo, ressaltamos que a motivacdo deste veio de considerar que em esséncia a
formagé&o escolar/académica visa possibilitar autonomia ao formando, que pode ser inspirada a
partir do professor, bem como da necessidade de repensar a matematica escolar no pais, afinal
como pode a Matematica ter sua beleza exaltada e ao mesmo tempo ser horrivelmente
excludente na sala de aula? Contradicdo que encontra par no fato da pesquisa brasileira ser
reconhecida e premiada internacionalmente, enquanto a maioria dos brasileiros séo analfabetos
nessa matéria. Nisso se concentra a importancia deste trabalho, mas sobretudo do Programa de
Pds-Graduacdo no qual ele foi desenvolvido.

Neste trabalho, como no PROFMAT, acreditamos na melhoria da Educacdo Bésica a
partir do melhor letramento matematico dos docentes, de modo que o professor adquira melhor
desempenho em expressar Matematica, seja em suas falas em sala de aula, seja no modo como
escreve ou no material construido, respondendo melhor as duvidas dos alunos e demonstrando
as turmas mais seguranca em suas afirmacGes sobre essa ciéncia. Porém, acreditamos que 0s

alunos devem se tornar pessoas autbnomas em pensar Matematica, de modo a saber desde a
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correcdo do troco a escolha da melhor linha de crédito, desde saber ler gréficos a entender o
quanto uma pesquisa eleitoral pode ser tendenciosa, ou seja, de modo a usar essa ciéncia em
seu cotidiano de cidadao, sabendo o que é hipétese, avaliar a reciprocidade das afirmacdes,
resolver problemas diversos, identificar variaveis e padrdes, elaborar estratégias, enfim atingir
um nivel de letramento matematico suficiente para o exercicio pleno de sua cidadania.

Pelo todo do trabalho, acreditamos que o professor, inclusive na Educacdo Bésica, deve
ser autbnomo em sua pratica, assim, mais que criticar o livro didatico e se desprender de sua
linearidade, é possivel que o professor repense a matematica escolar, elabore novos problemas
matematicos, relacionando o curriculo e outros saberes, abordando-0s em aulas nas quais seus
alunos pensam, discutem, formulam, verificam, enfim desenvolvem o pensamento matematico.
Para tanto, vimos que as teorias da Educacdo Matematica foram ferramentas importantes,

motivo pelo qual recomendamos consulta as referéncias deste trabalho.
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APENDICE A — Pesquisa com Professores de Matemética da Educagio Basica

No segundo semestre do ano de 2014, vinte professores de matematica na Educacao
Basica, atuantes na rede publica de ensino do Estado de Alagoas em diversas cidades
(Arapiraca, Cha Preta, lgaci, Maceid, Messias, Olivenca, Palmeira dos Indios, Passo de
Camaragibe, Penedo, Rio Largo, Santana do Mundal e Teoténio Vilela), frente a um

questionario forneceram as seguintes respostas:

Atualmente, nas escolas que vocé conhece,
com que frequéncia tem-se conseguido levar
o0s alunos a pensar como matematicos?

Sempre 0%
As vezes 55%
Raramente 45%
Nunca 0%

Atualmente, a disciplina de Matematica
apresentada nas escolas, no curriculo e nos
livros didaticos, faz como que os alunos
desenvolvam a capacidade de wusar a
Matemética como linguagem para pensar,
dentro e fora da escola?

Sim, certamente. 0%
Sim, na maioria das escolas. 10%
Sim, mas em poucas escolas. 55%
Né&o, raramente um aluno desenvolve 0

. 35%
tal capacidade.
N&o, nenhum aluno desenvolve tal 0%
capacidade.
Outra 0%

E comum a apresentacdo de teoremas sem
demonstra¢fes na Educacdo Bésica. Com
que frequéncia seus alunos questionam suas
afirmacbes sobre o0s conteddos de
Matematica?

Sempre 0,0%
As vezes 30,0%
Raramente 55,0%

Nunca 15,0%

Em que momento ha mais interesse dos
alunos em suas aulas de Matematica?
Numere de 1 a 6, sendo 6 para 0 maior
interesse e 1 para 0 menor interesse.

Na exposi¢do de formulas. -
Nos exercicios de aritmética. =~ -----
Nos exercicios de geometria. -
Na resolucdo de problemas de aritmética. -
Na resolucdo de problemas de geometria ~ --—--

outro -
Sem resultado. Alguns enumeram de 1 a 6, outros

atribuiram notas para cada item.

De modo geral, seus alunos costumam
responder as atividades propostas?

Sim, mais as de sala. 60%
Sim, mais as de casa. 0%
Sim, igualmente. 10%
Né&o 30%

Vocé lembra ja ter apresentado para seus
alunos um problema geométrico que
permitiu trabalhar boa parte do curriculo de
matematica do bimestre?

Sim 60%
Né&o 40%

Vocé conhece o problema de decompor um
cubo em seis piramides?

Sim 30%
Né&o 70%
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Ja usou o portfélio como instrumento avaliativo?

Sim 15%
Nao 85%

D& uma nota média para seus alunos de Matematica na Educacao Bésica (de 0 a 10):

Interesse e atencdo 5,30
Aprendizado de conceitos 5,15
Resultados de prova escrita 5,05
Participacdo ativa, com
. 4,20

guestionamentos
Aprendizado de técnicas 5,05
Percepcéo de significados no

o 4,95
cotidiano

Os professores participantes também responderam sobre sua visdo a respeito da
afirmacdo “usar a matematica como linguagem para pensar”, seguem algumas respostas.
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APENDICE B — Sobre Engenharia Didética

Conforme Machado (2010) e Pais (2001), segue resumo sobre Engenharia Didatica.

Engenharia didatica ¢ a metodologia de pesquisa que se constitui com a finalidade de
analisar as situacdes didaticas, esse termo € empregado nas pesquisas da didatica da matematica
desde a década de 1980. E essa ideia traz implicita uma analogia entre o trabalho do pesquisador
em didatica e o trabalho do engenheiro, no que diz respeito & concepcdo, planejamento e
execucdo de um projeto. Artigue apud Machado caracteriza a engenharia didatica como um
esquema experimental baseado sobre “realizag¢des didaticas” em sala de aula, isto é, sobre a
concepgdo, a realizacdo, a observancia e analise de sequéncias de ensino.

A microengenharia, pesquisas que tém como objetivo o estudo de um determinado
assunto, sdo localizadas e levam em conta a complexidade dos fenbmenos em sala de aula. Por
outro lado as pesquisas da macroengenharia sdo aquelas que permitem compor a complexidade
das pesquisas de microengenharia com a dos fendmenos ligados a duracdo nas relacoes
ensino/aprendizagem.

A engenharia didatica caracteriza-se também pelo registro dos estudos feitos sobre o
caso em questdo e pela validacdo que é feita na confrontacdo entre a analise a priori e a analise
a posteriori. Na engenharia didatica a validacdo é interna, existem varias outras metodologias
de pesquisa em didatica, tais como o tipo etnogréafico e as que se baseiam em métodos
estatisticos. Mas a singularidade da engenharia didatica ndo repousa em seus objetivos, mas em
suas caracteristicas de funcionamento metodolégico.

A primeira fase da metodologia da engenharia didatica é a das analises preliminares: sdo
as analises epistemoldgicas dos contetidos contemplados pelo ensino, a analise do ensino atual
e de seus efeitos, a analise da concepc¢do dos alunos, das dificuldades e dos obstaculos que
determinam sua evolucdo; analise do campo dos entraves no qual vai se situar a efetiva
realizacdo didatica. Todas essas analises sao feitas principalmente para embasar a concep¢do
da engenharia e séo retomadas durante todo o transcorrer do trabalho.

A segunda fase é a da concepcdo e anélise a priori, onde o pesquisador delimita certo
namero de variaveis pertinentes do sistema sobre o qual o ensino pode atuar, as quais sao
chamadas de variaveis de comando, essas Artigue distinguem em variaveis macrodidaticas ou
globais, concernentes a organizacao global da engenharia e variaveis microdidaticas ou locais,
a organizacdo local da engenharia, ou seja, de uma sessdo ou de uma fase. Essas variaveis
podem ser de ordem geral ou especifica a depender do contetido didatico a ser ensinado. E nessa

fase que o processo de validagdo se instaura. Observando que as escolhas de ordem geral,
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globais, precedem a descricéo de cada fase de engenharia, quando influem as escolhas locais,
mas séo interdependentes.

A andlise a priori comporta uma parte de descricdo e outra de previsdo, essa analise
deve: descrever cada escolha local feita, analisar qual o desafio da situacdo para o aluno, prever
0S comportamentos possiveis e mostrar no que a analise efetuada permite controlar o sentido
desses comportamentos. Assim essa fase objetiva a consideracdo do aluno sob dois aspectos: o
descritivo e o previsivel, onde ele é considerado ator principal.

A fase terceira é a da experimentacdo, é classica, inicia-se no momento em que se da o
contato pesquisador/professor/observador como a populagdo de alunos e supde: a explicagéo
dos objetivos e condicdes de realizacdo da pesquisa aos alunos, o estabelecimento do contrato
didatico, aplicacdo dos instrumentos de pesquisa e registro das observac@es feitas durante a
experimentacao.

A Ultima fase € a da andlise a posteriori e da validacdo, é nessa que se da o tratamento
dos dados. O importante é que essa andlise atinja a realidade da producédo dos alunos, quando
possivel, desvelando seus procedimentos de raciocinio. Dessa maneira enquanto procedimento
metodoldgico, a engenharia didatica se fundamenta em registros de estudos de casos, cuja
validade é interna, circunscrita ao contexto da experiéncia realizada.

Finalmente é da confrontacdo das andlises a priori e a posteriori que se validam ou se
refutam as hipdteses levantadas no inicio da engenharia. Logo do ponto de vista metodolégico,
a validacao é uma etapa onde a vigilancia deve ser ampliada, pois se trata de garantir a esséncia
do caréter cientifico.

Contudo, método deve ser entendido com a escolha de um caminho a ser seguido na
busca do conhecimento, trata-se de uma posicdo filosofica e que embasa a realizacdo da
pesquisa por meio de um conjunto de procedimentos e considera seus vinculos com as questdes
maiores do fendmeno investigado. Assim a expressao técnica de pesquisa € mais apropriada
para caracterizar a engenharia didatica em vez de metodologia dessa uUltima apesar de ser

amplamente utilizada na didatica da matematica.
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APENDICE C — Portfélio e Avaliacdo em Matematica

E de conhecimento comum que a prova escrita ¢ o tradicional instrumento de

verificacdo da aprendizagem em Matemaética na Educacdo Bésica. Mas, segundo Both (2012):

A repeticdo dos mesmos instrumentos de avaliacdo por determinado tempo podera
demonstrar certa injustica com relagdo a um e a outro aluno. Isso porque alguns alunos
conseguem demonstrar dominio de conhecimentos mediante o uso de certo tipo de
instrumento e com relagdo a outros, tal fato podera ndo ocorrer com a mesma fluéncia
e desenvoltura. (BOTH, 2012, p.168)

Dessa citacdo, infere-se que € interessante pensar em outros instrumentos avaliativos.
Acredita-se que com a administracdo do portfolio tem-se, de fato, mais um recurso para
enriquecer o processo de avaliacdo da aprendizagem. Veja nos paragrafos seguintes, baseados
em Villas Boas (2004), definicdo e caracteristicas desse instrumento avaliativo.

Segundo Easley e Mitchell (2003, p.21 e 33) apud Villas Boas “um portfolio é uma
colecdo especial dos melhores trabalhos organizados pelos proprios alunos” e difere de um
arquivo, pois “¢ parte de um processo de avaliagao que ensina os alunos a avaliar e apresentar
seus proprios trabalhos”. Assim o portfolio acaba revelando parte da identidade do aluno e tem
muito em comum com 0s registros pessoais, porém ndo sao abandonados com o tempo, pertence
ao aluno, mas é compartilhado com os professores.

Assim, o portfolio na escola retne trabalhos escolares dos alunos, ndo somente para o
seu arquivamento e vai além da funcdo de facilitar a apresentacdo desses documentos. Barton
e Collins (1997, p.2) apud Villas Boas discorrem sobre caracteristicas essenciais presentes na
elaboracdo de um portfélio que contribuem com o processo de avaliacdo, segundo os autores,
os portfolios incluem mdaltiplos recursos, sdo auténticos, constatam o desenvolvimento dos
alunos ao longo do tempo, possuem objetivos determinados e de conhecimento dos alunos, ha
integracdo entre as atividades escolares e a vivéncia dos alunos, sdo Unicos e possuem natureza
multiproposital.

Considerando tais caracteristicas, percebe-se que a avaliagdo por meio da
administracdo de um portfolio é essencialmente de carater formativo, isto €, coloca-se em prol
da aprendizagem sem interesse de traduzir o desempenho do estudante em notas ou conceito.
Além disso, sendo os alunos participantes ativos desse processo, surge a autoavaliacdo que
conduz a autorregulagdo da aprendizagem, segundo Vilas Boas “quando os alunos estdo

conscientes do estado do seu desenvolvimento, eles podem efetivamente direcionar a
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aprendizagem rumo aos objetivos estabelecidos™ e “nesse contexto, a avaliacdo se compromete
com a aprendizagem de cada aluno e deixa de ser classificatédria e unilateral”.

Assim, atribuir ao aluno a tarefa de elaborar um portfélio, de modo que esse selecione
seus melhores trabalhos, pode contribuir com o processo avaliativo e, por consequéncia, no
processo de ensino-aprendizagem.

Segundo experiéncia de ensino do autor deste, na préatica, pode-se solicitar aos alunos
que elaborem trés tipos de trabalhos:

i) gerais: trabalhos comuns a toda turma;

ii) especificos: trabalhos individuais considerando a ritmo de aprendizagem de cada

um;

iii) espontaneos: trabalhos que o aluno deseje fazer sem a solicitacdo do professor.

E importante ressaltar que todos esses trabalhos devem estar relacionados com 0s
contetdos do bimestre e nem todos necessariamente comporao o portfélio do aluno, apenas
aqueles que ele selecionar. Além disso, ressalta-se a seriedade em elaborar um portfolio, pois
esse poderda acompanhar o aluno série a série da Educacdo Bésica, de modo que seu proximo
professor possa ter acesso e dai ter uma nocao do gque cada aluno vem se dedicando a fazer em
Matematica. Nesta mesma tbnica, o docente deve deixar claro a problemética do plagio e do
famoso “copiar, colar, imprimir”, sendo uma opc¢ao solicitar trabalhos feitos a mao.

A avaliacéo por portfolio pode ainda favorecer outros instrumentos de avaliacdo, como
a ideia de seminarios e até mesmo a prova escrita, uma vez que na elaboracao do portfdlio, em
tese, o aluno aprende e/ou percebe dificuldades em sua aprendizagem, dai seu rendimento
escolar tende a melhorar. Portanto, uma possibilidade para avaliar a recuperacao paralela, que
consiste em atividades desempenhadas fora do turno regular das aulas e voltadas para os alunos
com rendimento escolar considerado baixo.

Por fim, tem-se no portfélio um instrumento interessante para a avaliacdo da

aprendizagem em matematica.
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APENDICE D — Sugestdes para o portfélio

Seguem alguns trabalhos gerais que podem ser sugeridos para os alunos participantes

da sequéncia didatica apresentada no capitulo quatro deste trabalho.

Elaborar um resumo dos fatos que mais julgaram interessante;

Elaborar um glossario contendo palavras proprias da linguagem matematica
utilizada em aula;

Construir uma espiral que forneca a raiz enésima de um ndmero natural;

Reunir as constru¢des com régua e compasso trabalhadas em sala;

Registrar outra demonstracao do Teorema de Pitagoras;

Exibir as onze planificacdes do cubo;

Exibir as planificacbes de seis piramides que compdem um cubo de modo que

pelo menos uma das pirdmides ndo seja congruente as demais.

Uma sugestdo ao professor é fazer fotos dos objetos construidos em sala, selecionar os

melhores trabalhos, segundo os préprios alunos, e digitaliza-los, dai criar e compartilhar o

portfélio da turma na internet através de um blog.
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APENDICE E — Questionario 1 (inclui resposta de alunos)

1 — Para que serve a Matematica que vocé aprende na escola?
2 — Descreva, com suas palavras, o objeto apresentado.
3 -0 que € um quadrado?
4 — Na medicdo do comprimento de trés lapis novos, foram obtidos os seguintes valores a =
15,04,b = 15,08 e c=15,12. Qual a média aritmética desses valores?
5 — O que vocé entende por tridngulos semelhantes?
6 — Desenvolva:
a) (X+yy=
b) (x+y)*=
7 — Enuncie o Teorema de Pitagoras.
8 — Cite trés exemplos de numeros irracionais.
9 — D& uma nota de zero a dez para 0 quanto vocé gosta de Matematica.
10 — Quais as disciplinas que vocé tem
a) as maiores notas:
b) as menores notas:
11 — O que é um espaco amostral equiprovavel?
12 — Voce ja desenhou com régua e compasso?
13 — Qual a diferenca entre poligono e poliedro?
14 — Vocé ja construiu um portfélio com assuntos de Matematica?

15 — O que é uma mediatriz?
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Respostas citadas no capitulo 4
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APENDICE F — Questionario 2

1) Um cubo, de aresta medindo 10 cm, foi dividido em seis piramides congruentes. O que se
pode afirmar sobre cada uma dessas piramides? Marque V para verdadeiro e F para falso.

() Sua base é triangular.

() Sua altura mede 5¢cm.

() Sua superficie possui 4 triangulos congruentes e 1 quadrado.

() Cada triangulo de sua superficie tem altura medindo 5V2 cm, altura relativa ao lado do
quadrado.

( ) O lado de sua base mede 5V3 cm.

2) Observe a figura abaixo, em destaque estdo os triangulos retangulos VAP e VMP no interior
de uma piramide de base quadrangular (de lado medindo 8cm). Sabe-se que seis piramides

como essa formam um cubo.

a) Determine as dimensdes dos triangulos VAP e VMP.

b) Em relacéo ao quadrado ABCD, qual o raio da circunferéncia inscrita? E o da circunscrita?
c) Calcule a soma das areas dos triangulos VAP e VMP.

d) Qual a area da superficie total da piramide V-ABCD?

e) Qual a razdo entre as grandezas encontradas nos dois itens anteriores?

f) Serd que a razdo encontrada no item anterior se mantém seja qual for a medida do lado da

base?

3) Uma piramide sofreu um corte por um plano paralelo a sua base quadrada, destacando uma
nova piramide.
a) Faca um desenho dessa situacéo.

b) A pirdmide menor e a maior sdo congruentes?
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¢) Justifique a afirmacéo: a pirdmide menor e a maior sdo semelhantes.
d) Se a base da pirdmide maior tem &rea igual a 64cm? e a base da piramide menor tem area
igual a 36cm?, qual a razdo de semelhanca entre as faces dessas piramides?

e) Tente responder ao item anterior utilizando uma estratégia diferente.
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APENDICE G — Questionario 3

1—Quais as trés primeiras palavras que vém a sua mente ao lembrar dos nossos encontros nesse
projeto?

2 — E possivel aprender Matematica se divertindo?

3 — Como vocé queria que fossem suas aulas de Matematica na escola?

4 — O que € uma bissetriz?

5 — Desenvolva (a + b)2.

6 — Com suas palavras, enuncie o Teorema de Pitagoras.
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APENDICE H — Sugestdes para outras sequéncias didaticas

H.1  Mais sobre semelhanca

Motivacao: Replicar uma piramide em escala diferente.

Vi.

Vii.

viii.

X.
Xi.

Xii.

Apresentar um pouco da historia das piramides nas civilizacdes e uma defini¢éo

matematica;

. Apresentar a “Piramide 1” da Figura 13 (p. 39), sendo |AB| = 15 cm, evidenciando

os triangulos retangulos em seu interior;

Apresentar a “Piramide 2” (JA’B’| = 10 cm) e a “Piramide 3” (JA”B”| = 10 cm), sendo
a Piramide 2 semelhante a Pirdmide 1 e a outra ndo, apesar de todas elas possuirem
base quadrada e as duas Ultimas, a mesma altura;

Discutir com a turma a relacdo de semelhanca entre as piramides em funcéo das
semelhancas entre os triangulos interiores as piramides;

Expor o desafio: construir uma piramide semelhante & Pirdmide 3 mas com 6 cm de
lado da base;

Definir semelhanca usando a ideia de ampliacdo/reducdo de imagem, em seguida
definir escala;

Construir os triangulos do interior da pirdmide nova (Pirdmide 4) a partir do interior
da piramide a ser replicada em escala menor (Pirdamide 3), utilizando o conceito de
paralelismo como a preservacdo de distancia, o que pode ser feito com régua e
compasso.

Obter todas as medidas da nova piramide a partir dos triangulos de seu interior;

. Através dessas medidas, construir uma planificacdo com régua e compasso, 0 que

pode ser feito em adaptacdo a construcdo da secdo 3.3.1;
Montar a Piramide 4 a partir da planificacdo construida;
Discutir a semelhanca entre os tridngulos das faces das Pirdmides 3 e 4;

Formalizar os casos de semelhanca entre tridngulos.

O docente pode estender esta sequéncia a partir de outro desafio: descobrir a razéo de

semelhanga entre os tridngulos das faces das piramides semelhantes, bem como a razdo entre

as areas da superficie total e dos volumes das Piramides 1 e 2 e Pirdmides 3 e 4.
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H.2 Relacbes Métricas no Triangulo Retangulo.

Objetivo: Deduzir Teorema de Pitagoras;
I. Exibir os triangulos definidos pela altura de uma piramide conforme Figura 13
(p. 39), de modo que AVM seja retangulo.
ii. Solicitar que os alunos realizem as medic¢des dos lados de VPA e VPM;
iii. Solicitar que os alunos observem as semelhancas e anotem as proporc¢oes;
iv. Identificar as relagbes métricas no tridngulo AVM,;
v. Solicitar que os alunos, com uso da calculadora, deduzam o teorema de Pitagoras;
vi. Demonstrar algebricamente a partir das relacdes métricas;

vii. Demonstrar geometricamente, conforme secéo 3.2.

H.3 Propagactes do Erro nas Oficinas de Construcdo Geomeétrica

Como foi discutido na secdo 3.3, na planificacdo da piramide ABCD-O tem-se
numeros irracionais como medidas, a saber b\2 e b\3, sendo necessario aproxima-los por
racionais ao medir 0s segmentos correspondentes com régua escolar, ou quando se decide
construir a partir da exibicdo desses nimeros na tela de uma calculadora. Essas aproximacdes
geram erros que se propagam na superficie e no volume das pirdmides, mesmo o manuseio
individual dos instrumentos euclidianos pelos discentes, gera erros nos comprimentos.

Mensurar o erro e entender sua propagacao seja nas medicdes, no corte de pecas, na
estimativa de consumo e em tantos outros contextos, possui grande valia para a inddstria, por
exemplo. Dai uma motivacgdo para desenvolver uma sequéncia didatica como a seguinte:

i. A partir do quadrado ABCD construido na planificacdo da piramide ABCD-O,
solicitar a medicdo dos seus lados;
ii. Calcular a media desses valores;

ili. Comparar essa média com o valor adotado, por exemplo |AB| = 6 cm e calcular o

erro médio;

iv. Usando produtos notaveis, verificar a propagagédo desse erro na area do quadrado

e no volume do cubo;

v. Verificar a relacdo entre a propagacao do erro e a funcéo derivada polinomial.
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H.4 Noc0es sobre funcéo.

O problema desenvolvido no segundo capitulo deste trabalho pode servir de base para
a construcdo de uma sequéncia didatica dedicada ao processo de ensino-aprendizagem do
conceito de funcdo no Ensino Médio, pois permite a discussdo da definicdo de uma funcéo
como uma relacao especial entre dois conjuntos ndo necessariamente numéricos, bem como das
nogOes de injetividade, sobrejetividade e bijetividade de uma funcéo.

Disponiveis no Apéndice J, as construgdes em software de geometria dindmica
tridimensional podem ser utilizadas como recurso didatico. Essas apresentam elementos

relacionados a funcdo que leva pontos do interior de um cubo em conjuntos de seis piramides.
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APENDICE | — Nmeros triangulares

Os numeros triangulares podem ser caracterizados da seguinte forma: n € um nimero
triangular, se, e somente se, 8n + 1 é um quadrado perfeito. Segundo Eves (2004), esses
nUmeros se originaram com 0s membros antigos da escola pitagorica.

Sabemos que, considerando os pontos definidos pela intersecdo entre os pontos dos
planos jA definidos pelo conjunto H e uma regido de assimétricos no cubo (ver Figura 7, p.27),
temos a seguinte sequéncia numérica: 1,1 +2,1+2+3,1+2+3+4,...,1+ .. +1i,... Esses
numeros também representam as quantidades de pontos sobre os lados de triangulos equilateros,

como na figura abaixo. Esse fato motiva o termo “triangulares”.

Assim, os nimeros n = 1, 3, 6 e 10 sdo exemplos de nameros triangulares e, de fato, 9,
25, 49 e 81 sdo quadrados perfeitos resultantes da expressao 8n + 1. 1sso sempre ocorre, pois se

Ti=1+2+..+i=(i2+1)/2 é 0i-ésimo numero triangular, temos que
8Ti+1=4i2+4i+1=(2i+ 1)

Por outro lado, se 8n + 1 = k2, k inteiro maior do que dois, entdo n € um numero
triangular. Note que k2 é impar, logo k também é impar. Seja k = 2m + 1, m inteiro ndo nulo,

escrevendo n em fungdo de m, temos que

n=N(m)=[(2m + 1)2-1]/8 = (4m2 + 4m)/8 = (M2 + M)/2 = Tn.

Como exemplos, N(1) =1=T1,N(2)=3=T2e N(8)=6=Ts.
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APENDICE J - DVD-ROM

Nesta midia constam arquivos do software livre GEOBEBRA desenvolvidos para
criacdo de ilustracdes presentes neste trabalho. Uma vez em software de geometria dinamica,
essas figuras possibilitam uma melhor compreensdo dos objetos que representam, portanto um
importante recurso didatico.

Este DVD-ROM, formatado como um produto educacional, também arquiva fotos que
ilustram o passo a passo da construcéo do jogo tratado na secdo 2.4, bem como outros registros
deste trabalho. Esses dados também estdo disponiveis no endereco abaixo descrito.

https://www.dropbox.com/sh/gygibimbgp4103e/AADacvAZEuvalOoaCkKWAwOOEa?dI=0

Caso o leitor esteja em um computador com acesso a internet, basta clicar na imagem

seguinte para ter acesso ao conteudo digital que suplementa este trabalho.



https://www.dropbox.com/sh/gygibimbqp41o3e/AADacvAZEuva1OoaCkWAw0OEa?dl=0
https://www.dropbox.com/sh/gygibimbqp41o3e/AADacvAZEuva1OoaCkWAw0OEa?dl=0
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ANEXO A

Recorte do artigo de Matos Filho et. al. disponivel nos anais do VIII Educere 2008

A TBANSPOSIQAO DIDA'I:ICA EM CHEVALLARD, AS
DEFORMACOES/TRANSFORMACOES SOFRIDAS PELO CONCEITO DE
FUNCAO EM SALA DE AULA

MATOS FILHO, Mauricio A. Saraiva de — UFRPE
mmsaraiva@hotmail.com

MENEZES, Josinalva Estacio — UFRPE
jomene@ded.ufrpe.br

SILVA, Ronald de Santana da — UFRPE
ronaldss21@gmail.com

QUEIROZ, Simone Moura — UFRPE
simonemg@hotmail.com

Area Temética: Teorias, Metodologias e Préaticas
Agéncia Financiadora: Nao contou com financiamento

[..]

Yves Chevallard (1991) examina que o saber ndo chega a sala de aula tal qual ele foi
produzido no contexto cientifico. Ele passa por um processo de transformacéo, que implica em
lhe dar uma “roupagem didatica” para que ele possa ser ensinado. Isso acontece porque o
objetivo da comunidade cientifica e da escola é diferente. A Ciéncia cabe o papel de responder
as perguntas que sao formuladas e necessarias de serem respondidas em um determinado
contexto historico e social. Por outro lado, esses novos saberes precisam ser comunicados a
comunidade cientifica, em um primeiro plano, e a prépria sociedade, em um segundo plano.

Nesse processo de comunicacdo dos saberes, existem também aqueles que sao
selecionados como saberes que devem ser ensinados, que devem adentrar a sala de aula e serem
socializados naquela institui¢do. Estes tém por objetivo, como diz Brousseau (1986), fazer com
que os alunos se apropriem de saberes constituidos ou em vias de constituicdo. E entdo que
entra em cena a Transposicao Didatica. Esse processo diz respeito a passagem do Saber de uma
Instituicdo a outra; passagem esta que imprime novas formas a esse saber, e que consiste em
etapas distintas. O livro didatico constitui-se entdo numa destas instituicdes. Sendo ferramenta
basica para o professor, a partir dele o docente transpGe os saberes que vai considerar
fundamentais e fazer nova transposicao, por sua vez, para os alunos.

Desta forma, esta pesquisa se propde a realizar uma breve anélise da abordagem dada
ao conceito de funcéo, pelo professor, no espaco de uma sala de aula da Educacao de Jovens e
Adultos. Neste sentido, o referencial tedrico para a analise sera a nogdo de Transposicdo
Didatica, desenvolvida por Chevallard (1991) no ambito da Didatica da Matematica de
influéncia francesa.

A Transposicdo Didatica

O estudo da Transposicdo Didatica por Chevallard se insere num campo maior de
estudo: a Didatica da Matematica. O préoprio Chevallard (CHEVALLARD, BOSCH e
GASCON, 2001) propde que a Didatica da Matematica ¢ uma Ciéncia e, como tal, tem o
Sistema de Ensino como seu objeto de estudo.

Chevallard (1991) reflete que a Transposi¢do Didatica é feita por uma Instituicdo
‘invisivel’, uma ‘esfera pensante’ que ele nomeou de Noosfera. Tal instituicdo ¢ formada por
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pesquisadores, técnicos, professores, especialistas, enfim, por aqueles que ligados a outras
Instituicdes: Universidades, Ministérios de Educacdo, Redes de Ensino; que irdo definir que
saberes devem ser ensinados e com que roupagem eles devem chegar a sala de aula. No Brasil,
o resultado do trabalho da Noosfera aparece nos Referenciais Curriculares (MEC, 1997, 2006),
nos documentos que trazem as diretrizes curriculares e orientam o ensino de uma determinada
disciplina cientifica.

Conforme ilustramos neste documento (ilustracdo 1) a trajetoria do saber, do momento
em que o mesmo é produzido (Saber Cientifico), até chegar a porta da escola (Saber a ser
Ensinado), e por fim um saber ensinado (dentro da Sala de Aula). Esta Ultima etapa expressa o
momento em que acontece o que Chevallard (1991) chamou de trabalho interno de
transposicao, que tem no professor o responsavel por esse novo momento de transformacao do
saber.

lustracéol - Esquema da trajetdria do Saber na Transposi¢do Didatica

SABER CIENTIFICO

NOOSFERA
(Professores, pesquisadores, especilaistas):
Vigildncia Epistemologica

Transposi¢do Didatica
Externa (TDe)

[P R
wfmmewe =l

vl

SABER A SER ENSINADO (Savoir a Ensigner)
Orientacdes Curriculares, Referenciais; Parametros

1=
'

1
"!I =

SABER ESCOLAR (Savoir écolaire — Henry. 1991)
Livro Didatico (Texto do Saber — Chevallard. 1991)

T

; Relacdo ao saber do aluno
Relagdo ao saber do (Conhecimento prévio /
S

professor ('aspectos , Hipoteses acerca do novo saber)
epistemoldgicos e afetivos) -

Polo Pedagdgico Contrato Pedagdgico Polo Psicologico
(Professor) (Aluno(s))

Nesse processo de transposi¢do didatica interna é o professor que vai transformar esse
saber para os alunos, negociando com eles a sua gestao, os papéis que cada um devera assumir,
para gque esse saber possa ser ensinado e aprendido (BRITO MENEZES, 2007).

Neste sentido o professor imbui o saber a ser ensinado com seus aspectos particulares,
subjetivos. Que segundo Camara dos Santos (1995, 1997a apud BRITO MENEZES, 2006) “0
professor da uma nova roupagem ao saber, cria um texto didatico impregnado pela sua relacéo
ao saber e pela sua subjetividade.”(p. 85).

[...]
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ANEXO B

Recorte do artigo de Teixeira e Passos publicado na revista Zetetiké — FE
Unicamp —v. 21, n.39 — jan/jun 2013

Um pouco da teoria das situacdes didaticas (tsd) de Guy Brousseau
Paulo Jorge Magalhé&es Teixeira e Claudio Cesar Manso Passos

[...] Brousseau (1986) define a Didatica como uma relacéo especifica entre conteudos de
ensino, a maneira como os alunos adquirem conhecimentos e os métodos. Em vista disso, ele
desenvolveu uma teoria para compreender as relacbes que acontecem entre os alunos, o
professor e 0 saber em sala de aula e, a0 mesmo tempo, propbs situacdes que foram
experimentadas e analisadas “cientificamente”.

Em sua teoria, conhecida como Teoria das Situaces Didaticas, docentes e discentes sdo
atores indispensaveis da relacdo de ensino e aprendizagem, bem como o meio (milieu) em que
a situacdo didatica se faz presente. Brousseau procedeu, assim, no sentido inverso de Comenius.
Partiu de tracos/vestigios da atividade cultural que produz precisamente tal conhecimento
matematico a ser ensinado (um texto) e buscou estabelecer condi¢des para que essa atividade
possa ir ao encontro de um modo de aculturagcdo para um jovem iniciante. Dos textos aos
problemas, depois as situacbes matematicas... e, enfim, as condi¢bes didaticas que permitem
sustentar essas situacdes e fazé-las produzir a aculturacdo visada.

Para Brousseau (1986), a Didatica da Matemaética estuda atividades didaticas que tém
como objetivo o ensino da parte especifica dos saberes matematicos, propiciando explicacdes,
conceitos e teorias, assim como meios de previsdo e analise; incorporando resultados relativos
aos comportamentos cognitivos dos alunos, além dos tipos de situacdes utilizadas e 0s
fendmenos de comunicagéo do saber.

Poder-se-ia complementar que a Didatica da Matematica seria, também, a arte de
conceber e conduzir condi¢Bes que podem determinar a aprendizagem de um saber matematico
por parte de um sujeito. Brousseau (1986) estudou mais profundamente as condicBes que
levariam um sujeito a usar seus conhecimentos para tomar decisdes e a estudar as razdes dessas
tomadas de decisbes. A teoria de Brousseau esclarece a integracdo das dimensdes
epistemoldgicas, cognitivas e sociais no campo da Educacdo Matemaética, permitindo, assim, a
compreensdo das interacdes sociais que ocorrem na sala de aula entre alunos e professores e
das condicbGes e da forma com que o conhecimento matematico pode ser apropriado e
aprendido. Segundo ele, o controle dessas condi¢cdes permitiria reproduzir e aperfeicoar os
processos de aquisicdo do conhecimento matematico escolar.

Esta teoria tem, como um dos objetivos primordiais da didatica da matematica, a
caracterizacdo de um processo de aprendizagem por meio de uma série de situacBes
reprodutiveis, denominadas de situacdes didaticas, que estabelecem os fatores determinantes
para a evolucdo do comportamento dos alunos. Assim, o objeto central de estudo nessa teoria
ndo € o sujeito cognitivo, mas a situacdo didatica, na qual sdo identificadas as interacGes entre
professor, aluno e saber. Algum erro cometido pelo aluno, nessa teoria, quando identificado,
constitui-se como valiosa fonte de informacéo para a elaboracao de boas questdes ou para novas
situacOes problemas que possam atender, mais claramente, 0s objetivos desejaveis.

Como consideracdo pertinente para este trabalho, tem-se a preocupacdo de criar
condigcOes favoraveis ao professor, no sentido de promover situagfes didaticas de ensino-
aprendizagem que favorecam a apreensdo de conhecimentos por parte dos alunos, levando o
professor a refletir sobre as etapas que Brousseau (1986) considera importantes para tal.

[.]
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Inicialmente, é necessario definir alguns termos dentro da teoria de Brousseau (2008):

* Uma situacdo é um modelo de intera¢do de um sujeito com um meio determinado, reunindo
as circunstancias nas quais uma pessoa se encontra e as relaces que a unem ao milieu.

* Milieu seria subsistema autbnomo, antagonico ao sujeito.

*Situacdes didaticas, na década de 1970, eram aquelas que serviam para ensinar, sem que fosse
levado em consideracgdo o papel do professor. Posteriormente, “os modelos que descrevem as
atividades do professor e do aluno [...] é todo o contexto que cerca o aluno, nele incluidos o
professor, o sistema educacional” (Brousseau, 2008, p.10).

Segundo Brousseau (1986), um dispositivo deve ser colocado em acdo para que uma
pessoa ensine um conhecimento e controle a sua aquisi¢do. Tal dispositivo compreende um
milieu material: pecas de um jogo, uma prova, um problema, uma ficha, e regras de interagdes
do aprendiz com aquele dispositivo — no caso, 0 jogo propriamente dito.

[-]

A Teoria das Situacdes Didaticas, desenvolvida na Franca por Guy Brousseau (1986),
é¢ um modelo teorico, apresentando contetdos matematicos, que ilustra algumas situacdes
fundamentais e que comega a servir de fundamentacao tedrica para novos trabalhos de pesquisa
em didatica e para a pratica de professores de matematica. E um campo de reflexdes para fazer
progredir o ensino dessa disciplina nas classes do ensino basico, onde o professor, com a
fundamentacdo dessa teoria, orienta o aprendiz para que possa desenvolver atividades que lhe
permitam apropriar-se de novos saberes.

[-]

Uma situacdo didatica é um conjunto de relagdes estabelecidas explicitamente e ou
implicitamente entre um aluno ou um grupo de alunos, num certo meio, compreendendo
eventualmente instrumentos e objetos, e um sistema educativo (o professor) com a finalidade
de possibilitar a estes alunos um saber constituido ou em vias de constituicéo [...]. O trabalho
do aluno deveria, pelo menos, em parte, reproduzir caracteristicas do trabalho cientifico
propriamente dito, como garantia de uma construgéo efetiva de conhecimentos.

Brousseau (1986) acredita que a forma didatica em que se assenta a estruturacdo de uma
sequéncia didatica possa influenciar o aluno, em relacdo aos significados, de modo que ele
consiga interiorizar os contetdos subjacentes, quando a situacdo didatica lhe é apresentada,
permitindo a intervencdo preparada.

[-]

No entanto, a atividade do professor ndo pode restringir-se a mera comunicac¢ao de um
saber. Ao professor cabe a responsabilidade de apresentar um “bom problema”, que seria o
desencadeador para a busca de um novo saber; e, ao aluno, aceitar o desafio da resolucdo do
problema, dando inicio ao processo de aprendizagem.

Na progressdo da aprendizagem, ha algumas varidveis sobre as quais o professor ndo
exerce qualquer controle e outras, razoavelmente controlaveis pela acdo didatica.

O aluno reconhece que aquele “bom problema” foi escolhido para que ele adquirisse
um saber novo; percebe que a importancia desse saber é justificada pela logica interna da
situacdo e que ele pode construi-lo, sem recorrer a razdes didaticas. O aluno sé tera adquirido
esse saber, quando for capaz de aplica-lo, por si proprio, as situagdes enfrentadas fora do
contexto de ensino e na auséncia de qualquer indicacao intencional.

Assim, o professor ndo tem o controle direto das variaveis que incidirdo na situacdo. Ao
conjunto dessas variaveis podemos chamar, entdo, de situacdo adidatica. Nao é qualquer
situacdo adidatica que o aluno podera resolver. Portanto, cabe ao professor Ihe fornecer aquelas
que estardo ao seu alcance. Assim, para Brousseau (1986), a situacao adidatica é representada
pelo esforgo independente do aluno, em certos momentos de aprendizagem.

Quando o aprendiz tem dificuldades na resolucéo de uma situacéo adidatica, o professor
deve expressar intengdo de orienta-lo no encaminhamento da resolucdo, caracterizando, assim,
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uma situacdo didatica. Portanto, toda situacdo adidatica pode tornar-se um tipo de situacao
didatica.

A aprendizagem por adaptacéo € analisada por Brousseau (1986). Nela o aluno se depara
com a necessidade de adequar a sua cogni¢do a um determinado problema envolvido numa
situacdo didatica. Em contraposicdo, a aprendizagem formal evidencia a memorizagdo, a
técnica e 0s processos de automatismo para a compreensao verdadeira das ideias matematicas.

A natureza especifica do trabalho com a resolucdo de problemas evidencia a
caracterizagdo de uma situacdo didatica. Em Educacdo Matemaética, a apresentacéo de um saber
podera envolver algum tipo de problema, em razdo de dificuldades especificas na relacédo entre
0 problema e o saber ja construido e aquele a ser construido.

Na situacdo adidatica, o aluno deve ser sempre estimulado a esforcar-se para superar
seus limites, na direcdo de adquirir novas competéncias com o seu proprio esforco. Portanto, é
necessario que o professor oportunize ao aluno 0 maximo de independéncia, para que ele possa
desenvolver seus préprios mecanismos para a resolucdo de problemas por meio de suas
elaboracdes e de seus conceitos. O professor deverad encontrar um equilibrio na quantidade de
informacdes que devem ser passadas ao aluno.

Tipologia das situacOes didaticas

Brousseau (1986) desenvolveu uma tipologia de situacdes didaticas, analisando as principais
atividades especificas da aprendizagem da matematica:

- situacdo didatica de devolucdo: ato pelo qual o professor cede ao aluno uma parte da
responsabilidade pela aprendizagem, incluindo-o no jogo e assumindo os riscos por tal ato;

- situacdo didéatica de acdo: o aluno reflete e simula tentativas, ao eleger um procedimento de
resolucdo dentro de um esquema de adaptacdo, por intermédio da interacdo com o milieu,
tomando as decisdes que faltam para organizar a resolugéo do problema;

- situacdo didatica de formulacédo: ocorre troca de informacédo entre o aluno e o milieu, com a
utilizacdo de uma linguagem mais adequada, sem a obrigatoriedade do uso explicito de
linguagem matemaética formal, podendo ocorrer ambiguidade, redundancia, uso de metéforas,
criacdo de termos semioldgicos novos, falta de pertinéncia e de eficacia na mensagem, dentro
de retroacdes continuas; os alunos procuram modificar a linguagem que utilizam habitualmente,
adequando-a as informacGes que devem comunicar;

- situacdo didatica de validacdo: os alunos tentam convencer os interlocutores da veracidade
das afirmacdes, utilizando uma linguagem matematica apropriada (demonstracdes); as
situacdes de devolucdo, acdo, formulacéo e validacao caracterizam a situacdo adidatica, em que
o professor permite ao aluno trilhar os caminhos da descoberta, sem revelar sua intencdo
didatica, tendo somente o papel de mediador. Essas quatro situacdes tém um componente
psicoldgico favoravel, uma vez que, engajando o aluno no seu processo de aprendizagem, elas
o0 predispdem a ser 0 seu coautor, dentro de um projeto pessoal.

Ocorre ainda uma quinta situacdo — a de institucionalizagdo —, em que a
institucionalizacdo do saber é destinada a estabelecer convengdes sociais e a intencdo do
professor é revelada. O professor, ai, retoma a parte da responsabilidade cedida aos alunos,
conferindo-lhes o estatuto de saber ou descartando algumas producgées dos alunos e definindo,
assim, os objetos de estudo por meio da formalizacio e da generalizacio. E na
institucionalizacdo que o papel explicito do professor é manifestado: o objeto é claramente
oferecido ao aluno. H4, portanto, uma real aprendizagem, reconhecida pelo professor.
Brousseau (2008, p. 21) pondera que o papel da institucionaliza¢do ¢é “prover sentido de um
saber”.
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O foco sobre a Teoria das Situacbes Didaticas deve privilegiar os procedimentos
adotados dentro das situacdes de devolucdo, de acdo, de formulacéo, de validacéo e, finalmente,
de institucionalizacdo. O professor, obedecendo aqueles procedimentos, ndo fornece, ele
mesmo, a resposta, fazendo com que o aluno participe efetivamente da elaboragéo da cognicéo.
O aluno pode, entdo, desenvolver novos saberes com base em suas experiéncias pessoais, com
sua propria interagcdo com o meio.
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