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Resumo

Queiroz, Fabiana Moura de. Um Estudo sobre Construcoes dos Niimeros Re-
ais. Goiania, 2015. 114p. Dissertacdo de Mestrado. Mestrado Profissional em
Matematica em Rede Nacional, Instituto de Matematica e Estatistica, Universi-
dade Federal de Goias.

O objetivo central deste trabalho € apresentar a sutil passagem dos nimeros racionais aos
nimeros reais, utilizando uma constru¢do via Cortes de Dedekind e outra por sequéncias
de Cauchy. Apresenta-se uma constru¢do dos nimeros racionais por classes de equivalén-
cia, para que o leitor tenha um alicerce que sirva de apoio para um bom entendimento das
construgdes propostas dos nimeros reais. Utiliza-se o método axiomadtico para as constru-
coes que sdo feitas sobre nimeros reais, com o intuito de mostrar a existéncia de um corpo
ordenado e completo e caracteriza-lo. Discute-se ainda, e de uma forma mais sintetizada,

0s nimeros reais e a sua aplicacdo com alunos de ensino fundamental e médio.

Palavras—chave
Numeros reais, Numeros racionais, Construcao, Cortes de Dedekind e Sequén-

cias de Cauchy.



Abstract

Queiroz, Fabiana Moura de. <A study on Construction of the Real Numbers>.
Goiania, 2015. 114p. MSc. Dissertation. Mestrado Profissional em Matemadtica
em Rede Nacional, Instituto de Matematica e Estatistica, Universidade Federal
de Goias.

The main objective of this paper is to present the subtle passage of rational numbers to the
real numbers, using a construction via Dedekind cuts and other by Cauchy sequences . We
present a construction of rational numbers by equivalence classes, so that the reader has a
foundation that serves as a support for a good understanding of proposed constructions of
real numbers . We use the axiomatic method for buildings that are made on real numbers,
in order to show the existence of an orderly and complete field and characterize it. It
is also discussed, and a more synthesized form, the real numbers and its application to

elementary and high school students.

Keywords
Real numbers, Rational numbers, Construction, Dedekind cuts and Cauchy

sequences.
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CAPITULO 1

Introducao

A invabilidade na conjectura da comensurabilidade de todas as grandezas, isto é
a descoberta de grandezas incomensuraveis feitas pelos pitagoéricos, quando por exemplo
foi provado que a diagonal e o lado de um quadrado ndo admitem uma unidade em
comum, representou um momento de crise na Matematica, que posteriormente levou os
matematicos a avangos prodigiosos. Assim surgiu a necessidade dos nimeros que ainda
ndo existiam e que hoje denominamos nimeros irracionais.

Os pitagoéricos admitiam que tudo dependia dos ndmeros inteiros, "o nimero
rege o universo'e a teoria pitagérica das grandezas se baseava na crenca de que duas
grandezas quaisquer semelhantes seriam comensurdveis, inclusive a teoria pitagérica das
proporg¢des, com todas as suas consequéncias advinha deste fato e, com a descoberta dos
incomensuraveis, ficou claro que isso nem sempre seria possivel, deste modo a teoria
pitagdrica das proporcdes se limitariam a grandezas comensuraveis, 0 que comprometeu
sua teoria geral. Além disso, caiu por terra a filosofia de que o nimero seria o fundamento
de todos os fendmenos naturais, uma vez que nem sequer eram suficientes para exprimir
a razdo de dois segmentos quaisquer.

Assim por algum tempo houve grande empenho no sentido de nunca divulgar a
questdo da existéncia destas grandezas, ora denominadas "inexprimiveis", ora denomina-
das "seres disformes", para assim nao deferir um golpe sobre a obra de Pitdgoras e sobre
a filosofia pitagérica. "Tao grande foi o escandalo 16gico que por algum tempo se fize-
ram esfor¢os para manter a questdo em sigilo. Conta a lenda que o pitagérico Hipaso (ou
talvez outro) foi langado ao mar pela acdao impia de revelar o segredo a estranhos ou (de
acordo com outra versdao) que ele foi banido da comunidade pitagérica, sendo-lhe ainda
erguido um tdmulo, como se estivesse morto."[10].

Esta crise influenciou o destino da propria matemadtica grega, de modo que
esta tentativa de estabelecer relagdes entre o descontinuo da Aritmética e o continuo
Geométrico (a passagem dos nimeros naturais, 1, 2, 3, ..., aos pontos, que na linha reta se
sucedem, sem lacunas e sem saltos) foi abandonada por muitos matematicos gregos que
se seguiram.

Incentivados pela caréncia de uma estruturagdo algébrica das grandezas os



17

gregos utilizaram um modo de falar em igualdade de razdes mesmo no caso de grandezas
incomensuraveis, desenvolvendo a partir dai a Teoria das Propor¢des, que s6 dependia
dos nimeros naturais. Uma defini¢do que permitiu dar demonstracoes satisfatérias dos
teoremas sobre proporcoes e resolvendo em partes o problema da incomensurabilidade foi
atribuida a Eudoxo (408 — 355a.C). Eudoxo de Cnido era discipulo de Platdo e tornou-se
0 mais célebre matematico e astronomo de seu tempo.

Naquela época ainda ndo havia um conceito especifico de razdo, os gregos
pensavam em razao como uma espécie de relagdo de tamanho entre grandezas de mesmo
tipo (do mesmo tipo no sentido que por exemplo drea nao pode ser comparada com
volume).

A definicdo de Eudoxo é dada a seguir.

Definicao 1.1 Sejam A, B,C e D grandezas de mesmo tipo (segmentos, dreas ou volumes),
diz-se que A estd para B assim como C estd para D se, quaisquer que sejam os niimeros
naturais m e n, sempre que mA < nB, entdo mC < nD; ou mA = nB, entdo mC = nD; ou
se mA > nB, entdo mC > nD.

Observemos que no caso comensurdvel dizer que A estd para B assim como C
estd para D é equivalente a mA = nB, entdo mC = nD. No caso incomensuravel isso nao
ocorre.

A defini¢do de Eudoxo estéd longe das definicdes de numero real dadas posterior-
mente no século XIX, mas sem divida foi um passo nesta direcdo, além de parcialmente
sanar a crise da incomensurabilidade.

A partir do século XIII a Algebra comegou a se desenvolver. Mas foi em meados
do século XIX que a necessidade de uma defini¢do formal de nimero real comecou a
surgir e durante a segunda metade do século XIX vdrios artigos e livros foram publicados
a respeito da definicio de numero real inclusive com investigagdes de funcdes reais
baseadas nessa definicao.

Abordagens distintas surgiram a cerca da construcao e da defini¢do de nimero
real. Mas as teorias que permaneceram € que se tornaram mais conhecidas nos nossos
dias foi a de Dedekind, e a de Cantor.

Richard Dedekind (1831 — 1916) estudou em Géttingen, sendo entdo aluno
de Gauss e Dirichlet. No inicio de sua carreira de professor em Zurique em 1858,
quando ensinando Célculo Diferencial, pela primeira vez percebeu a necessidade de um
tratamento cientifico acerca do conceito de continuidade, ao tentar provar que uma fungao
crescente e limitada tem limite, a partir dai foi conduzido a reconsiderar todo o problema
da defini¢do de nimero real.

Refletindo sobre a questdo do que hd na grandeza geométrica continua que a

distingue dos nimeros racionais, e tendo em vista as ideias de Galileu e Leibniz sobre a
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continuidade de pontos sobre uma reta, Dedekind observou e concluiu que o fundamento
da continuidade de um segmento de reta se deve a natureza da divisdo dos pontos em
duas partes por um ponto sobre o segmento. Assim, em toda divisdo dos pontos de um
segmento de linha reta em duas partes de tal forma que todo o ponto da primeira classe
estd a esquerda de todo o ponto da segunda, existe um e um sé ponto que produz esta
decomposicdo de todos os pontos em duas classes.

Em 1887, Dedekind escreve:

...e se interpretarmos nimero como razao de duas grandezas, ha de se
convir que tal interpretacdo ja aparece de maneira bem clara na célebre
definicdo dada por Euclides sobre igualdade de razdes. Af reside a
origem de minha teoria (...) € minhas outras tentativas de construir os
fundamentos dos nimeros reais[20, pag.57].

Deixando entdo claro que seu estimulo para a sua constru¢ao de nimeros reais,
foi buscada na teoria das proporcdes de Eudoxo. Inspirado na definicdo de Eudoxo,
Dedekind notou que a sua defini¢do levava a separacdo dos ndmeros racionais em dois
conjuntos D e E de nimeros racionais, tais que todo nimero do conjunto E, ¢ menor do
que todo nimero do conjunto D, existindo um e somente um nimero que produz este
"corte", ou corte de Dedekind. Se £ tem um maior elemento (mdximo) ou se D tem
menor elemento (minimo), o corte define um nimero racional; mas se £ nao tem um
maior elemento € nem D um menor elemento, entdo o corte define um nimero irracional.

Dedekind observa que os niumeros racionais pode ser estendido de modo a formar
um continuo numérico, pois a adjuncdo dos irracionais aos racionais preencheria as
lacunas de descontinuidade que existiam no conjunto dos nimeros racionais, formando
assim um conjunto, ora denominada por conjunto dos nimeros reais.

Georg Ferdinand Ludwig Philipp Cantor nasceu em Sdo Peterburgo, Russia em
1845. Em 1856 sua familia mudou-se para a Alemanha onde continuou seus estudos em
filosofia, fisica e matematica. Estudou em Zurique, Gottingen e Berlim, onde teve grande
influéncia de Weierstrass. Doutorou-se na Universidade de Berlim em 1867. Desenvolveu
sua carreira no ensino na Universidade de Halle, pequena escola sem grande prestigio.
Com 29 anos, Cantor casou-se e na sua lua de mel em Interlaken, conheceu e se tornou
amigo de Richard Dedekind, que havia publicado sua teoria dos irracionais em 1872, dois
anos antes de se conhecerem. No mesmo ano, 1874, Cantor publicou um de seus artigos
mais revoluciondrio a respeito de teoria dos conjuntos e teoria do infinito.

A partir dai, partindo do pressuposto de que os racionais sdo conhecidos com
todas as suas propriedades, Cantor criou uma abordagem dos numeros irracionais utili-
zando a no¢do de sequéncia de Cauchy de nimeros racionais, isto €, uma sequéncia de
nimeros racionais x,xy,...,Xp, ... com a propriedade de que para dado qualquer racional
r > 0 existe um natural n; tal que |x, — x,,| < r para todo m,n > n;. Ele associou a toda

sequéncia de Cauchy um nimero real, usando a ideia de convergéncia.
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Tendo percebido que sequéncias de Cauchy podiam convergir para 0 mesmo
numero, Cantor definiu uma relacdo de equivaléncia entre duas sequéncias de Cauchy,
desta maneira, x, € y,, sequéncias de Cauchy, sdo equivalentes se x, —y, — 0 e assim
as organizou em classes de modo que duas sequéncias pertencem a mesma classe se, e
somente se, elas sdo equivalentes. Entao todo niimero racional r estd associado a classe a
qual pertence a sequéncia onde seus termos sdo todos constantes iguais a r. Porém muitas
das classes escapam dessa associa¢do, e dai Cantor postulou que estas classes originam
os numeros ora denominados nimeros irracionais.

Analisando geometricamente, podemos associar a cada numero racional um
ponto da reta euclidiana, porém, existem pontos da reta que ndo t€m associado nenhum
ndmero racional. O processo de completamento de (Q consistird em enxergar cada racional
como limite das seqiiéncias convergentes em (Q, completando a reta com as sequéncias de
Cauchy que ndo convergem em Q, isto €, a cada "lacuna"sobre a reta depois de fixados os
ndmeros racionais estd associada alguma seqiiéncia de Cauchy de racionais.

O Capitulo II sera reservado a constru¢do dos nimeros racionais usando classes
de equivaléncia, a fim de obtermos um melhor embasamento para em seguida, nos dois
capitulos posteriores, apresentar as constru¢do do conjunto dos nimeros reais de duas
maneiras distintas. Neste sentido, sera considerado como conhecidos os nimeros inteiros
e suas propriedades.

No Capitulo III faremos a constru¢do dos ndmeros reais usando a nogao de
cortes de Dedekind. Iniciaremos com a idéia de corte, em seguida vamos mostrar que
todo nimero racional determina um corte, porém nem todo corte em (Q define um nimero
racional. Assim para ampliar o campo numérico utilizaremos o postulado, como Dedekind
o fez, de que todo o corte define um nimero real. Com este intuito definiremos o conjunto
de todos os cortes possiveis em (Q e mostraremos que este conjunto possui a estrutura de
um corpo ordenado completo e assim o conjunto desses cortes define R, o conjunto dos
ndmeros reais.

O Capitulo IV por sua vez, serd dedicado a constru¢do dos numeros reais,
utilizando o método criado por Cantor, de constru¢cao dos nimeros reais via sequéncias
de Cauchy, mostrando a constru¢do de um corpo ordenado que estenda QQ e no qual toda a
sucessao de Cauchy seja convergente. Por este processo identificamos toda sequéncia de
Cauchy de nimeros racionais com o nimero para o qual ela converge.

Ap6s ter sido realizada, a constru¢do do conjunto dos nimeros reais, sentimos
a necessidade de falar sobre a abordagem deste conjunto, em particular dos nimeros ir-
racionais, em sala de aula. Com esse intuito o capitulo V, traz de modo sucinto, algumas
questdes sobre o0 universo dos nimeros reais no sentido do processo de ensino aprendiza-
gem, para que sirva de reflexdo para discussdes a cerca da dificuldade e necessidade de

um ensino de modo satisfatério dos nimeros reais no ensino fundamental e médio.



20

As notas histdricas contidas na introdu¢do tem como referéncias [2, 10, 12, 20].



CAPITULO 2

Construcao do Conjunto de Numeros Racionais

via classes de equivaléncia

Este capitulo trata dos nlimeros racionais a partir dos nlimeros inteiros e suas
propriedades, que aceitaremos como conhecidas, utilizando o conceito de relagdo de

equivaléncia e serd baseado em estudos contidos em [7, 9, 18].

2.1 Classes de equivaléncia

A divisdao nem sempre € possivel no conjunto dos ndmeros inteiros. Para comple-
tar a operacdo de divisdo, se torna necessario a constru¢ao um novo conjunto numérico
o qual é denominado conjunto dos niimeros racionais. Vamos inicialmente definir uma

relacdo de equivaléncia no conjunto Z x Z*.

Definicdo 2.1 Seja 7" = {m € Z|m # 0}, definiremos a relacdo ~ sobre 7. x L* =

{(m,n)|m € Z e n € Z*} como a relagdo que satisfaz
(m,n) ~ (p,q) se, e somente se, mq = np.

A relacdo ~ € uma relacdo de equivaléncia, como mostra a proposicdo a seguir.

Proposicao 2.2 Seja ~ como na Definigdo 2.1 entdo sdo vdlidas as seguintes proprieda-

des:
(i) Reflexiva: (m,n) ~ (m,n), para todo (m,n) € 7 x Z1*;
(ii) Simétrica: (m,n) ~ (p,q) = (p,q) ~ (m,n) para todos (m,n),(p,q) € Z x Z*;

(iii) Transitiva: (m,n) ~ (p,q) e (p,q) ~ (r,s) = (m,n) ~ (r,s) para todos
(m,n),(p,q),(r.s) € Zx L,

Demonstracao.

(i) Temos que se m € Z e n € Z* entdo mn = mn e dai (m,n) ~ (m,n).
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(ii) Se m,p € Z e n,q € Z*. Entao (m,n) ~ (p,q) implica mqg = np e pela propriedade

comutativa dos nimeros inteiros pn = gm. Logo, (p,q) ~ (m,n).

(iii) Suponhamos que (m,n) ~ (p,q) e (p,q) ~ (r,s) entdo mq = np e ps = qr. Como
m,p,r € Z e n,q,s € Z* podemos multiplicar de ambos os lados da igualdade
mq = np por s e da igualdade ps = gr por n, obtendo entdo mgs = nps e psn = grn,
ou seja gms = nps e nps = qnr, assim gms = gnr. Por g # 0, é vdlida a lei do

cancelamento, entdo ms = gn. Donde (m,n) ~ (r,s).

Esta proposicdo garante que ~ € realmente uma relacdo de equivaléncia.

Definicdo 2.3 A classe de equivaléncia a qual pertence o par ordenado (m,n) € 7 x Z*

serd denotada por %, isto é,
m * *
— = A00y) €ZXL7|(x,y) ~ (m,n)} = {(x,y) € Z X Z|nx = my}.

Exemplo 2.4
g — {(xy) € Zx ZF2x = 3y} = {(3,2), (=3,—2), (6,4, (—6,—4), .}

Proposicao 2.5 (Propriedade Fundamental das Fracées.) Se (m,n) e (r,s) pertencem a
7 X 7.* entdo,

Demonstragao.

(=) Pela Definigdo 2.3 se (x,y) € “ entdo (x,y) ~ (m,n). Mas 7 = %, logo
(x,y) € § edaf (x,y) ~ (r,5). Pela transitividade da relagdo de equivaléncia item (iii) da
Proposi¢do 2.2, temos (m,n) ~ (r,s).

(<) Sabemos que (m,n) ~ (r,s) entdo ms = nr, onde m,r € Z e n,s € Z".

. m__r : m el m
Precisamos mostrar que 7 s € para isto basta ver que n - s € 5 C n

o T C1.
Seja (x,y) € . Entdo (x,y) ~ (m,n) e dai xn = ym, onde x,m € Z e y,n € Z*.
Multiplicando ambos os lados da igualdade xn = ym por s obtemos xns = yms. Por
hipétese ms = nr, que quando multiplicado de ambos os lados da igualdade por y
nos d4, yms = ynr. Assim xns = ynr e daf pela lei do cancelamento vélida para os
nimeros inteiros, como n # 0, xs = yr, donde (x,y) ~ (r,s). Portanto (x,y) € £.

e © C °. Andlogo ao caso anterior.
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Definicao 2.6 O conjunto de todas as classes de equivaléncia dadas por ~ sobre 7. X 7.*

serd denotado por Q e denominado conjunto dos niimeros racionais. Assim,
m
Q:{— (m,n)EZXZ*}.
n

Observacao 2.7 Dois elementos a,b € Q admitem infinitas representacdes de denomina-

dores iguais. De fato, se a =" e b= ¢, onde m,r € Z en,s € " entdo a= "7 = 7" e

b=t =" pois m(ns) = n(ms) e r(ns) = s(nr).

Observado que todo elemento x € Q admite infinitas representagdes, vamos agora definir
as operagdes de adicao e multiplicacao, além da relacdo de ordem de modo que tenham

sentido independente dos representantes escolhidos.

2.2 Adicao em Q

Definicdo 2.8 Sejam a = 7,b = { € Q. Denominaremos soma de a com b e indicamos

a+b o elemento de Q definido por,

ms rn  ms+rn
at+tb=—+—=—-—.
ns ns ns

A operagao que a cada elemento par de elementos a,b € (Q associa um elemento
a+b € Q é chamada adicéo.
A adicao € uma operacdo bem definida, isto é, independe dos representantes das

respectivas classes para definir a e b € Q, como podemos ver na seguinte proposic¢ao.

Proposicio 2.9 A adigdo estd bem definida, ou seja, sea=" = 5€Qeb=1{ = fp €Q,

~ m r _ ¢ e
entao z—f-}—g—f—?

Demonstracd@o. Como % = 5 e § = % entdo, md = nc e rf = se. Multiplicando ambos
os lados da igualdades, md = nc e rf = se por sf e por nd respectivamente, obtemos
mdsf = ncsf e rfnd = send. Somando membro a membro as duas tltimas igualdades
obtemos,

mdsf+rfnd =ncsf +send < df(ms+nr) =ns(cf+ed)

0 que garante

ms+nr cf+ed . , m r
= , Istoé, —4+-=—-+

ns df n o s

PN
|0
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Mostraremos agora que a operacao de adi¢cdo satisfaz as propriedades associa-
tiva, comutativa, existéncia de elemento neutro, existéncia do oposto e a lei do cancela-

mento para a adigdo.

Proposicao 2.10 Sejam a,b e c € Q. A adicdo satisfaz as seguintes propriedades:
(A1) Associativa: (a+b)+c=a+ (b+c)

(A2) Comutativa: a+b=>b-+a

(A3) Existéncia de elemento neutro: Ya € Q 30 € Q tal que a+0=a.

(A4) Existéncia de oposto: Dado a € Q existe b € Q tal que a+b = 0.

(AS) Lei do cancelamento da adi¢do: a+b=c+b < a=c.

Demonstracao.
(A1) Sejama,b,c€ Qentdoa=2b==%c=L comm,rtecZen,s,uecZ"
(a+b)+ <m+r>+t ms+rn t  (ms+rn)u+tns
a c = J— — — = — =
n s u ns u nsu
msu—+rnu)+tns  msu—+ (rnu—+itns m ru-+ts
_ )+tns _ msu+( )_m,
N nsu N nsu T on su
m rot
= —+(——i——>:a—l—(b+c).
n s u

(A2) Sejama,b € Qentioa="7,b =%, emquem,r € Zen,s € Z*.

m r ms+rn rn+ms r m
at+b=—+-= — =—-—4+—=b+a
n s ns sn s n
(A3) Consideremos a classe de equivaléncia % = g = ..., que indicaremos por 0 apenas.

Entdo sendoa = € Q,

m 0 ml1+0n ml m
a+0:_+—: = = — =da
n 1 n.1 n.1 n

(A4) Dado a =" € Q, entdo m € Z e n € ZZ*. Tomando —m temos que —m € Z e dai
b= _7’” € Q. Além disso,

n
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(A5) Sejama,b,c € Qentdoa=",b="=% c="Londem,rt € Zen,s,u € Z*. Entdo,

ms—+rn B ts+ru

m r t r
atb=c+b & —+-=-+-<& =
nos u s ns us
& (ms+rn)us = ns(ts+ru) < msus+ rnus = nsts + nsru
& msus =nsts < msu=nst < mu=nt
m t
& —=- &S a=c.
noou

Observacao 2.11 O elemento neutro da adi¢cdo em Q definido na Proposicdo 2.10 item
(A3) € unico. De fato suponhamos que O e 0 pertencentes ao conjunto dos niimeros

racionais sdo tais que para qualquer a € Q, se tenha a+0=aea+0 = a. Dai,
a+0=a=a+0 = a+0=a+0 = 0=0

A ultima implicagdo é devido ao cancelamento da adigdo vdlido em Q como vimos na

proposicdo 2.10 item (AS5).

Observacdo 2.12 O elemento oposto definido na Proposigdo 2.10 item (A4) é tinico. De
fato, seja b € Q o oposto de a € Q. Suponhamos que b também seja oposto de a entdo,
b+a=0eb +a=0.Assim b+a=>b +ae pela lei do cancelamento da adig¢do em QQ

obtemos b =D .

Defini¢iio 2.13 Dado a =7 € Q. O oposto b= =" € Q tal que a+ b = 0 serd denotado

por —a.

Definicao 2.14 Se a, b € Q. A diferenca entre a e b, denotada por a — b é definida por
a+(—b).

Como (—b) € Q para todo b € Q. Entdo a operag@o que associa a cada par (a,b) € Q x Q
o elemento a — b € Q é de fato operagao bindria e ¢ denominada subtragao.

2.3 Multiplicacao em Q

Defini¢io 2.15 Sejam a ="}, b = { elementos de Q. Chamamos produto de a por b e
denotamos ab o elemento de Q definido por,
_mr _mr

ab=—-=—.
ns ns
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A operacdo que a cada a,b € QQ associa um elemento ab € QQ é chamada
multiplicacao.
A multiplicag@o de a € Q por b € Q ndo depende das particulares representagdes

que podem ser escolhidas para definir a € b como mostra a seguinte proposi¢ao.

Proposicao 2.16 A multiplicacdo em Q estd bem definida, isto é,

m ¢ ro e mr ce
v b = — = — b:—:— = —— = ——,
2beQ, nod°© s f ns df

Demonstragdo. Por hiptese 7' = S e © = %, logo md = nc e rf = se. Como m,c,r,e € 7

e n,d,s, f € 7Z entdo sdo vdlidas as propriedades dos inteiros para tais nimeros. Assim
multiplicando de ambos os lados as igualdades md = nc e rf = se por rf e nc respectiva-
mente temos que mdr f = ncrf e rfnc = senc. Logo mdrf = senc, ou seja, mrd f = nsce

50 Mr — ce mr __ce
eentaoﬁ_df.Donde“_df. ]

Proposicao 2.17 Sejam a,b e c € Q. A multiplicacdo satisfaz as seguintes propriedades:
(M1) Associativa: (ab)c = a(bc)

(M2) Comutativa: ab = ba

(M3) Existéncia de elemento neutro: VYa € Q 31 € Q tal que al = a.

(M4) Existéncia de inverso para todo elemento ndo nulo de Q: Dado a # %, a € Q, existe
b€ Q tal que ab=1.

(M5) Distributiva da multiplicagdo com relagdo a adigdo: a(b+ c) = ab+ ac.
(M6) Lei do cancelamento da multiplicacdo: N b# 9 =0, ab=chb < a=c.

Demonstracao.

(M1) Sejama,b,c€ Qentdioa=2b="%c="L comm,rtecZen,s,ucZ"

(ab)e =

mr) t  mrt  (mr)t

N

ns)u nsu  (ns)u
m(rt) mrt

n(su) nsu
- m(E) -

(M2) Sejama,b € Qentdoa=,b={,onde m,r € Zen,s € Z*.

mr mr rm rm
ns ns sn sn
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(M3) Consideremos a classe de equivaléncia % = % = ..., que indicaremos por 1 apenas.

Entdo sendoa =% € Q,
~-ml _ml _ m

al=——=—=—=a
nl nl n
Entdo existe o elemento neutro da multiplicag@o.

(M4) Dadoa ="' € Q, como a # % entdo b = ;- € Q. Além disso,

(M5) Sejama,b,c€ Qentdioa=2b="%c="L comm,rtecZen,s,uecZ"

n

O

n
mru+mts 1 mru+mts _ nmru-+mts

nsu 1 nsu n  nsu
n(mru+mts)  nmru-+nmts — mrou+ mins

n(nsu) nsnu nsnu
mr mt mr mt
JR— + —

ns nu ns nu
= ab+ac

,c:i,eaindab;«éo onde m,t € Z e

(M6) Sejam a,b,c € Q entdo a = %,b = s

n,r,s,u € 7*. Entdo,

© I~

mr tr mr tr

ns us ns us
mrus = nstr < mru = ntr
m t
mu=nt < — = —
n u

ab=cb

L O R

a=_~c.

Observacao 2.18 O elemento neutro da multiplicacdo em Q definido na proposicdo 2.17
item (M3) é uinico. De fato, suponhamos que 1 e ! pertencentes ao conjunto dos niimeros

. . ~ . / e
racionais sdo tais que para qualquer a € Q, se tenha al = a e al = a. Dai,

al=a=al = al=al = 1=1
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A dltima implicagdo é devido ao cancelamento da multiplicacdo vdlido em Q como vimos
na Proposigdo 2.17 item (M6)

Defini¢iio 2.19 O inverso de a # 0,a = %' definido na Proposi¢do 2.17 item (M4) serd

indicado por a™!.

Observacao 2.20 O inverso multiplicativo em QQ definido na Proposicdo 2.10 item (M4)

1

v . . J— J— / . ~ —
é unico. De fato, seja a e Qe a! €Q inversos de a € Q. Entdo a la=1 e

/ . —
aVa=1. Assim, a ! 1

/
11

a=a'ae pela lei do cancelamento da multiplicacdo em Q

obtemos a~

Outro fato importante a cerca dos inversos € que se a € b sdo nimeros racionais nao nulos
entio (ab)~! =a~'h~!. De fato

(ab)(a b Y =a(ba Yo' =ala'b)b™! = (aa (b7 b) = 1.
Proposicao 2.21 Sejaa € Q e b € Q*. Entdo existe x € Q tal que bx = a.

Demonstracdo. De fato, como b € Q*, entdo b possui inverso b~! € Q. Seja x = b~ lq,
entdo b~ 'a € Q. Da,
bx=b(b'a)= (b Na=1la=a

Definicdo 2.22 A operacdo de Q x Q* em Q que a cada par (a,b) € Q x Q" faz
corresponder o elemento ab~" em Q é denominada divisdo de a por b. O elemento ab™!

é chamado quociente de a por b e indicado por a : b.

entdo:

5 /2\7' 53

Como vimos nas Proposi¢des 2.10 e 2.17 sdo vdlidas as propriedades associativa,

Wl

Exemplo 2.23 a = % eb=

comutativa tanto para a adi¢do quanto para a multiplicacdo, existéncia de elemento neutro
aditivo e multiplicativo, existéncia de oposto na adicao e inverso na multiplicagdo, além da
propriedade distributiva da multiplicagdo com relag@o a adi¢do no conjunto dos nimeros
racionais. Assim o conjunto dos nimeros racionais possui a estrutura de corpo. Definicao

de corpo em B.11, Apéndice B.
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2.4 Relacao de ordem em QQ

Veremos nesta secdo que a relacdo de ordem que vamos definir satisfaz a
compatibilidade da ordem com relacdo a adi¢do e a multiplicagcdo. Com o intuito de provar
que Q possui a estrutura de um corpo ordenado arquimediano (ver Defini¢do em B.13 no
Apéndice B).

Antes de definirmos relagdo de ordem, observemos que se 7 € Q, entdo n pode

ser sempre tomado positivo, como mostra a seguinte proposicao.

Proposicao 2.24 Para todo (m,n) € 7 X Z* temos que:

—m m m —m

n —n n —n

(=m)(=n) =nm = —= = =
mn = (—n)(=m) = = =—=
—(m)(=n) = —(=m)n = —= = ——
Assim, o " .

O
Deste modo todo elemento x € Q possui sempre um representante com o denominador

positivo.

Definicdo 2.25 Sejam a = ' e b = | niimeros racionais em que n > 0 e s > 0. Dizemos

que a é igual a b e escreve-se a = b quando, ms = nr.

Defini¢fio 2.26 Sejam a = 7 e b = | niimeros racionais em que n >0 e s > 0. Dizemos
que a é menor do que ou igual a b e escreve-se a < b, quando ms < nr. Equiivalentemente

dizemos que a é maior do que ou igual a b e escreve-se a > b, quando ms > nr.

Defini¢fio 2.27 Sejam a =7 e b = | niimeros racionais em que n >0 e s > 0. Dizemos
que a é menor do que b e escreve-se a < b, quando ms < nr. Equivalentemente dizemos

que a é maior do que b e escreve-se a > b se e somente se ms > nr.

A defini¢do de "<"como em 2.26 nio depende dos pares ordenados escolhidos

para representar a € b como podemos ver na proposicao seguinte.
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Proposicao 2.28 A relacdo < estd bem definida, isto é,

geb:f: onden>0,d>0,s>0e f >0, —< - <8
S

m
b —_ — =
VabeQ, a " is7

o

Demonstragdo. Como 7> = S e | = ? entdo md = nc e rf = se. Por hipétese temos que
m r 7z
n S 5 dal,

(3

ms < nr msd < nrd (ao multiplicar ambos os lados da desigualdade por d > 0)

msdf < nrdf (ao multiplicar ambos os lados da desigualdade por f > 0)
(md)sf < (rf)nd
nesf < send (pois, md =ncerf = se)
csf < sed (pois,n>0)
f < ed (pois, s > 0)
— < —

d= f

(I O R

OJ

Verificaremos que < € uma relagdo de ordem total (ver Definicdo B.5 no
Apéndice B ) sobre Q. Além disso mostraremos que tal relacdo de ordem é compativel

com a adicdo e com a multiplicacdo de ndmeros racionais.

Proposicao 2.29 Sejam a,b,c elementos de Q e tomemos para cada um deles a repre-
sentagdo a="',b =" ec= i onde n > 0,5 >0 e u > 0. Entdo sdo vdlidas as seguintes

propriedades:

(01) Reflexiva: a < a;

(02) Anti-Simétrica: a<beb<a= a=b;

(03) Transitiva:a<beb<c=a<c;

(0O4) Boa Ordenagdo: a < boub < a;

(O5) Compatibilidade da relagdo de ordem com a adi¢do: a <b = a+c < b+c;

(06) Compatibilidade da relacdo de ordem com a multiplicacdo: a <bec>0= ac <
bc.

Demonstracao.

(01) a <a,poisa=""emn=nm.
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(02)

(03)

(04)

(05)

(06)

Sea<beb<aentio % < f e § < % Assim, ms < nr. E rn < sm ¢ pela propriedade

anti-simétrica dos nimeros inteiros temos que ms = nr, donde a = b.

Como a < be b <centdo % < § e § < 5, logo ms < nr. E ru < st. Multiplicando
ambos os lados da desigualdade ms < nr por u > 0 e da desigualdade ru < st por
n > 0 obtemos,

msu<nru e run < stn

e pela propriedade transitiva com relagdo a < nos nimeros inteiros,
msu < stn.
Mas como s > 0 temos que,

mu<tn = a<ec.

E 6bvio, pois para os nimeros inteiros temos que ms < nr ou nr < ms isto é,

ou

S 3

<

Y | N
Y | N

m
S_
n

edai a<b ou b<a.

Observemos que de a < b temos % < f e, consequentemente ms < nr. Multiplicando

ambos os membros de ms < nr por u.u > 0 obtemos,
msuu < nruu.

Agora somando a cada membro desta desigualdade o niimero inteiro nstu, temos

que
msuu + nstu < nruu + nstu
e dai,
mu —+ nt ru -+ st m t r t
su(mu+nt) <nu(ru+st) < < & —F-< -4,
nu Su n o u-_ s u

E assim,a+c<b+c.

Sabemos que a < b entdo % < f e consequentemente ms < nr. Multiplicando ambos

os membros de ms < nr por u > 0 obtemos,
(ms)u < (nr)u.

Agora como ¢ = - > 0 e por u > 0 entdo r > 0. Assim multiplicando cada membro

L
u
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desta desigualdade por ¢t > 0 temos que

(ms)(ut) < (nr)(ut),
ou,
(mt)(su) < (nu)(rt).

E assim,
mt rt
<

Donde, ac < bc.

OJ

Notemos que € vélida a tricotomia em Q pois dados a,b € (Q uma, e apenas uma,
das situagdes seguintes ocorre: ou a = b, ou a < b, ou b < a. De fato, a Proposi¢do 2.29
item (O4) impde que para quaisquer a,b € Q tem-se a < b ou b < a. Assim se a # b
entdo a < b ou b < a. Nao se pode ter simultaneamente a < b e b < a pois isto equivale a
(a<bea#b)e(b<aea+#b), doqueseseguea=>bea+#b.

Proposicao 2.30 Se a,b € Q com a < b, entdo existe c € Q tal que a < ¢ < b.

Demonstracdo. De a < b temos que:

at+a<a+beat+b<b+b

logo,
ata<a+b<b+b.
Mas,
ata=1la+la=(1+1)a=2a e b+b=1b+1b=(1+1)b=2b
assim,

2a<a+b<2b

Multiplicando os termos da desigualdade por % obtemos,

1 1 1 1 1 1 1
—(2 — —(2 -2 = =2 1. = 1.
2(a)<2(a+b)<2(b) = (2 )<2(a+b)<<2 )a:> a<2(a+b)< b

1
= a<§(a+b)<b.

Tomando ¢ = %(a + D) temos que a < ¢ < b. O
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As propriedades (O1), (02), (O3) e (O4) mostram que < € uma relacdo de ordem
total sobre Q. Por outro lado as Proposi¢des 2.10, 2.17, 2.29 nos itens (A1), (A2), (A3),
(Ad), M1), (M2), (M3), (M4), (M5),(01), (02), (03) e (O4) nos mostram que Q é um
corpo ordenado (ver definicao B.12 no Apéndice B ).

Proposicao 2.31 (Propriedade Arquimediana.) Se a e b sdo dois niimeros racionais

positivos, existe um inteiro positivo n tal que na > b.

Demonstracdo. Sejam a = % e b = :. Suponhamos que m > 1,p > 1,r > 1,5 > 1

elementos de Z, o que pode ser feito pois a e b sdo positivos. Segue, entdo que ms > 1
ou 2ms > 2 > 1. Multiplicando esta desigualdade por pr, temos que 2ms(pr) > pr.

Reescrevendo esta desigualdade da forma

m_r
2(pr)— > -
p s
ou seja,
2pra > b.
Como n = 2pr é um nimero natural temos que inteiro positivo n tal que na > b. O

Logo a relagdo de ordem em QQ é arquimediana.

2.5 Imersaode Z em Q

O objetivo desta secdo é definir uma fungdo que preserva as operagdes de adi¢ao
e multiplicagdo, além da relagdo de ordem que identifique cada niimero inteiro com um

namero racional.

Proposicio 2.32 Seja f : Z — Q, definida por f(m) = para todo m € Z. Entdo, para

quaisquer m,n € 7 vale:

() f éinjetiva: f(m) = f(n) = m=n;

(i) f(m+n)=f(m)+f(n);

(iii) f(mn) = f(m)f(n);

(iv) f € crescente.

Demonstragio.

(i) f ¢ injetiva pois,

mn
1

:¥ = ml=nl = m=n.
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(ii)) f(m+n)= f(m)+ f(n) uma vez que,

m+n ml+ln m

Flmm) = Tt = T = T D= f(m) + f(n).

(iii) f(mn) = f(m)f(n). De fato,

(iv) Basta ver que se m < n, entdo f(m) < f(n). De fato isso ocorre pois,

m<n =

m
— <
1=

= f(m) < f(n).

OJ
Esta proposicdo nos garante que em (Q existe uma copia de Z, assim cada m € Z pode

ser identificado com a sua imagem 7 através da fun¢do f e portanto Im(f) C Q e entdo
7 C Q.



CAPITULO 3

Construcao dos Niimeros Reais - Cortes de
Dedekind

O presente capitulo é dedicado a constru¢do dos ndmeros reais via cortes
de Dedekind, sendo apresentada a definicdo de cortes, mostrando alguns exemplos,
propriedades e proposi¢des que nos dardo mais familiaridade com o assunto, secio esta

que embasa-se em estudos presentes em [11, 17, 19, 20].

3.1 Cortes de Dedekind

Nesta secao vamos utilizar a noc@o de cortes de Dedekind para caracterizar o
conjunto dos cortes como um corpo ao definir neste conjunto: relacdo de ordem e duas

operagdes designadas adicdo e multiplicagdo.

Definicao 3.1 Diz-se que um subconjunto o0 C Q, é um corte de Dedekind, ou simples-

mente corte, se satisfaz as seguintes propriedades:

i a#0,

(ii)) Q\ o #0, ou seja o # Q,

(iii) Se p € o e g € um niimero racional com q < p, entdo q € Q,

(iv) Em o ndo existe racional mdximo. Em outras palavras, se p € Q, entdo existe g € Q.

com q > p.

Exemplo 3.2 O conjunto oo.= {p € Q | p < r}, onde r é um niimero racional qualquer é
um corte.
De fato,

(i) a#0, poisr—1€q.

(ii)) a £ Q umavezquer+1€Qer+1¢a.
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(iii) Sejam p e q racionais quaisquer, com p € 0. e ¢ < p. Assim, p < r e q < p donde
q < p <, isto significa que q < r e dai q € Q.

(iv) o ndo possui elemento de mdximo. De fato, seja p € O, mostraremos que existe s € O
tal que s > p. Tomando s = p + %, n € N*. Temos que s € Q,s > p. Mostraremos
que existe n € N* tal que s < r.
1 1 1

1
pt+—-<r=-<r—p= <n=n>
n n r—p r—p

Entdo basta tomar n € N*, n > ﬁ e dai teremos s < r, consequentemente s € Q.

Donde, o ndo possui elemento de mdximo.

Portanto oL é um corte.

Assim, provamos que qualquer nimero racional r efetua um "corte"ou separago
de todos os demais nimeros racionais no conjunto ¢ dos nimeros menores do que r € no
conjunto B dos nimeros maiores do que r o proprio r pode ser incluido como o menor
elemento de B.

Porém nem todos os cortes sdo produzidos por ndmeros racionais. O exemplo a

seguir nos mostra uma aplicagdo direta deste fato.

Exemplo 3.3 O conjunto oo =Q_J{p € Q | p*> <2} é um corte. Além disso, o conjunto
Q\ @ ndo possui elemento de minimo.
De fato,

(i) a#0, pois Q_ C o
(i) a#£Q pois5€Qe5¢a.
(iii) Sejam p,q racionais quaisquer, com p € 0. e g < p, devemos mostrar que q € Q.
Temos trés casos a considerar:
o SepeQ_eq<pentioqc Q_, consequentemente q € Q.
e Sep>0eq<0,entioqcd.
e Sep>0eq>0comq< pentdo q> < p?, mas p* < 2 (pois p € &) donde teremos

q* <2 e assim q € .

(iv) Para mostrar que O ndo possui elemento de mdximo, basta ver que se r € um niimero
racional positivo tal que rr <2, ou seja, r € Q, existe outro nimero racional s € Q.,

s > rtal que s* < 2.
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Tomando s = r + ,ll,n € N* temos que s > r. Precisamos descobrir n € N* tal que

52 < 2. )
1 I 1 1\ 1
52:(r+_) :r2+2r——|——2:<2r+—>——|—r2
n non nj)n

1\ 1 1\ 1
s2<2:>(2r+—)—+r2<2:>(2r+—)—<2—r2 (3-1)
n)n n,n

Precisamos resolver a inequacdo (3-1). Para resolvé-la observemos que n > 1 dai
% < 1. Assim,

1 1\ 1 1
(2r—|——> <2r+1= (2r+—) - <(2r+1) (3-2)
n n/n

n
Tendo em vista a inequacdo (3-2), e caso tenha solugdo a inequagdo
1 2
2r+1)—<2—r7,
n

a solugdo desta equacdo também serd solucdo de

1)1
<2r—|——) - <2—r
nj)n

presente em (3-1). Mas,

2r+1
2—p2’

(2r—1—1)%<2—r2:>n>
E evidente que qualquer n nessas condigcées teremos também s> < 2. De fato,
) < () ()
n 2r+1 2r+1 2r+1
= 2+ (;r__:j) (2r+ (;r__:j)) <rr+ (;r__:j) (2r+1) = P+2—r=2

22
2r+1

A ultima desigualdade é vdlida pois ( ) <1, (% < 1), e estamos supondo n > 1.

Portanto o ndo possui elemento mdximo.
(V) A seguir mostraremos que o conjunto B = Q\ o ndo possui minimo. Para isso

provaremos que se r é um niimero racional positivo com r> > 2, existe outro niimero

racional s < r tal que s> > 2.
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1

Seja s =r— ., comn € N*. Encontraremos n € N* tal que 52> 2.
2 2
1 1 1
szz(r——) :r2—2r—+<—)
n n n
Dai,
2 2
2 1 1 2
s2>2:>r2——r+(—) >2:»(—> —Es (3-3)
n n n n
Resolveremos a inequacdo (3-3). Observemos primeiro que n > 1, dai 0 < % <le
0< (%)2 <1, logo:
2
1 2 2
(—> IS 2 (3-4)
n n n

Tendo em vista a inequacdo (3-4), vemos que uma solugdo da inequagdo

2
B Y
n

caso exista também serd solugdo de (3-3). Resolveremos entdo a inequa¢do

2
——r>2—r2.
n
Observemos que,
2r>2 2 —2r> N <—2r:> - 2r
- —r ——>n=>n< ——s=n> .
n 2—1r2 2—1r2 r2—2

E claro que qualquer n € N* que satisfaca (3-4) também satisfaca n > ,22—12 também

é solugdo de s> > 2. De fato,

2
- () ) () ()
s& = r——| >|r—— =|r— =r°=2r
n =L 2r 2r
re—2
2
+

2
A ultima desigualdade é vdlida pois 0 < <r22;2> < 1.

Portanto B ndo possui elemento minimo.

Este exemplo nos mostra que o processo de encontrar a raiz quadrada de 2

conduz a separacao dos numeros racionais em dois conjuntos: o conjunto o das raizes
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quadradas aproximadas por falta (ai incluimos também o zero e os racionais negativos)
e o conjunto B das raizes quadradas aproximadas por excesso. No entanto, no conjunto
dos niimeros racionais este "corte"ndo possui elemento de separac¢io, pois como vimos o
conjunto o ndo possui maximo e nem o conjunto  possui minimo. Assim para Dedekind,
deveri ser criado um niimero no caso v/2 como elemento de separacio entre os conjuntos
desse "corte".

Observemos entdo que na Definicdo (3.1) se em o ndo existe racional maximo e
em Q \ o ndo existe racional minimo entdo a é um corte de Dedekind néo produzido por
ndmeros racionais.

Assim podemos visualizar que o conjunto dos nimeros racionais possui certas
lacunas, que pode ser interpretada como expressdo aritmética da descontinuidade. O
processo de Dedekind para constru¢do dos niimeros reais que descreveremos, preenche
essas lacunas, criando através de uma "completude" dos nlimeros racionais um conjunto
ao qual serd denominado conjunto dos nimeros reais, € ao conjunto dos nimeros criados
para preencher essas lacunas conjunto dos niimeros irracionais.

Nosso objetivo agora € mostrar que o conjunto dos cortes munido de operagdes
adequadas possui estrutura de um corpo ordenado. Introduziremos inicialmente uma
relagdo de ordem no conjunto dos cortes e provaremos a tricotomia para esta ordem, para
em seguida definir as operacdes adi¢do e multiplicacio de modo a conseguirmos provar
as usuais desses numeros preservando as mesmas nogdes ja existentes no conjunto dos

nimeros racionais e obter no conjunto dos cortes um corpo ordenado.

3.2 Arelacao de ordem

Vamos agora no conjunto dos cortes definir relagdo de ordem.

Definicdo 3.4 Sejam o e B cortes. Dizemos que Q. estd contido em P e indicamos por

o C B se qualquer p € o implica p € B.

Definicao 3.5 Sejam o e B cortes. Dizemos que o é menor do que ou igual ( respectiva-
mente, maior do que ou igual) a B e, indicaremos por o. < B ( respectivamente o. > ) se

o C B (respectivamente 3 C o).

Definicao 3.6 Dizemos que cortes . e [ sdo iguais, e escrevemos 0. = 3 se de p € o

resulta p € B e de q € P resulta q € a.. Caso contrdrio escrevemos O, # [3.

Definicao 3.7 Sejam o e B cortes. Dizemos que o é menor do que ( respectivamente,
maior do que) B, indicaremos por o < B ( respectivamente o. > ) se o C e o # P
(respectivamente 3 C oL e 0. 7# f3).
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Proposicio 3.8 Sejam o e B cortes. Entdo o < B se, e somente se, existe um racional

pEPral que p ¢ a.

Demonstragdo.(=) Por hipétese a0 < B isto é, a C B e o # . Como o # B, entdo existe
p € Ptal que p ¢ a.

(<) Agora sabemos que o e [ cortes e existe um racional p € 3 tal que p ¢ .
Assim fica evidente que o # . Como todo racional menor que p € B e o é um corte temos
que o C B. Logo a < B. O

Proposiciao 3.9 Seja o um corte e g um niimero racional, com q ¢ o, entdo p < q para
todo p € Q.

Demonstragdo. Suponhamos por absurdo que ¢ ¢ o, e que p > q. Pelo item (iii) da
Defini¢do 3.1 entdo terfamos g € a. Contradi¢do! Logo quando g ¢ o, entdo p < g para
todo p € a. 0

A proposi¢do a seguir mostra que vale a tricotomia com relacio a ordem definida.

Proposicio 3.10 Sejam o e B cortes. Apenas uma das trés possibilidades pode ocorrer:
(1) a<P
(2) a=p
(3) B<o.

Demonstragdo. Se (2) ocorrer entdo pela Defini¢ao 3.7 (1) e (3) ndo ocorrem.

Suponhamos agora que o # B e que (1) e (3) sejam validas. Como o < [ existe racional
ptal que p € B e p ¢ o. Por outro lado, vale também < o, entdo pela existe racional ¢
tal que ¢ € ate g ¢ B. Mas a e B sdo cortes entdo pelo item (iii) da Defini¢do 3.1 de cortes

temos que:

e pcPeg¢Presultap<gq,
e gcaepdaresultag < p.

Contradi¢do, pois p e g sdo racionais.

Mostramos que se o # 3, (1) e (3) ndo podem ocorrer simultaneamente. Prova-
remos entdo que se o # B (1) ou (3) deve ocorrer. De fato se o # 3 entdo, ou existe um
racional p € o tal que p ¢ P e neste caso B < o ou existe um racional g € B tal que p ¢ o
e neste caso o < f3. O

Outro fato importante a cerca da relacdo < € a propriedade da transitividade

devido a proposi¢do a seguir.
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Proposicio 3.11 Sejam o, ey cortes. Se o < e B <, entdo o < v.

Demonstragdo. Temos que o < B, entdo existe um racional p € f tal que p ¢ a.. Como
B <, existe um racional ¢ € y de forma que g ¢ B.
Observemos que de p € B e g ¢ B obtemos p < g. Mas p ¢ a entdo g ¢ a. Logo
gE€vyeq¢ a,donde o <.
0

Ap6s definida a relagdo de ordem € preciso definir a adicdo e a multiplicagao,
bem como mostrar que o conjunto dos cortes munidos dessas duas operacdes possui

estrutura de corpo. Isto serd feito nas se¢des seguintes.

3.3 Adicao no conjunto dos cortes

Definicao 3.12 Sejam o e B dois cortes quaisquer, a soma 0.+ B é o corte Y=o+ P =
{r=p+dqlpcaeqecp}.

Ap6s um defini¢do como esta, devemos inicialmente mostrar que 7y é realmente

um corte. Para isto provaremos a seguinte proposicao.

Proposicdo 3.13 Suponhamos que . e B sejam cortes. Entdoy=a+B={r=p+q|p €
oeq € P} éum corte.

Demonstracao.

Devemos mostrar 7 satisfaz os itens (1), (ii), (ii1) e (iv) da Definicdo 3.1.

(i) Y# 0. Basta ver que o e 3 sdo cortes, logo o # 0 e B # 0, isto é existem s € oL e u € 3,

assim s+u €.

(ii) Q\ vy # 0. De fato, sejam s e u racionais tais que s ¢ o e u ¢ B, isto ocorre pois o e
B sdo cortes o que resultade Q\ o #0 e Q\ B # 0, entdo s > p, paratodo p € oL e
u > ¢, paratodo g € B, donde s+u > p+q. Assim s+ u ¢ . Portanto Y ndo contém

todos os racionais.

(iii) Suponhamos que r € y e seja ¥ um numero racional, com u < r, devemos mostrar
que u € Y. Mas,
rey=r=p+q,pcaeqch.
ueQ=3ecQtalqueu=t+gq.
Sabemos que u < rentdot+qg < p+gq,isto é,t < p, entdo t € o.. Consequentemente
ue.
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(iv) Seja r € y qualquer. Logo r = p+ ¢, onde p € a e ¢ € B. Sabemos que em o ¢ nem
em P, ndo existe racional que seja maximo. Assim, se p € a, entdo existe s € o tal
que s > p. Por outro lado, se g € B, entdo existe € B tal quez > g. Como s € oL e
t€P,s+teyes+t > p+q. Portanto em Y ndo existe racional maximo.

O

Nosso objetivo agora € provar que a adi¢ao satisfaz as propriedades: associativa,
comutativa, existéncia de elemento neutro, existéncia de oposto e compatibilidade com a
ordem e para provar a propriedade de existéncia de oposto precisaremos do lema a seguir.

Antes porém, definiremos cota superior de o.

Definicdo 3.14 Seja o um corte. Dizemos que q ¢ o. é uma cota superior de O. se para

p < qtodo p € a. O conjunto de todas as cotas superiores de Q. serd denominado M.

Lema 3.15 Sejam o um corte e r > 0 um racional dado. Entdo existem p € ., g € Mg, q

ndo é o minimo de My, denotado por min My, (caso exista), tais que g — p = .

Demonstragdo. Precisamos determinar p € o, g € My tal que g # minMy, comg—p =r.

Para isto seja s € o0 um racional qualquer, e, para cada n € N, seja s, = nr+s.
Agora consideremos 77 0 maior nimero natural n para o qual s; € O € sp4+1 € M. Temos
dois casos a considerar:

1° caso: sz € QL e 741 € My, onde s741 # minM. Tomando p = s7 € ¢ = 5741 temos,
g—p=@+Dr+s—(ar+s)=nr+r+s—nar—s=r.

2° caso: sz € A e sp+] = minMy, (que ocorrerd se minM,, existir). Considerando,

P =Si+t7zeq=sm11+ 5 edai

_ roo_ roo_ roo_ r
q—p:(n+l)r+s+§—(nr+s)+§:nr+r+s+§—nr—s—§:r

Proposicao 3.16 Sejam o, B, e Y cortes quaisquer. A adi¢do satisfaz as propriedades:
(A1) Associativa: (0.+B)+y=0a+ (B+7)

(A2) Comutativa: a+B=p+a

(A3) Existéncia de elemento neutro:3 um corte 0* tal que .+ 0* = Q..

(A4) Existéncia de oposto: ¥ corte . 3 um corte B tal que o+ = 0*.
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(AS) Lei do cancelamento: o.+Yy=B+y= o= p.

Demonstracdo.

(A1) re(a+B)+ysr=s+t,ondesco+Pereysr=(p+q)+t,ondepea,gef
et €Y< r=p+(q+t) (propriedade associativa dos racionais, ja que p, g e t sdo
racionais)< r € o+ (B+7)

A2) reoa+Ber=p+g,pcaegeB<sr=qg+p,pecaeqgcf (propriedade
comutativa dos racionais, jd que ¢ e p sdo racionais) < r € B+ .

(A3) Consideremos 0* = {p € Q | ¢ < 0}. Pelo exemplo 3.2 temos que 0* é um corte.
Vamos entdo provar que o+ 0* C a.
rea+0"=r=p+gcompcaeqge0 (istoéqg<0)=p+g<p=p+qc
o= r € .. Donde v+ 0* C .

Para mostrar que oe+ 0* = o basta mostrar entdo que o0 C oL+ 0*.

Sejareoereatal que s > r, o que é possivel visto que 0 ndo possui maximo.
Sejag=r—s.Logog<0,g€0"er=s+g¢q,dair € a+0*. Donde oo C v+ 0" e
portanto ot + 0* = q.

(A4) Seja oo um corte qualquer. Consideremos = {p € Q| — p € My e —p # minMy,.
Primeiramente vamos verificar que J é um corte. Onde My, o conjunto das cotas

superiores de o0 € min My, € o minimo de My,.

(i) B # 0. De fato, por o # Q, existe algum racional p tal que p ¢ . Nos podemos

assumir que p # minMy, pois é sempre possivel basta tomar p’ > p, entdo —p € B.
Logo B # 0.

(ii)) Q\ B # 0. De fato, por o # 0, existe algum p € awe dai p ¢ M. Logo p ¢ .

(iii) Se p e ¢ sdo racionais com p € B e g < p, devemos mostrar que g € 3. Mas, p €
significa que —p € My e —p # minMy, isto é —p ¢ a. E de p < ¢, obtemos
—g > —p,donde —q € My e —q # minMy,. Assim g € B.

(iv) Provaremos agora que 3 ndo possui elemento maximo.

Seja p € B3, precisamos mostrar que existe s € 3 tal que s > p. Como p € B, —p € My,

e —p # minMy, entdo existe um racional ¢ tal que —¢ < —pe —q ¢ q.

Tomando s = p—? temos —g < —s < —p donde —s € My, mas —s 7# minM, entdo,

s> pes € P, como queriamos.

Verificaremos agora que o+ 3 = 0*. Para tal separaremos em dois casos:
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Caso1l : o+ C0*.
Seja p € .+, entdo p =r+s,onde r € ave s € B. Donde —s ¢ o(—s € M), logo
r < —s, e assim r+s < 0. Portanto, p € 0*.

Caso2 : 0" C o+ .
Seja p € 0*. Entao p < 0, ouseja —p > 0. Pelo Lema 3.15 existem s € ot e r € My,
r # minMg, tais que r —s = —p oque nos dd s+ (—r) = p. Como —r € Be s € a,
entdo p € oL+ P.

Provando assim que o+ = 0*.

(A5) Mostraremos que a.+7= B+ yimplica a = 3. Seja p € o entdo existe r € ot + 7y tal
quer=p+gq,pcaeqcy Masa+7y=p+Y, dai existe s € B tal que r =s+g¢,
coms € Beq €Y. Entido p+ g = s+ ¢, que pela lei do cancelamento valida para os

racionais, obtemos p = 5. Logo p € B. Deste modo mostramos que o C 3.
O caso B C o € andlogo ao caso o C .

Portanto o0 = 3.

Observacdo 3.17 O elemento neutro da adigcdo definido na Proposi¢do 3.16 item (A3) é
tinico. De fato, suponhamos que 0%, tal que .+ 0* = o ndo seja tinico. Seja entdo "y outro

corte tal que 0L+7Y = Q..
Yto=a=7y+o=0"+a=y=0"
A ultima implicagdo é devido a lei do cancelamento 3.16 item (AS)

Observacdo 3.18 O elemento oposto da Proposi¢do 3.16 item (A4) é inico. De fato

suponhamos que exista outro corte Y tal que 0.+ 3 = 0% e a.+7y = 0*. Assim,
B=0"+B=(a+V)+B=(+o)+P=7+(a+B)=y+0" =7

Definicao 3.19 Designaremos por —a. o corte  da Proposi¢do 3.16 item (A4).

Proposiciao 3.20 Sejam o, B e 'y cortes quaisquer. Se o. < B entdo o +y < B+Y.

Demonstracdo. Observemos que outra maneira de exprimir a Definicdo 3.7 € dizer que
a < B < acp. Logo,
pEUA+Y=p=qgtrgecoercy.
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Sabemos que, o < Bentdo: g€ =g € P. Assim, p=qg+r,gqcPerecy.Logopecp+y.
Provando que, se o < B entdo ot +y < B+7.

OJ
Mostramos que o conjunto dos cortes munido da operacdo adicdo € um grupo aditivo
abeliano, uma vez que satisfaz as propriedades associativa, comutativa, existéncia de
elemento neutro, existéncia de oposto aditivo. Além disso, vale a compatibilidade da

adi¢do com relacdo a ordem como vimos na Proposicao 3.20.

3.4 Multiplicacao no conjunto dos cortes

Definiremos agora a multiplicagdo no conjunto dos cortes e provaremos algumas

propriedades a seu respeito.

Proposicio 3.21 Se o e B sdo cortes tais que o. > 0* e B > 0* entdo

Y=Q_-U{r=pg|peca,geP,p>0,q>0}
é um corte.

Demonstragao.

(i) y#0, pois Q_ C a.

(i) Como o e P sdo cortes existem racionais p e g tais que p ¢ ove g ¢ B Assim:
Vs € a.com s > 0 teremos s < p
Vr € B comr > 0 teremos r < g,
entdo sr > pq para todo s € a,s > 0 e todo r € B,7 > 0 de modo que pg ¢ 7. Logo,

Q\v#0.

(iii) Sejam p e g racionais com p € Yy e suponhamos g < p, provaremos que g € Y. Temos

0s seguintes casos:
Caso 1. Se p <0 obviamente g < 0. Dai g €Y.
Caso2. Sep>0eqg<0,qgecypois,qgeQ_.

Caso3. Sep>0eg>0entiop=sucomscoeucf,s>0eu>0.De0<g<p=su
temos £ < u, assim 2 eBeZ>0,logo,g=sLcomseca,Lecf,s>0e>0.
Portanto, g € .

(iv) Para provarmos que y ndo tem mdximo, basta ver que para qualquer r € ye r > 0,

existe u € ycom u > r.
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reYy,r>0=r=pgondepeca,p>0,g€Peqg>0.Como a e[} sio cortes entio
ndo possuem mdaximos. Assim p € o, entdo existe s € ¢ tal que s > p. Por outro
lado, temos que g € 3 entdo existe r € B tal que t > g. Como p € o, p >0, € P e
q > 0,st € ye st > pg = r. Portanto em 'y ndo existe maximo.

Definicao 3.22 Sejam o, P cortes, com o > 0*e B > 0* definimos o produto de o por 3
por:
Q-U{pglp € o,q € B,p > 0,9 > 0}.

Para os outros casos possiveis de o e B temos que o produto de o por 3 apresenta-se de

forma natural como consequéncia da Defini¢cdo 3.22. Dai temos o seguinte:

Definicao 3.23 Sejam o, B cortes. Definimos o produto de o por B, para os demais casos,

como consequéncia da Definicdo 3.22 por:

0* se o=0" ou PB=0*
. 0* 0*
of = | se a< e B>
| se a>0" e P<O*
(—0).(—B) se a<0* e P<O*

Como podemos perceber através das Defini¢des 3.22 e 3.23, as provas das
propriedades usuais da multiplicacdo envolvem redug¢do para o caso em que 0s cortes
sdo maiores que 0*.

Para provar a existéncia do elemento inverso precisaremos do seguinte lema.

Lema 3.24 Sejam o > 0" um corte, r um niimero racional 0 < r < 1. Entdo existem

racionais p € te g € My, com p # minMy, caso My, admita minimo, tais que % =r

Demonstragdo. Seja s ¢ o. um racional qualquer. Como s ¢ a entdo s pode ser tomado tal
que s > 0. Para cada n € N, considere o racional s, = sr", que também serd maior do que
zero. Agora consideremos 7 0 maior nimero natural tal que sz € My, € 5741 € O. Temos
dois casos a considerar:

1° caso: s741 € A, sz € My onde sz # min M. Tomando, g = s € p = sz temos,

s/t gy
fr— — fr— — =7
sr’ st

SN

2° caso: s741 € O, Sz € My, onde s; = minMy. Considerando g = - e p = 5L temos
2

que:
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e g > minMy = sy pois,

0 r+1 ] 1 1 S5 M
<r<T< = ] >I = E>Sﬁ = g > minMy,.
2 2
E assim g € My,.
e p <minMy = sz pois,
r+1 1 1 S5 S5 st st .
O<r<—<1= —-> = 2> o > = s> s
2 r ﬂ r ﬂ r ﬂ
2 2 2
Donde p < minMy, e entdo g € M.
Além disso,
Sﬁ+11
n)
E = Szﬁ =r
q r+1

Portanto, sendo o > 0" um corte, » um ndmero racional 0 < r < 1, existem

racionais p € o e g € My, com p # min My, tais que ’7; =r 0

Proposicao 3.25 Sejam a, B, e Y cortes quaisquer. A multiplicacdo satisfaz as proprieda-
des:

(M1) Associativa: (o.f).y=o.(B.Y)
(M2) Comutativa: o.p = p.o

(M3) Existéncia de elemento neutro: Existe um corte 1* tal que a..1* = o, para todo corte
QL.

(M4) Existéncia de inverso multiplicativo: ¥ corte o # 0 existe um corte B tal que
op=1%

(M5) Distributiva da multiplicacdo em relacdo a adi¢do: o.(B+7Y) = o.p+ o.y.
(M6) Lei do cancelamento: Sendo Yy # 0, temos: o.Yy=B.y = a=
Demonstracao.

(M1) Caso1l : o >0"B>0"ey>0"
Para mostrar que (a.f3).y = a.(B.y) mostraremos que (a.).y C a.(B.y) e que

o.(B.y) C (a.B).y.
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o (B)yCo(By)
Seja r € (a.f).yentdo r € Q_ our=pg, compea.p, p>0,eqc
Y, ¢ >0, istonos dd r € Q_ our=(su)q, sea, ucpP, g€y, coms >
0, u>0, g > 0. Entdo se r € Q_ é claro que r € o.(B.y). Caso r =
(su)g, sea, ue€P, g€y onde s >0, u>0, g>0, temos pela
propriedade associativa dos nimeros racionais vélidas para s, u € g que
r=-s(uq), seo, ucpP, gy onde s>0, u>0, g>0. Donde
r € a.(B.y). Provando assim (a..).y C a.(B.y).

o a.(B.y) C (a.p).y
Seja r € a..(B.y) entdo r € Q— our=pg, onde pca, p>0, e g €
B.y, ¢ >0,istonosddr€ Q_our=s(uqg), se o, u€pP, g€y, ondes >
0, u>0, g > 0. Entdo se r € Q_ é claro que r € o.(B.y). Caso r =
s(ug), se o, uec P, gevy, ondes >0, u>0, g >0, temos pela
propriedade associativa dos numeros racionais vdlidas para s, u € ¢
que r = (su)q, s€a, ucP, g€y, ondes >0, u>0, g> 0. Donde
r € o..(B.y). Provando assim o.(B.y) C (o.).y.

Caso2 :a>0"B>0"ey<0*

Pela definicdo de multiplica¢io temos:

(a.B).y=—[(o.B)-(=V)] = —[ov.(B-(=¥))] = o.(B-Y)

A penultima igualdade é devido a propriedade associativa para cortes nos
quais o > 0%, > 0* e y > 0* provada acima.

Caso3 :a<0"p<0*ey<0*
Pela definicdo de multiplicagdo aplicadas a o e P temos que (o.) =
(—at).(—P), assim o produto (—a).(—p) > 0*. Logo:

(a.p).y= —[((=0).(=B))-(=V)] = = [(=)-((=B).(=1))] = a.(B-)

A penultima igualdade deriva da propriedade associativa para cortes provada

no caso 1.

Caso4 :a=0"B>0"ey<0*

Pela definicdo de multiplicagcdo temos:
(0.B).y=(0%.p).y=0"y=0"=0"(B.y) = a.(B.7)

A prova geral requer considerar todos os casos separados e seria demasiadamente

grande. Porém as provas seguem procedimentos andlogos aos que foram mostrados.
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Ficando os outros casos a cargo do leitor.
(M2) Separaremos casos:

Casol :a>0"ef>0"
Para mostrar que o.. = .., basta ver que o..p C B.at e que B.a C a.p.

o a.fC .0
Sejarco.p,entiorcQ_our=pq, pea, p>0,eqeP, ¢>0.Sere
Q- éclaroque r € B.a.. Agoraser=pgq, pea, p>0,eq<p, g>0, por
p € g serem nuimeros racionais temos que vale a propriedade comutativa
isto é, r =pq=gqp,dair=¢qp, g€ B, ¢g>0e peca, p>0.Donde
r € B.a. Assim o.f C B.o.

e B.aCa.p
SejareP.a,entiorc Q_our=qp, g€P, g>0epea, p>0.Se
reQ_éclaroque r € .. Agoraser=gqp,g€p,g>0epeca, p>0,
temos pela propriedade comutativa dos nimeros racionais validas para p
eqquer=gp=pq,dair=pq, pea, p>0,eqecp, g>0.Donde
r € a..3. Concluindo que B.o C a.p

Caso2 :a>0"e P <0*

Observemos que a pentltima igualdade é devida a propriedade comutativa

para o caso em que o, > 0% e B > 0*.
Caso 3 :a < 0* e B > 0* Prova andloga ao caso anterior.

Caso4 :a=0"
Pela definicdo temos:
oa.p=0".=0"=pB.0"

Caso 5 : =0*

Prova andloga ao caso o = 0.

(M3) Precisamos provar que o.1* = a.. Consideremos 1* = {x € Q|x < 1} e como foi

provado no Exemplo3.2, 1* é um corte. Separemos a prova em trés casos:

Caso1 : o> 0.

Provaremos a.1* C a e que o C a.1*. Onde o.1* = Q_U{rs|r € o,r >0 ¢
0<s<l1}.

o O.1" C
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Sejapea.l*. EntiopeQ_oup=rs,comrea,r>0e0<s<1.SepecQ_¢
claroque p € a.. Agorase p=rs,comreo,r >0e0<s<1,temosques<le
r>0,donde rs <roquenosdd p=rs € a. Assima.l* C .

e 0LC 1%

Seja p € a. Se p € Q_ € claro que p € a..1*. Por outro lado se p > 0 entdo existe
s €, com p <s.Assim p=sL € o.1* pois pea,p>0,2 <1ef>0. Logo
oCo.l*.

Portanto o..1* = o.

Caso2 : = 0"
Pela definicdo a.1* = 0*.1* = 0* = a..

Caso 3 : a0 < 0"
Como o < 0* pela definigdo o.1* = —[(—a).1*] = —[—a] = o..

Segue que para todo corte o, o.. 1% = a.

(M4) Suponhamos inicialmente que o > 0*. Consideremos o corte:
1 1 )
B:Q,U{pe(@]p>0,]—? EMael—?%mlnM(x}

Provaremos inicialmente que [ é um corte.

(i) p#0, pois Q_ C p.

(ii) Q\ P # 0. De fato, como a > 0*, existe algum racional positivo p € a., isto é p & M.
Mas p = 1. Isto significa que % ¢ B, garantindo Q\ B # 0.

P
(iii) Se p e g sdo racionais tais que p € B e ¢ < p, devemos mostrar que g € B. Se ¢ <0
entdo g € B. Por outro lado se ¢ > 0, ¢ < p entdo é > 117. Mas p € B entdo p > 0,
}U EMye % = min M. Como é > % teremos é EMgye é % minMy, e assim g € P.

(iv) Provaremos que P ndo possui elemento de maximo. Para isso devemos mostrar que

qualquer p € B conseguimos obter s € 3 tal que s > p.

Se p <0, claramente existe algum s € B com s > p pois B contém alguns nimeros
racionais positivos. Caso p > 0, e como p € [ teremos 117 €EMye % # min My, entdo
existe um numero racional r € My tal que r < %. Seja s um numero racional com
r<s< %. Entio s € My e s # minMy. Como s = % entio % € B. Além disso % >p

N

como queriamos.
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Assim provamos que 3 € um corte.

Verificaremos agora que o..p = 1* onde
1 1 )
BzQ_U{p€Q|p>O,I—) EMae;;&mlnMa}.

Para isso mostraremos que o.3 C 1* e que 1* C o.p3.
Caso1l : o> 0*
o LpCI”

Se a > 0* é 6bvio que B > 0*. Seja r € a.3, suponhamos r > 0 logo r = pgq, p >
0,g>0peaeqgep. Entio é EMgye é = min My, logo é > p, consequentemente
pg < 1,donde r = pg € 1*.

o 1"Co.f

Seja r € 1*. Se r <0, é claro que r € .. Suponhamos que 0 < r < 1. De acordo
com o lema 3.24 existem nimeros racionais p € & e ¢ € My, com g # minM,
tais que ’5’ =r, donde r = pé comp € e cl] € B. Provamos entdo que r € o.f.

Consequentemente 1* C o.3

Caso2 : o< 0*

Se a < 0%, entdo —o > 0%, logo existe B tal que (—at).p = 1%, porém (—a).p =
o.(—B). Assim, o..(—B) = 1*.

(M5) Provaremos que o.(B+7Y) = o.p+ o.y.

Caso1l :a>0"p > 0%y>0"
e a.(B+7Y) Ca.p+o.y

Sereo.(B+7v) er<O0entiorec a.p+a.y.
Sereoa.(B+y)er>0entdior=pgonde pcaege (B+7y),p>0eqg>0.
Mas, g € B+7vimplicag=s+rondes€ et €. Assimr= p(s+t) = ps+pt €
o.p+ 0.y pois, ps € a.p e pr € a.y. Logo a..(B+7v) C a.p+a.y.

e aft+ayco(B+Yy)

Serea.p+a.ycomr<O0entiorco.(f+7).
Se r € a.p+o.ycom r > 0entdo r = p;g+ pat, pararacionais p; € Q,, pp € o, g €
etey.
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Caso p; < p», entdo <%)q < g e daf (%)q € B. Mas, r = p1g + pat =
22 [(%) q+t} donde r € a..(B+7).
Caso p; < p; teremos, <5—?>t <t e entao (f;—?)r €Y. Mas, r = p1q+ pat =
P1 [q—k (i—;) t} garantindo que r € a..(B+7).

Caso2 :a>0"pB <0%y>0" onde B+7>0*

ay=a.[(B+Y)+ (—B)] = a.(B+7Y)+ o.(—P) que pelo caso 1 provado acima nos
da:

oy=oB+y)+a.(-B) = oay=o(P+y)—apf = a(p+y) =ay+op

Caso3 :a>0"pB <0%,y>0" onde B+7<0*
o.(—B)=a.[y+(—=(B+7v))] =o.y+a.(—(B+7)) que pelo caso 1 provado acima
temos que:

o.(—B) =oy+o.[-(B+Y)] = a(B+y)=ap+oy

Quando o > 0%, > 0%,y < 0, teremos dois casos: B+ 7> 0* e B+ < 0* cujas provas

sdo andlogas aos casos 2 e 3 respectivamente.

Caso 4 :o > 0%, < 0*,y< 0% onde B+y< 0
o.(—B) = a.[y+ (—=(B+7))] que pelo caso 2 provado acima nos oferece:

o.(—B)=ay+a.[-(B+Yy)] = —ap=ay—a.(B+y) = o.(Bp+y)=a.p+o.y

Nos casos em que um ou mais cortes € ou sao iguais a zero e também nos casos envolvendo
o < 0" a prova deriva imediatamente dos casos que foram provados e da defini¢do de
multiplicacdo no conjunto dos cortes.

Portanto o..(B+7Y) = o.p + a.y.

(M6) Provaremos o.Yy = .y = o = . Temos por hipétese que a.y = B.y entdo as
seguintes possibilidades podem ocorrer: a.y > 0* que garante .y > 0%, a..y < 0*

que garante .y < 0" e a.y = 0" que nos déa .y = 0*. Separemos em casos:

Caso 1 :o.y=B.y > 0* onde a0 > 0*, > 0%,y > 0*
Seja p € a, entdo existe r € oy tal que r = pg onde g € a. Mas o.y = P.y, dai
existe s € B tal que r = sq. Assim pg = sq que pela lei do cancelamento valida para

nimeros racionais nos dd p = s. Logo p € B, nos garantindo que a C .

A prova de que B C o € andloga.
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Caso 2 :o.y=B.y> 0* onde a0 < 0*, p < 0*,y< O*
Pela defini¢do 3.23 temos, o.y = (—).(—p) e B.y= (—B).(—7). Assim pela lei do

cancelamento provado para o caso 1, temos:
ay=By = (-a).(=B)=(-B).(=v) = o

Caso3 :B.y=a.y < 0" onde a0 < 0%, B < 0%, y > 0*. Pela definicdo 3.23 temos,
o.y=—[(—a).y] e B.y=—[(—B).y]. Assim pela lei do cancelamento provado para

o caso 1, temos:
ay=By = —[(-o).y]=—[(-B)Y = op

Caso4 :f.y= 0.y < 0" onde o > 0%, B > 0%, v < 0*. Pela definicio 3.23 temos,
o.y=—[o.(—y)] e B.y= —[B.(—7y)]. Assim pela lei do cancelamento provado para

o caso 1, temos:
oay=Ppy = —loa(-=p]=—B.(-v)] = ap

Caso 5 :0.y=p.y= 0" onde y # 0*.
oy = 0%, pela defini¢do 3.23 temos a0 = 0* ou Y= 0*. Mas Y # 0* entdo teremos
o = 0*. Por outro lado de B.y = 0* e através da defini¢do 3.23 temos que 3 = 0* ou
vy = 0%, como Y # 0 nos resta entdo § = 0*. Logo oo = 0* = 3.

Portanto vale a lei do cancelamento com relacdo a multiplicagdo. 0J

Observacao 3.26 O elemento neutro da multiplicagdo definido na Proposigcdo 3.25 item
(M3) é unico. De fato, suponhamos que 1%, tal que o..1* = o ndo seja vinico. Seja entdo Y

outro corte tal que 0.y = QL.
oy=0 = oy=o.l"=y=1"
A ultima implicagdo é devido a lei do cancelamento item (MS5) da Proposi¢do 3.25.

Observacao 3.27 O elemento inverso da Proposicdo 3.25 item (M4) é unico. De fato

suponhamos que exista outro corte Y tal que o.p = 1* e o..y = 1*. Assim,

B=1"B = (0u7).p= (v0).p=v.(B) = 7.I" =7

Definicdo 3.28 Designaremos por o~ o corte B da Proposicdo 3.25 item (M4),
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Proposicio 3.29 Sejam o, e 7y cortes quaisquer. Se o < e Y > 0* entdo a.y < B.y.
Demonstracdo.

Caso1 :a > 0%, > 0%, y> 0*

oy=Q_U{st|sea,reys>0r>0}

By=Q_U{uv|uecB,veyu>0,v>0}.

Sabemos que o0 < B entdo ot = 3 ou o < PB. Caso a0 = 3 temos,
pEA & peP
entao para qualquer g € 'y teremos
pqE Y < pq€P.y.

Logo a.y=B.y

Agora se o < 3 entdo existe ¢ € P tal que g ¢ o.. Assim para qualquer p € 'y teremos
que pq € B.ye pq ¢ a.y. Logo a.y < B.y.

Logo a.y < B.y.

Caso 2 :a0 < 0%, > 0*,y> 0*
Pela defini¢do de multiplicacéo, pelo caso 1 e por o < B temos:

—[(—o) ] < By = oy <B.y.

Caso 3 :a < 0%, < 0%,y > 0*

Pela defini¢do de multiplicacdo, pelo caso 1 e por o0 < [ temos:
=)y <=[(-=B)¥] = ay<P.y.

Caso 4 :o0= 0%, > 0*,y>0*

Pela definicdo de multiplicacao,

oay=0" = a.y=0" <P.y.
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Caso 5 :a < 0%, =0%,y> 0*

Pela definicdo de multiplicacao,

By=0" = a.y<0*=P.y.

Caso 6 :0=0*f=0%7y>0"

Pela definicdo de multiplicacao,

By=0"ea.y=0" = a.y<P.y.

Os outros casos € impossivel visto que a hipétese exige o < 3. Portanto se a < B e y> 0*
entdo oy < B.7. O

Com todas essas definicdes e propriedades correlatadas estabelecidas temos a
garantia de que o conjunto dos cortes € um corpo ordenado. Mais precisamente para as
operacdes de adicdo e multiplicacdo definidas valem as propriedades associativa, comu-
tativa, existéncia de elemento neutro bem como oposto aditivo e inverso multiplicativo,
distributividade da multiplica¢do em relagdo a adi¢do, além de que com a ordem definida

vale a compatibilidade da ordem com relacdo a adicdo e a multiplicacao.

3.5 Identificacao do conjunto dos cortes racionais com o

conjunto dos niimeros racionais

O objetivo desta se¢do € mostrar que podemos identificar o corpo ordenado
dos racionais com o corpo ordenado dos cortes racionais, através de um isomorfismo

de corpos (ver Defini¢ao B.17 no Apéndice B) que preserva ordem.

Definicdo 3.30 O conjunto de todos os cortes racionais serd denominado Q.

Definicao 3.31 O corte racional determinado por um niimero racional r, isto é o corte

{p € Q|p < r}, serd denominado r*.

Proposicio 3.32 Seja f: Q — Q definida por f(r) = r*, que a cada racional r associa
um corte racional r*. A funcdo f é um isomorfismo de corpos que preserva ordem, isto é

para quaisquer ' r,s € Q temos:
(i) f é bijetora

(i) f(r+s)=r(r)+f(s)
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(iii) f(rs) = f(r).f(s)
(iv) r<s < f(r) <f(s).
Demonstracao.
(i) f & bijetora.
e f & injetora.
De fato, sejam re s € Q.

r#s =>r<sous<r

Se r < s temos que r € s* e r ¢ r* donde r* < s* e dai f(r) < f(s) isto é
f(r)# f(s).Ses<rtemosques €r‘es¢s* donde s* <r*edai f(s) < f(r)

isto é f(r) # f(s).
Assim f € injetora.
e f & sobrejetora.
Dado r* € Q, isto é o corte determinado por um racional r basta tomar r € Q

que teremos f(r) = r*.

(i) f(r+s)=s(r)+f(s)
Mostrar que f(r+s) = f(r) + f(s) é equivalente a mostrar que (r+s)* = r* 4 s*.

o (r+s)"Cr+s*
Seja p € (r+s)* entdo p < r+s. Consideremos:

_I’—i—S——p e t:s_r_‘_s—_p

=r 2 2

Como r+s > p entdo r+s — p > 0 e consequentemente —(r+s— p) < 0, dai
r+s—p r+s—p

q=r T<ret=s—T<s.

Logo g e r*et € s*. Além disso,

r+s—p r+s—p 2r—r4+s+p+2s—r—s+p
gtt=r———/F—+s5— = =p
2 2 2
O que garante p € r* +s*. Portanto (r+s)* C r* 4 s*.
o r'4+s*C(r+s)
Sejaper®+s*, entdio p=qg+t,ondegeret € s*daig <ret <sdonde
p=gq+t<r+s.Logo p € (r+s)*. Portanto r* +s* C (r+s)*.

Assim, f(r+s) = f(r)+ f(s).
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(iii) f(r.s) = f(r).f(s)

Mostrar que f(r.s) = f(r).f(s) é equivalente a provar que (rs)* = r*.s*.
Casol. r* >0"es* >0".

o (rs)" Crs*
Seja p € (rs)* entdo p < rs. Considerando g como a média aritmética entre
P
N

fato de g ser média aritmética entre % e r temos que, % < g er>gq. Donde

eristo é g= (£+4r)%. Temos que p < rs. Entdo £ < r, deste fato e do

% < g < r e consequentemente ¢ € r*. Por outro lado, % < g isso implica que
g < s e assim g € s*.Como p = q§ eqer, § € s* temos p € r*.s*. Portanto
(rs)* C r.s*.

o r*.s* C (rs)*
Seja p € r*.s*. Se p € Q_ é claro que p € (rs)*, uma vez que p € (rs)* > 0%,
Caso p>0entio p=gqgtonde gcr* et es*. Assimg<ret <s, logo
p =qt <rs.Donde p € (rs)*. Portanto, f(r.s) = f(r).f(s).

No caso em que r* > 0% e s* > 0" temos (rs)* C r*.s*.

Caso2. r* <0es* > 0.

A penultima igualdade é devido ao Caso 1.

Caso 3. r* > 0% e s* < 0*.

A penultima igualdade € devido ao Caso 1.

Caso4. r* < 0*es* < 0"

A penultima igualdade é devido ao Caso 1.

Caso 5. r* =0*

rr.s*=0"=(0.5)" = (rs)".

Os casos em que s* = 0* a demonstracio € andloga ao Caso 5.
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(iv) r<s & f(r) < f(s).
Se r < s entdo r € s*, mas r ¢ r*, donde r* < s* ou seja f(r) < f(s). Por outro
lado se f(r) < f(s) isto é, r* < s*, entdo existe um racional ¢ de modo que ¢ € s* e

q¢rassimg<seq>rlogor<s.

O

Até aqui provamos que o corpo ordenado dos nimeros racionais € isomorfo
ao corpo ordenado de todos os cortes racionais. Desta forma quando somamos ou
multiplicamos dois nimeros racionais suas imagens através da funcdo f definida na
Proposicdo 3.32 se somam ou se multiplicam respectivamente. Além disso f preserva
a ordem e € uma funcdo bijetiva. Entdo do ponto de vista das operacOes algébricas, bem
como da relagdo de ordem nao ha motivos para diferenciar o corpo ordenado dos niimeros
racionais com o corpo ordenado dos cortes racionais. Donde podemos identificar o corpo
ordenado dos numeros racionais com o corpo ordenado dos cortes racionais. Ou ainda

podemos considerar o conjunto Q como um subconjunto do conjunto dos cortes.

Definicao 3.33 O conjunto dos cortes serd, a partir de agora, denominado de conjunto
dos niimeros reais e denotado por R . Os cortes racionais serdo identicados, via injecdo
f como definida na proposicdo 3.32 , com os niimeros racionais. Todo corte que ndo for

racional serd denominado niimero irracional.

3.6 A completude dos niimeros reais

A constru¢c@o dos nimeros reais via processo de Dedekind fica praticamente
completa com a identificacio de Q com Q. Porém ao postularmos a existéncia do
elemento separador quando o corte ndo for racional na construgdo feita neste capitulo,
ficamos com um impasse: Nao podiamos repetir a mesma construco feita anteriormente,
considerando agora o conjunto de todos os cortes reais e postular que todo corte possui
elemento separador, de forma a ampliar ainda mais o corpo dos reais? A resposta € nao.
Como mostraremos no teorema denominado Teorema de Dedekind que diz que todo corte
de nimeros reais possui um nimero real como elemento separador. Mostraremos entdo
que o corpo ordenado dos niimeros reais é completo.

Antes de demonstrarmos o Teorema de Dedekind mostraremos duas outras

proposicoes.

Proposicio 3.34 Sejam o, cortes, com o. < B. Entdo existe um corte racional r* tal que
o< rt<p.
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Demonstragdo. De o < B, temos que existe um racional p € P tal que p ¢ o. Por p ser
racional e [ ser corte, podemos determinar r > p, r racional de modo que r € . Como
r € Ber¢rentdo r* < f. Por outro lado como p € r*, jaque r > p e p ¢ o, temos entdo
que o, < r*. Portanto a0 < r* < B. O

Proposicao 3.35 Seja oL um corte e p um racional qualquer. Entdo p € O se e somente se

pr <.

Demonstragdo. Para todo racional p, p ¢ p*, mas por hipétese p € a, logo p* < a. Por
outro lado se p* < a., existe um racional s tal que s € ot e s ¢ p*, assim s > p. Como s € o

consequentemente p € Q. O

Teorema 3.36 (Dedekind). Sejam A e B subconjuntos de niimeros reais tais que:
(a) AUB=R

(b) ANB=0

() A#0eB#0

(d) seacAepeB,temoso <.

Entdo, existe um, e somente um, nimero real v, tal que o < 7Y para todo o. € A e
Y < B, para todo P € B.

Demonstracdo. Existéncia.
Seja v o conjunto de todos o0s racionais p tais que p € o para algum o € A.

Mostraremos que Y € um corte, isto € 'y satisfaz os itens da defini¢do 3.1. De fato,

(i) y#0, pois A # 0.

(ii) Q\y+# 0. De fato B # 0, entdo tomemos 3 € B. Como a < 3 para todo o € A existe
gePtalque g ¢ aparatodoor € Ae g € Q. Assim Q\ y# 0.

(iii) Sejam p € Ye g um racional tal que g < p mostraremos que g € Y. Como p € Y entdo
p € O, para algum o € A e por g < p temos que g € O, para O ao qual p pertenca,
logo g €.

(iv) Y ndo possui elemento de maximo. De fato, p € ¥, entdo p € o para algum o € A,
logo existe g > p tal que g € o (pois & € um corte) e entdo nao possui elemento de

maximo, logo g €.
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Desta forma mostramos que Y € um niimero real.

Além disso o0 <y para todo o € A.

Nos resta mostrar que ¥ < 3 para todo § € B. Suponhamos que exista 3 € B tal
que B < v, isto significa que existe um racional p € 7y tal que p ¢ B. Como p € v, entdo
p € a, para algum o € A, de modo que p ¢ B, donde B < «, contrariando o item (d)
contido nas hipéteses do teorema. Logo y < 3 para todo B € B.

Unicidade

Suponhamos que exista dois nimeros reais distintos y; e >, sem perda de
generalidade podemos supor y; < 2, tais que Y; € Y2, satisfacam as condi¢oes do Teorema
de Dedekind. Assim, e <7y e o < 7 paratodo o € A e ¥ < B, 72 < P para todo € B.
Consideremos 73 tal que y; <3 < Y2 que existe em virtude da proposi¢do 3.34. De 73 < y»
e por a < Y, para todo o € A temos que 3 € A. Por outro lado y; < y3 e por y; < [ resulta
Y3 € B. Assim Y3 € A e y3 € B o que contradiz o item (b) contido nas hipéteses do teorema.
Portanto nao podemos ter y; e ¥, distintos para os quais a conclusdo do teorema € valida.
OJ

Corolario 3.37 Nas condigcoes do Teorema de Dedekind 3.36, ou existe em A, um niimero

mdximo, ou, em B, um niimero minimo.

Demonstracdo. Seja Y o conjunto de todos os racionais p tais que p € o para algum
a € A. Pelo item (a) do Teorema de Dedekind, y estd em A ou em B. Pelo item (b) do
Teorema de Dedekind, Y ndo estd simultaneamente em A e em B. Se Y€ A, Y € o maior

numero de A. Se Y € B é o menor numero de B. 0

Definicao 3.38 Seja C um conjunto de niimeros reais. Dizemos que C é limitado superi-
ormente se existe um niimero K € C tal que x < K para todo x € R. O niimero K ¢ dito

cota superior de C.

De modo anélogo temos a defini¢do de um conjunto ser limitado inferiormente.

Definicao 3.39 Seja C um conjunto de niimeros reais. Dizemos que C é limitado inferior-
mente se existe um niimero k € C tal que x < k para todo x € R. O niimero k é dito cota
inferior de C.

Definicao 3.40 Chama-se supremo de um conjunto C de niimeros reais ao niimero s que

satisfaz as duas condigdes seguintes:
(@) S é uma cota superior de C;

(b) se x < S, entdo x ndo é uma cota superior de C.
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Nestas condigcoes S é denominado supremo de C. A abreviacdo sup serd usada para

supremo.

A defini¢do de supremo acima ¢é equivalente a dizer que o supremo de C é a menor de
suas cotas superiores. Basta notar que o item (a) nos diz que S é cota superior de C e que
o item (b) afirma que nao hd outra cota menor do que S, logo ela é a menor de todas.
Para mostrar que o corpo ordenado dos nimeros reais é completo precisamos
mostrar que todo subconjunto ndo vazio A C R que € limitado superiormente possuiu

supremo em R.

Proposicao 3.41 Seja C um conjunto ndo vazio de niimeros reais, limitado superior-

mente. Entdo existe o supremo de C pertencente a R.

Demonstracdo. Consideremos os conjuntos A e B tais que: o € A se, € somente se, existe
x € C tal que a0 < x e B o conjunto de todos 0s nimeros reais que ndo estdo em A.

Pela definicdo do conjunto A e do conjunto B temos que nenhum elemento de
A € cota superior de C, e todo elemento de B € cota superior de C. Mostraremos que o
conjunto B possui minimo que € equivalente a provar que C possui sup.

Os conjuntos A e B satisfazem as hip6teses do Teorema de Dedekind 3.36. De

fato,
(a) AUB =R, pela definicdo de A e B.
(b) AN B =0, pela defini¢do de A e B.

(¢) A#0 e B+# 0. De fato, C # 0, entdo existe x € C e todo o < x estd em A. Sendo C

limitado superiormente, existe y tal que x < y para todo x € C e assim y € B.

(d) SeacAeeB, temos o < PB. De fato, se o € A, existe x € C tal que o < x. Se
B e B, x<Peassima < [ paratodo o € A etodo € B.

Visto que as hipoteses do Teorema de Dedekind 3.36 sdo vélidas para A e B entdo pelo
Corolario do Teorema de Dedekind 3.37, temos que ou A possui mdximo ou B possui
minimo. Porém A ndo possui maximo. Suponhamos que &0 € A seja mdximo, entio existe
x € C tal que o < x, considerando o tal que o0 < o < x, que existe pela Proposi¢ao
3.34, temos que o € A de modo que o ndo € o maximo de A. Portanto B possui minimo. [J

Essa propriedade vdlida para R ndo se verifica em Q, isto é, ndo é verdade
que todo subconjunto de nimeros racionais nao vazio e limitado superiormente em Q
sempre admita supremo em Q. Por exemplo, o conjunto A = {x € Q|x*> < 2} nio possui
supremo racional, mas tem supremo, como vimos no exemplo 3.3 se considerado como

subconjunto de R.
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Com esse teorema as lacunas preenchidas pelos ndmeros racionais na constru¢ao
de Dedekind dos nimeros reais ndo ocorrem aqui, visto que todo corte de nimeros reais
possui um nuimero real como elemento separador. Dizemos entdo que o conjunto dos

numeros reais € um corpo completo.

Definicao 3.42 Chama-se infimo de um conjunto C de niimeros reais ao niimero s que

satisfaz as duas condigoes seguintes:
(a) s é uma cota inferior de C;
(b) se x > s, entdo x ndo é uma cota inferior de C.

Nestas condicoes s é denominado infimo de C. A abreviagdo inf serd usada para infimo.

A defini¢do de infimo acima € equivalente a dizer que o infimo de C é a maior de
suas cotas inferiores. Basta notar que o item (a) nos diz que s é cota inferior de C e que o

item (b) afirma que ndo hé outra cota maior do que s, logo ela é a maior de todas.

Proposicao 3.43 Seja C um conjunto ndo vazio de niimeros reais, limitado inferiormente.

Entdo existe em C existe infimo.

Demonstragdo. Consideremos B o conjunto de todas as cotas inferiores a C. E claro que
B € ndo vazio pois C € limitado inferiormente. Além disso B € limitado superiormente
por qualquer elemento de C, e entdo pela Proposi¢ao 3.41, B tem supremo. Consideremos
s esse supremo, dai todo nimero menor que s € B. Vamos provar que s é infimo de C.
Observemos que s < x para todo x € C, pois qualquer nimero menor do que s estd em B
e assim s € cota inferior de C, satisfazendo o item (a) da Defini¢ao 3.42. Por outro lado se
x > s entdo x ndo € uma cota inferior de C pois caso contrério s ndo seria supremo de B,

satisfazendo o item (b) da Defini¢do 3.42. Portanto s € infimo de C. Il

Tendo visto a nocdo de supremo e infimo no conjunto dos nimeros reais e
fazendo uso da propriedade do supremo, vamos demonstrar que qualquer nimero positivo
possui raiz n-ésima. Assim o problema da irracionalidade de v/2 proposto no fnicio deste

capitulo pode ser contornado.

Proposicao 3.44 Sejam x > 0 um niimero real e n > 0 inteiro. Entdo existe um tinico

nimero real y > 0 tal que y" = x.

Demonstragdo. Seja y, € y, nimeros reais tais que 0 < y; < y; entdo y| < )5 e assim
temos que nao pode existir mas de um y nas condi¢des acima.
Consideremos agora A = {r € R|¢" < x}. O conjunto A € ndo vazio, uma vez que

set:%ﬂent500<t<1eda1’t"§t<x, donde r € A. Temos também que 7o = 1 +x é
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uma cota superior de A. De fato, se r > tg, entdo 1" >t > x e dai t ¢ A, provando assim
que typ = 1 +x € uma cota superior de A. Entdo pela Proposicdo 3.41, A possui supremo.
Seja y o supremo de A.

Provaremos que y € tal que y" = x.

Suponhamos que y* < x. Sejahtalque 0 <h<leh< % Designaremos

n ) . ~
por ( ) o coeficiente de 7" no desenvolvimento de (14 z)" Entao:
m

(y+h)n — yn_’_<’;>ynlh_i_(;)ynZhZ_'_m_’_(Z)hn
(1) (3)rees(2))

= Y'+h[(1+y)" =]
< Y4 (=) =x

< yY'+h

Provamos entdo que y+h € A, contradizendo o fato de y ser uma cota superior de A.
Portanto y" ndo € menor que x.
Suponhamos que y" > x. Tomemos k tal que 0 < k < 1, kK <y, de modo que

k< (nﬁ Entdo para r >y — k, temos

Yy
I+y

n
"> (y—k)" = y”—( : )y"‘lk+<

Assim, y — k € uma cota superior de A, contradizendo a afirmac¢do de que y € o supremo
de A.
Portanto y" = x. OJ



CAPiTULO 4

Construcao dos Niimeros Reais via Sequéncias

de Cauchy

Neste capitulo o conjunto dos niimeros reais serd criado a partir dos nimeros ra-
cionais, que € corpo ordenado por uma constru¢do na qual juntamos pontos representando
certas classes de equivaléncia de sequéncias de Cauchy. Nesta construciao, cada nimero
racional r € identificado com a classe de equivaléncia que contém a sequéncia de todos os
termos constante e iguais a r. As classes que escapam a essa identificacdo corresponde aos
novos elementos introduzidos, 0os nimeros irracionais. Para um estudo mais aprofundado,

indicamos ao leitor as referéncias [1, 15, 16, 18].

4.1 Classes de equivaléncia de sequéncias de Cauchy

Precisaremos de alguns conceitos e propriedades a cerca de sequéncias de

Cauchy que nos serdo tteis a posteriori.

Definicdo 4.1 Uma sequéncia de niimeros racionais é uma familia x = {x,}tpen =

{x1,x2,x3,...} onde para cada n, x, € Q.

Notemos que as sequéncias de nimeros racionais podem ser interpretadas como

funcdes f : N — QQ que associa a cada nimero natural um niimero racional definido por

f(n) =x,.

Definicio 4.2 Dizemos que uma sequéncia {x,} converge para a € Q, e indicamos por

X, — a, ou ainda lim x, = a, se dado € € Q, € > 0 existe ng € N tal que,Vn > ng tem-se
n—roo

|x, —al <e.
Proposicao 4.3 O limite de uma sequéncia quando existe é uinico.

Demonstracdo. Suponhamos que a # b, de forma que x,, — a e x,, — b.
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Tomando € = |b — a| temos que € € Q e € > 0. Mas, como x,, — a, entdo,

€
X, —a = dn; e Ntalquen >n; = |xn—a|<§.

E por x,, — b temos,

€
X, —b = dnyeNtalquen >n; = |xn—b|<§.

Seja ng = max{ny,ny}, assim temos que para todo n € N,n > ny,

€ &
e=|b—al=I|b—x,+x,—a| <|x,—al+|x,—Db| <5t5=¢

donde € < € o que € um absurdo. Portanto a = b. [

Definicdo 4.4 Uma sequéncia {x,} de niimeros racionais, diz-se limitada se existe ¢ € Q,

¢ > 0 tal que |x,| < ¢ para todo n € N.

Observacao 4.5 Esta definicdo pode ser dada de forma equivalente da seguinte maneira:
Uma sequéncia {x,} de nimeros racionais, diz-se limitada se existem a,b € Q, de forma
que a < x, < b para todo n € N. De fato, sdo equivalentes pois se a < x,, < b entdo c pode

ser tomado de forma que ¢ > max{|al,|b|} e se |x,| < centdoa=—ceb=c.

Proposicdo 4.6 Sejam ¢ um niimero racional e {x,} uma sequéncia de niimeros racio-

nais. Se x, < ¢ paratodon € N e se lim x, =a, a € Q entdo a < c.
n—oo

Demonstrac@o. Suponhamos que a > ¢. Como x, — a podemos tomar € = =< assim

ecQee>0,eentio

dn; € Ntalque paratodon >n; = |x,—a|<e = —e<x,—a<Eeg

= a—&e<x,<a—+¢€

= 97C oy, <a+
a— — X a _—
2 . 2

a+tc
5 < Xy.

Mas

c+c<a—|—c< <a—c+
X —+a
2 2 " 2

Donde x, > ¢ para todo n > ng. Assim teriamos infinitos termos x,, com x,, > ¢, 0 que

CcC =

contradiz a hip6tese que garante que x;,, < ¢ para todo n € N. Portanto a < c. |
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Definico 4.7 Uma sequéncia {x,} de elementos de Q é chamada sequéncia de Cauchy

se para todo € € Q, € > 0, existe ng € N tal que
Vmn e Nomn>ng = |x, —x,| <&,

ou seja lim |x, —x,| =0.
m,n—soo

Proposicao 4.8 Toda sequéncia de Cauchy de niimeros racionais é limitada.

Demonstragdo. Seja {x,} uma sequéncia de Cauchy de nimeros racionais. Entdo to-

mando € = 1 existe ng € N tal que
Vmn e Nmn>ng = |x,—xp| <1,

Em particular |x,, —xp,| < 1 para todo m € N,m > ny.

Mas para todo m > ng temos,
|xm| = |xm —Xng +xno| < |xm _xnol + |xﬂ0| <1+ |xn0|'

Sendo ¢ = max{|x1], |x2|, ..., |[Xny—1], L + |Xn,| }, entdo para todo n € N temos que |x,| < c.
Logo {x,} é limitada. O

Proposicio 4.9 Se {x,}, {y.} sdo sequéncias de Cauchy de niimeros racionais entdo
{xn} +{n} = {xn+yn} também o é.

Demonstragdo. Como {x,}, {y,} sdo sequéncias de Cauchy de nimeros racionais, entao

para todo € € Q, € > O existem n; € N e ny € N tais que
€
Vm,ne N,m,n>n; = ]xn—xm\<§
€

VrseN,rs>ny = |y, —y < 5

Seja ng = max{nj,ny} entdo para todo i, j € Q,i, j > no,

[(xi +yi) = (xj+y)| = (xi—=x;) + i—y)| < |(xi—x)[+|0i—y))]

< + - =E.

N m

€
2

Portanto {x,} + {y,} é sequéncia de Cauchy de nimeros racionais. O

Proposicao 4.10 Sejam {x,}, {y,} sequéncias de Cauchy de niimeros racionais entdo

{xn}-Ayn} = {xnyn}, também o é.
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Demonstracdo. Dado € > 0, € € Q temos que:

Xn-Yn —Xm-Ym| = %00 — XmVn + Xm-Yn — Xm-Ym|
= |yn(xn_xm)+xm~()’n_)’m)|
< |)’n||xn_xm|+|xm||)’n_ym|-

Como {x,}, {yn} sdo sequéncias de Cauchy de niimeros racionais, entéo pela Proposi¢do
4.8 temos que {x, }, {v,} sdo limitadas e assim existem ¢ > 0,d > 0 com ¢,d € Q tais que
|xa| < ¢, |yn| < d paratodo n € N. Tomando k = max{c,d} entdo |x,| < k e |y,| < k para
todo n € N. E dai,

|xn-yn_xm-ym| < |yn|’xn_ym+ |xm|‘yn_ym’ < k|xn_xm’ +k|yn _ym‘-

Ainda pelo fato de {x,}, {y,} serem sequéncias de Cauchy de niimeros racionais, existem

n; € Neny € Nde modo que

€
Vmn € Nyomon>n; = |x, — x| < %

€
VrseNns>ny = |y, —ys < %

Sendo ny = max{ny,n,} entdo para todo i, j € N,i, j > ng temos que
€ €
Vi) = x| < ke ke =
| (xi-yi) —x;j.yj| 2k+ ok

Portanto {x, }.{y,} é sequéncia de Cauchy de nimeros racionais. O

Proposicao 4.11 Se {x,} é uma sequéncia de Cauchy de niimeros racionais entdo a

sequéncia {|x,|} constituida pelos valores absolutos de {x,} é uma sequéncia de Cauchy.

Demonstragdo. Sabemos que {x,} é uma sequéncia de Cauchy de ndmeros racionais

entdo para todo € € QQ, € > 0 existe ng € N tal que:
Vm,n € Nyomn>ng = |x, — x| <€
Por outro lado para todo m,n € N,m,n > ny,
||x,,| - |xm|| < ‘xn _xm| <E&.

Portanto {|x,|} € uma sequéncia de Cauchy de nimeros racionais. O
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Proposicao 4.12 Se {x,} é uma sequéncia de Cauchy de niimeros racionais que ndo
converge para zero, e ainda x, # 0 para todo n € N entdo a sequéncia {xi} é uma
n

sequéncia de Cauchy .
Demonstracdo. Dado € > 0, € € Q. Observemos que:

X0 — Xim|

B [Xim - X

Xn —Xm

X -Xn

Mas como {x,} é uma sequéncia de Cauchy de nimeros racionais segue da Proposi¢do
4.11 que o mesmo acontece com {|x,|}, dai qualquer que seja m € N existe nj € N e
k> 0,k € QQ tais que

1 1
VmeNm>n, = |xu|>- = — <k.
k ||
Por outro lado {x, } é uma sequéncia de Cauchy de nimeros racionais, entdo existe ny € N
de modo que

€
Vm,n € Nomn>ny = |x, —xp| < 2

Tomando ny = max{n,n,} entdo para todo n,m € N onde n,m < ngy temos

1 1 Xp— X €
Ll e,

Xm  Xn x| x| K
Portanto {xln} ¢ uma sequéncia de Cauchy de nimeros racionais. 0J

Proposicao 4.13 Toda sequéncia convergente de niimeros racionais é uma sequéncia de

Cauchy.

Demonstragdo. Seja {x,} uma sequéncia convergente de ndmeros racionais tal que
X, — a, a € Q. Entao dado € € Q, € > 0, existe ng € N tal que

£
VneNn>ny = |x,—d <z

assim

€ €
Vm,n € Nym,n>ny = xn—xm|:|x,,—a+a—xm|§|xn—a|+|xm—a|<§-|—5:€

O

Toda sequéncia convergente de nimeros racionais sdo sequéncias de Cauchy em

Q, entdo ser sequéncia de Cauchy é uma condicdo necessaria de convergéncia, porém
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ndo é condicdo suficiente. O fato dos termos de uma sequéncia de nimeros racionais
se aproximarem entre si ndo implica que a sequéncia converge para um nimero racional.
Existem sequéncias de Cauchy em QQ que nao converge em em (Q, como mostra o exemplo

a seguir.

Exemplo 4.14 A sequéncia de Cauchy de niimeros racionais tais que x% < 2 para todo
n € N ndo possui como limite um niimero racional. De fato, consideremos {x,} a

sequéncia das raizes aproximadas de 2, construida como se segue:

X0 : o maior inteiro tal que x% < 2. Substituindo os possiveis valores para xo descobrimos

1.

X1 : o maior racional na forma 1+ ’1’—(1) onde by pode ser 0,1,2,... ou 9, determinado por

substituicdo direta de modo que x1 < 2. Fazendo os cdlculos obtemos by = 4.

X3 : o0 maior racional na forma 1 + 5+ 102 onde by pode ser 0,1,2,... ou 9, determinado
por substituicdo direta de modo que x2 < 2. Fazendo os cdlculos obtemos by, = 1.
E assim sucessivamente. Logo o termo geral da sequéncia {x,} para todon € N
é dado por:
14+— 4 +—+...+ ﬁ
10 ' 102 107
Mostraremos que {x,} ndo converge para nenhum niimero racional. Com esta
finalidade vamos inicialmente provar que x> — 2.

Sabemos que x2 < 2 para todo n € N e também que,

4 1 b,+1\?2
(1+ +— ++”+>>2.

10~ 102 10"

logo

4 1 b 1\? 1\? 2%, 1
(1+ + =t +—”+—) >2:>(xn+ﬁ> >2 = +—+ > 2

10 102 10" " 107 107 " 102
2x 1
P AR
= AT S 1 T 1o
Mas, 1
W < 1_0n € Xp 52
entao
2—xt< ! + = 2—xi < >
X 107 " 107 X 107

Como x,% < 2 entdo 2 — x% >0 e assim,

5 5
2o o P22 < = T

2—x%< o

5
10n2>|2 X
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Assim, dado € € Q de modo que € > 0, para que |x2 — 2| < € é suficiente tomar n € N tal
que 15W < €. Entdo tomando ng € N tal que 1(;5—,[0 < € temos,

VneNn>ny = |x2—2|<e.

Portanto x2 — 2.
Agora vamos provar que {x,} é uma sequéncia de Cauchy.
Acabamos de provar que {x2} é convergente, em consequéncia da Proposicdo
4.13 segue que {x,%} € uma sequéncia de Cauchy. Entdo dado € > 0, € € Q existe ngp € N
tal que
Va,m € Non,m > ng = |x2, —x,%\ < 2e.

Mas,

X2 — X2 = ot = Xn| [ 20| = o — X [ 0] < 26

2¢

Como |x,, + x| > 2, entdo para todo m,n > ngy temos

2¢ 2¢

Mostrando assim que {x,} é uma sequéncia de Cauchy.
Suponhamos finalmente que existe um niimero racional 3 tal que x, — 7. Pela

Proposicdo 4.6 temos que 3 < 2. Além disso,

a 2 a 2
w-(3) 0= (5)

Como x,, — % entdo dado € € Q, € > 0 existe ny € N tal que

a
.Xn__

b

— <4

a

b

a’
Xn__
b

a
Xn__

VneNn>ny = b

<

€
4
logo qualquer n > nyg

2 (9?2 2 (4?2
- (3) 5 (3)

2 s, Lo A .
Donde x% — (%) . Porém ja provamos que x% — 2. Como o limite de uma sequéncia de

<4 <€

a €
——|=4- =
n b‘ 4

niimeros racionais € uinico de acordo com a Proposi¢do 4.3 entdo

-2
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Podemos supor sem perda de generalidade que a e b sdo naturais e primos entre si e

b # 0, pois podemos escrever toda fracdo na forma irredutivel. Assim,

a\?2 a? 2 )
(E) =22 5=2= =2

Assim a® é par e consequentemente a é par. Dai a* é um miiltiplo de 4. Como
a’ = 2b? entdo b*> é um miiltiplo de 2 e entdo b também o é. Contradicdo pois a e b sdo
primos entre si, ndo podendo ser entdo ambos pares.

Portanto {x,} ndo converge para nenhum niimero racional.

Outro fato importante ¢ que um ndmero racional pode ser limite de infinitas
sequéncias de nimeros racionais, por isso juntaremos em uma mesma classe todas as
sequéncias que terdo o mesmo limite. Assim definiremos uma condicado de equivaléncia de
sequéncias de Cauchy de modo a obtermos um conjunto, onde cada elemento corresponde
a um conjunto de elementos equivalentes, para depois construirmos a estrutura de corpo

neste conjunto.

Definicao 4.15 Sejam {x,} e {y,} duas sequéncias de Cauchy de niimeros racionais.
Dizemos que {x,} e {yn} sdo equivalentes e denotamos por {x, } = {y,} se lgll X — | =
n—oo
0, onde
{xn —yn} ={x1 =y, 22— y2, 03— y3,..}
A Defini¢do 4.15 € uma relacdo de equivaléncia como mostra a seguinte propo-
si¢ao.

Proposicio 4.16 Se {x,}, {y.} e {z} sdo sequéncias de Cauchy de niimeros racionais e

~ como definida em 4.15. Entdo sdo vdlidas as seguintes propriedades:
(i) Reflexiva:{x,} ~ {x,}

(ii) Simétrica:{x,} ~{yn} < {yn}~{xn}

(iii) Transitiva:{x,} =~ {yn} e {yn} = {zn} = {xn} = {2}
Demonstragao.

(i) {xn} = {x,} pois, |x, —x,| =0— 0.

(i) {x:}~{y} & o=yl 20 & [y—xa| =0 & {y}={x]

(1ii) {xn}%{yn}e{yn}%{zn} = |xn_)’n| _>Oe|)’n_zn| — 0.
Mas,
X0 — Za| = %0 — Yn + Y0 — 2n| < X0 — Ya| + [Yn — 2al-

Como |x, —yn| — 0e |y, —z,| — Oentdo |x, —z,| — 0. Donde {x,} ~ {z,}
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O

No conjunto de todas as sequéncias de Cauchy de nimeros racionais agrupemos
num mesmo subconjunto as que sao equivalentes via relacdo de equivaléncia ~ . Conside-
remos o conjunto R como sendo o conjunto de todas as classes de equivaléncias definidas
pela relacdo de equivaléncia ~ . Assim, os elementos de R sdo conjuntos de sequéncias de
Cauchy que podem ser separados em duas familias: uma constituida por todas as sequén-
cias de Cauchy de nimeros racionais que converge para algum ndmero racional e a outra
constituida por todas as sequéncias de Cauchy de nimeros racionais ndo convergentes em
Q.

Vamos agora construir um corpo ordenado, que seja uma extensdao de QQ pois
como provaremos adiante a familia constituida por todas as sequéncias de Cauchy de
numeros racionais que converge para algum nimero racional possui a propriedade de que

cada um dos seus elementos corresponde biunivocamente um nimero racional.

Definicao 4.17 Designaremos por [x,] o elemento de R constituido pelo conjunto de

todas as sequéncias equivalentes a {x,}.

Definicao 4.18 Seja {x, } uma sequéncia de Cauchy de niimeros racionais, se lim x, = a,
n—soo

com a € Q entdo o elemento [a] € R serd representado apenas por a.

Esta definicdo ndo perde a generalidade uma vez que qualquer sequéncia de
Cauchy convergindo para a € Q é equivalente a sequéncia em que todos 0s seus termos
sdo iguais a a.

4.2 Relacio de ordem em R

Defini¢fio 4.19 Seja [x,| € R. Dizemos que [x,| é maior do que O e, denotamos por
[xq] > 0, se existem d € Q,d > 0 e ny € N tal que:

VneNn>ny = x,>d.

Isto significa que todos os termos da sequéncia [x,], a partir do indice ng, sdo maiores do

que algum d > 0.

Defini¢fio 4.20 Seja [x,] € R. Dizemos que [x,| é menor do que 0 e, denotamos por
[xq] <0, se existem d € Q,d >0 eng € N tal que:

VneN,n>ny = x, < —d.
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Defini¢do 4.21 Sejam [x,],[ys] € R. Dizemos que [x,] € igual a [y,] e indicamos por

[xn] = [ n] se {xn} ~ {yn}

Defini¢fio 4.22 Sejam [x,|,[y.] € R. Dizemos que [x,] é maior do que [y,] e indicamos
por [x,] > [va] se [xn —yn] > 0 ou [y, —x,] <O.

Defini¢iio 4.23 Sejam [x,],[yn] € R. Dizemos que [x,] é menor do que [y,] e indicamos

por [xn] < [yn] se [xn _yn] <0ou b’n _xn] > 0.

A Definicdo < como em 4.23 € bem definida, pois independe das sequéncias

representativas a que dizem respeito como podemos perceber na proposi¢ao seguinte.

Proposicao 4.24 A relacdo < estd bem definida, isto é, se {x,}, {yn}, {zn} € {wn} sdo

sequéncias de Cauchy de niimeros racionais entdo:

L}~ {zn} e {yn} = {wn} com {xn} <{yn} = {zn} <{wn}.

Demonstragdo. Sabemos que {x,} < {y,} entdo [y,] > [x,], isto &, [y, —x,] > 0 e dai
existemd € Q, d > 0en; € Ntal que

Vn>n = y,—x,>d = d<y,—x,

Por outro lado, {x,} ~ {z,} e {yn} =~ {wn} isto significa que li_r>n Xn —znl =0 e
n—roo

lim |y, —w,| = 0. Entdo existem ny € N e n3 € N tais que
n—oo

d d
Vn>n, = 2 <Zp—xp < —

4
Vn > :>—d< - <d
n>n3 4 Wn—Yn 4
Seja ng = max{nj,ny,n3} entdo
Vn >ng = d d< + <d+d:> d<( ) —( )<d
n>n ——— — Xp+ Wy — —+— —= —Xp) — (W, — =
0 4 4 Zn n n—Yn 47 ) Yn n n—Zn )
logo,
d d d d
d n— 4n n=— <n N d—~ n— <n ~N A n— <n A
Vn>ng = d<y,—x, <(w Z)—|—2:> 2<(w Z)+2 5 = Wnmn >
Donde {z,} < {w,}, umavezque 4 € Qe ¢ > 0. O

Proposi¢io 4.25 Sejam [x,] e [y,] € R. Entdo apenas uma das trés possibilidades pode

ocorrer:
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(1) [xa] < [yn]
(2) [xa] = [ya]
(3) [n] < o]

Demonstracdo. Vamos mostrar inicialmente que pelo menos uma das trés op¢des ocorre.
De fato, dados [x,] € [y,] € R ou [x,] = [yu], ou [x,] # [ya]. Caso for igual vale o item
(2). Caso contrério, temos que [x,] e [y,] ndo sdo equivalentes via relagdo de equivaléncia
~ dai, nlgl}o |x, — yn| # 0. Entio, existe € € Q, € > 0, e ng € N tais que para todo n > ng
tem-se:

Mas x,, — y, > € para todo n > ng implica [x, —y,] > 0 e dai [x,] > [yu]. E, xy —yn < —€
para todo n > ng implica [x, —y,] < 0 isto &, [x,] < [y,], ou ainda [y,] < [x,]. Assim de
[x4] # [vn], deve ocorrer (1) ou (3).
Provaremos agora que (1), (2) e (3) ndo podem ocorrer simultaneamente.
Suponhamos que (2) seja vélida. Suponhamos também que (3) também ocorra
simultaneamente com (2). De [y,] < [x,], ou ainda [x, — y,] > 0, existem um racional

d > 0 e um natural n; tal que para todo n € N com n > nj nos da:
Xn _yn > d.

Por outro lado, temos também que [x,,| = [y,] entdo lim |x, —y,| = 0. Assim existe ny € N
n—soo

tal que para todo n € N com n > n; temos:
X —yu| <d & —d <x,—y, <d.
Tomando ny = max{n;,ny} teremos que para todo n > ny,
Xn—ypn>d e x,—y, <d. 4-1)

Como d € Q entdo (4-1) ndo pode ser satisfeita. Suponhamos agora que (2) seja vdlida e
que também (1) seja védlida. Como [x,| < [yn], ou ainda [y, —x,] > 0, entdo existem um

racional d; > 0 e n3 € N tal que para todo n € N com n > n3 temos:

Mas temos também que [x,| = [y,] entdo lim |x, — y,| = 0. Assim existe nq € N tal que
n—yoo

para todo n € N com n > nyq temos:

|xn_)’n| <d| & |yn_xn| <d & —d <y,—x,<d.
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Tomando ny = max{n3,ns} teremos que para todo n > nyy,
Yn—Xn>dy € yp—x, <d. (4-2)

Como d; € QQ entdo a equacdo (4-2) ndo pode ser satisfeita.

Suponhamos agora que (2) ndo seja vélida, isto é [x,] # [ya], e (1) e (3) sejam
validas.

Como (1) é vélida [x,] < [y,] isto nos garante que [y, —x,| > 0 ou seja existem
di € Q,d; >0en; € Ntais que

VneN,n>ny = y,—x, >d.

7z

Por outro lado (2) é valida isto &, [x,] > [y,| assim [x, —y,] > 0 ou seja existem
dr» € Q,dy > 0e ny € Ntais que

VneNn>n = x,—y, > d>.
Tomando ny = max{n;,n;} entdo
VneNn>ny = y,—xp+x,—yp>di+dy = 0>dy+dy = di+dr <0

Isso € uma contradicao, ja que d; e d> sdo nimeros racionais tais que d; > 0 e d, > 0 nos
garante d; +dp > 0.
Mostramos que se [x,] # [yu], (1) e (3) ndo podem ocorrer simultaneamente,
O

A relagdo < como definida em 4.23 € completa e reflexiva. Veremos agora que

ela satisfaz a transitividade.

Proposi¢io 4.26 Sejam [x,], [yn] e [z1] elementos de R. Se [x,] < [yu] € [yn] < [za] entdo
Pen] < [zn]-

Demonstragdo. Como [x,] < [y,] entdo [y, —x,] > 0 e dai existemd; € Q,d; >0en; €N
tais que

VneN,n>ny = y,—x, >d.

Por outro lado [y, < [z4], isto € [z, —y,] > 0 e entdo existem d» € Q,d, > 0 e ny € N tais
que
VneNn>n = z,—y, > d.
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Tomando ny = max{n;,n;} entdo
VneNn>ny = yp—Xp+2n—yn >di+dy = >z, —x, >di +ds.

Como d; +d, € Q com d; +dp > 0 entdo [x,] < [z,]. O

Gragas as Proposicdes 4.25 e 4.26, < define uma relagdo de ordem em R.

Proposicao 4.27 Se {x,} é um sequéncia de Cauchy de niimeros racionais tal que
lim x, # 0 entdo {x,} é equivalente a uma sequéncia {y,} de termos todos diferentes

n—o0
de zero.

Demonstragdo. Como 1i_r>n xn # 0, temos duas possibilidades: [x,] > 0 ou [x,] < 0.
n—roco
Caso [x,] > O existem d; € Q,d; > 0e n; € N tais que:

VneN,n>n = x,>d.

Isto significa que todos 0s termos X, 41,X,,+2,.... S0 maiores que dj. Assim as sequén-
cias {x,} = {x1,x2, ..., X0 X, 415 --- F € {yn} = {d1, ....d1, %, +1,%n, 42, ...} s80 equivalen-
tes, visto que para todo n > n; todos os termos x, — y, sdo iguais a zero garantindo entio
que ,}E‘i, |xn — yn| = 0. Donde {x,} ~ {yn}.

Por outro lado, se [x,] < 0 existem d, € Q,d, > 0 e ny € N tais que:

VneNn>ny = x, < —ds.

Assim todos 0s termos Xy, 1,Xu,42,.... 40 menores que —d,. Desta maneira as sequén-
cias {x,} = {x1, %2, .., Xy, Xyt 1, -} € {yn} = {—d2, —d2, ..., Xny 41, Xn,+1, ...} $30 equiva-
lentes, uma vez que para todo n > nj todos os termos x, — y, s@o iguais a zero garantindo
entio que nlgrolo |X, —yn| = 0. Logo {x,} =~ {yn}-

Nos dois casos {y,} é constituida de termos todos diferentes de zero. Como

queriamos. 0

4.3 Adicio em R

No conjunto R definiremos agora a operagio de adi¢iio e mostraremos que (R, +)
€ um grupo abeliano (ver Defini¢do B.3 no Apéndice B), provido de uma relacdo de
ordem, que mais tarde nos ajudardo a mostrar que R é um corpo ordenado completo.

Tendo em vista a Proposicao 4.9 temos a seguinte defini¢ao:
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Defini¢fio 4.28 Sejam [x,] e [y,] elementos de R. A soma de [x,] com |y,], indicada

por [xn] + [yn] € 0 conjunto [x, + y,| de todas as sequéncias de Cauchy equivalentes a
{xn +yn}-

A operacgdo da Defini¢do 4.28 é bem definida. Isto é, ndo depende das particula-

ridades que podem ser escolhidos cada elemento que representara cada parcela da soma.

Proposicao 4.29 Sejam {x,}, {yn}, {zn} e {wn} sequéncias de Cauchy de niimeros
racionais. Se {x,} ~ {z,} e {yn} ~ {wy} entdo {x, +y,} =~ {z, +wn}.

Demonstragdo. Por hipétese {x,} ~ {z,} e {yn} = {w,} isto significa que 1i_r>n |Xn — 20| =
n—oo

0e lim |y, —w,| = 0. Entdo dado € > 0 existem n; € N e ny € N tais que
n—oo

€ € €
VneN,n>n = ]xn—zn|<§ = —§<xn—zn<§

€ € €
VneNn>n, = |yn—wn|<§ = 5 <y wn <5

Seja ng = max{nj,ny} entdo,

€ € € €
VneN,n>ng = 573 <xn—zn+yn—wn<5+§ = —e< (X +yn)—(zn—wn) <€

logo,
lim |(x, +yn) — (zn +wn)| =0.
n—oo

E daf {x, +y,} ~ {z, +wn}. O
Assim a operagdo que a cada par de elementos ([x,],[y,]) € R x R associa o

elemento [x, + y,] € R serd denominada adi¢do, que como vimos, na Proposigio 4.29,

esta bem definida.

Proposi¢io 4.30 Sejam [x,], [y] e [z,] elementos de R. Entdo sdo vdlidas as seguintes

propriedades:

(A1) Associativa: [xs] + ([yn] + [zn]) = ([n] + [Vn]) + [2]

(A2) Comutativa: [xn|+ [yn] = [yn] + [%4]

(A3) Existéncia de elemento neutro: Existe 0 € R tal que [x,] +0 = [x,].
(A4) Existéncia de oposto: V|x,| € R, 3 [y,] € R tal que [x,] + [yn] = 0.

(A5) Compatibilidade da adi¢do com relagdo a ordem: [x,] < [yn] = [xn] + [24] <
Y] + [2n]-
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Demonstracao.

(A1) Como o conjunto dos niimeros racionais possui a propriedade associativa e [x,], [y]

e [zn] sdo sequéncias de nimeros racionais entdo,

[xn] + ([.YH] + [Zn]) = [xn] + [)’n +Zn] = [xn + ()’n +Zn)] = [(xn +Yn) +Zn]
=[x +yn] +[za] = (Pea] + [Vn)) + [2a]-

(A2) Sabemos que o conjunto dos nimeros racionais possui a propriedade comutativa e

como [x,], [yn] sd0 sequéncias de ndmeros racionais entéo,
[n] + [n] = [0+ yn] = [Vn +%n] = [ya] + [xa].

(A3) Para mostrar a existéncia de elemento neutro basta tomar 0 como a classe de
equivaléncia da sequéncia em que todos os seus termos sdo iguais a 0 € Q. Tal

sequéncia € de fato de Cauchy pois ele converge para 0 € Q. Além disso,
[Xn] +0 =[x, +0] = [(x1 +0), (x2+0), (x34+0),...] = [x1,x2,%3, ...] = [xn]

(A4) Seja [x,] € R, defina [y,] = [—x,], daf temos que [y,] € R. De fato, {—x,} é uma
sequéncia de Cauchy de nimeros racionais pois, como x, € um nimero racional
para todo n € QQ entdo —x, é um nimero racional para todo n € Q. Além disso {x, }

sequéncia de Cauchy, entdo para todo € € QQ, € > 0 existe ng € N tal que:
Vmn e Nimon>ng = |x,—xpn| <€
Por outro lado para todo m,n € N,m,n > ny,

| =X — (—=xm)| = | — X0+ Xm| = |20 — x| <&

Assim {—x, } é uma sequéncia de Cauchy de nimeros racionais. Portanto, [y, € R.

Além de [y,] pertencer a R, temos que

[%n] + [—xn] = [xn —xn] = 0.

(A5) Compatibilidade da adi¢do com relagdo a ordem: [x,] < [ya] = [xn] + [z1] <
[Vn] + [z4]. Sabemos que [x,] < [y,] entdo [x, — y,] < 0 e daf existem d € Q, com
d > 0eny € N tais que:

Vn>ny = x,—y,>—d = x,>y,—d
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Observemos para cada n € N, x,,,y, € z, sa0 ndmeros racionais e vale a compatibi-

lidade da adi¢do em relacdo a ordem. Logo para todo n > n; temos:

xn+zn>yn_d+zn = xn+Zn_yn_Zn>yn+Zn_yn_Zn_d
= xn+Zn_(Yn+Zn)>)’n_yn+zn_zn_d
= xn+Zn_(yn+Zn)>_d

Portanto [x,] < [ya] = [Xa] + [2n] < [Vn] + [24]-

4.4 Multiplicacdo em R

Agora definiremos a operac¢do de multiplicacdo no conjunto R e mostraremos que
R é grupo com relacdo a esta operacdo. Além disso, prvaremos que vale a compatibilidade
da multiplicagdo com a relacio de ordem.

Como visto na Proposicdo 4.10 o produto de duas sequéncias de Cauchy é
também uma sequéncia de Cauchy entdo podemos definir o produto de dois elementos

de R do seguinte modo:

Definicao 4.31 Sejam [x,] e [y,] elementos de R. O produto de [x,) por [y,], indicado por
[Xu]-[yn] € 0 conjunto [x,.y,] de todas as sequéncias de Cauchy equivalentes a {x,.y,},

isto € [xp).[yn) = [Xn-Yn]

Mostraremos a seguir que operacdo que a cada par de elementos ([x,],[yn]) €

7

R x R associa um elemento [x,].[y,] = [x,.y4] € R é bem definida. Essa operagdo é

denominada multiplicagdo em R.
Proposicao 4.32 Sejam {x,}, {yn}, {zn} e {wn} sequéncias de Cauchy de niimeros

racionais. Se {x,} ~ {z,} e {yn} = {wn} entdo {x,.yn} =~ {zn-wn}.

Demonstracdo. Dado € > 0, € € Q. Observemos que:

1Xn-Yn — Zn-Wn| = [Xn-Yn — X0 Wi + X0 Wy — 2. Wy
= ‘xn(}’n—Wn)—FWn-(xn—Zn)]

< |xn||)’n —Wa| + |Wn||xn _Zn|~

Como {x,}, {w,} sdo limitadas, garantidos pela Proposi¢do 4.8, ja que {x,},
{wy} s@o sequéncias de Cauchy de nimeros racionais, temos que existem ¢ > 0,d > 0

com c¢,d € Q tais que |x,| < ce |w,| < d paratodon € N.
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Tomando k = max{c,d} entdo |x,| < ke |w,| < k para todo n € N. E da,
|xn'yn_zn-wn| < |anyn_Wn’+ |Wn||xn_zn| < k‘yn_Wn|+k|xn_Zn|~

Por outro lado {x,} ~ {z,} € {y»} =~ {w,} isto significa que 1i_r>n X, —zu| =0e

lim |y, —wy| = 0. Entdo existem n; € N e ny € N tais que
—>00

€
VneNn>n; = |x,—z4| < oy

€
VneNn>ny = |y,—wy| < %

Sendo ng = max{n;,n,} entdo para todo n € N,n > ny temos que

€ €
by =zl < Ky = wal K — 2| < ko ko =

Logo,

lim |(x,.yn) — (z0.-wn)| = 0.
n—soo

E dai {x,;.yn} ~ {zp.wn }. O
Assim a multiplicagdo estd bem definida.

Proposicio 4.33 Sejam [x,], [y4] e [z,] elementos de R. Entdo sdo vdlidas as seguintes

propriedades:
(A1) Associativa: [xy).([yu].[zn]) = ([xa].[Vn])-[zn]

(A2) Comutativa: [x,].[y] = [yn]-[xa]

(A3) Existéncia de elemento neutro: Existe 1] € R tal que [x,).[1] = [x,].

(Ad) Existéncia de oposto: ¥|x,] € R com [x,]| #0 = 3 [y,] € R tal que [x,].[yn] = [1].

(AS5) Compatibilidade da multiplicacdo com relagdo a ordem: [x,| < [y, e [z1] >
0 = [xu]-[zn] < [yn]-[zn]-

Demonstracao.

(A1) Observemos que o conjunto dos niimeros racionais possui a propriedade associativa
em relagdo a multiplicacdo e como [x,], [y.] € [zx] sd0 sequéncias de nimeros

racionais entdo,

Xl -(nl-[zn]) = [x)-vn-zn) = [0 (n-20)] = [(Xn-n) 20
= [Xnyn)-[zn] = ([xa]-[yn])-[2n]-
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(A2) Sabemos que o conjunto dos niimeros racionais possui a propriedade comutativa
em relagéo a multiplicagdo e como [x,], [y,] sdo sequéncias de ndmeros racionais

entao,

- [vn] = [Pen-yn] = [n-Xu] = [Yn]-[xa]-

(A3) Para mostrar a existéncia de elemento neutro basta tomar [1] que indicaremos apenas
por 1 como a identificagdo com a classe de equivaléncia da sequéncia constante
correspondente a sequéncia em que todos os seus termos sdo iguais a 1 € Q. Tal

sequéncia é de fato de Cauchy pois ele converge para 1 € Q. Além disso,
[x ][1] = [xl’ll] = [(X1.1)7(X2.1),(X3.1),...] = [X],)CZ,X:?,,..-] = [xl’l]

(A4) Como [x,] € R com [x,] # 0. Entdo pela Proposi¢do 4.27 temos a garantia que
a sequéncia {x,} representativa de [x,] pode ser tomada de modo que todos os
seus termos sejam diferentes de zero. Assim, definindo {y,} = {xin} temos pela

Proposi¢do 4.12 que {y, } é também uma sequéncia de Cauchy. Donde [y,| = [xin} €

R.

Além de [y,] = [xin} pertencer a R, temos que por cada termo de x, € um nimero

racional diferente de zero. Logo,

o 2]t

(A5) Mostraremos agora que se [x,] < [yu] € [2,] > 0 entdo [x,].[z4] < [Vn)-[zn]-

Sabemos que [x,] < [y,] entdo [x, —y,] < 0 e daf existem d; € Q, com d; >0 ¢
n; € N tais que:
Vn>n; = xp,—yn < —di

Temos também que [z,] > 0 daf existem d» € Q, com dp > 0 e ny € N tais que:
Vn>ny, = z, > ds.

Seja ng = max{nj,ny}, entdo para todo n € N,n > ng e observando que para cada
n € N, x,,y, € z, sdo nimeros racionais e vale a compatibilidade da multiplicacao

com relacdo a ordem, temos:

Xp-Zn — Yn-Zn < —d1.2n (4-3)
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Zn.d1 > dy.dy (4-4)
Das equacdes (4-3) e (4-4) temos que para todo n € N,n > ng:
Xn-Zn—Yn-2n < —d1.2p < —da.d] = X3.20 — Yn-2n < —db.dy

Como dy.d; > 0 entdo [x,.2, — Yn-2n) < 0. Isto € [x,].[z4] < [Vn)-[zn]-

Portanto,
[xﬂ] < [ n] € [Zn] >0 = [xn][zn] < [yn][zn]

OJ

Observacio 4.34 Designaremos por [x, 1] 0 elemento [y,] da Proposicdo 4.33 item (A4).

Proposicio 4.35 Sejam [x,], [y, [z1] € R, com [y,] # 0. Entdo [x,].[yn] = [zn)-[yn] se e

somente se, [x,] = [z,].

Demonstragdo. (=) Dado € > 0, € € Q.
Como [y,| # 0, pela Proposicdo 4.27 temos a garantia que a sequéncia {y,}
representativa da classe [y,] pode ser tomada de modo que todos os seus termos sejam

diferentes de zero. Tendo em vista que {y,} é uma sequéncia de Cauchy de nimeros

racionais entdo a Proposicao 4.12 nos garante que yi € uma sequéncia de Cauchy de

n

numeros racionais. Pela Proposi¢do 4.8 temos temos que { yl} ¢ limitada. Assim existe

n

ceQ,c>Otalque\yln\ <c.
Também sabemos que [x,].[yn] = [za].[yn] isto €, lgn |(xn-Yn) — (zn-yn)| = 0. Dai

existe ng € N tal que,
€
VneNn>ny = |xp-Yn—2n-yn| < o

Entdo para todo n > ng temos,

1 1
|Xp — zn| = |xn 1 —zp. 1| = |X0-Yn-— — Zn-Yn-—
n n
1
= |xn-yn_zn-yn|-_
|)7n|

€
< —-.c=E¢&
c

Portanto,

,}i_r)rolen_Zn’ =0 = [x;] = [za)-
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(<) Sabemos que [x,] = [z,] isto é, lim |x, — z,] = 0. Também temos que y, é uma
n—oo
sequéncia de Cauchy de numeros racionais entdo pela Proposi¢dao 4.8, y, € limitada.
Assim, existe ¢ € Q, ¢ > 0 tal que |y,| < ¢, para todo n € N.
Por

lim |x, —z,| =0,
n—oo

entdo dado € > 0 existe ng € N tal que,
€
VneNn>ny = |x,—za < -,
c
Mas

€
‘(xn-yn) - (Zn-yn)‘ = |yn~<xn_yn)| = |yn|—‘(xn _yn)| < C|(xn_yn)’ < CE =&

Donde [x,].[yn] = [z4]-[yn]-
Ol

Esta proposi¢io é conhecida como lei do cancelamento da multiplica¢do em R.

Observacao 4.36 O elemento neutro da multiplicagcdo definido na Proposicdo 4.33, item
(A3) é tinico. De fato, suponhamos que 1 e 1’ sdo elementos neutros de R. Seja [x,] # 0.

Entdo [x,].1 = [x,] e [xn].1" = [xp]. Assim, pela lei do cancelamento,
] 1 = [l = 1=1".

Observacao 4.37 O inverso multiplicativo definido no item (A4) da Proposi¢do 4.33 é
tinico. De fato, suponhamos que [y,] e [,] sdo inversos multiplicativos de [x,] € R, [x,] #

0. Entdo [xn).[ya] = 1 € [x,4].[y,] = 1. Logo, pela lei do cancelamento,

] [n] = o] D] = [yn] = D).

Até aqui mostramos que R é um corpo ordenado ji que existe uma relacio de
ordem total, e em que as operagdes bindrias do corpo sdo compativeis com essa relacdo

de ordem como vimos nas trés ultimas secoes.

4.5 Imersdode Q em R

O nosso objetivo aqui é mostrar que R pode ser visto como uma ampliacio de
Q. Com esta finalidade encontraremos um subconjunto Q' de R que seja isomorfo a Q,
inclusive com rela¢do a ordem. Isto significa que definiremos uma func¢do de Q' em Q

bijetiva, que preserva adi¢dao e multiplicacdo, além da relagdo de ordem.
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Defini¢fio 4.38 Consideremos como Q' o conjunto de todos os elementos de [x,] € R
de modo que a sequéncia {x,} representativa de [x,| seja convergente para um niimero

racional.

Observemos que a sequéncia representativa de todo elemento [r] € Q' pode ser tomada

como a sequéncia constante de termos iguais a r.

Proposicao 4.39 A funcdo f: Q — Q, que associa a cada niimero racional r um
elemento [r] gerado pela sucessdo constante de termos todos iguais a r, é um isomorfismo

que preserva a relagdo de ordem. Isto é f satisfaz para quaisquer r,s € Q :
(i) f ¢ bijetora

(i) f(r4s)=f(r)+f(s)

(iii) f(rs) = f(r).f(s)

(iv) r<s < f(r) < f(s).

Demonstragéo.

(i) f é bijetora.

e f éinjetora. De fato, sejam r e s € QQ, temos:
fr=f(s) < [rl=[s] © [r—s]| =20 < |r—s/=0 & r=s.

Assim f € injetora.

e f & sobrejetora.
Dado [x,] € ', entdo a sequéncia x, representativa da classe [x,] converge
para um ndmero racional r assim x, pode ser tomada como a sequéncia cujos
termos sdo todos constantes e iguais ao racional ». Como r € Q, entdo teremos
f(r) = [r]. Assim, qualquer elemento [r] que tomamos em Q' obtemos um
representante em Q, a saber o préprio r, de modo que [r| seja imagem de r

pela funcao f. Portanto, f é sobrejetora.
(i) f(r+s)=f(r)+ f(s) pois,

flrts)=r+sl=[r]+[s] = f(r)+ f(s)

(iii) f(rs) = f(r)f(s) pois,
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(iv) Observamos que, para cada x € Q, se tem x > 0 em Q se e s6 se x > 0 em @', pois
x € definido, em Q’, por uma sequéncia de termos constantes e iguais a x. Assim,

dados r,s € Q, tem-se:

r<s & s—r>0& [s—r|>0 & [s]-[r] >0 & [r] <[s].
0

Assim provamos que o conjunto Q' pode ser identificado com o corpo ordenado
dos niimeros racionais. Isto significa que do ponto de vista de operacdo algébricas e de

ordenacao nao ha porque diferenciar estes dois conjuntos.

Definicdo 4.40 O conjunto R constituido pelas classes de equivaléncia das sequéncias

de Cauchy de niimeros racionais, mais precisamente, se [x,] € R entdo [x,] é o conjunto

das sequéncias de Cauchy {y,} tais que {x,} =~ {y,}, isto é lim |x, — y,| = 0, serd
n—oo

denominado a partir de agora conjunto dos niimeros reais e denotado por R.

Vamos ver que a seguir que entre dois nlimeros reais existe sempre um nimero

racional. Para isto mostraremos inicialmente que o corpo ordenado R é arquimediano.

Proposicao 4.41 Qualquer que seja o niimero real x, existe um niimero natural n tal que

x<n.

Demonstragdo. Se x é um niimero real, entdo x = [x,|, onde x, é uma sequéncia de Cauchy
de niimeros racionais. Como {x, } é uma sequéncia de Cauchy de nimeros racionais temos
pela Proposico 4.8 que {x,, } é limitada, daf existe k > 0 com k € QQ tal que paratodon € N
temos,

|Xp| <k < —k <x,<k.

Seja {y,} = [k] a sequéncia de Cauchy de termos todos iguais a k. Entdo para todo indice
n temos x,, —y, < 0, ou seja, 0 <y, —x,. Logo,

<1 — =k—
O_Jggo(yn xn) k—x,

donde k —x > 0. Assim , temos que, k —x > 0 ou seja, x < k. Como k € um nimero
racional existe nimeros naturais m e b tais que k = %. Como % <b < b+1, tomando

b+ 1 =ntemos que x < n. O

Proposicao 4.42 Dados dois niimeros reais x e y, sendo x > 0, entdo existe um niimero

natural p tal que y < px.



4.6 Completude do Conjunto dos Nimeros Reais 86

Demonstracdo. Suponhamos que existam nimeros reais x € y, sendo x > 0, tais que
px <y, para todo nimero natural p. Entdo pela compatibilidade da multiplicagdo com
relacdo a ordem

1

px<y = pxxflgyx* = pgyxfl,

para todo nimero natural p. Mas isso contradiz a Proposicao 4.41. Portanto, existe um

ndmero natural p tal que y < px. O

Assim provamos que o corpo R é arquimediano.

Proposicao 4.43 Sejam x e y niimeros reais tais que x < y. Entdo existe um niimero

racional r tal que x < r < y.

Demonstragdo. Sejam {x,} e {y,} respectivamente as sequéncias geradoras de x e y.
Entdo {¥57} ¢ a sequéncia geradora do niimero real *5*. Como x < y entdo {**5™} ndo
converge para zero. Temos entdo que, a partir de certo n € N, existe 7 > 0, h € QQ tal que
y"%x" > h e portanto )% > h. Logo, h <y e como R é arquimediano, visto na Proposi¢ado
4.42, entdo existe t € N tal que y < th. De x < y obtemos x < th.

Consideremos agora a sequéncia cujos termos sdao da forma n.h com n € N.
Como x < th para certo ¢t € N, existem termos desta sequéncia que sdo maiores que X.
Mas N é bem ordenado entdo podemos fixar o minimo do conjunto {k € N|x < kh}. Seja

p esse minimo e r = ph. Logo,
1
r=(p-Dhth<xt+o(y—x)<x+(y-x)=y

donde x < r <y. O

4.6 Completude do Conjunto dos Numeros Reais

Nesta secao completaremos a construcao do corpo dos nimeros reais mostrando

que toda sequéncia de Cauchy de nimeros reais converge para um numero real.

Definicdo 4.44 Uma sequéncia de niimeros reais é uma familia X = {xp}peny =

{x1,x2,x3,...} onde para cada n, x, € R.

Definicio 4.45 Dizemos que uma sequéncia {x,} de niimeros reais converge para a € R,

e indicamos por x, — a, ou ainda lim x,, = a se, dado € € R, € > 0 existe ng € N tal que,
n—oo

Vn > ng tem-se:

|x, —a| <e.
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Definicao 4.46 Uma sequéncia de {x,} de elementos de R é chamada sequéncia de

numeros reais de Cauchy se para todo € € R, € > 0, existe ng € N tal que
Vmne Nomn>ny = |x, —xu| <&,

ou seja lim |x, —x,| =0.
m,n—yco
Proposicao 4.47 Uma sequéncia de Cauchy de niimeros racionais {x,} converge para

a € Q em Q se, e somente se, {x,} converge para a em R.

Demonstragdo. (=) Seja {x,} uma sequéncia de Cauchy de ndmeros racionais que
converge para a € Q em Q. Seja € > 0 um nimero real. Pela Proposicao 4.43, existe

um ndmero racional r > 0 tal que r < €. Como {x,} converge para a € Q em Q, existe

no € N tal que para todo n > ng temos, |x, —a| < r e por r < € entdo |x, —a| < €.
Portanto {x, } converge para a em R.
(<) Suponhamos agora que {x, } converge para a € Q em R. Seja € > 0 um nu-
mero racional. Mas € € R logo existe ng € N tal que para todo n > ng implica |x, —a| < €.

O

Proposicao 4.48 Uma sequéncia de niimeros racionais {x,} é uma sequéncia de Cauchy

em Q se, e somente se, {x,} é uma sequéncia de Cauchy em R.

Demonstragdo. (=) Seja {x,} uma sequéncia de Cauchy de nimeros racionais em Q.
Seja € > 0 um numero real. Pela Proposicdo 4.43, existe um nimero racional » > 0 tal
que r < €. Como {x,} é uma sequéncia de Cauchy em Q, existe ny € N tal que para todos
m,n € N, m,n > ng temos, |x, —x,,| < r e por r < € entdo |x, — x| < €.

Portanto {x, } € uma sequéncia de Cauchy em R.

(<) Suponhamos agora que {x,} seja uma sequéncia de Cauchy em R. Seja
€ > 0 um nimero racional. Daf € € R, logo existe nyp € N tal que para todo m,n € N,

mn > ng implica |x, — x,,| < €. Portanto {x,} é uma sequéncia de Cauchy em Q. O

Proposicao 4.49 Toda sequéncia de Cauchy de niimeros racionais {x,} converge em R

para o niimero real que define.

Demonstragdo. Seja {x,} uma sequéncia de Cauchy nimeros racionais e x o nimero
real por ela definido. Seja € > 0 um ndmero real. Consideremos ainda r > 0 um ndmero

racional tal que r < €, cuja existéncia é garantida pela Proposi¢ao 4.43. Como {x, } € uma
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sequéncia de Cauchy nimeros racionais existe ng € N tal que para quaisquer m,n € N

com m,n > ng tem-se:
Xp—xm| <r & —r<xpm—x, <r& —r+x, <xy <r+x,.
Entdo para m € N com m > ny,
[—r+xn] < xm < [rt+x0] = [—r]+ 6] < [xn] < [r] + [x4]
Ccomo r € X, Sa0 nimeros racionais obtemos
4+ x<xp <r+x & —r<xp—x<r & |xy—x[<r & |xn—x|<e.

Portanto {x, } converge em R para o nimero real que define. 0

Teorema 4.50 Toda sequéncia de Cauchy de niimeros reais converge para um nimero

real.

Demonstragdo. Seja {x,} = {xo,x1,x2,...} uma sequéncia de Cauchy de nimeros reais.
Sendo xg,x1,X2,... nimeros reais existem sequéncias de Cauchy de nimeros racionais
{xin}, i=0,1,2,3,... tais que lim x;;, =x;, i =0,1,2,3,....

n—oo

Sendo lim x¢, = xo, podemos escolher um termo xoy, da sequéncia {xon} tal que:
n—so0
‘XOko —X()’ < 1.

Da mesma forma, como lim x;, = x1, podemos escolher um termo xy;, da sequéncia
n—oo

{x1n} tal que:
1
\xlkl —x1] < 5

De modo geral podemos escolher um termo x,;, da sequéncia {xz, } tal que
oty — 5] < —
X —X —_—.
nk;, n n+1
Logo obtemos a sequéncia {xox, — X0,X1x, — X1, X2k, — X2...} que por construgdo converge
para zero.
Portanto dado € > 0,€ € R, existe n; € N tal que quaisquer r,s € N com r,s > n

temos:
€
3

€
Xk, — x| < € [Xsk, — x5 <
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Por hipdtese sabemos que {xg,x1,X2,...} € uma sequéncia de Cauchy, dai existe n, € N
tal que quaisquer i, j € Q com i, j > n, implica

€
|x,~—xj| < §

Tomando ny = max{n;,n;} temos que quaisquer m,n € N com m,n > ny,

|xnkn - xmkm‘ = |xnkn —Xp Xy — X+ Xy — kam‘
< Pk, = Xl + Xk, — Xm| + [0 — xim|
< 8+8+£—£
3 3 3 '

Donde xok,,X1k;,X2k,,--- € uma sequéncia de Cauchy de niimeros racionais que pela
Proposicao 4.49 é convergente para o nimero que ela define, isto € existe x € R tal que
nli_rgoloxnkn = x. Como {xok, — X0, X1k, —X1,X2k, —X2...} CONVEIge para zero € Xoj,, X1k, s X2k, ---
converge para x temos que:
€

dnz e Ntal que n > n3 = |xu, — x| < 3

€
dng e Ntalque n > ng = |xu, — x| < 5

Tomando ns = max{n3,ns} temos que quaiquer n € N tal que n > ns nos da,

|Xn —x| = |xn — Xk, + Xk, — X
< e _xnkn| + |xnkn — x|
< € + € €
2 2 ’
Portanto a sequéncia xg,x1,X2, ... CONverge para x. O

Para mostrar que R € um corpo ordenado completo seguindo a Defini¢do B.16
no Apéndice B, vamos entdo provar que todo conjunto nao vazio de R, limitado superior-

mente possui supremo em R.

Definicao 4.51 Seja {x,} uma sequéncia de niimeros reais. Dizemos que {x,} € crescente
se,

X1 <x<..<x<..

e decrescente se,

XL > X > > X >
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Definicdo 4.52 Seja {x,} uma sequéncia de niimeros reais. Dizemos que {x,} é ndo-

decrescente se,

e ndo-crescente se,

Em qualquer uma das situagdes das Defini¢des 4.51 e 4.52, dizemos que {x, } € monétona.

Definicdo 4.53 Uma sequéncia {x,} de nimeros reais, diz-se limitada se existe ¢ € R,

¢ > 0, tal que |x,| < ¢ para todo n € N.

Proposicao 4.54 Se {x,} é uma sequéncia mondtona e limitada de niimeros reais entdo,

{xn} é uma sequéncia de Cauchy.

Demonstragdo. Consideremos que {x,} seja mondtona ndo-decrescente. Como {x,} é

limitada superiormente, entdo existe a € R tal que x, < a, para todo n € N. Assim,
x<xn<.<x<..<a.

Suponhamos por absurdo que {x, } ndo seja uma sequéncia de Cauchy, isto significa que,
existe € € R, € > 0 tal que, qualquer que seja nyp € N, existe dois indices r,s, podemos

supor r < s com r > ngp € § > ny tais que:
Xg — X, > €.
Entdo para tal € € R, & > 0 podemos determinar ndmeros naturais,
rp e sy, e sy ... res; comr<s;i=1,23..
tais que,
ri<sies; < St

Assim,
Xg; = Xp, +E€ Xgy > Xpy +€ 2> Xp +28;... X5 > Xp +KE.

Tendo em vista a propriedade arquimediana dos nimeros reais, Proposicao 4.42, entdo
podemos tomar k de modo que,
ke > a—x,,.

Entao,

X5, > X, +hk€E>Xxp +a—x, =a.
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Deste modo existe pelo menos um elemento de {x,} que € maior que a, isto contradiz o
fato de que x, < a, para todo n € N.

Portanto {x, } é uma sequéncia de Cauchy de nimeros reais.

A demonstra¢do para os outros casos possiveis de sequéncia mondtonas, sao

andlogas. 0

Teorema 4.55 Sejam {x,} e {y,} duas sequéncias de nimeros reais tais que:
(i) {x,} é mondtona nao-decrescente,

(ii) {yn} € mondtona ndo-crescente,

(iii) x; <yjparatodoi,j e N,

(iv) paratodo € € R,e >0, 3 ng € N tal que para todo n > ny tem-se

Yn—Xp < E.

Entdo existe um tinico niimero real que pertence a todos os intervalos [x;,y j], comi,jeN.

Demonstragdo. Como as hipéteses do teorema nos diz que {x,} e {y,} sdo monétonas e
limitadas, entdo pela Proposi¢do 4.54 temos que {x,} e {y,} sdo sequéncias de Cauchy.
Deste modo, o Teorema 4.50 nos garante que {x,} e {y,} sdo convergentes para um
numero real.
Consideremos entdo, x e y € R tais que:

limx,=x, e limy,=y.

n—eo n—soo
O item (iii) do enunciado do teorema nos diz que, x; < y; para todo i, j € N. Daf, para
todo j € N,

limx; <yj,

isto €,

x<y; para todo j&N.
Por outro lado,

x<limy;, = x<y.
J—eo

Nao pode ocorrer x < y. De fato, pelo item (iv) das hipdteses do teorema, como

y—x > 0 entdo, tomando € = y — x, existe ng € N tal que para todo n > ng tem-se,
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Mas x, <x ey <y, para todo n € N, pois {x,} é mondtona ndo-decrescente, {y,} ¢é

mondtona ndo-crescente, lim x, =x e hm 0y, =Y. .Logo,
n—soo
Xn+y<y,+x, paratodo n €N,
isto €,
Yn—X, > y—x, paratodo n € N,

contradizendo o fato de que y,, — x, < € =y — x para todo n > ny.

Assim, x = y. O

Teorema 4.56 Seja X um conjunto ndo vazio de niimeros reais, limitado superiormente.

Entdo existe supremo de X pertencente aos reais.

Demonstracdo. Consideremos xo uma cota superior de X. Seja yg € R tal que yg ndo seja

cota superior de X. Designemos por:

x1 : 0 menor dos nimeros Ogy % e xp, que seja cota superior de X.
y1 : 0 maior dos ndmeros @ € Yo, que nao seja cota superior de X .
Observemos que se x| = @ entdo, y; = yp € se x| = Xo entdo, y; = ’@ Em ambos
0s €asos
y X0 — Y0
—y =2
2
Sejam,
x : 0 menor dos nimeros * 1? L e x1, que seja cota superior de X.

y2 : 0 maior dos ndmeros lﬂ L e y1, que ndo seja cota superior de X .
Analogamente se x; = lery L entdo y, = yj € se xp = X entdo y, = xl;y L. Em ambos os
casos temos,
_ X0— Y0
X2 —=Yy2 = T

Generalizando, podemos determinar:

Xp+1 : 0 menor dos nimeros ”;y e x,, que seja cota superior de X.

Xn +y n

Yn+1 : 0 maior dos nimeros € Yn, que ndo seja cota superior de X .

Observemos que Se X, 1 = ”ery 2 entdo Yui1 = Yn € S€ Xpt] = X €NA0 Y, = "ery n

Teremos entao:
_X0— Y0
Antl — Y+l = ol
A sequéncia {x,} como foi construida é monétona ndo-crescente, e a sequéncia {y,}

monodtona ndo-decrescente. Além disso,

e Pela construgdo das sequéncias {x,} e {y,} temos que x; < x; para todo i, j € N.
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e Dado € > 0, € € R, basta tomar ng € N tal que ’;,’,:_y 9 < &. Dai para qualquer n > ng

tem-se:
_Xo+tYo _ Xo+Yo
Y ng—1

< E.

Xn—Yn

Entdo sdo satisfeitas as hipdteses do Teorema 4.55, e entdo existe um dnico nimero real
k que pertence a todos os intervalos [y,, x|, para todos n,m € N.
O ndmero real k € o supremo de X. De fato, qualquer que seja x € X, se tem

x < x,, para todo n € N. E, entdo

x < lim x, = k.
n—yoo

Suponhamos que exista s € R tal que s < k e s € cota superior de X. Assim, k —s > 0.
Como lim y, = k, entdo existe ng € N, tal que para todo n > ng tem-se:
n—soo

v —k|<k—s = s—k<y,—k<k—s = s<y,<2k-—s.

Logo para n > ng, s < y,. Mas por constru¢do nenhum termo y, € cota superior de x,,
entdo s também nao o €. Deste modo temos uma contradi¢do pois supomos que s € cota

superior de X. Portanto k € R e k é supremo de X. O



CAPITULO 5

O conjunto dos nimeros reais e sua aplicacao

em sala de aula.

Faremos aqui uma breve discussdo da aplicacdo dos nimeros reais em sala
de aula. Propondo algumas possiveis formas de apresentacdo na educacdo bdsica deste

conteudo.

5.1 Algumas questoes sobre o ensino dos niimeros reais.

O conceito de nimero real estd intrinsecamente ligado a estrutura bésica do
Cilculo, bem como de toda a matematica do ensino fundamental e médio. E um suporte
para a compreensao e aplicacdo de varios conceitos e propriedades da matemaética.

A Lei de Diretrizes e Bases da educagio nacional, Lei 9394/96 em seu artigo
22, diz:

Art 22. A educagio bésica tem por finalidade desenvolver o educando,
assegurar-lhe a formagcdo comum indispensdvel para o exercicio da

cidadania e fornecer-lhe meios para progredir no trabalho e em estudos
posteriores.

Analisando o artigo descrito acima podemos perceber que uma das funcdes da
educagdo bésica é o desenvolvimento do educando para avangar nos estudo, sendo entio
notdria a necessidade de um embasamento real e verdadeiro aos componentes curriculares
que estio presentes na maior parte dos cursos superiores. E necessario oferecer condigdes
aos futuros cidaddos para que tenham uma bagagem conceitual e metodoldgica que lhes
permita ser participativos desses conhecimentos.

Deve ser levado em consideracdo os diferentes propdsitos da formagdao matema-
tica na educacao bdsica

No entanto a maior parte dos alunos do ensino bdsico entram e saem da escola
sem um dominio adequado dos nimeros reais. Os nimeros reais, sdo na maioria dos
casos, tratados no ensino basico de forma ripida e superficial, sem muita importancia,

escondendo suas principais caracteristicas, bem como suas complexidades. Sabemos que
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existem muitos problemas com relacio ao ensino e aprendizagem deste tema, mas talvez
o principal seja a abordagem.

A maior parte dos professores utilizam o livro diddtico como norteador para sua
pratica em sala de aula, ndo se desvinculando muito deles, geralmente por ndo possuirem
um conhecimento adequado do tema. Estes em sua maioria, trabalham nimeros reais
de forma breve e vaga. Muitos apresentam os nimeros irracionais como nimeros reais
que ndo sdo racionais, aqueles cuja expansdo € infinita e ndo periddica, sem dar uma
defini¢do formal de nimero real. Apresentam alguns exemplos do tipo, T, v/2, v/3 e
algumas operagdes com radicais, porém de modo bem sucinto. Abordam dos nimeros
irracionais pelas suas expressdes decimais aproximadas e geralmente sem quaisquer
argumentos tedricos para justifica-las. Além disso, é frequente nos exercicios propostos
para a classificacio de nimeros como racionais ou irracionais nio terem informagdes
suficientes em seus enunciados para realizar tal classificac@o. Isso acaba por produzir nos
alunos a sensagdo de que esse assunto ndo tem importancia.

Propriedades em relagdo a ordem, a densidade, ao infinito, as definicdes de nu-
mero racional e de nimero irracional, e, ao proprio conceito de niimero e suas representa-
coes sdo poucas desenvolvidas, impossibilitando o aluno desenvolver aptiddes para uma
compreensdo adequada dos nimeros reais.

O estudo sobre a constru¢do do conjunto dos nimeros reais por meio de duas
abordagens distintas que propomos neste trabalho: cortes de Dedekind no Capitulo 3 e por
sequéncias de Cauchy no Capitulo 4, traz subsidios para uma melhor compreensio por
parte principalmente dos professores, para que assim tenham um melhor embasamento
para elaboracdo de suas propostas de ensino a cerca deste assunto. Elas ndo foram
criadas para se ensinar nimeros reais no ensino bdsico, mas para solucionar problemas de
natureza puramente matemadtica, a existéncia de um corpo arquimediano completo.

E preciso que saiba matemética e saiba bem, inclusive além do que se estd en-
sinando, para que assim tenha maior clareza do objeto que se ensina e entdo conseguir,
melhorar o processo de ensino aprendizagem e aumentar a aprendizagem. Ensinar mate-
matica € um empenho complexo e ndo ha receitas faceis para isso. Nao hd um caminho
tnico. E essencial que se ensine de modo que os alunos possam ver a Matemdtica como
algo natural e agraddvel, no caminho de uma aprendizagem mais efetiva e significativa.

Para o ensino fundamental a abordagem dos nimeros irracionais, de acordo com
os Parametros Curriculares Nacionais de matematica, deve ser feita de maneira cautelosa,
evitando seguir linha muito formal, levando inicialmente o aluno a perceber que os nu-
meros racionais sdo insuficientes para resolver determinadas situagdes, € posteriormente

explorar algumas propriedades desses nimeros.

O importante € que o aluno identifique o nimero irracional como um
nimero de infinitas casas decimais ndo-periddicas, identifique esse nu-
mero com um ponto na reta, situado entre dois racionais apropriados,
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reconheca que esse nimero nio pode ser expresso por uma razdo de
inteiros; conheca nimeros irracionais obtidos por raizes quadradas e lo-
calize alguns na reta numérica, fazendo uso, inclusive, de constru¢des
geométricas com régua e compasso. Esse trabalho inicial com os irraci-
onais tem por finalidade, sobretudo, proporcionar contra-exemplos para
ampliar a compreensao dos nimeros [6, p.83].

A prova da irracionalidade de alguns nimeros por exemplo do numero T, ndo
deve ser feita nesta fase, porém deve-se propor situacdes que envolvam aproximagdes
sucessivas no intuito de que o aluno perceba que estes nimeros podem ser expressos por
infinitas casas decimais e de modo ndo periddico.

Os Parametros Curriculares que regulamentam o Ensino Médio traz uma explici-
tacdo das habilidades bdsicas, das competéncias especificas, que se pretende que o aluno
desenvolva em vdrias areas do conhecimento, em particular na Matemaética. Entre outros
fatores descritos nos PCN-EM, destacamos que o aluno deve ter a capacidade de criar,
de pesquisar, de formular, de observar, de analisar, de perceber, de ter curiosidade e que
sejam capazes de utilizar as diversas tecnologias relacionadas as areas de atuacdo. Eles
tém como fungdes apresentar reflexdes, orientagdes e embasamentos para a estruturacao

do curriculo a ser adotado, bem como a prética docente.

No ensino médio, etapa final da escolaridade bdsica, a Matemética
deve ser compreendida como uma parcela do conhecimento humano
essencial para a formagdo de todos os jovens, que contribui para a
construcdo de uma visdo de mundo, para ler e interpretar a realidade
e para desenvolver capacidades que deles serdo exigidas ao longo da
vida social e profissional [5, p.111].

Citaremos a seguir alguns objetivos que devem ser alcancados pelo aluno a cerca
do ensino da Matematica no Ensino Médio, ja que, ndo sdo apresentados os objetivos
especificos a serem alcangados sobre o estudo do conjunto dos ndmeros reais. Estes

objetivos podem ser encontrados em [4, p.111].

e compreender os conceitos, procedimentos e estratégias matemadticas que permitam

a ele desenvolver estudos posteriores e adquirir uma formacao cientifica geral;

e aplicar seus conhecimentos matemadticos a situacdes diversas, utilizando-os na

interpretacdo da ciéncia, na atividade tecnoldgica e nas atividades cotidianas;

e analisar e valorizar informacdes provenientes de diferentes fontes, utilizando ferra-
mentas matematicas para formar uma opinido prépria que lhe permita expressar-se
criticamente sobre problemas da Matemadtica, das outras dreas do conhecimento e

da atualidade;

e desenvolver as capacidades de raciocinio e resoluciao de problemas, de comunica-

¢d0, bem como o espirito critico e criativo;
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e utilizar com confianca procedimentos de resolucio de problemas para desenvolver

a compreensdo dos conceitos matematicos;

e expressar-se oral, escrita e graficamente em situagdes matematicas e valorizar a

precisao da linguagem e as demonstracdes em Matematica;

e cstabelecer conexOes entre diferentes temas matematicos € entre esses temas € o

conhecimento de outras areas do curriculo;

e reconhecer representacdes equivalentes de um mesmo conceito, relacionando pro-

cedimentos associados as diferentes representagdes;

e promover a realizacdo pessoal mediante o sentimento de seguranca em relacdo
as suas capacidades matemadticas, o desenvolvimento de atitudes de autonomia e

cooperacao.

No Ensino Médio, a matemética deve ter um cardter de apropriacdo, constru¢ao
de conhecimentos e instrumentos para que o aluno tenha a possibilidade de continuar
aprendendo. Assim, se faz necessario que o estudo dos nimeros reais seja feita, de modo

a propiciar ao aluno tais possibilidades.

5.2 Sugestoes de atividades sobre niimeros reais.

Apresentaremos a seguir, algumas atividades que podem surgir efeitos positivos
para a compreensdo dos ndmeros para alunos do ensino basico. Porém frisamos que
sdo apenas sugestdes que depende das peculiaridades de cada turma e da maneira de

abordagem utilizada pelo professor.
Atividade 1

Como 1% =1 e 22 = 4, entdio 1% < 2 < 22. Extraindo raiz quadrada temos, V12 < /2 <
V22 ou seja, 1 < v/2 < 2. Fazendo tentativas:

(1,1)>=1,21 <2
(1,2)>=1,44 <2
(1,3)>=1,69 < 2
(1,4)>=1,96 <2
(1,5)2=2,25>2

Entio podemos observar que 1,4> = 1,96 < 2 < 2,25 = 1,5 e extraindo a raiz quadrada
nos permite concluir que 1/1,42 < v/2 < /1,52, ou seja 1,4 < v/2 < 1,5. Continuando
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este procedimento, use a calculadora (sem empregar a tecla /) para completar a ta-

bela abaixo, obtendo aproximacdes por falta e por excesso para v/2 com n casas decimais.

Tabela 5.1: Aproximacées de V2

Aproximagio por falta de v/2 | Aproximagio por excesso de v/2 | Desigualdade

1,4 1,5 1,4<v2<1,5

AN N AW~

Esta atividade tem como objetivo determinar aproximagdes decimais de V2.
Por este processo o aluno pode ser levado a pensar que se pode determinar quantas
casas decimais quisermos e que as aproximacdes por falta, bem como por excesso, tem
aproximagdes cada vez melhores do valor de v/2, sugerindo subjetivamente a ideia de
limite . Aqui o uso da calculadora ou mesmo de recursos computacionais apresenta-se

como recurso diddtico de grande ajuda, pois auxilia nos calculos e dinamiza a aula.
Atividade 2

Os resultados da figura abaixo, s@o resultados que apareceram no visor de uma calculadora
apOs efetuar certas operacdes matematicas. Sem saber quais operagdes foram efetuadas,

pode-se determinar se esses nimeros sao racionais ou irracionais? Justifique.

0,058823529

0,666666667

O objetivo desta atividade é mostrar que com apenas uma quantidade finita da
representacio decimal de um ndmero real que tenha representacdo decimal infinita ndo é
possivel classificd-lo em racional ou irracional. Por exemplo a expressdo que aparece no
primeiro retangulo parece de um nimero irracional, porém pode representar por exemplo

a fracdo % que € uma dizima periddica de periodo com 18 digitos.
Atividade 3
1. Marque a alternativa correta. O ndmero 0,9999999.... € um nimero:

I) natural.
II) inteiro, ndo natural.
III) racional, ndo inteiro.

IV) irracional.
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2. Resolva as seguintes operacdes:

3. Escreva a dizima 0,333... como fragdo e multiplique essa fragc@o por 3. Qual resultado

¢ obtido? Compare este resultado com o encontrado no item 2.

Esta atividade tem como objetivo reconhecer melhor dizimas periddicas e com-

preender as diferentes representagdes que um nimero pode ter.

Atividade 4

Localizar utilizando régua sem escala e compasso os nimeros racionais na reta numérica.

1. Partindo de uma reta ordenada com uma marcagdo por zero estabelece uma unidade

de medida arbitraria, (1u) e com ajuda do compasso marque os nimeros haturais
1,2,3,4,5.

Figura 5.1: Representacdo de niimeros naturais na reta.

Sugestdo: Siga as instrugdes a seguir:
1°. Trace uma reta.
2°. Considere o segmento AB de comprimento 1, em uma unidade, na reta tracada.

3°. Marque na reta real, os pontos A e B correspondentes respectivamente em 0 e 1.
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4°. Trace uma circunferéncia de raio AB e centro B, que interceptard a semirreta AB

num ponto C que corresponderd ao niimero 2.

5°. Trace uma circunferéncia de raio AB e centro C, que interceptard a semirreta AB

num ponto C que corresponderd ao niimero 3.

Para representar os outros nimeros naturais os procedimentos sdo andlogos, ver

Figura 5.1.
2. Represente na reta os inteiros —1,—2, -3, —4,—5.

Procedimentos andlogos a representacdo dos nimeros naturais acima.

3. Represente o nimero % na reta real utilizando régua sem escala e compasso. (Su-

gestdo: Considere um segmento AB de comprimento 1 na reta real e sejam A e B
respectivamente correspondentes a 0 e 1, em seguida trace a mediatriz do segmento

que liga 0 a 1.) Ver figura 5.2.

)
._.
—

°

Figura 5.2: Representagdo de %

4. Com o intuito de representar o nimero % na reta real utilizando construcdo por régua

sem escala e compasso, siga as seguintes instrucoes:

1°. Marque os pontos A e B correspondentes respectivamente em 0 e 1.
2°. Trace por A uma reta qualquer, distinta da reta real, ao qual denominaremos reta r.

3°. A partir do ponto A marque trés segmentos de mesmo comprimento na reta r, digamos
AC,CD e DE.

4°. Ligue o ponto B ao ponto E.
5°. Trace paralela s a BE passando por C. Esta interceptard a reta real em um ponto F.

6°. Trace paralela t a BE passando por D. Esta interceptard a reta real em um ponto G.
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Figura 5.3: Representagdo de %

Seguindo estas instru¢des espera-se que os alunos facam a construcdo semelhante com a
Figura 5.3.
a) Qual medida deve ter o segmento AF? E o segmento AG? Justifique.

b) Apoés representado o niimero % na reta real como poderemos representar o nu-

mero _Tl na reta real utilizando apenas o compasso?

¢) Como devemos proceder para representar 0 nimero % na reta real utilizando construcdo

por régua sem escala e compasso, semelhante a descrita acima?

d) E possivel fazer uma construcio andloga a feita nesta atividade para representar

na reta real, por exemplo o nimero %?
Atividade 5

Representar nimeros irracionais na reta real utilizando régua sem escala e compasso.

1. Represente o nimero v/2 na reta real utilizando régua sem escala e compasso. Para

1SS0, sugere-se que os seguintes passos sejam seguidos:

1°. Considere o segmento AB de comprimento 1, em uma unidade.
2°. Marque na reta real, os pontos A e B correspondentes respectivamente em 0 e 1.

3°. Trace por B uma reta r perpendicular a AB.



5.2 Sugestodes de atividades sobre nimeros reais. 102

4°. Marque uma unidade, na reta r a partir de B, determinando o ponto C e obtenha o

triangulo ABC. Espera-se obter figura semelhante a Figura 5.4.

Figura 5.4: Tridngulo auxiliar & representacdo de \/2 na reta real.

a) Observando o tridngulo ABC o que podemos concluir sobre a medida de AC?

Continuando a construgao.

6°. Construa uma circunferéncia com de centro A e raio AC, que interceptard a semirreta

AB num ponto D. A figura encontrada deve ser parecida com a Figura 5.5.

Figura 5.5: Representacdo de /2.
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b) O que podemos concluir em relagdo a medida de AD?
¢) Como podemos determinar na reta numérica 0 nimero —\/Q?

d) Faca uma constru¢io de modo anilogo para representar o niimero /3 na reta real,

utilizando régua sem escala e compasso.

O professor pode explorar nesta atividade a Espiral Pitagérica que é um processo

prético para localizar irracionais na forma y/n com n € N.

Figura 5.6: Espiral Pitagorica.

Atividade 6

Representar nimeros irracionais na reta numérica utilizando tridngulo inscrito na circun-

feréncia.

1. Represente na reta numérica v/3 utilizando de régua sem escala e compasso, utilizando

as seguintes instrugdes:
1°. Trace um segmento AB de 4 unidades.
2°. Considere um ponto P pertencente ao segmento AB de forma que AP =3 e PB = 1.
3°. Determine M, o ponto médio de AB.

4°. Trace uma semicircunferéncia de centro M e raio AM.
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5°. Trace por P uma perpendicular a reta AB que interceptard a semicircunferéncia em

um ponto, que designaremos C.

Espera-se que os alunos obtenham uma constru¢ao como a da Figura 5.7.

Figura 5.7: Tridngulo auxiliar & representacdo de \/3 na reta real.

a) Considerando o tridngulo ABC o que podemos concluir sobre a medida de CP.

Observacao 5.1 Espera-se que os alunos percebam, que o tridngulo ABC é retdngulo em

C e CP é a altura relativa a hipotenusa. Assim, teremos
(med(CP))?> =3.1=3 = med(CP) = /3.

Ap6s ter claro que a medida do segmento CP é /3, continua-se a constru¢io, com os

seguintes passos.

6°. Considere a reta que contém o segmento AB como a reta real e os pontos A e B

correspondentes respectivamente em () e 4.

7°. Represente o niimero \/3 na reta real.(Basta tracar a circunferéncia de centro A e
raio CP e marcar na semirreta AB o ponto de intercegdo entre a semirreta AB e a

circunferéncia.)
Espera-se que a construcao tenha o formato da Figura 5.8.

2. Represente na reta numérica V7 € —+/5 utilizando o mesmo procedimento feito, no

exercicio 1.
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Figura 5.8: Representagdo de \/3 na reta real.

Observacao 5.2 Caso o aluno ndo tenha familiaridade com construgcoes geométricas
com régua e compasso, o professor deve especificar de forma mais detalhada os passos
para a construcdo. Vale salientar que, se houver possibilidades, esta atividade pode
ser adaptada para ser trabalhada utilizando e explorando recursos tecnologicos em

ambientes dindmicos, como por exemplo o sofware Geogebra.

Geralmente, os livros didaticos ao abordarem os niimeros irracionais, apresentam
areta numérica com alguns nimeros irracionais jad marcados. Na maioria das vezes usando
aproximacoes por falta desses nimeros. Ao aluno realizar a construcdo geométrica por
régua € compasso para marcar pontos como \/E, \/5, \/7 entre outros, se torna mais
facil a fixacdo as ideias de nimeros irracionais, principalmente as relacionadas a ordem
e localizacdo na reta real. Obtendo entdo, maturidade para a utilizagdo dos nimeros

irracionais em outras situacoes.



CAPITULO 6

Conclusao

O objetivo deste trabalho foi apresentar de duas formas de constru¢do do con-
junto dos niimeros reais, via cortes de Dedekind e por sequéncias de Cauchy, de modo a
proporcionar um entendimento mais amplo e significativo deste conjunto, além de des-
pertar interesse pelo tema.

Visando uma boa compreensao da teoria desenvolvida neste trabalho, procura-
mos explorar conceitos e propriedades da teoria de dlgebra, topicos de conjuntos e andlise,
para assim mostrar a criacdo do conjunto dos nimeros reais, como extensdo do conjunto
dos nimeros racionais, através de sua definicio como corpo ordenado completo. Neste
sentido, se fez necessario um enfoque propriedades e proposi¢des que garantissem esta
definicao.

Acreditamos que este trabalho possa servir de motivacdo para leitores que
buscam o aprimoramento a cerca do conjunto dos nimeros reais, bem como incentivar
reflexdes sobre a melhoria do processo de ensino e aprendizagem dos numeros reais

principalmente na educacao bdésica.
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APENDICE A

Segmentos Comensuraveis e Incomensuraveis

Falaremos a seguir sobre segmentos comensurdveis e incomensuraveis € como
referéncias basicas citamos [10, 14, 20].

Consideremos dois segmentos AB e CD, eles sdo ditos comensuraveis se existir
um terceiro segmento EF que caiba um nimero inteiro de vezes em AB € em CD. Em
outras palavras € possivel medir AB e CD ao mesmo tempo usando a mesma unidade EF.
Se AB contém m vezes o segmento EF e CD contém n vezes o segmento EF, onde m e n
sd0 nimeros inteiros positivos entdo a razdo entre AB € CD € o nimero . Ilustraremos

esta situacdo no casom =6 e n =4.

Figura A.1: Os segmentos AB e CD sdo comensurdveis.

Os segmentos AB e CD da Figura A.1 sdo comensuraveis pois,
AB=6EF e CD =4EF.

Vale lembrar que os matemadticos gregos a época de Euclides nao usavam fragdes,
apenas razdes. Para eles a fragdo ”' ndo representava um niimero e sim a razio entre dois
numeros, que seria igual a razao entre dois segmentos AB e CD.

Até o século VIa.C, no tempo de Pitdgoras acreditava-se que dois segmentos
quaisquer AB e CD eram sempre comensurdveis. Analisando intuitivamente parece que
deve existir um certo segmento EF de comprimento tdo pequeno quanto se deseje, que
satisfaca o fato que EF caiba um nimero inteiro de vezes em AB e um nimero inteiro de
vezes em CD. Este pensamento perdurou por muito tempo, até que por volta do século
Va.C, os proprios pitagdricos descobriram que o lado e a diagonal de um quadrado ndo
sdo grandezas comensuraveis. O que deferiu uma crise na estrutura da Matematica da
época e principalmente nos pilares pitagdricos.

Quando duas grandezas ndo sdo comensuraveis elas sdo ditas incomensurdveis.
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Uma demonstragao alternativa pode ser feita utilizando de argumentos geométri-
cos para mostrar que o lado e a diagonal de um quadrado sdo grandezas incomensurdveis.

Tal demonstracdo pode ser encontrada em [10, pag.106].



APENDICE B

Grupos e Corpos - Algumas Definicoes

Definicao B.1 Sejam G um conjunto ndo vazio e x uma operacdo definida sobre G.
Dizemos que x define uma estrutura de grupo sobre o conjunto G quando sdo vdlidas

as seguintes propriedades:
(G1) Propriedade associativa: ax (bxc) = (axb)*c, ¥ a,b,c € G,
(G2) Existéncia do elemento neutro: existe e € G tal que axe =exa=a, ¥V a € G;

(G3) VaeG, dbeGtalqueaxb=bxa=e.

Por simplifica¢do de linguagem, quando * define uma estrutura de grupo sobre o conjunto

G diz-se que o par (G, x) é um grupo.

Observacao B.2 O item (G3) garante que se (G,*) é um grupo, todo elemento de G é

simetrizdvel em relagdo a operacdo considerada.

Definicdo B.3 Dizemos que um grupo (G,x) é abeliano ou comutativo se satisfaz a
seguinte propriedade:
axb=bxa, Va,beqa.

Definicao B.4 Dizemos que uma relacdo R_sobre um conjunto K é uma relacdo de ordem

quando as seguintes condigdes sdo satisfeitas:
(01) Propriedade reflexiva: aR b, para todo a € K.
(02) Propriedade anti-simétrica: dados a,b € K, se aRb e bR a, entdo a = b.

(03) Propriedade transitiva:dados a,b € K, se aRb e bR c, entdo aRc.

Definicao B.5 Dizemos que uma relacdo de ordem R_sobre um conjunto K é uma relacdo

de ordem total se, vale a condicdo:

(04) quaisquer a,b € K, tem-se: aRb ou bR a.



Apéndice B 112

Nas proximas defini¢des usaremos a notac¢do usual < para representar a relacao

de ordem.

Definicao B.6 Seja (G,+) um grupo no qual estdo definidas sobre o conjunto G uma
operacdo de adi¢do (a,b) — a-+b e uma relagdo de ordem total < . Dizemos que (G,+)

é um grupo ordenado se satisfaz a seguinte propriedade:

(OA) Compatibilidade da ordem com a adi¢do: a <b = a+c<b+c Va,b,ccG.

Para simplificar a linguagem quando nos referirmos que o conjunto G ndo vazio
no qual estdo definidas uma operagdo de adi¢do (a,b) — a+ b e uma relagdo de ordem
total <, que d4 ao conjunto G a estrutura de um grupo ordenado, diremos simplesmente

que G é um grupo ordenado, e indicaremos por (G, +, <).

Definicdo B.7 Seja (G,+,<) um grupo ordenado. Dizemos que (G,+,<) é arquimedi-

ano se, para quaisquer a,b € G com 0 < a e 0 < b, existe n € N tal que b < na.

Definicao B.8 Seja A um conjunto ndo vazio e suponhamos que estejam definidas, sobre

A, duas operagoes:

+:AXA - A e GAXA 5 A
(a,b) —a+b (a,b) — a.b

denominadas respectivamente adi¢do e multiplicacdo. Dizemos que a adi¢cdo e a multi-
plicacdo consideradas, definem uma estrutura de anel sobre A se, e somente se, satisfaz

as seguintes propriedades:
(A1) (A,+) € um grupo abeliano;
(A2) Propriedade associativa do produto: a.(b.c) = (a.b).c, V a,b,c € A;

(A3) Propriedade distributiva a esquerda da multiplicacdo com relacdo a adi¢do: a.(b+
¢)=ab+ac,Vab,ccA;

(Ad) Propriedade distributiva a direita da multiplicacdo com relacdo a adi¢do: (a+
b).c)=a.c+b.c, Va,b,c €A,

Resumidamente escrevemos (A, +,.) é um anel para designar que as operacdes de adigdo

e a multiplicag¢do, definem uma estrutura de anel sobre o conjunto ndo vazio A.

Definicdo B.9 Dizemos que um anel (A,+,.) é comutativo se satisfaz a seguinte propri-
edade:
ab=b.a, Ya,beA.
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Definicio B.10 Dizemos que um anel (A,+,.) tem unidade se:

J1 € A,0 # 1tal quea.l1 =l.a=a, Va €A,

Defini¢do B.11 Um anel (K,+,.) comutativo e com unidade, é denominado corpo se,

todo elemento ndo nulo de K admite simétrico multiplicativo. Isto é,
VacK,a#0 = JbeKlab=1.

Resumidamente escrevemos (K, +,.) € um corpo para designar que as operagdes
de adicao e a multiplicacdo, definem uma estrutura de corpo sobre o conjunto ndo vazio
K.

Definicdo B.12 Seja (K,+,.) um corpo. Consideremos sobre (K,+,.) uma relagdo de
ordem total <. Dizemos que esta ordem é compativel com a estrutura de corpo definida

sobre o conjunto K ou que K é um corpo ordenado pela ordem < se sdo satisfeitas:
(OA) Compatibilidade da ordem com a adi¢do: a <b = a+c<b+c Va,b,c €K.

(OM) Compatibilidade da ordem com a multiplicacdo: a < b = ac < bc Y a,b,c €
K,e0<c.

Quando um corpo (K, +,.) possui fixada sobre ele uma ordem total, satisfazendo
os itens (OA) e (OM) da Defini¢cdo B.12, referiremos em geral a K como um corpo
ordenado, suprimindo as informagdes da ordem fixada sobre K e de que estd satisfaz
itens (OA) e (OM) da Defini¢do B.12. E indicaremos (K,+,., <) para designar que K é

um corpo ordenado.

Definicio B.13 Seja (K, +,.,<) um corpo ordenado. Dizemos que (K,+,.,<) é arqui-

mediano se, o grupo ordenado (K,+,<) é arquimediano.

Definicao B.14 Sejam X um conjunto munido de uma ordem <, A C X e a € X. Dizemos

que a é uma cota superior de A se x < a para qualquer x € A.

Definicao B.15 Sejam X um conjunto munido de uma ordem <, A C X e a € X. Dizemos

que a é supremo de A se a for a menor das cotas superiores de A.

Definicdo B.16 Seja (K,+,.,<) um corpo ordenado. Dizemos que (K,+,.,<) é um
corpo ordenado completo se, todo subconjunto ndo vazio de K limitado superiormente

admite supremo pertencente a K.

Definicao B.17 Sejam (Ki,+,.) e (K2,®,®) corpos. Uma aplicagdo f : K; — K é

denominada isomorfismo de K| em K> se as seguintes condicoes sdo satisfeitas:
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(i) f é bijetora
(i) f(a+b)=f(a)®f(D), Ya,be K,

(i) f(a.b) = f(a) ® f(b), Va,b € K.

Para um estudo mais aprofundado sobre grupos, anéis e corpos [8] e [16].



