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"A beleza do mundo complexo na matematica vai além da imaginacao”.



RESUMO

Esta dissertagdo apresenta um estudo das fungdes trigonométricas com variavel com-
plexa com foco na educacgao basica. A motivacdo vem do fato de que se tem dado pouca
importancia aos nimeros complexos no ensino médio, uma vez que a abordagem atual
se restringe as defini¢cdes, propriedades e exercicios de aplicacao tedrica e imediata,
conforme consta, por exemplo, nos PCN’S. Apresenta-se uma abordagem matricial dos
nameros complexos, sem perder de vista a maneira em que esse numeros Sao apre-
sentados, como pares ordenados, na matematica basica. Em seguida, apresenta-se as
funcdes com variaveis complexas, suas propriedades e consequentemente um estudo
das func¢des seno, cosseno, tangente, cotangente, secante e cossecante com variavel
complexa. Comparagdes entre algumas fungdes reais e complexas sao realizadas.
Finalmente, apresenta-se uma aplicagdo das fung¢des trigonométricas complexa na
Fisica.

Palavras-chave: Trigonometria. Nameros complexos. Trigonometria complexa.



ABSTRACT

This dissertation present a study of trigonometric functions with complex variable with
a focus on basic education. The motivation comes from the fact that it has given little
importance to complex numbers in school, since the current approach is restricted the
settings, properties and theoretical exercises and immediate application, as shown, for
example, the NCP’S. Presents a approach of the complex numbers through matrix,
without losing sight of the way in which those numbers are presented, as ordered pairs,
in the basic mathematic. It then presents the functions with complex variables, their
properties and consequently a study of sine functions, cosine, tangent, cotangent, secant
and cosecant with complex variable. Some comparisons between real and complex
functions are performed. Finally, we present an application of complex trigonometric
functions in physics.

Key-words: Trigonometry. Complex numbers. Complex trigonometry.
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INTRODUCAO

A matematica desempenha um papel muito importante na vida dos individuos,
pois € capaz de desenvolver o raciocinio 1égico, a capacidade de abstrair, projetar e
generalizar situacdes em que ela esteja presente. Também, representa uma ferramenta
que serve para a vida cotidiana e para muitas tarefas especificas em quase todas as
atividades humanas.

Quando se trata de fungdes trigonométricas com variaveis reais, vemos 0 quao
€ relevante este conhecimento para resolver diversas situagdes problemas do nosso co-
tidiano. Isto é possivel, pelo fato das fungdes trigonométricas possuir uma propriedade
fundamental, que elas sao periddicas. Por isso sdo especialmente adaptadas para des-
crever os fendmenos de natureza periddica, oscilatoria ou vibratéria, os quais abundam
no universo: movimento de planetas, som, corrente elétrica alternada, circulagao do
sangue, batimentos cardiacos etc (LIMA et al., 2006a).

Destacamos acima a grande relevancia das fung¢des trigopnométricas reais que
tem em nosso cotidiano, sendo uma ferramenta muito util para resolver diversas situ-
acbes problemas. Neste sentido ndo podemos deixar de destacar a importancia das
fungbes trigonométricas com variavel complexa, uma vez que, tem também aplicabili-
dade.

Mas no contexto do ensino médio, os numeros complexos sédo trabalhados

apenas como um novo conjunto numérico, abordando nada mais do que as definigbes,
propriedades e exercicios de aplicacdo. De acordo com Brasil (2006, p. 122),

Tradicionalmente, a Matemética do ensino médio trata da ampliagdo do
conjunto numérico, introduzindo 0os nimeros complexos. Como esse
tema isolado da resolugao de equacgbes perde seu sentido para os que
nao continuarao seus estudos na area, ele pode ser tratado na parte
flexivel do curriculo das escolas.

Levando em conta a citagdo acima, vemos que € dada pouca importancia aos
nameros complexos no ensino médio. Porém, sabemos que existem varias aplicacoes
quando tratamos de fung¢des trigonométricas de variaveis complexas, como por exem-
plo, na fisica, em diversos ramos da engenharia, eletrénica, aeronautica e, claro, na
matematica.

De acordo CHURCHILL (1975), teoria das fun¢des de uma variavel complexa
€ uma das partes basicas da andlise matematica. Sua influéncia pode ser notada em
quase todos os ramos da matematica. Além de ser proeminente na matematica pura
e de possuir uma estrutura légica elegante, a teoria representa um dos instrumentos
mais poderosos dos matematicos aplicados, engenheiros e fisicos.
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Portanto, como vimos acima que a teoria das fungdes de uma variavel complexa
€ aplicavel, temos como objetivo realizar no presente trabalho uma abordagem basica
sobre os conteudos relacionados ao tema, adaptando os assuntos de forma a facilitar a
aprendizagem dos alunos do ensino meédio. Dessa forma, serd apresentado um estudo
das fungbes trigonométricas complexas e suas aplicagbes voltada para o ensino medio.

Para melhor entendimento, o trabalho foi desenvolvido em trés capitulos, sendo
o primeiro dedicado a tratar sobre funcéo de Euler, proposigdes importantes da trigono-
metria e funcdes trigonométricas reais, que serao utilizadas posteriormente.

No capitulo dois, foi feito um estudo sobre o conjunto dos nimeros complexos.
Iniciando com uma abordagem histérica, e em seguida, mostrando uma maneira
diferente de definir nmeros complexos, que é por meio de matrizes quadradas de
ordem dois. Depois disso, lembramos a forma tradicional dos numeros complexos, por
meio de pares ordenados.

No capitulo trés, faremos um estudo sobre as fungdes de variaveis complexas
em geral, definindo e mostrando suas propriedades, em seguida, abordaremos sobre
0 Nosso objetivo principal, as funcdes trigopnométricas com variaveis complexas. Mais
precisamente, estudaremos as fungdes seno, cosseno, tangente, cotangente, secante,
cossecante. Finalmente, uma aplicacdo das fungdes trigonométricas, em Fisica, é
apresentada.
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1 PRELIMINARES

Neste capitulo faremos um estudo sobre as fungdes trigonométricas em R
como pré-requisito para 0 nosso objetivo principal, que é tratar sobre as fungdes
trigonométricas com variavel complexa.

1.1 FUNCAO DE EULER

Para apresentarmos a definicdo da funcdo de Euler', vamos relembrar antes o
conceito de fungdo. Assim, seja a seguinte definigéo.

Definicao 1.1.1 (Fungéo). Dados dois conjuntos A e B ndo vazios, uma fungéo f de
A em B é uma lei de correspondéncia que associa cada elemento a € A a um unico
elemento f(a) de B, chamado o valor de f em a.

O conjunto A é chamado de dominio da funcédo f e o B de contradominio. A
funcdo f de A em B éindicada por f : A — B. Se S C A, define-se a imagem de
S por f como sendo o conjunto f(S) = {f(a) : a € S}. O conjunto f(A) é chamado
imagem de f, também denotada por Im(f).

Veja a figura a seguir ilustrando a definicdo de fungao.
Figura 1: Funcédo f de Aem B
A B

S 15)

Fonte: Autor

A funcéo f é dita sobrejetiva quando para todo y € B existe z € A tal que
f(x) = y. E & denominada injetiva quando dados z;,z, € A qualquer, com z; # x5
implicar que f(z1) # f(x2) e, por fim, € chamada de bijetiva quando for sobrejetiva e
injetiva ao mesmo tempo.

' Leonhard Euler foi um grande matematico e fisico sui¢o, que passou a maior parte de sua vida na

Russia e na Alemanha. Euler fez importantes descobertas em campos variados em matemaética,
fisica e astronomia.
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Segundo LIMA (2013, p. 220), para definir as funcdes trigonométricas em R,
devemos ter como ponto de partida a fungédo de Euler. Para isso, vamos considerar
uma circunferéncia unitaria C' no plano cartesiano centrada na origem. Temos, portanto
C={(z,y) eR?: 2% +9y? =1}.

Figura 2: Circunferéncia unitaria centrada na origem

uyt
1

Y

—1

Fonte: Autor

Observacao 1.1.1. Note que, para todo ponto (xz,y) € C tem-se -1 < x < 1 e
-1<y<1.

A partir dai, sendo o um numero real qualquer, define-se a funcédo de Euler da
seguinte maneira.

Definicao 1.1.2. A fungéo de Euler E : R — C faz corresponder a cada numero real
a o ponto E(a) = (z(a),y(«)) de C do seguinte modo:

i) EQ0) = (1,0);

ii) Se o > 0, percorremos sobre a circunferéncia C, a partir do ponto (1,0), um
caminho de comprimento «, andando sempre no sentido anti-horario. O ponto
final do caminho sera chamado E(«);

iii) Se o < 0, E(«) serd a extremidade final de um caminho sobre C, de comprimento
||, que parte do ponto (1,0) e percorre C sempre no sentido horario.

Proposicao 1.1.1. A fungcdo E dada na definicao 1.1.2 € sobrejetiva.

Demonstracdo. Devemos mostrar que para todo ponto B € C, existe o € R tal que
E(a) = B. De fato, seja B € C. Assim, temos que existe a € R, tal que |a| é 0
comprimento do arco AB, onde A = (1,0). Portanto, segue da definigdo 1.1.2 que
E(a) = B, ou seja, FE é sobrejetora. N
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E interessante observar como funciona a fungéo de Euler geometricamente, ela
pode ser vista como uma forma de enrolar a reta sobre a circunferéncia C' de maneira
que o ponto 0 € R coincida com o ponto (1,0) € C. Para melhor compreenséao, analise
a figura 3.

Figura 3: Funcéo de Euler geometricamente

FY rs

Y

Elo) = (z{a), y(a))

E [

k
L

(1,0) =

Fonte: Autor

Note que, quando « descreve um intervalo de comprimento ¢ na reta, sua
imagem E(«a) percorre um arco na circunferéncia de comprimento ¢. Em particular,
como a circunferéncia é unitaria, temos que seu comprimento € 27. Assim, quando
« descreve um intervalo de comprimento 27 na reta, sua imagem E(«) da uma volta
completa na circunferéncia voltando ao ponto de partida. Dai, podemos concluir que

E(a+27m) = E(a),Va e R

e, mais geralmente, se E(«a) realizar um nimero k de voltas (no sentido horario ou
anti-horario), temos que, paratodo k € Z

E(a+2kr) = E(a),Va € R.
E valido também a reciproca deste resultado. Mostraremos com mais detalhes
este fato na proposicao a seguir.

Proposicao 1.1.2. Sejam«,«’ € R. Entdo E(o/) = E(«) se, e somente se, o/ = a+2km,
comk € Z.

Demonstragdo. Vamos provar primeiro que, se o’ = « + 2kw, com k € Z, entao
E(d) = E(a).

i) De fato, suponha primeiramente que a < o'. Assim, tem-se que k € inteiro positivo.
Logo, quando o ponto a descreve um intervalo de comprimento 2k na reta, até
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o/, sua imagem FE(«) da k voltas sobre C' no sentido anti-horario, retornando ao
ponto de partida. Com isso, para todo a € R temos que

E(a+ 2km) = E(a),

ou seja,

Se a > o/, tem-se k < 0. Assim, quando o ponto « descreve um intervalo de
comprimento de 2|k|7 na reta, até o/, sua imagem E(«) d& |k| voltas sobre C' no
sentido horario, retornando ao ponto de partida. Com isso, para todo a € R temos
que

E(a+2km) = E(a),

ou seja,

Agora, vamos provar que, se E(o') = E(a) entédo o/ = o + 2k, com k € Z.

Sejam a,a’ € R tais que E(a/) = E(«). Se a < o/, temos que quando um ponto
p da reta varia de o a o/ sua imagem E(p) se desloca sobre C', no sentido anti-
horério, partindo de F(«), dando um namero inteiro k de voltas e retornando ao
ponto de partida F(a) = E(«’). Assim, a distancia total percorrida por E(p) é igual
a 2km, logo:
o = a+ 2k,

pois o caminho percorrido por E(p) €, por defini¢cdo, igual a distancia percorrida
por p sobre a reta.

Se a > o/, temos que quando um ponto p da reta varia de a a o/ sua imagem
E(p) se desloca sobre C, no sentido horério, partindo de £(«a), dando um nimero
inteiro |k| de voltas e retornando ao ponto de partida E(a) = E(a’). Assim, a
distancia total percorrida por E(p) é igual a 2|k|r, logo:

o = a+ 2k,

pois o caminho percorrido por E(p) €, por defini¢do, igual a distancia percorrida
por p sobre a reta.

Se a = o/, tem-se k = 0. Assim, e portanto o/ = a+2-0- 7.
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Quando uma fungéo apresenta caracteristicas como visto acima, dizemos que
ela é periddica. Definiremos a seguir, formalmente, uma fungao periddica.

Definicao 1.1.3. Seja a fungcédo f : A — B. Dizemos que [ é periodica de existe
p € R*, tal que
fx+p) = f(z), Vo € A

Chamamos periodo de f o menor valor positivo de p que satisfaz a condicdo acima.

Agora, vamos considerar C' a circunferéncia da figura 4, os pontos A = (1,0) e
B = (z,y) pertencentes a C' e « a medida (no sentido horario ou anti-horario) do arco
AB. Ponhamos B = E(«). Assim temos a seguinte definigo.

Figura 4: Funcao de Euler geometricamente

T (¥

> 10

Fonte: Autor

Definicao 1.1.4.
sena = y(«a) (ordenada de B);

cosa = x(a) (abscissa de B);

sen a

tga = , onde cos o # 0;
cos «
cos «

cotgar = , onde sen o # 0;
sen a

seca = , onde cos a # 0;
cos «

cosseca = , onde sena % 0.
sen a

Observacao 1.1.2. Considerando a figura 4, temos:
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e A unidade de medida do dngulo AOB é dada em radianos?, ou seja, o dngulo
AOB mede « radianos.

e Pode-se ter B = E(«a) com « < 0. Portanto, esta forma de medida é orientada,
isto é, um angulo pode ter medida negativa.

e A medida do dngulo AOB é determinada apenas por um mdiltiplo inteiro de 2,
visto que, B = E(«) implica que B = E(a + 2kr). Assim, por exemplo, o d4ngulo
de 1 radiano é também um angulo de 1 — 2 radianos.

Mostraremos agora algumas proposi¢cées importantes da trigonometria que
serdo utilizadas como recursos para demonstrar as proposi¢cées da secédo seguinte que
trata sobre fungdes trigonométricas em R. Para isso, serao muito Uteis as seguintes
identidades trigonométricas, que podem ser encontradas em CARMO, MORGADO e
WAGNER (2005, p. 57):

sen(¢p £0) = sen¢ - cos £ sen@ - cos ¢

cos(¢ £ 0) = cos ¢ - cos @ F sen ¢ - sen b,

para todo ¢, 60 € R.

Proposicao 1.1.3. Seja a € R, temos as seguintes afirmacées:

1. sen(—a) = —senq;
2. cos (—a) = cos

3. sen (a + 27) = sen q;
4. cos (o +27) = cos «;
5 —1<sena < 1;

6. -1 <cosa <1
Demonstracgo. De fato, temos que:

1. Para provar que sen (—a) = —sena, vamos considerar a seguinte identidade
trigonométrica

sen(¢p —0) = sen ¢ - cos @ — sen B - cos p, Vo, 0 € R.

A medida de um angulo em radianos é a razdo entre o comprimento do arco determinado pelo angulo
em um circulo (cujo o centro é o vértice do angulo) e o comprimento do raio do circulo (CARMO;
MORGADO; WAGNER, 2005, p. 33).

2
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De fato, tomando ¢ = 0 e = «a, temos que:

sen(0 —a) = sen0-cosa — sena - cos(
= 0-cosa—sena-1

= —sena
Portanto, sen (—a) = —sena, Va € R.

2. Para provar que cos (—a)) = cos a, vamos considerar a seguinte identidade trigo-
nomeétrica
cos(¢p —0) = cos¢-cosO + sen - send, Ve, 0 € R.

De fato, tomando ¢ = 0 e 6 = a, temos que:

cos(0 —a) = cos0-cosa+ sen(-sena
= l-cosa+0-sena

= cosa
Portanto, cos (—a) = cos a, Vo € R.

3. Para provar que sen (a + 27) = sen a, vamos considerar a seguinte identidade
trigonométrica

sen (¢ +0) = sen¢ - cos + sen @ - cos $, Vo, 0 € R.

De fato, tomando ¢ = a e § = 27, temos que

sen (a+2m) = sena-cos2m + sen 2w - cos«
= sena-1+0-cosa

= sena.
Portanto, sen(a + 27) = sen a, Va € R.

4. Para provar que cos (a + 2m) = sen «, vamos considerar a seguinte identidade
trigonométrica

cos (p+0) =cosp-cosl —send-senb Vo, 0 € R.
De fato, tomando ¢ = « e 6§ = 27, temos que

cos(a+2m) = cosa-cos2m — sena - sen 2w
= cosa-1—sena-0

= cosa.
Portanto, cos(a + 27) = cos a, Vo € R.

5. Da observacgao 1.1.1 e da definicdo 1.1.4 segue o resultado.
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6. Da observacao 1.1.1 e da definicdo 1.1.4 segue o resultado.

]

Observacao 1.1.3. Nos itens 3 e 4 da proposigdo anterior, temos de forma geral que,
dadoa € R:

sen (o + 2km) = sena e cos (o + 2kw) = cos a, Yk € Z.
Para k = 1 temos o periodo do seno e cosseno, que sera visto posteriormente.

Proposicao 1.1.4. Dado y € [—1, 1], entdo existe a € R tal que sen o = y.

Demonstragdo. Vamos mostrar inicialmente que para cada y € R, existe o € [—1, 1] tal
que B(a,y) pertenga a circunferéncia unitaria de centro na origem.

Note que, dado —1 <y < 1,temos que 1 — y? > 0, isto é, /1 —y2 > 0. Dessa
forma, dado y € [—1,1], entdo existe a € R tal que o? + y*> = 1. De fato, tomemos
a = /1 — y?, Dai, teremos o seguinte:

a?+yt = (BVI-2)?+y°
= 1-y)+y
1.

Logo, o ponto B(«,y) pertence a circunferéncia unitaria centrada na origem. Assim,
pela proposicdo 1.1.1, juntamente com a definicdo de seno, segue o resultado.

]

Proposicao 1.1.5. Dado x € [—1, 1], entdo existe o € R tal que cos o = .

Demonstragdo. Vamos mostrar que dado = € R, existe « € R tal que B(a,y) pertenga
a circunferéncia unitaria de centro na origem.
Da proposicao 1.1.4, tomemos o = ++/1 — z2. Dai, temos que:
4+ a?=1.
Logo, o ponto B(z,«) pertence a circunferéncia unitaria centrada na origem. Assim,
pela proposicéo 1.1.1, juntamente com a definicdo de cosseno, segue o resultado.
O
Proposicao 1.1.6. Dado y € R, entdo existe o € R tal que tga = y.

sen o«

Demonstracdo. Por definicéo, tga =
dado y € R, existe o € R tal que

, com cos a # 0. Assim, basta mostrar que
COS v

SEN &

CoS &
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Y 1
De fato, note que para todo y € R, temos que , el-1,1le — #0
aueparatodoy e T i S e
Além disso,
1 2+ y 2 - 1+y2
Vity?) T\VItE) T 1y (1.1)
= 1.
1 Y

Portanto, dado y € R tomemos p = . Logo, de 1.1, o ponto

e =
VIt T Ty
B(p, q) pertence a circunferéncia unitéria centrada na origem. Segue da proposi¢ao
1.1.1 que existe a € R tal que E(a) = B, onde E é dada na definicdo 1.1.2. Assim,
temos por definicao que:

cosa=p € sena=4q.

Logo, segue que:

Y
¢ 1+
P o 1
VIt
Portanto, para cada y € R, existe a € R tal que:
Sen o
=Y
COS &
ou seja,
tga =y.

Proposicao 1.1.7. Dado y € R, entdo existe a € R tal que cotg o = y.

~ N COS (¢ .
Demonstrag&o. Por definigao, cotga = , com sena # 0. Assim, basta mostrar

) sen o
que dado y € R, existe o € R tal que

COS (¢ .
Sen N
1
De fato, note que para todo y € R, temos que i \/11‘1 " e[-1,1]e W #0
Além disso,
y 2+ 1 2 - 1+y2
vity) T\Vise) T o1y (1.2)
= 1.
1
Portanto, dado y € R tomemos p = \/%gﬂ eq= i Logo, de 1.2, o ponto

B(p, q) pertence a circunferéncia unitaria centrada na origem. Segue da proposi¢ao
1.1.1 que existe a € R tal que E(a) = B, onde E é dada na definicdo 1.1.2. Assim,
temos por definicao que:

cosau=p € seno=4yq.
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Logo, segue que:

Y
P V1+y?
q o 1
VITs
Portanto, para cada y € R, existe a € R tal que:
COS (¢
=Y
Sen
ou seja,
cotga = 1y.

O

Para as proposicdes 1.1.8 e 1.1.9 a seguir, consideremos o seguinte conjunto:
A={a€eR:|a| > 1}.

Proposicao 1.1.8. Dado y € A, entdo existe a € R tal que seca = y.

Demonstracdo. Por definigédo, seca =
existe a € R tal que

. Com isso, basta mostrar que dado y € A,
COS &

1
cos

De fato, note que para todo y € A, temos que 4> —1 > 0, ou seja, /42 —1 € Re
0 < Vy? —1 < |y|. Assim, temos:

Vyz —1 1
0< Y "1 e 0< =<1 (1.3)
|| ]
V-1 1 1 i
Note ainda que, de 1.3, para todo y € A temos que yy,y e[-1,1]e ; # 0. Além
disso: ) )
() - e
y y y? (1.4)
= 1.
1 Vi —1
Portanto, dado y € A tomemos p = — e ¢ = AE —— Logo, de 1.4, o ponto B(p,q)

pertence a circunferéncia unitaria centrada na origem. Segue da proposi¢ao 1.1.1 que
existe a € R tal que E(«) = B, onde E é dada na definicdo 1.1.2. Assim, temos por
definigdo de cosseno que:

cosa=p#0.

Logo, segue que:

1
p

L 2|
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Portanto, para cada y € A, existe a € R tal que:

ou seja,

seca =y.

Proposicao 1.1.9. Dado y € A, entdo existe o € R tal que cosseca = y.

Demonstragdo. Por definigdo, cosseca = . Com isso, basta mostrar que dado

y € A, existe a € R tal que

Sen o«

1
Sen o«
De fato, note que para todo y € A, temos que 4> —1 > 0, ou seja, v/42—1 € Re

0 < Vy? —1<|y|. Assim, temos:

JIE=1 1
0< Y "2 1 e 0< =<1 (1.5)
Y Y
y?—11

1
Note ainda que, de 1.5, para todo y € A temos que P e[-1,1]e ; # 0. Além

disso: ) )

(Vyz—1> +<1> _ yoitd

Yy Y y? (1.6)
= 1.

Vyr—1
pertence a circunferéncia unitaria centrada na origem. Segue da proposi¢ao 1.1.1 que

existe o € R tal que E(a) = B, onde E é dada na definicdo 1.1.2. Assim, temos por
definicdo de seno que:

1
Portanto, dado y € A tomemos p = e ¢ = —. Logo, de 1.6, o ponto B(p,q)

sena = q # 0.
Logo, segue que:
11
q 1
)
Portanto, para cada y € A, existe a € R tal que:
1 JR—
sena

ou seja,

cosseca = 1.



Capitulo 1. PRELIMINARES 25

Proposicao 1.1.10. Seja a € R. Entao temos as sequintes afirmacées:

1. sena = —sen(a + )

2. cosa = —cos(a+ )

Demonstragcdo. Para provar 1, vamos considerar a seguinte identidade trigono-
métrica
sen (¢p+0) =sen¢-cosl+ senf - cos p,Vo,0 € R.

De fato, tomando ¢ = a e § = 7, temos que:

sen(a+m) = sena-cosST+ SENT - COS A
= sena-(—1)+0-cosa

= —Ssenda.

Portanto, sen a = —sen(a + 7), Vo € R.

Para provar 2, Consideremos agora a seguinte identidade trigonométrica
cos (p+0) =cosp-cosl —send-senb,Vp,0 € R.

De fato, tomando ¢ = a e 6 = 7, temos que:

cos(a+m) = cosa-cosT — Senq - SenT
cosa- (—1)+sena-0

= —Cos.

Portanto, cos « = —cos(a + 7),Va € R.

Proposicao 1.1.11. Sejaa € R e cos o # 0. Entao temos a seguinte afirmagao:
tga =tg(a+m)

Demonstracdo. De fato, consideramos a definigdo de tangente e a propriedade anterior,

temos:
sen«

tga =
cos «

—sen (a+ )
—cos (o + )
sen (o + )
cos (o + )
= tg(a+m)
Portanto, tg o = tg (o + ), Vo € R, com cos a # 0.
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Proposicao 1.1.12. Sejaa € R e sena # 0. Entdo temos a sequinte afirmacgao:
cotg o = cotg (o + )

Demonstracdo. De fato, consideramos a definicdo de cotangente e a propriedade

1.1.10, temos:
cos o

cotga =
sen o

—cos (a + )
—sen (a+ )

cos(a+

_ coslatm
)

sen (o +m
= cotg(a+m

)
Portanto, cotg a = cotg (o + 7), Vo € R, com sen v # 0.

1.2 FUNCOES TRIGONOMETRICAS EM R

Nesta secao, temos como objetivo tratar sobre as fungdes trigopnométricas seno,
cosseno, tangente, cotangente, secante e cossecante em R. O estudo das referidas
funcdes que serdao dadas a seguir, pode ser visto em SANTOS (2014).

1.2.1 Funcao Seno
Definicao 1.2.1. A funcdo seno f : R — R é definida por:
Vo e R, f(z) = senx.
Proposicao 1.2.1. A fungcio seno é:
1. uma fungcdo impar;

2. fungdo periddica de periodo 2r;

3. e possui imagem igual a [—1, 1].
Demonstragdo. Da definicdo 1.2.1, sendo f a fungéo f(z) = senx, com x € R, temos:

1. Devemos mostrar que f € impar, ou seja, f(—z) = —f(z), Vx € R. De fato, dado
x € R, logo
f(—z) = sen (—x).
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Da proposicao 1.1.3, vimos que sen (—a) = —sen «, Yo € R. Logo, temos que
f(—=x) = —senx
= —f(a).
Portanto, f é impar.

2. Devemos mostrar que f é periédica de periodo 27, ou seja, que f(x + 27) =
f(z),Yx € R. De fato, por definicdo, temos que:

f(z +27) = sen (z + 27)

Da proposigao 1.1.3, vimos que sen (a + 27) = sen «a, Ya € R. Logo, temos que
f(x+27m) = senz
= [f(z).

Portanto, f € uma fungéo periddica de periodo 2.
3. Devemos mostrar que Im(f) = [—1, 1]. Assim, temos:

i) Provemos que Im(f) C [-1,1],onde Im(f) ={f(z) : x € R}. De fato, dado
y € Im(f) existe x € R tal que y = f(x) = senx. Da proposi¢ao 1.1.3, temos
que —1 < sena < 1, Va € R. Assim

ou seja,
-1<y<lL
Logo,
Im(f) C[-1,1].
i) Dado y € [—1, 1], da proposi¢do 1.1.4 existe x € R tal que senxz = y, isto é,
f(z) =y. Dai

Portanto, de i) e ii) segue que

]

Para construir o grafico de cada funcao trigonométrica, utiliza-se recursos de
calculo, como por exemplo, conceitos de derivadas, maximos e minimos, concavidade,
ponto de inflexdo, veja por exemplo LEITHOLD (1994). E isso, foge do objetivo do tra-
balho. Dessa forma, vamos utilizar um programa matematico denominado GeoGebra?®

para obter os graficos das referidas fun¢gdes. No caso da fung¢édo seno, temos:
3

GeoGebra é um software gratuito de matematica desenvolvido para o ensino e aprendizagem da
matematica, que pode ser baixado no site http://www.geogebra.org/.
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Figura 5: Grafico da fungé@o seno

—2m 37 - T 0 W T 27 T

| §

Fonte: Autor

1.2.2 Funcao Cosseno

Definicao 1.2.2. A fungéo cosseno f : R — R é definida por:
Ve € R, f(x) = cosx.

Proposicao 1.2.2. A fungdo cosseno é:

1. uma fungéo par;
2. fungdo periddica de periodo 2r;

3. e possuiimagem igual a [—1,1].

Demonstragdo. Da definigao 1.2.2, seja f a fungéo cosseno f(z) = cosz, com x € R,
temos:

1. Devemos mostrar que f € uma fungdo par, ou seja, f(—z) = f(z), Vx € R. De
fato, dado = € R, logo

f(=z) = cos (—x).

Da proposicao 1.1.3, cos (—a) = cos «, Yo € R, temos que

f(=x) = cosx
= flz)

Portanto, f é par.

2. Devemos mostrar que f é periédica de periodo 27, isto é, que f(z + 27) =
f(z),Yz € R. De fato, por defini¢cdo, temos que:

f(z 4+ 2m) = cos (z + 2)
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Da proposicao 1.1.3, cos (a + 27) = cos a, Vo € R, temos que

flx+2m) = cosx
= f(2).
Portanto, f € uma funcéo periddica de periodo 2.

3. Devemos mostrar que Im(f) = [—1, 1]. Assim, temos:

i) Provemos que Im(f) C [—1,1], onde Im(f) = {f(z) : = € R}. De fato, dado
y € Im(f) existe x € R tal que y = f(z) = cos xz. Da proposi¢ao 1.1.3, temos
que —1 < cosa < 1, Va € R. Assim

ou seja,
-I<y<1

Logo,

Im(f) C[-1,1].

i) Dado y € [—1, 1], da proposigédo 1.1.5 existe x € R tal que cosz =y, isto é,

f(z) =y. Dai

[—1,1] C Im(f).
Portanto, de i) e ii) segue que

A funcao cosseno tem o seguinte grafico.

Figura 6: Grafico da fungé@o cosseno

—27

el

M

2w T

el §

Fonte: Autor
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1.2.3 Funcao Tangente

Sabemos que nao existe a tangente de todos os niumeros reais z, pois sendo,
SeEN T ™ .

tgr = , onde cosz # 0, devemos ter x # 5 + km, para todo k € Z. Assim, para
COS T

definirmos a fung¢ao tangente, vamos considerar o seguinte conjunto

A:{aGR:a#g—klm,VkEZ}.
Definicao 1.2.3. A funcgéo tangente f : A — R é definida por:
Vo e A, f(z) =tgu.

Proposicao 1.2.3. A fungéo tangente é:

1. uma fungdo impar;
2. sobrejetiva;
3. periddica de periodo 7;
, T 3
4. crescente em cada intervalo I, = (2 + kr, > + kw), comk € 7.

Demonstragdo. Pela definicdo de tangente, f(x) pode ser escrita na forma:

SENT

flz) = (1.7)

cosx’

1. Devemos mostrar que f € impar, ou seja, que f(—z) = —f(z), Vx € A. De fato,
de 1.7, segue que

sen (—x)
f( I’) - oS (_$)7
como a fungdo seno € impar, sen(—z) = —senz, € a fungdo cosseno é par,
cos (—x) = cos x, temos que
Sen T
f(—QT) N _COSJZ
= —f(=).

Portanto, f é impar.

2. Vamos mostrar que f é sobrejetiva, ou seja, mostrar que para cada y € R, existe
x € Atal que f(z) = y. Da proposigéo 1.1.6, dado y € R, existe = € R de modo
que tgz =y, isto é, f(x) =y.

3. Devemos mostrar que f € periédica de periodo 7, isto é, f(x + 7) = f(x). De fato,
da proposicao 1.1.11, para cada x € A, temos

tg(x+m) =tgux,
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Logo,
fletm) = tg(xr+m)
= lgx
= f(z).
Portanto, f(z + ) = f(z),Vx € A.

4. Vamos mostrar que f é crescente no intervalo [,. Assim, basta mostrar que dados
x1, %9 € I, cOM x1 < xo, f(x1) < f(x9). De fato, sejam xq, x5 € I}, tais que 1 < z,
temos que

sen xy Sen Ty

f(ﬁl) _f(%) = -

coS T1 COS X9
SEN Ty - COS Ty — SEN Tg * COS 1

COS X1 + COS X9

Da identidade trigonométrica sen (¢ — 0) = sen ¢ - cos — sen @ - cos ¢,V 0 € R,

temos que:
sen (x1 — xa)

f(x1) = f(22) = . (1.8)
COS T1 * COS Ty
Como x1,x9 € I, implica que existem a,b € R tais que
T =a+t <72T—|—k7r) e @ =b+ (gwm) onde k € 7.
Da identidade trigonométrica cos (¢ + 0) = cos ¢ - cos — sen ¢ - sen,¥p,0 € R e
considerando que cos <72T + k:7r> =0, temos

T T
cOST1 = = CoSa - CoS (2 + kﬂ') — sena - sen (2 + km)
- (1.9)
= —sena-sen (2 + k?ﬂ')

T T
cosxy = = cosb-cos (2+k7r) — sena - sen (2+k7r)
(1.10)
T
= —senb-sen <2+k7r).

De 1.9 e 1.10, e do fato de sen (;T + k:7r) = +1, temos que:

cosxy - cosTy = sena-senb-sen? (W—i-knr)
2 (1.11)

= sena-senb,

T 3T
como §+k37r<x1 <X < ?—l-k"ﬂ, temos que:
g—l—lm < a+<72r—i—k:7r>:>0<a;
T T
a+<2+k‘7r> < b—|—<2+k‘7r>:a<b;

b+<g+kw> < 327T+k:7r = b < .
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Logo,
0<a<b<m ouseja —-7m1<a—-0b<0.
De 0 < a < b < 7, segue que:
sena>0 e senb>0,
isto é,
sena-senb > 0. (1.12)
Assim, de 1.11 e 1.12, temos
cosxy - cos Ty > 0. (1.13)
De —m < a—0b< 0, e considerando que z; — 2 = a — b, temos que
sen (r1 — x9) < 0. (1.14)
Logo,de 1.13 e 1.14
sen (rq — x3) <0 (1.15)
COS T1 * COS X9
Portanto, de 1.8 e 1.15 temos que:
f(z1) = fz2) <O,
isto é,
f(z1) < f(x2).
]

A funcéao tangente tem o seguinte gréfico.

Figura 7: Grafico da funcao tangente

Yy

S

Fonte: Autor
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1.2.4 Funcao Cotangente

Sabemos que nao existe a cotangente de todos os nimeros reais x, pois sendo,
0SS T .
, onde senx # 0, devemos ter x # km, para todo k£ € Z. Assim, para
X

sen
definirmos a fung¢do cotangente, vamos considerar o seguinte conjunto

cotgxr =

B={beR:b+#kn,Vk €Z}.
Definicao 1.2.4. A fungao cotangente f : B — R é definida por:
Vo € B, f(x) = cotgx.

Proposicao 1.2.4. A fungéo cotangente é:

1. uma fungdo impar;

2. sobrejetiva;

3. periddica de periodo 7;

4. decrescente no intervalo Iy, = (kn,(k + 1)), comk € Z.

Demonstragdo. Pela definicdo de cotangente, f(z) pode ser escrita na forma:

CoOsST

fla) = (1.16)

senw

1. Vamos mostrar que f € impar, ou seja, que f(—z) = —f(x), Yz € B. De fato, de
1.16, segue que

cos (—x)
fl=z) = sen(—z)’
como a fungd@o seno é impar, sen (—z) = —senz, € a fungdo cosseno é par,
cos (—x) = cos x, temos que
f(—(ﬂ) _ _COS.CE
Sen T
= —f(2).

Portanto, f é impar.

2. Vamos provar que f é sobrejetiva, isto €, que para cada y € R, existe x € B
tal que f(x) = y. Da proposigéo 1.1.7, dado y € R, existe z € R de modo que
cotgx =y, isto &,

f(z) =y.
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3. Devemos mostrar que f é periddica de periodo 7, ou seja, que f(z + ) = f(z).
De fato, da proposicéo 1.1.12, para cada x € B, temos

cotg (v + ) = cotg x,

Logo,
flx+m) = cotg(x+m)
= cotgx
= flx)
Portanto, f(z + ) = f(z),Vx € B.

4. Vamos mostrar que f € decrescente no intervalo I, isto é, que dados =1, x5 € I},
com zy < xo, f(x1) > f(x2). De fato, sejam 1, x5 € I tais que x; < x5, temos que

coS T1 COS X9

flx) = f(ze) = -

senxy  SenTs
COS T1 * SEN Ty — COS Ty - SEN T

sen Ty - Sen xoy

Da identidade trigonométrica sen (¢ — 0) = sen¢ - cos — sen @ - cos ¢,V 0 € R,

temos que:
sen (xy — x1)

f(x1) = f(z2) =

Como z1, x5 € I, implica que existem a,b € R tais que

(1.17)

Sen Ty - Sen Ty

rn=a+kr € xo=0b+km,ondek cZ.

Da identidade trigonométrica sen (¢ + 0) = sen ¢ - cos 0 + cos ¢ - sen0,¥¢,0 € R e
considerando que sen (k) = 0, temos

senxy = sena-cos(km)— cosa- sen (k) (1.18)
= sena - cos (k) '

senxy = senb-cos(km)— cosb- sen (k)
(1.19)
= senb- cos (k)

De 1.18 e 1.19, e do fato de cos (kw) = £1, temos que:

senxy-senry = sena-senb-cos® (k) (1.20)

= sena-senb,
como km < x; < 29 < (k + 1), temos que:
k < a+kr=0<a;
a+kr < b+km = a<b;

b+kr < (k+1)r=0b<m.
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Logo,
0<a<b<m ouseja, 0<b—a<m.

De 0 < a < b < 7, segue que:
sena>0 e senb>0,
isto é,
sena-senb > 0. (1.21)

Assim, de 1.20 e 1.21, temos

senxy - senxy > 0. (1.22)
De 0 < b —a < 7, e considerando que z; — x; = b — a, temos que

sen (xg — x1) > 0. (1.23)

Logo, de 1.22 e 1.23

sen(z2—z1) _ (1.24)

Senxy - Sen Io
Portanto, de 1.17 e 1.24 temos que:

f(x1) = f(z2) >0,
isto &,

f(z1) > f(x2).

A funcao cotangente tem o seguinte grafico.

Figura 8: Grafico da funcao cotangente

Y

roly
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\

Fonte: Autor
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1.2.5 Funcao Secante

Sabemos que nao existe a secante de todos 0s numeros reais x, pois sendo,
1 T .
secx = ——, onde cosx # 0, devemos ter x # 5 + km, para todo k£ € Z. Assim, para
. C ~ . . .
definirmos a fung¢do secante, vamos considerar o seguinte conjunto

A:{aeR:a;«énglm,VkeZ}.
Definicao 1.2.5. A fungao secante f : A — R é definida por:
Ve € A, f(x) = secx.

Proposicao 1.2.5. A fungio secante é:

1. uma fung&o par;
2. periodica de periodo 2r;
3. Im(f) = (—o0,—1] U1, 4+00).

Demonstragdo. Pela definicdo de secante, f(x) pode ser escrita na forma:

f(z) = ! (1.25)

cosx’

1. Vamos provar que f é par, ou seja, que f(—x) = f(z), Vx € A. De fato, de 1.25,

segue que
1

f(=z) = m,

como a fungao cosseno é par, cos (—z) = cos z, temos que

1
(=) = cos T

= f(x).

Portanto, f é par.

2. Dado = € A. Pela proposicao 1.1.3 a fungcao cosseno é periédica de periodo 2.
Assim,
cos (x +2m) = cosx (1.26)

Segue de 1.25 e 1.26 que f(x + 27) = f(z). Logo, f é peridédica de periodo 2.
3. Queremos mostrar que Im(f) = (—oo, —1] U [1,4+00).

a) Dado y € Im(f) existe x € A tal que y = f(x). Da proposicao 1.1.3, temos
que, paracadax € R, —1 < cosz < 1, ou seja:
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—1<cosr <0 ou O0<cosx <1

™
Sabemos que, cos x = 0 se, e somente se, x = §+lmr, comk € Z;cosx = —1
se, e somente se, x = kx e k inteiro impar; e cosx = 1 se, e somente se,
x = km e k é um inteiro par. Assim, dado = € A, entao:

—1<cosr <0 ou O<cosz <1

De —1 < cosz < 0, temos:

1
< -1 (1.27)
COS T
De 0 < cosx < 1, temos: .
> 1. (1.28)
COS T

Substituindo 1.25 em 1.27 e 1.28, conclui-se, respectivamente, que, dado
r e A,
fl) <=1 ou f(z) =1,

isto &, y = f(z) € (—o0, —1] U [1, +00). Logo, Im(f) C (—oo, —1] U [1, +00).

Dado y € (—o0, —1]U[1,4+00) entdo y < —1 ou y > 1, ou seja, |y| > 1. Pela
proposicao 1.1.8 existe x € R tal que secx = y, ou seja, y = f(x). Logo,
y € Im(f), dai

(—o0, =1 U [1,400) C Im(f).

De (a) e (b) segue que Im(f) = (—oo, —1] U [1, +00).

A funcao secante tem o seguinte grafico.

Figura 9: Grafico da fungéo secante

Y

—37
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27 3 - z 0 7 w 3r 27 3t w
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Fonte: Autor
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1.2.6 Funcao Cossecante

Sabemos que nao existe a cossecante de todos os niumeros reais z, pois sendo,
1 .
cossecx = ——, onde senx # 0, devemos ter x # kw, para todo k£ € Z. Assim, para
. . S x ~ . . .
definirmos a fung¢do cossecante, vamos considerar o seguinte conjunto

B={beR:b+#kr, VkeZ}.
Definicao 1.2.6. A fungao cossecante f : B — R é definida por:
Vo € B, f(x) = cossec.
Proposicao 1.2.6. A fungio cossecante é:
1. uma fungdo impar;
2. periodica de periodo 27
3. Im(f) = (—o0,—1] U1, 4+00).

Demonstragdo. Pela definicdo de cossecante, f(x) pode ser escrita na forma:

1

flz) = : (1.29)
Sen T
1. Vamos mostrar que f € impar, isto é, que f(—z) = —f(x), Vz € B. De fato, de
1.29, segue que
1
f(—SU> - sen. (—I>7

como a fungao seno é impar, sen (—z) = —sen x, temos que

1
(=) = —senx

= —f().

Portanto, f é impar.

2. Dado = € B. Pela proposicao 1.1.3 a funcao seno é periddica de periodo 2.
Assim,
sen (x + 2m) = senx (1.30)

Segue de 1.29 e 1.30 que f(x + 27) = f(z). Logo, f é peridédica de periodo 2.
3. Queremos mostrar que Im(f) = (—oo, —1] U [1, 4+00).

a) Dado y € Im(f) existe z € B tal que y = f(z). Da proposicao 1.1.3, temos
que, paracadaz € R, —1 < senx < 1, ou seja:



Capitulo 1.

PRELIMINARES

39

—1<senx <0 ou O0<<senz <1.

Sabemos que, senx = 0 se, e somente se, x = kr,com k € Z; senx = —1
™ . . .
se, e somente se, r = 5 + km e k inteiro impar; e senx = 1 se, e somente

m P . . . ~
se, xr = 5 + km e k € um inteiro par. Assim, dado = € A, entao:
—1<senx <0 ou O<senx < 1.

De —1 < senz < 0, temos:

I
L

Senxr
De 0 < senz < 1, temos:

1
> 1.
senx

(1.31)

(1.32)

Substituindo 1.29 em 1.31 e 1.32, conclui-se, respectivamente, que, dado

r e A,
flz) < -1 ou f(z)>=1,

isto &, y = f(z) € (—oo, —1] U [1, +00). Logo, Im(f) C (—o0, —1] U [1, +00).

Dado y € (—o0,—1] U [1,400) entdo y < —1 ou y > 1, ou seja, |y| > 1. Pela
proposi¢cao 1.1.9 existe x € R tal que cossecx = y, ou seja, y = f(z). Logo,

y € Im(f), dai
(—o0, —1] U [1,+00) C Im(f).

De (a) e (b) segue que Im(f) = (—oo,—1] U[1,400).

A funcao cossecante tem o seguinte grafico.

Figura 10: Grafico da fungdo cossecante
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Fonte: Autor
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2 NUMEROS COMPLEXOS

2.1 UM POUCO DA HISTORIA DOS NUMEROS COMPLEXOS

Para resolvermos a equacao do 2° grau =2 — 4z + 13 = 0, utilizando a férmula
de Bhaskara, encontramos:

4+ +/—36 4 —+/—36

1= —— € T9—=
! 2 2 2
Para determinar o valor das raizes, € preciso calcular a raiz quadrada de —36.
Em R, porém, isso é impossivel, pois ndo existe um ndmero « real tal que’

Muitos pensam que 0s numeros complexos surgiram com a finalidade de resolver
equacoes do segundo grau que recai no caso em que o descriminante é negativo, mas
esta concepcao nao é veridica. O maior passo que foi dado para que fosse admitida
sua existéncia foi com o resultado dos estudos sobre raizes de equacdes do terceiro
grau.

Uma construcédo abstrata presente nos varios dominios da matematica, os
nameros complexos foram um grande desafio imposto aos matematicos. No entanto,
como justificar sua existéncia e constituicdo?

Um primeiro avango importante foi dado pelo matematico Girolamo Cardano
(1501-1576) em seu livro “Ars Magna” publicado em 1545, na qual mostrou um método
de resolver equacdes do terceiro grau, que hoje € denominada Férmula de Cardano.
Muitos autores chamam a Férmula de Cardano-Tartaglia, pois a formula foi descoberta
por Niccolo Fontana Tartaglia (1499-1557) que revelou para Cardano sob o juramento
de que nao publicaria antes que Tartaglia o fizesse.

Na obra de Cardano, a férmula foi definida para equacdes do terceiro grau do
tipo 2® + ax + b = 0, que continha também uma maneira de reduzir uma equacao da
forma 2 + ax* +bx +c = 0 para y* 4+ py +¢ = 0, para isso, basta fazer z = y — . E ainda
mais, a obra continha outra notavel descoberta, devido a Ludovico Ferrari (1522-1565),
discipulo de Cardano: um método para reduzir equacdes do quarto grau a equacoes
cubicas. Assim, temos que as solucdes de equacdes do terceiro e quarto grau gira em
torno da formula de Cardano, que € dada por:

J b, [ 2+<a)3+3 b b 2+<a>3
r=,l—= —= = - — — — .
2 2 3 2 2 3
' O produto de dois nimeros reais de mesmo sinal, resulta sempre em um nimero real positivo, isso
pode ser visto em (LIMA, 2012, p. 65).
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O matemético Rafael Bombelli (1526-1572) estudou profundamente o trabalho
de Cardano, e ao aplicar a férmula para a resolucdo da equacéo z® — 15z — 4 = 0,
obteve o valor z = \3/2 + /=121 + \3/2 — +/—121. Como sabia que 4 era uma raiz dessa
equacao, Bombelli concluiu que essa raiz poderia ser obtida pela férmula, desde que se
calculasse v/—121. Embora n&o se sentisse a vontade em relagdo as raizes quadradas
de numeros negativos, ele operou livremente elas, aplicando as regras usuais da
Algebra (LIMA et al., 2006b, p. 160). No caso, Bombelli mostrou que:

@V = 2432 VTT+3-2- (V=P + (VTP
8+12y/-1—-6—+/—1

24+ 11/-1

= 244121

V2 ++/—121 =2+ +/—1
V2 — /=121 =2 —+/—1

Portanto, encontrou z = 2 + v/—1 + 2 — v/—1 = 4. A partir dai, os matematicos
admitiram a existéncias de nimeros da forma a + by/—1, em que a € Re b € R%.
Bombelli trabalhava sistematicamente com a quantidade /—1, que hoje é chamada de
unidade imaginaria.

Logo,

e, analogamente,

O matematico Leonhard Euler (1707-1783), deu também suas contribuicdes
para constituicdo dos numeros complexos. Num trabalho de 1777, mas sé publicado
em 1794, definiu v/—1 como sendo i, de forma que i> = —1. Essa mesma notagao foi
utilizada anos depois (1801) pelo matematico alemé&o Johann Karl Friedrich Gauss
(1777-1855), e dada sua autoridade, esse notacédo acabou se tornado padréo.

Responsavel pela legitimacao de toda teoria estudada nos dias de hoje e inventor
do termo “numeros complexos”, Gauss foi 0 primeiro matematico a ter uma ideia mais
clara sobre os niumeros. Em 1831, publicou um trabalho detalhado sobre os nimeros
complexos, apoiando-se na representa¢do desses numeros no plano cartesiano. Antes
disso, mateméaticos como o suico Jean Robert Argand (1768-1822) e 0 noruegués
Caspar Wessel (1745-1818) ja haviam tratado sobre a representagdo dos complexos no
plano, mas por serem pouco reconhecidos, seus trabalhos ndo alcangaram notoriedade.

Finalmente, em 1837, o irlandés Hamilton (Sir William Rowan Hamilton, 1805-
1865) finalizou as descobertas, definindo os nUmeros complexos como sendo pares
ordenados de numeros reais (a, b), e definindo também a forma de somar e multiplicar
(SOARES, 2001, p. 5). Hamilton reescreveu o nimero complexo (a, b) em outra forma,
denominada forma algébrica do numero complexo, que é dado por a + bi, onde a, b
sdoreaisei = /—1.
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2.2 DEFINICAO DE NUMEROS COMPLEXOS

Vamos iniciar o estudo dos numeros complexos da forma tradicional, que é
por meio de pares ordenados de numeros reais. Temos também, uma outra maneira
interessante que encontramos na literatura, para tratar sobre nimeros complexos,
que é por meio de matrizes quadradas de ordem dois. Essa abordagem matricial dos
numeros complexos encontra-se no apéndice A.

Agora, vejamos a definicdo de numeros complexos por meio de pares ordenados.

Definicao 2.2.1. Um numero complexo = é um par ordenado de numeros reais z = (a, b)
satisfazendo as seguintes operagbes de soma e produto. Assim, dados z; = (a1,b1) €
2o = (ag, bQ) entgo:

I) 21 —|—ZQ = (CL1 +a2,b1 +b2)

ii) 21 - 22 = (a1a2 — b1ba, a1by + bras)

De acordo com esta definicdo, temos a seguinte proposi¢ao:

Proposicao 2.2.1. A soma e o produto tém as seguintes propriedades para todo
numero complexo =z = (a,b), onde a,b € R:

1. Associatividade da soma
[(a,b) + (¢, d)] + (e, f) = (a,b) + [(c, d) + (e, )]
2. Comutatividade da soma
(a,b) + (¢, d) = (¢,d) + (a,b)
3. Elemento neutro da soma
(a,b) + (0,0) = (a,b)

4. Inverso aditivo
(CL, b) =+ (—CL, _b) = (07 O)

5. Associatividade do produto
[(a,0) - (¢, d)] - (e, f) = (a,b) - [(c,d) - (e, f)]
6. Comutatividade do produto

(a,b) - (c,d) = (c,d) - (a,b)
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7. Distributividade do produto em relacdo a soma (a esquerda e a direita)
(a,0) - [(c,d) + (e, f)] = (a,b) - (¢, d) + (a,b) - (e, f)
[(a,0) + (¢, d)] - (e, f) = (a,b) - (e, ) + (¢, d) - (e, [)

8. Elemento neutro do produto

(a,b)-(1,0) = (a,b)

9. Inverso muiltiplicativo

@0 (g ) = 1)

CL2 + b2’ (12 + b2
Demonstracdo. De fato, temos:

1. Associatividade da soma

[(a,b) + (c,d)] + (e, f) = (a+c,b+d)+ (e, f)
(a+c)+e (b+d)+ f]
a+(c+e)b+(d+ f)]
= (a,b)+ (c+e,d+ f)
(a,0) + [(c,d) + (e, f)]

[
[

2. Comutatividade da soma

(a,b) + (¢,d) = (a+c,b+d)
= (c+a,d+0)
= (¢,d)+ (a,d)

3. Elemento neutro da soma
(0,0) € o elemento neutro. De fato,
(a,b) +(0,0) = (a+0,b+0)
= (CL, b)
4. Inverso aditivo

—(a,b) = (—a, —b) é o inverso aditivo. De fato,

(@,6) + (=a,=b) = (a+(=a),b—(=D))
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5. Associatividade da produto

[(a,0) - (c,d)] - (e, f) =
[
[
(
(

6. Comutatividade do produto

(CL, b) ) (C, d) =

(ac —bd,ad + be) - (e, f)

(ac — bd)e — (ad + be) f, (ac — bd) f + (ad + bc)e]
ace — bde — adf — bef, acf — bdf + ade + bee]
= [a(ce —df) — b(de + cf),
a,b) - (ce — df,cf + de)
wb)- (e

a(de + cf) + b(ce — df )]

d) - (e, f)]

(ac — bd, ad + be)
= (ca—db,cb+ da)

= (67 d) ’ (CL, b)

7. Distributividade do produto em relagcdo a soma (a esquerda e a direita)

a) Distributividade a esquerda

(a,b) - [(¢,d)

b) Distributividade a direita
[(a,b) +

8. Elemento neutro do produto

+(e, )] =

(c,d)]- (e, f) =

(a,b) - (c+e,d+ f)

alc+e)=b(d+ f),a(d+ f)+blc+e)]
ac + ae — bd — bf,ad + af + be + be

[(ac — bd) + (ae — bf), (ad + bc) + (af + be)]
(ac — bd,ad + bc) + (ae — bf, af + be)
(a,b) - (¢,d) + (a,b) - (e, f)

[
[

(a+c,b+d)- (e f)
[(a+cle—=(b+d)f (a+c)f + (b+d)e]
[ae + ce — bd — df ,af + cf + be + de]
[(ae = bf) + (ce — df), (af + be) + (cf + de)]
(ae = bf,af + be) + (ce — df,cf + de)
(a,b) - (e, f) + (¢, d) - (e, f)

(1,0) é o elemento neutro. De fato,

(a7 b) ’ (17 O)

9. Inverso multiplicativo

= (a-1-0-0,a-0+b-1)
= (a,b)



Capitulo 2. NUMEROS COMPLEXOS 45

Dado 2 = (a,b), com a # 0 ou b # 0, mostremos que existe ! = (x,y) tal que
z-z7t=(1,0). De fato:

—by=1

<a,b>-<w,y>:<1,o><:><ax—by,ay+bx>:<1,o><:>{C“’” Y
br +ay =0

Assim,
a —b
Terr VT a2y
Portanto, 2~ ! = a4 b é o inverso multiplicativo. De fato
’ C\aZ 4027 a2+ b2 P ' ’

(a,0) - [(a,0)"1] = (a,b)~< a A )

a? + b2’ a? + b2

B a b —b —b b a
-\ a? + b2 a2—|—b2’a a? + b2 a? + b2

B a? N b? —ab n ba
Co\aZ B2 a2 a2+ a4+ b2

= (170)

2.3 FORMA ALGEBRICA DOS NUMEROS COMPLEXOS
Primeiramente, considerando o conjunto A = {(a,0) : a € R}, temos a seguinte
proposicao.

Proposicao 2.3.1. A fungéo ¢ : R — A definida por ¢(z) = (z,0) é:

i. Bijetiva;
ii. ¢(a+b)=0o(a)+ ¢(b), para todoa, b € R;
iii. ¢(a-b) =¢(a)- o(b), paratodoa, b € R.
Demonstracdo. Para provar i, vamos mostrar que ¢ é sobrejetiva e injetiva.
1. todo par (z,0) € A é o correspondente, segundo ¢, de x € R (ou seja, ¢ é
sobrejetiva);

2. dados r € Re y € R, com x # y, 0s seus correspondentes (z,0) € Ae (y,0) € A
sdo distintos, de acordo com a definicao de igualdade de pares ordenados (ou
seja, ¢ é injetiva).
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Prova de ii

dla+b) = (a+b0)
= (a,0)+(b,0)
= ¢a) +¢(b)

Prova de iii

¢(ab) = (ab,0)

= (@ b—0-0,a-0+b-0)
(a,0) - (b,0)
= ¢(a) - ()

O

Devido ao fato de ¢ ser uma aplicacao bijetiva ¢ : R — A que conserva as
operagdes de adigdo e multiplicagédo, concluimos que os numeros complexos da forma
(a,0) se comportam exatamente da mesma maneira que 0os nimeros reais em relagéo
a soma e ao produto. Assim, identificamos o numero real a, com o par ordenado
a = (a,0). Dessa forma, o conjunto dos numeros reais R € visto como um subconjunto
dos numeros complexos C.

Agora, o numero complexo (0, 1) é chamado de unidade imaginaria e é repre-
sentado por i. Notemos que:

i =i-i=(0,1)-(0,1)=(0-0-1-1,0-1+1-0) = (=1,0) = —1

Portanto,

2= —1.

Observacao 2.3.1 (Poténcias de i). Seja i a unidade imaginaria, entdo temos as
poténcias de i:

=1 it=1 =1 i2=1
it =1 i° =1 i =1 i =
(2.1)
i?=—1 i=—-1 0=—-1 it =1
3 7 11 15

Note que, as poténcias de i vdo em ciclos, 1,i,—1 e —i. Assim, dado n € N, existe
uma maneira pratica para determinari". De fato, como n € N, existem q,r € N tal que
n = 4q + r, ou seja, divisgo de n por 4. Assim, temos:
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= 1.
= 1

Portanto, i™ = 1", onde r € o resto da divisdo de n por 4.

Vamos obter agora a forma algébrica dos numeros complexos. Assim, dado um
numero complexo qualquer z = (a, b), onde a,b € R, temos:

z = (a,b) = (a,0) + (0,b) = (a,0) + (b-0—-0-1,b-1+0-0) = (a,0) + (b,0) - (0,1),
ou seja,
z =a+ bi.

Logo, o par (a,b) e a expressao a + bi representam o mesmo numero complexo. O
numero real a é chamado parte real de z e o numero real b é chamado parte imaginaria
de z. Em simbolos indica-se por: a = Re(z) € b = Im(z).

Observacao 2.3.2. Todo numero complexo cuja parte imaginaria é nula, denomina-se
real. E todo numero complexo cuja parte real é nula e a imaginaria ndo, é chamado de
imaginario puro.

2.4 PLANO DE ARGAND-GAUSS

Representando o nimero complexo z = a + bi geometricamente, temos:

Figura 11: Representacdao geométrica de =

A

Im(z)
N 2
0 @ Re(z):

Fonte: Autor

O plano formado pelos dois eixos é chamado de Plano de Argand-Gauss, onde
o eixo horizontal é chamado de real e o vertical de imaginario. Esta representacao
geométrica de z pode ser visto em NETO (2005, p. 4).
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2.5 CONJUGADO

Definicao 2.5.1. Dado o numero complexo = = a + bi, 0 conjugado de = é o numero
complexoz = a — bi.

Observe que, geometricamente, z significa a reflexdo do eixo horizontal (Veja
figura 7).

Figura 12: Representagdo geométrica de z
Im(z)‘

b

wl

Fonte: Autor

Exemplo 2.5.1.

z2=3—-4 = zZ=3+4

Figura 13: Representacdo geométrica

Im(z) I
] z
o 3 Re(z)
—4 - z

Fonte: Autor
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Teorema 2.5.1. Segja = € C. Entdo, temos:
1. 2+Z=2- Re(z)
2. z—z=2-Im(z)-i
3. z2=zZz€R
Demonstrag&o. Fazendo z = a + bi, temos:
1. 2+zZ=(a+bi)+ (a—bi) =2a =2 Re(z)
2. z—z=(a+bi)—(a—bi)=2bi =2 Im(z)-i

. z=z& (a+bi=a—-b)eb=-besb=0<zcR

Teorema 2.5.2. Dados z; e zy, S0 numeros complexos quaisquer, entdo:

1. 21+ 2 =721 + %2,

2. 7] 2 =7 7%
Demonstragcdo. Fazendo z; = a + bi € z5 = ¢ + di, temos:

1. 21+2=((@+b)+ (c+di)=(a+c)+ (b+d)i
zZit+z=(a+c)—(b+d)i=(a—bi)+ (c—di) =7 + Z.

2. z1- 29 = (a+bi)(c+ di) = (ac — bd) + (ad + be)i
(ac — bd) — (ad + be)i

= (ac — adi) + (—cbi + bdi?)

= a(c— di) — bi(c — di)

= (a — bi)(c — di)

= Z1- Z2.

Z1 %y =

2.6 USO DO CONJUGADO NA DIVISAO

Sejam z; = a + bi € z, = ¢ + di, com 2z, # 0, nUmeros complexos, entdo temos o

seqguinte:

) 2z = (a+bi)(a—bi)=a*— b =a®+?
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21 a+bi (a+bi)(c—di) ca+db+da—cbi
7 c+di (c+di)(c—di) a?+b2  a?+ b

Portanto, temos a seguinte definicédo:

Definicao 2.6.1. Dados z; = a + bi € z, = ¢+ di, com z, # 0, para determinar ! pasta
22

multiplicar o numerador e o denominador pelo conjugado do denominador.

Exemplo 2.6.1.
2+3i  (243)(5—4i)  10—8i+15i — 122 104 7i+12 224 7i —§+l¢
5+4i  (544i)(5—4i) 25 — 162 25416 41 41 41
2.7 MODULO

Definicao 2.7.1. Dado um numero complexo = = a + bi, chama-se modulo de > ao
numero real ndo negativo

|z| = Va?® + b2
Podemos também denotar por p ou » 0 médulo de z, ao invés de |z|.
Observe que, geometricamente, |z| significa a distancia da origem até o ponto

(a,b) do plano, que é representado pelo numero complexo z = a + bi (Veja figura 8).

Figura 14: Representacdo geométrica de |z|

3

fm{;'jl

b

0 “ Re(z)

Fonte: Autor

Exemplo 2.7.1.

z=3—4i = |z]=/3+(-42=V/9+16=25=5

Teorema 2.7.1. Para todo ~» € C, temos:
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1. |2/ =20

2. ]zl=0&2=0

3. [z = [7|

4. Re(z) < |Re(z)] < 2|

5. Im(z) < |Im(z)] < |z|
Demonstragdo. Fazendo z = a + bi, temos:

1.a2>20eb*20=a*+0*>0= |2/ >0
2. z|=0d+0¥=0a=0P=0&2=0

3. |z| = V@ F B2 = \Ja? + (=b)?2 = |7]

4. a>0=a=1a| e a<0=a<]a|,logo,a < |a|.
a’? <a>+ 0 = Va2 < Va2 + b= |a| <z
Portanto, como a < |a| e |a| < |z|, segue que:

a < laf <z
5. 020=b=|b] e b<0=10b<]|b|,logo, b < |b].

P<a?+ 0= Vi< Va2 + 2= )b < 2.
Portanto, como b < |b| e |b] < |z|, segue que:

b < [b] < 2]

Teorema 2.7.2. Se z; e z;, S40 numeros complexos quaisquer, entdo:

1. |21 22| = |21 - |2
PR |
Z9 |22|

3. |21+ 22| < 2| + |22
Demonstragcdo. Fazendo z; = a + bi € z5 = ¢ + di, temos:

1. Como 27 = |z|* e 21 23 = Z1 - 73, Segue-se que

21+ 2 = (n122)(712) = (2122)(7 - ) = (2171)(2272) = |2]* - |22, logo:

|21 - 2| = |21] - |22]
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2. Notemos inicialmente que:

Ly | 1 | c—di Cle—di | |VE+dH| 1 1
2zl le+dil  |(c+di)(c—di)| |2+ d? E+d | VELE |z
Temos, entao:
1 1 1 1 ’Zl|
) Q. :‘21,.":‘21‘.:
2 2 29 |zo| 22|
3. De fato,
’21 + 22‘2 = (21 + 22)(21 + ZQ) = (21 + 22)(71+72) = 21Z1 + 2122 + 2221 + 2922
= |z1]? + 2Re(21%3) + |22?
como

|21|* +2Re(21%2) + |22]* < a1 |* + 2|1 Z| + [20]? = |21 [* + 221 [ 20] + [22]? = (|21 + 22[?)
logo,
|21 + 222 < (Jan] + |22])? = |21 + 22| < 21| + |22].

2.8 FORMA TRIGONOMETRICA

Consideremos 0 numero complexo z = a + bi # 0. Assim, podemos representar
z no plano através do ponto P(a,b). Seja 6 o &ngulo formado com o eixo real positivo e
o segmento OP no sentido anti-horario, onde O é a origem do sistema (Veja figura15).

Figura 15: Forma trigonométrica de =

Im(z)ﬂ
) ‘z
r
: ;
0 ¢ Re(z)'

Fonte: Autor

Dai, temos:

a b
cos=—=a=rcos e senfl =—-=>0=rsend.
r r
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Logo, um namero complexo ndo nulo z = a + bi se escreve da seguinte forma:
z=a+bi=rcost+irsent =r(cosf + isend),
onde, r = Va?+0? = |z|. Esta € chamada de forma trigonométrica ou polar do
numero complexo.

O angulo 6 é denominado um argumento de = e denota-se por § = arg(z). Note
que, # ndo é o unico, pois, a igualdade é também verdadeira para ¢ + 2kw, com k € Z,
mas podemos determinar § de maneira unica exigindo, por exemplo, que 0 < # < 27 ou
que —m < 6 < .

Exemplo 2.8.1. Vamos representar o nimero complexo z = 1 —+/3i na forma algébrica.

Temos que:
r=y12+ (=32 =VI+3=V4=2

1 —V3 5
0039—5 e senﬁ—? = (9—?

Portanto, z = 2 - (cos 5; +1-sen 5;)

O numero complexo com representagcao polar, tem como finalidade principal
facilitar nas operagdes quando se trata de potenciagéo e radiciacdo em C.

Sejam agora os numeros complexos z; € z; ndo nulos com representagcdes
geométricas dada por:

21 =1(cosf +isent) e 2z = p(coso+ isen )

A representacao polar do produto z;z; é:
2129 = =r1(cosb +isen)p(cos d + isen ¢)
= 7rp[(cosfcos ¢ — senf sen @) + i(cos O send + sen b cos ¢)]

= rplcos (0 + ¢) +isen (0 + ¢)],
portanto,

2129 = rplcos (0 + @) +isen (0 + ¢)]. (2.2)

Dessa igualdade, concluimos que |z122| = |z1]|22| (ja foi provado no teorema
2.7.2) e que
arg(z1z2) = 0 + ¢ = arg(z1) + arg(zs), (2.3)

ou seja, um argumento do produto de dois numeros complexos € igual a soma dos
argumentos desses numeros.

Agora, fazendo z; = z, = z na igualdade (2.2), temos que

2? = r*[cos (20) + isen (26)].
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Essa igualdade nos induz a dizer que
2" = 1r"[cos (nh) + isen (nd))
para todo n € N, uma afirmativa verdadeira, conhecida como férmula de De Moivre?.

Teorema 2.8.1. Dado o numero complexo =z = r(cosf + isenf), com z # 0 en € N,
temos:

2" =1r"(cosnf + isennb)

Demonstragdo. Vamos provar utilizando o principio de indugéo finita®. De fato, temos:

i)Sen=0,entdo 2 =1 e 71%cos0+isen0)=1(1+i-0)=1

i) Suponhamos agora que afirmagao seja verdadeira para n = k£ e, vamos mostrar
que também é verdadeira para n = k + 1. De fato,

2 = 1*(cos kO + isen ko)

k1 kL

= 1*(cos kO + isen ko) - r(cos 0 + isen 0)

= 1k . r(coskl cosl + icos kO sen 0 + isen k0 cos 0 — sen k6 sen )
= ¥ (cos kO cosh — sen kO sen 0) + i(sen k6 cos 0 + cos k6 sen 0)]
= " cos (kO + 0) + sen (k6 + 0)]

rk+tcos (k + 1)0 + sen (k + 1)0)]

Portanto, 2" = r"(cosnf + isennf), ¥n € N.
0

A partir do resultado anterior, podemos determinar a raiz n-ésima de um numero
complexo z dado. Assim, temos o seguinte teorema:

Teorema 2.8.2. Dado um numero complexo z = r(cos 0 + isen ) e o naturaln (n > 2),
entdo existem n raizes enésimas de = que sdo da forma:

0 27 ) 0 27
cos | —+k-— | +isen | —+ k- —
n n n n

Demonstragdo. Determinemos todos os complexos z; tais que {/z = z;. Seja

2= Ur ,ondek € Z.

2k, = p(cos ¢ +isen @),

Abraham de Moivre (1667-1754) foi um matematico francés famoso pela férmula em questéao.
Principio de inducgéo finita € uma maneira elegante de se demonstrar proposi¢cées semelhantes a
esta. Pode ser encontrada HEFEZ (2007) que trata sobre o assunto.

3
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vamos encontrar p e ¢ em funcao de r e 0, respectivamente. De fato, temos que:

n

2=z S g = 2.
Logo:
p"(cosng +isenng) = r(cos + isen )

Portanto, devemos ter:
pr=r=p=3r

0 2
cosng =cosf e senng=senf = np=0+2kr = ¢:—+k-—7r.
n n

Supondo 0 < 0 < 27, vamos determinar os valores de k para os quais resultam
valores de ¢ compreendidos entre 0 e 27:

k=0 = gb:g
n
k=1 = ¢:Q 2n
n n
2
k=2 - ¢:€+2-—7T
n n

2
k=n—-1 = ng:Z—i-(n—l)-?j.

Assim, os n valores de ¢ ndo sdo congruentes por estarem todos no intervalo
0, 27[; portanto, ddo origem a n valores diferentes para z.

Vamos considerar agora o valor de ¢ obtido para k£ = n:

Este valor de ¢ ndo convém, pois é o mesmo valor obtido para k£ = 0.
De forma anélogo acontece para k = n+1,n+2,n+3,... e k=-1,-2,-3,...

Portanto, para obter os valores de z; é suficiente fazer £ = 0,1,2,...,n — 1.
Logo,

=

cos <0+k-2ﬂ>+isen <9+k-2ﬂﬂ ,onde k € Z.
n n n n
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2.9 FORMULA DE EULER

Uma importante formula que sera muito Gtil para podermos definir a exponencial
e*, € a formula de Euler. Este fato, pode ser visto em FERNANDES e BERNARDEZ
(2008, p.13). Para deduzi-la, vamos definir seny, cosy e ¢, onde y € R e e nUmero de
Euler, através da expans&do em série de Taylor®, da seguinte maneira:

3 5 7
_Yy_ v . ¥ _Yv
e T TR T T (24)
2 4 6
Y Yy v
cosy =1 5 + A G + (2.5)
2 3 4 5 6 7
eyzl_i_g_i_yi_i_yi_kyi_i_yi_i_yi_kyi_i_... (26)

20 30 4 5 67!
Substituindo y por iy na identidade 2.6, temos que:
w_ oo o Gyt Gy Gy)t | Gy)” Gy)® Gy)'
e T R R TR R R TR 2.7)

Logo, de 2.1 e 2.7, segue que:

2 3 4 5 6 7

w_ 1444 Y _, ¥y Y Y Y _ Y
e TR TR TR TR N TR i (2.8)
Agora, separando as partes reais e imaginarias do lado direito da igualdade 2.8, temos:
2 4 6 3 5 7
wy_ (1Y, Y Y (Y Yy Y Y
= (1 dta et )t s s At @9

De 2.4,2.5 e 2.9, chegamos a:
e = cosy +1i-seny,Vy € R. (2.10)

A igualdade 2.10 é denominada férmula de Euler.

2.9.1 Exponencial

Agora vamos definir a exponencial e*, que sera muito importante no capitulo
seguinte. Primeiramente, sabemos que ¢™*" = ¢™.¢", VYm,n € R. E,dado z = z+yi € C,
é natural esperarmos que e*¥ = ¢%. ¢!, Levando em conta estas consideragoes, temos
a seguinte definicdo:

4 O namero “e” tem por valor e = 2,71 - - -. Este valor é encontrado quando se calcula o }llin})(l + h)Y/",
—

Isto, pode ser visto em LEITHOLD (1994, p. 461).
F(0)

5 A série de Taylor da fungéo f em torno do ponto 0 é dada por Z 0 z", onde f(™(0) é a
n=0 ’

n-ésima derivada da funcéo f no ponto 0. Isso pode ser visto em LIMA (2012, p. 288)
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Definicao 2.9.1. Dado um numero complexo = = x + yi, definimos a exponencial de =
por

e® = e"(cosy +iseny).

A notacao exp z é frenquentemente usada em lugar de e*. Mas, vamos optar por
nao utilizar esta notacao. Em relagéo a definicdo 2.9.1, temos as seguintes propriedades,
que pode ser encontradas em SOARES (2001, p.52).

Propriedade 2.9.1. Dados 21, z» € C, entgo:

,') el . %2 — €Z1+Z2;

o1

i) — = e *1;
e~

. €7

i) — = e*1772,
e*2

Demonstragdo. Sejam z; = z1 + y1i € z3 = x2 + yoi. ENtdo temos:

i) Da definicdo 2.9.1, segue que:

er.e” = e".(cosy; +i.senyy).e".(cosys + i.5enYs)
= €M1 (o5 y1.co8 Yy + 12.5€n Yy .5eN Yg + 1.5€N Y1.COS Yo + 1.5€N Yo.COS Y1)
= ™12 [cos yp.c08 Yo — senyy.senys + i.(senyi.cos ys + sen ys.cos yi )]

|
_ 331+:B2 [COS (yl + y2) + 'l..Sen (yl + yZ)]
_ e(x1+x2)+(y1+92)i

el +2z2

Portanto, e*! - e*2 = ¢*'**2 para todo 2y, z, € C.

ii) Da definicdo 2.9.1, segue que:

1 1
et e (cosy, +i.seny;)
1 oS Y1 — ©.5eN Y1

e .(cosy; +i.senyy) cosy; — i.seny;

gy COSYL — L.senyy

= e -
cos?y; —i2.sen?

o1, €08 (—v1) + i.sen (—y1)
cos?y; + sen?y,

— €—x1—y11

= 6721

1
Portanto, — = e~ * para todo z, z, € C.
ez
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iii) Note que:
e L1
Segue de 2.11 e do item ii que:
Z1
e (2.12)
e*2
Do itemi e de 2.12, temos que:
6721 = e#t(=22)
e~2

21—%2

21

€
Portanto, — = e’ para todo 21, 2, € C.
€

2.9.2 Logaritmo

Vamos definir agora nesta secao o logaritmo de um namero complexo. Seja
z=x+yi € C,com z # 0, temos que a forma trigopnométrica de = é dada por:

z =r(cosb + isen ),

onde r € o mddulo de z e # o argumento. Considerando agora a férmula de Euler dada

em 2.10, temos que:
z =rev. (2.13)

Nesse caso, o numero complexo z é denominado forma exponencial. Como 6 é o
argumento de z, podemos substitui-lo por 6 + 2kw, com k € Z, em 2.13 sem nenhuma
restricdo. Assim, temos o seguinte:

z = re
= 71(cosf +isenb)
r(cos (0 + 2km) + isen (6 + 2k)]

i(0+2km
reiO+24m),

ou seja, z também pode ser escrita por:

z = re'®+2%) ondek € Z. (2.14)

Relembramos agora as seguintes propriedades para o caso real do logaritmo
natural In z = log, «, onde x € real positivo:

a) In(xy) = Inx + Iny, paratodo z,y € R%;
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b) Ine® = a para todo a € R.

Portanto, é natural definirmos o logaritmo de =z da seguinte maneira:

Definigdo 2.9.2. Dado um nimero complexo z = re® ndo nulo, definimos o logaritmo
de z por
Ing 2z = Inr +4(0 + 2kn),

onde 2km < 6 < 2(k+ 1)m, comk € Z.

Ao contrario do caso real onde todo numero positivo possui um unico logaritmo,
um numero complexo nao nulo possui uma infinidade de logaritmos, como pode ser
visto a partir da definicdo dada em 2.9.2. E nessa definicao, In, z € o logaritmo de =
no nivel k. Dessa forma, tomando k£ = 0 e denotando-se Ing z simplesmente por In z,
temos que

Inz=1Inr+1:0, com0 < 0 < 2, (2.15)

denominado logaritmo principal de z. Para efeito de simplificagdo, vamos trabalhar as
propriedades dos logaritmos dos numeros complexos somente no nivel k£ = 0, isto €,
com o logaritmo principal de z.

Note que, o logaritmo de z foi definido com a base sendo e devido ao fato do
lado direito da igualdade dada em 2.14 possuir o termo e. Mas poderia também ser
definida em base reais diferentes de e. Motivados pela propriedade de mudancga de
base nos reais, pode ser definida da seguinte forma,

. Inz
log, = —,
Ina

onde In z é dada na definicdo 2.9.2 e a € R*, com a # 1. Em relagé@o a definicao 2.9.2,

temos as seguintes propriedades, que pode ser encontradas em CHURCHILL (1975,
p.54).

Propriedade 2.9.2. Dados dois numeros complexos ndo nulos z; € z,, temos que:

i) e =
i) In(z129) = Inz; + In z5;
i) Ine* = z;
iv) In GLI 21 — In 2o,
zZ2

V) Inz" =mlnz;, ondem € Z*.

Demonstracdo. Sejam z; = 1€ e z = r,e'2. Teremos:
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i) Usando a definicao 2.9.2, segue que:

eln 21 6ln r1+101

eln 1o, €i61

I
<
=
o

Portanto, e** = z, paratodo z; € C e z; # 0.
i) Usando a definicdo 2.9.2, temos:

Inz; +Inzy = Inry+1i0; +1Inry + 16,
= 111(7"17’2) -+ 7/(01 + 92)

Logo,
Inz; +1nzp = In(ryre) + (01 + 6). (2.16)

Como z; = 1™ e 2, = rye'®2, temos que 2,2, = 1179 11%2) Assim, da definicéo
2.9.2, teremos
In(z129) = In(ryre) + (61 + 6s). (2.17)

Portanto, de 2.16 e 2.17, segue que:
In(z129) = In 2y + In 29,
para todo z; e zo complexos ndo nulos.
i) Seja z; = x1 + y1i. Usando o item anterior e a definicao 2.9.2, temos:

Ine* = Inemttui
= Ine®tevt?
= Ine* 4 Ine¥t?
= 17+ Ilne¥?
= x1+Inl+idy
= x1t+iy

Portanto, In e*! = z;.
iv) Usando a definigdo 2.9.2, temos:

11’12’1 — anQ = 1117“1 + 291 — (hl?“g + 202)
= lnr1+i01—lnr2—z’02

= In(ry/re) + (61 — 62).

Logo,
Iz —Inze =In't +i(0; — 6s). (2.18)

T2
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Da igualdade 2.13 temos que:

2 =1 ez =1y

Dai,
ﬁ — Ti]' . ei(el_QQ)‘
%) )
Logo:
In L In <Tl . e’wle?))
22 ]

Usando o item ii e iii, teremos:

) T2

— + In ¢#01=62)

L)
== lnr—l + 2(01 — 02),
()
ou seja,
<1 ™ .
In— =1In— +i(0; — 6s). (2.19)
%) )

Portanto, de 2.18 e 2.19, segue que:

<1
Inz; —Inzy = In —,
<2

para todo z; e z;, complexos nao nulos.

v) Seja 2 = rie'”* e m € Z*. Entéo, temos:

— .0
A= (me™)"
= e, e (mvezes)
— T{n . €i91+...+i91
— r'in . em(iel)

r'in . ei(mel) .

Aplicando o logaritmo natural, teremos:

Inz" = In(ry - eltmi)
= Inr* +i(mb;)
= mlnry +m(iby)
= m(lnry +i6,)

= mlnz

Portanto, temos que In 2{* = mIn z;, onde m € Z*.
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3 FUNCOES TRIGONOMETRICAS EM C

Como estudamos no capitulo 1 fungdes trigopnométricas em R e, no capitulo 2 0
conjunto dos numeros complexos, vamos agora ao estudo do nosso objetivo principal,
as fungdes trigonométricas em C. Assim, veremos primeiramente a definicao de fungdes
de variaveis complexas. A abordagem dos conteudos neste capitulo tem como principal
referéncia o livro de FERNANDES e BERNARDEZ (2008).

3.1 FUNCOES DE VARIAVEIS COMPLEXAS

Definiremos a seguir fungéo de variavel complexa.

Definicao 3.1.1. Seja D um subconjunto de C. Uma fungdo complexa f : D — C é
uma lei que a cada elemento » de D associa um tnico nimero complexo w = f(z) € C.

Figura 16: Representacdo geométrica da definicao 3.1.1

I cw = f(z)

Fonte: Autor

Esta definicdo pode ser encontrada também no livro AVILA (2013, p. 34).

Exemplo 3.1.1. A fungdo exponencial é a fungéo [ : C — C dada por:
Vz € C, f(z) = €7,
onde e* = e*(cosy + iseny).

Proposicao 3.1.1. Seja a fungdo exponencial f(z) = e, entdo f(z) # 0 para todo
z € C.

Demonstracdo. Seja a definicdo dada em 2.9.1, isto é,
e =¢e"(cosy+i-seny),Vz=x+yi e C. (3.1)

Assim, temos que:
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le” - (cosy + i - seny)|
€] - [(cosy + i - seny)]
e” - (cos®y + sen?y)
= e*.1
= "
Assim, |e*| = e* paratodo z = = + yi € C. Como ¢ > 0, temos que ¢* # 0 para todo
z € C. N

Temos também, no caso complexo, a periodicidade de uma fungéo, no qual é
importante e sera dada na definicdo a seguir:

Definicao 3.1.2. Uma fungéo f : C — C é periddica de periodop € C se f(z +p) =
f(z) para todo z € C.

Uma outra propriedade importante da fungédo exponencial € que ela é periddica
de periodo 271, isto pode ser encontrado em FLANIGAN (1972, p. 121). Este fato segue
na proposigao seguinte.

Proposicao 3.1.2. A fungéo exponencial f(z) = e* é periddica de periodo 2i, isto €,

et — * Yz € C.

Demonstraggo. De fato, seja z = = + yi € C, temos:
ez+27ri — e:c+yi+27ri
— em+i(y+27r) (32)

er . 6i(y—&-27r)

Da formula de Euler dada em 2.10, segue:

e*tIm = e%(cos (y + 2m) + i - sen (y + 27))
= €(cosy+i-seny) (3.3)
= 62
Portanto: e* %™ = ¢* . Vz € C. O

Observacao 3.1.1. Por uma repeticdo desse argumento, podemos mostrar de forma
analoga que dado » € C e para qualquer k € Z, tem-se que e* 2k = ¢2,

De fato, temos:
€z+21€7ri €$+yi+2k7ri
— ez+i(y+2kﬂ')

— eT. 6i(y+2kﬂ')
= e"(cos (y+ 2km) + i - sen (y + 2km))
= e"(cosy+i-seny)

= €~
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Figura 17: Periodicidade da funcédo exponencial

.2+ Gmi

Fonte: Autor

ASSim, temos: e* = 6z—i—27ri — ez+47ri — €z+67ri ————

Para o caso particular k = 1 temos o periodo da fungdo exponencial dado por
2mi, como visto anteriormente.

Vejamos agora outro exemplo importante de funcao complexa, a fungéo logarit-
mica, dada a seguir.

Exemplo 3.1.2. A fung&o logaritmica € a fungéo f; : C* — C dada por
fu(2) = Inz + 2kmi,Vz € C¥,

ondelnz =Inr+i0, com2kr <0 <2(k+1)mr ek € Z.

Note que, a fungao logaritmica definida no exemplo anterior foi dada de forma
geral, utilizando como base a definicao de logaritmo de um complexo =z dada em 2.9.2.
E nessa definicao, f;. significa fungdo logaritmica no nivel k. Assim, vemos que existem
infinitas “fungdes logaritmo”, como pode ser visto a partir da definicdo dada no exemplo
anterior. E, novamente para efeito de simplificagdo, tomando k£ = 0 e denotando-se f
simplesmente por f, temos:
f(z) =Inz,Vz € C*,

onde Inz = Inr + 6, com 0 < 6 < 27. Denominado fung&o logaritmica principal. Assim,
trabalhar com a funcao logaritmica com nivel £ = 0 torna-se menos trabalhoso, pois
evita o uso da constante 2kwi, com k € Z.
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Vamos mostrar agora uma resultado importante que também é valido nos
complexos, a de que a fungao logaritmica é a inversa da fungcéo exponencial. Para
isso, vamos ver primeiramente o conceito de funcéo inversa. Assim, temos a seguinte
definicdo, que pode ser encontrada de forma semelhante para o caso real em LIMA
(2013, p. 188):

Definicao 3.1.3. Sejam A e B subconjuntos ndo vazios de C. Diz-se que a fungdo
g: B— Aéainversadafuncdo f : A — B quando setemg(f(z)) =z e f(g(w)) =w
para quaisquer z € A ew € B.

Da definicao anterior decorre imediatamente que uma fungéo f : A — B possui
inversa se, e somente se, for bijetiva.

Quando g : B — A é afungdo inversade f: A — B, escreve-se g = L.

Considerando a definicdo 3.1.3, a funcao exponencial f : C — C, dada no
exemplo 3.1.1 n&o € injetiva, pois, por exemplo, temos z; = 27 e 2, = 4mi tal que

f(Zl) = f(22),

f(21> — 627ri f(ZQ) — 6471'1'
= cos2m +isen2w € = cosdm + isendr
=1 = 1.

E também nao é sobrejetiva, pois, néo existe z € C tal que f(z) = 0. Portanto, f ndo é
bijetiva, isto €, ndo possui funcéo inversa.

Porém, considerando a fung@o exponencial com dominio em Sy = {z + iy € C :
0 < y < 27} e contradominio em C*, isto é, f : S — C* com f(z) = ¢*, temos que f é
bijetiva. Esse fato esta presente no teorema a seguir:

Teorema 3.1.1. Sgja Sy = {z +iy € C: 0 <y < 27}, entdo a fungéo f : Sy — C*
definida por f(z) = e* é bijetiva.

Demonstracdo. Provaremos primeiramente que f é sobrejetiva. Para isso, seja w € C*.
Entédo devemos mostrar que existe z € S tal que f(z) = w. Agora, w tem coordenadas
polares (p,¢) com p > 0e 0 < ¢ < 27, ou seja, w = p(cos ¢ + isen ¢). Definimos
z=ux+yi,onde x =1Inpey = ¢. Dessa forma, temos z € Sy. Assim,

fz) = ¢

— ertiy
—  mptio

elnp . gi¢

= p(cos ¢+ isen @)

= w.
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Portanto, f é sobrejetiva.

Agora, vamos mostrar que f é injetiva. Assim, vamos mostrar que dados zi, 2z € 5
com f(z1) = f(z2), devemos ter z; = z,. De fato, seja z; = z1 +y1i € 22 = x5 + Y21, entdo
temos:

f(21) = f(ZQ)

21

(& = €

21
ey

e?2
ef1m2 = 1
eler—z2)+i(yi—y2) — 1.

Usando agora a féormula de Euler, temos:
17" . (cos (y1 — y2) +isen(y; —y2)) = 1. (3.4)

Aplicando o médulo em ambos os membros na equacgao anterior, teremos:

le"17%2| - |(cos (y1 — y2) +isen(y; —ye2))| = 1
e .1 = 1.
Ou segja,
e =1, (3.5)
Logo,
Ty —2x9 = 0
(3.6)
1T = Xo2.
Agora, substituindo 3.5 em 3.4, teremos:
cos (y1 — y2) + isen(y; — yo) = 1
Da igualdade de numeros complexos, tem-se:
cos(y1 —y2) =1 e sen(y1 —y2) =0.
Dai,
Y1 — Y2 = 2km, (3.7)

onde k € Z. Para concluir, basta mostrar agora que k£ = 0 e teremos y; = y». Assim,
aplicando médulo em ambos os membros de 3.7, segue que:

ly1 — ya| = 2|k|r. (3.8)
Agora, como 0 < y; < 21 e 0 < yp < 27, temos:
|y — y2| < 2m. (3.9)

De 3.8 e 3.9, teremos:
2|k|m < 2m,
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o que implica k = 0. Dessa forma, de 3.7, segue-se:
—yp = 0
S (3.10)
B = Y.
Portanto, de 3.6 e 3.10, segue que z; = zy, OU seja, f € injetiva.
O

Observacédo 3.1.2. Temos da observagdo 3.1.1 que ¢* = **2™ = e**4mi — ... Assim,
podemos generalizar o teorema anterior considerando o conjunto da seguinte maneira:

Sp={r+1wyeC:2kr<y<2k+1)n},comk € Z.

Logo, a fungéo f. : S, — C* com f(z) = e* € bijetiva.

Note ainda, que tomando k = 0 e denotando f, simplesmente por f, temos o
teorema dado anteriormente. Optamos aqui por ndo demonstrar o teorema no caso
geral, pois, 0 nosso objetivo é uma abordagem para o ensino médio, nos limitamos a
mostrar somente para k = 0.

Agora, levando em conta a definicdo 3.1.3 e 0 teorema anterior, temos a seguir
a proposicao desejada.

Proposicao 3.1.3. A fungéo logaritmo é a inversa da fungdo exponencial.
Demonstragdo. Seja a fungao exponencial f : Sy — C* definida por f(z) = €%, Vz € Sy,

e a fungédo logaritmica g : C* — Sy dada por g(w) = Inw, Yw € C*. Devemos mostrar
que g(f(z)) = z e f(g(w)) = w para quaisquer z € Sy e w € C*. De fato, temos:

9(f(z)) = g(€) flg(w)) = f(lnw)
= Ine? e = ehnw

= z = w

Portanto, para quaisquer z € S, e w € C* temos que g(f(z)) = z e f(g(w)) = w, ou
seja, g é a funcao inversa de f.

O
3.1.1 Operacoes com funcées complexas

Dadas as funcbes f : A — Ceg: B — C,onde A, BC Ce ANB # 0.
Define-se as fungdes multiplo, soma, diferencga, produto e quociente, respectivamente,
por:

i) (¢f)(z) =cf(z),onde c € C;
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i) (f+9)(2)=f(2)+g(2),comze AN B;
iii) (f —9)(z) = f(z) —g(z),comz € AN B;
v) (f-9)(z) = f(2)-g(z),comz € AN B;

v) (f/9)(z) = f(2)/g9(z), com z € AN B e g(z) # 0.

3.1.2 Transformacao

Estudamos na secdo 1.2 as fungdes trigopnométricas em R, vimos em cada
uma delas a representacao grafica. Os graficos sdo muito importantes para melhor
compreensao de muitos conceitos, como por exemplo, os de derivadas e integrais. Ja
com relagao as fungdes de varidveis complexas, ndo dispomos de tal representacao
gréfica. Analisaremos a seguir esta situagao.

Considerando a definicdo 3.1.1, temos que w = f(z) onde w,z € C. Assim,
precisamos de um plano para a representacdo de cada uma das variaveis. Dessa
forma, para exibir o conjunto de pontos correspondentes z e w, desenha-se dois planos
separadamente: Para cada ponto (z, y) do plano-z, no dominio de definicdo de f, existe
um ponto (u,v) no plano-w, onde z = z + yi € w = u + vi.

A correspondéncia entre os dois planos é denominado transformacao de pon-
tos no plano-z em pontos do plano-w pela fungao f. Os pontos w sdo chamados de
imagens de pontos z. Esta ideia também se aplica entre conjuntos especificos, como
por exemplo, imagem de curvas, de uma determinada regido etc (CHURCHILL, 1975,
p. 20).

1-— .
Exemplo 3.1.3. Mostre que a fungéo f(z) = rj transforma o disco R = {z € C :
|z| < 1} no semi-plano H = {w € C: Re(w) > 0}.

Demonstragdo. Primeiramente note que o dominio da fungéo f é dado por D = {z €
C:z # —1}, ou seja, temos R C D. Como queremos mostrar que a fungdo f transforma
o disco R no semi-plano H, vamos considerar z = x + yi € R. Assim, temos:

w = f(2)

1—2

142

1 — (z+yi)

1+ (z+yi)

(1-z)—yi (1+2)—yi
(1+2)+yi (14+z)—yi
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1—x2—yi—|—xyi—yz'—xyi—y2

(14 2)%+y?
1= (24P -2y
O

1— (22 +4?) 2y

7
1+2)2+y> (1+2z)2+y?

Portanto, a parte real de w é:

1—(2* +9%)
=—— 7 3.11
Re(w) 052+ ( )
Note que,
(1+2z)*+y*>0, (3.12)
para todo z = = + yi € C. De hipotese, temos |z| < 1, ou seja,
Vet +y? < 1
4+ < 1L
Isto, implica em:
1— (2 +y%) > 0. (3.13)

Portanto, de 3.11, 3.12 e 3.13, segue que:
Re(w) > 0.

Isso mostra que a fungao f transforma o disco R num semi-plano H, que é dado por
H = {w € C: Re(w) > 0}.

Para melhor entendimento, analise a figura 18.
Figura 18: Transformacao do disco R no semi-plano H pela funcao f

r
Imfz) T
1
1
1

Re(w)

- ———
R

Fonte: Autor
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3.2 FUNCOES SENO, COSSENO E SUAS PROPRIEDADES

Agora vamos tratar sobre as fungdes seno e cosseno com variavel complexa,
definindo-as e mostrando suas propriedades importantes. Mostraremos também, no
caso complexo', suas respectivas fungdes inversas.

3.2.1 Funcao Seno

Para defini-la, consideremos primeiramente a férmula de Euler, isto é, para todo
y € R, temos que:
e = cosy +1i-seny. (3.14)

Substituindo iy por —iy em 3.14, teremos:

e = cos(—y)+i-sen(—y) (3.15)

= coSy—1-Seny
Multiplicando a igualdade 3.15 por —1 e somando com a equacgao 3.14, temos:
eV —e W = 2i-seny.

Logo: ' .
WY _ oW
S 'e ,Vy € R.
21

Portanto, é natural definirmos a fungcdo seno de uma variavel complexa da seguinte
forma:

seny =

Definicao 3.2.1. A fungéo seno sen (-) : C — C é dada por:

1z —1z

e” —e€

VzeC,senz = ———.
21

Temos a seguir duas importantes proposigoes.

Proposicao 3.2.1. Dado = € C. Entdo sen z = 0 se e somente se = = kw comk € Z.

Demonstragdo. De fato, seja z = z + yi € C. Assim, temos:

senz = sen(x+ yi)
6i(x+yi) _ 6—i(m+yz’)
21
e—y-‘r:ci _ ey—zi
21
e Y.(cosz+i.senx)— e¥.(cosx —i.senx)
21

' Nao abordaremos neste trabalho as fungées inversas do seno e cosseno no caso real, mais isto
pode ser encontrada em LEITHOLD (1994, p. 496).
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e V.(cosx)+eV.(i.senx) — e¥.(cos x) + e¥.(i.sen )
21

—eY e Y4 ey
= (coszx)- (w) + (i.senx) - <6+,€>
21 21
oYt ey Y4 ey
— (’i.COS x) . i + (S@n l’) . i
242 2

_ (sena)- (T) + (i.cos) <€y_2€3,> |

Yy -y Yy_ 7Y
Vamos denotar A(y) = eJ;e e B(y) = %. Com isso, teremos:
sen z = senx.A(y) + i.cos v.B(y). (3.16)

Observe que, A(y) > 0 paratodo y € R, e B(y) = 0 se e somente se y = 0. Continuando,
de 3.16, sen z = 0 se e somente se

senx.A(y) =0 (3.17)

cosz.B(y) = 0. (3.18)

Da igualdade 3.17 e do fato que A(y) > 0, temos que senz = 0, isto €, x = kw com
k € Z. Substituindo = = k7 em 3.18, devemos ter B(y) = 0, pois, cos kr # 0,Vk € Z.
Assim, como B(y) = 0, temos que y = 0. Portanto, sen z = 0 se e somente se z = k7
para todo k € Z.

]

Proposicao 3.2.2. A fungcdo seno é periddica de periodo 2.

Demonstracdo. De fato, considerando a definicdo da funcédo seno, temos que para
todo z € C:
pilz42m) _ p—i(z+2m)
21
i(2m)

sen(z +2m) =

¥

e . e —iz ei(f27r)

—e
21
e - (cos 2w +i.sen 2m) — e~ - (cos 2w — i.sen 27)
21
e (1+i-0)—e - (1—4-0)

2

eiz - efiz
21
= Ssencz.

Portanto, a fung&o seno é periddica de periodo 2.
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Observacao 3.2.1. Por uma repeticdo desse argumento, podemos mostrar de forma
analoga que dado = € C e para qualquer k € Z, tem-se que: sen (z + 2km) = sen z.

Para o caso particular k = 1 temos o periodo da fungdo seno dado por 2w, como
visto anteriormente.

Temos também, no caso complexo, a inversa da fungdo seno. A mesma é
definida em termos dos logaritmos, que foi tratado na subsecéao 2.9.2.

Para definirmos a inversa da fung¢édo seno, consideremos:
w = sen"'z.

Assim: ‘
—1w

—e
21

eiw
Z = senw =

Por um célculo rapido, obtemos:
w=—iln(iz +Vv1—22).

Para definir formalmente a fung&o inversa, temos que levar em conta também o dominio
e contradominio da fung¢do. Conforme a func¢do seno definida em 3.2.1, esta ndo possui
inversa, pelo fato da mesma ser periddica de periodo 2.

Seja Xy = {r +iy € C: 0 < z < 27}, define-se a fungédo sen™! (-) : C — X,
por:
Vz e C,sen 'z = —i In(iz + V1 — 22).

Proposicao 3.2.3. A fungdo sen~! € a inversa da fungdo seno.

Demonstragdo. Seja a fungdo seno f : X, — C definida por f(z) = sen z = %
Vz € Xy, e a fungéo seno inversa g : C — X, dada por g(w) = —iIn(iw + v1 — w?),
Vw € C. Devemos mostrar que ¢(f(z)) = z e f(g(w)) = w para quaisquer z € X, e

w € C. De fato, temos:

9(f(2) = g<€;f>

= —tln +

. eiz _ efiz (eiz _ efiz)2
= —iln|——— 14—
tln 5 + \/ + 1 )
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iz ,—iz /(e +€—iz 2
= —iln(e ¢ + ( ))

2

2
1 eiz _ e—iz N eiz + e—iz
= —1n
2 2

261'2
- il
( 2 )

= —iln e*

= —i%z

flg(w)) = f(=iln(iw+ v1—w?))
ei(—iln(iw+vi—w?)) _ o—i(—iln(iw+v1-w?))
21
en(iwtvi—w?)) _ o —In(iwtvI-w?))
21

iw+ V1 —w? — (iw+ V1 —w?)™!

21

1
w4V —wt— —
w+ 1 —w?

27
(iw +v1 —w?)?2 -1
2i(iw + V1 — w?)
—w? 4+ 2wV —w?+1—w?—1
242w + 2iv/1 — w?
—2w? + 2iw/1 — w?
—2w + 2iv/1 — w?
w? — jwy1 — w?
w— 11— w?
w(w —iv1 — w?)
w— V1 —w?

= w

Portanto, para quaisquer z € X, e w € C temos que g(f(z)) = z e f(g(w)) = w, ou seja,
g € afuncédo inversa de f. m
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Observe que existem também, infinitas “fungdes seno inversa” devido ao fato de
a mesma ser definida em termos dos logaritmos. Note ainda, que na definicdo anterior
omitimos a constante 2kxi, com k € Z, por motivo de simplicidade.

O conjunto X, pode ser dado de forma geral por X;, = {x +iy € C: 2kr < x <
2(k 4+ 1)m}. Mas, novamente nos restringimos a trabalhar somente com & = 0.

3.2.2 Funcao Cosseno

Agora, vamos definir a fungdo cosseno. Para isso, somando-se primeiramente
as igualdades de 3.14 e 3.15, temos o seguinte:

eW e W = 2.cosy.
Logo:
eV 4 e W
2
Portanto, é natural definirmos a fun¢do cosseno de uma variavel complexa da seguinte

forma:

cosy = ,Vy € R.

Definicao 3.2.2. A fungéo cosseno cos () : C — C é dada por:
eiz + efiz

Vze C,cosz = 5

Temos a seguir duas importantes proposicoes.

Proposicao 3.2.4. Dado » € C. Entdo cosz = 0 se e somente se z = /2 + kr com
keZ.

Demonstracgo. De fato, seja z = = + yi € C. Assim, temos:
cosz = cos(x+ yi)
ei(x-i-yi) 4 e—z‘(a:—f—yi)
2
e*y+m' + eyfm'
2
e Y.(cosx +i.senx) + ev¥.(cosx —i.senx)
2

e V. (cosz) +e Y. (i.senx) + e¥.(cosx) — e¥.(i.senx)

2
— (cosz)- (T) _ (isenz) - <6y‘2€y)

ey + e_y ey — e_y i
—y e B(y) = — Com isso, teremos:

cos z = cos x. A(y) — i.senx.B(y). (3.19)

Vamos denotar A(y) =
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Observe que, A(y) > 0 paratodo y € R e B(y) = 0 se e somente se y = 0. Continuando,
de 3.19, cos z = 0 se e somente se

cosz. Ay) =0 (3.20)

senx.B(y) = 0. (3.21)

Da igualdade 3.20 e do fato que A(y) > 0, temos que cosx = 0, isto é, z = 7/2+ kw com
k € Z. Substituindo = = 7/2+ kw em 3.21, devemos ter B(y) = 0, pois, sen (7/2+ km) #
0,Vk € Z. Assim, como B(y) = 0, temos que y = 0. Portanto, cos z = 0 se e somente se
z =m/2+ kn para todo k € Z.

]

Proposicao 3.2.5. A fungdo cosseno é periddica de periodo 2.

Demonstracdo. De fato, considerando a definicdo da funcédo cosseno, temos:

ei(z+2m) | o—i(z+2m)

2
el . ¢im) 1 gz | gi(=2m)

2
- (cos 2w + i.sen 27) 4+ 7% - (cos 27 — i.sen 27)

2
e* - (1+4-0)+e™-(1—4-0)
2

cos(z+2m) =

eiz + efz'z
2

= COSZ.

Portanto, a fungcao cosseno é periddica de periodo 2.

O
Observacao 3.2.2. Por uma repeticdo desse argumento, podemos mostrar de forma
analoga que dado = € C e para qualquer k € 7, tem-se que: cos (z + 2km) = cos z.

Para o caso particular k. = 1 temos o periodo da fun¢do cosseno dado por 2,
como foi visto anteriormente.

Temos também, no caso complexo, a inversa da fungédo cosseno. A mesma é
definida em termos dos logaritmos, que foi tratado na subsecéo 2.9.2.

Para definirmos a inversa da fungédo cosseno, consideremos:

w = cos 2.
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Assim: , .
ezw + e—zw

2

Z =CoSW =

Por um calculo rapido, obtemos:
w=—iln(z + V22 —1).

Para definir formalmente a fungéo inversa, temos que levar em conta também o dominio
e contradominio da fungcédo. Conforme a funcao cosseno foi definida em 3.2.2, esta nao
possui inversa, pelo fato da mesma ser periédica de periodo 2.

Seja Xy = {r+iy € C: 0 < z < 27}, define-se a fungéo cos™! () : C — X, por:
Vz € C,cos 'z =—iln(z + V22 —1).

Proposicao 3.2.6. A fungdo cos™' € a inversa da fungdo cosseno.
Demonstracdo. Usa a mesma técnica da demonstragao da funcao inversa do seno. [

Observe que existem também, infinitas “fungées cosseno inversa” devido ao
fato de a mesma ser definida em termos dos logaritmos. Note ainda, que na definicao
anterior omitimos a constante 2kmi, com k € Z, por motivo de simplicidade.

O conjunto X, pode ser dado de forma geral, por X, = {z +iy € C: 2kr <z <
2(k + 1)7}. Mas, novamente nos restringimos a trabalhar somente com & = 0.

3.2.3 Propriedades das Funcoes Seno e Cosseno

Propriedade 3.2.1 (Relacao Fundamental). Seja = um numero complexo qualquer,
entao cos? z + sen® z = 1.

Demonstragéo. De fato, dado z € C, temos:

1z —1z (74 —z
9 9 _ e”+e e” —e
cos“z + sen“z = —_— | + |
2 29
€2iz + 2eiz€—iz + 6—21'2 eQz’z _ Qeize—iz + 6—22'2
4 442
€2iz + 2 + e—2iz €2iz -9 + 6—22’2

4 4

= e

Portanto, a relagéo fundamental € também vélida nos complexos.
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Propriedade 3.2.2. Para quaisquer z,w € C, temos que

sen (z +w) = sen z cosw + cos z sen w.

Demonstracdo. De fato, considerando as defini¢des 3.2.1 e 3.2.2. Assim, teremos:

N eiz . efiz 6iw + efiw N eiz + efiz eiw o efiw
Sen z cosw CoOS z Ssenw =
21 2 2 21

eiz+iw + eizfiw - efinriw - efizfiw N einriw . eizfiw + efinriw - efizfiw
43 47
iz+iw —iz—iw
2e — 2e
43
eiz+iw _ e—iz—iw
21
ei(z-i—w) _ e—i(z-l—w)
21
= sen(z+w).

Portanto, sen (z + w) = sen z cosw + cos z senw,Vz,w € C.

Propriedade 3.2.3. Para quaisquer z,w € C, temos que

cos (z + w) = cos z cosw — sen z sen w.

Demonstracdo. De fato, considerando as definicées 3.2.1 e 3.2.2. Assim teremos:

eiz + e—iz eiw + e—iw 6iz - e—iz 6iw . e—iw
COSzZCcosw — sen zsenw = - . .
2 2 2 21

ezz—i—zw + ezz—zw + e—zz—i—zw + e—zz—zw ezz—Hw _ 6zz—zw _ e—zz-‘,—zw + e—zz—zw

4 442
einriw + eizfiw + efinriw + efizfiw N eiz+iw _ eizfiw _ efiz+iw + efizfiw
4 4
2€iz+iw + Qe—iz—iw
4
eiz—i—iw + e—iz—iw
2
6i(z+w) + efi(erw)
2
= cos(z+ w).

Portanto, cos (z + w) = cos z cosw — sen z senw,Vz,w € C.
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Propriedade 3.2.4. A fungdo seno é impar, isto €, sen (—z) = —sen z,Vz € C.

Demonstragcdo. Dado z € C, entao:

sen(—z) =

Portanto, a fungéo seno é impar.

Propriedade 3.2.5. A fungéo cosseno é patr, isto é, cos (—z) = cos z,Vz € C.

Demonstrag&o. Dado z € C, entdo:

e—iz + 6iz
2

eiz + efiz
2

cos(—z) =

= COSZ.

Portanto, a fungé@o cosseno € par.

Propriedade 3.2.6. Para todo = € C, tem-se que sen (z + ) = —sen z.

Demonstracdo. De fato, considerando a definigdo da funcéao seno, temos:
ei(z+7r) _ e—i(z+7r)

sen(z+m) = 5
o7 . i _ o—iz | gim
- 2i
B e - (cosm +i.senm) —e - (cosT — i.sen )
21
e (=1+i-0)—e " (=1 —1i-0)
21
e 1 emiz
- 2i
B (eiz 677,2:)
21
= —senz

Logo, sen (z + m) = —sen z, para todo z € C.
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Propriedade 3.2.7. Para todo = € C, tem-se que cos (z + m) = —cos z.

Demonstracgo. De fato, considerando a definicao da funcédo cosseno, temos:

ei(z+7r) + 6—i(z+7r)

cos(z+m) =

2
¢i . oim | iz . g=in
N 2
_e”-(cosm+i.senT)+ e * - (cosT —i.senT)
2
(=140 0) e (—1—i-0)
2
i _ iz
N 2
(e
2
= —cosz

Portanto, cos (z + m) = —cos z, para todo z € C.

Propriedade 3.2.8. Para todo » € C, tem-se que sen (5 — z) = cos z.

Demonstracdo. De fato, considerando a definicao da fungcao seno, temos:

i —2) _ omi5—2)
2

—iz iy iz,

e’z —e
2
e (cos T +i.senT) — e - (cos T —i.senT)
2
€_iz'<0+i'1)—€iz‘(0_i'1)
2
i.e”% +q.e”
i
% 4+ =iz
—

sen (5 —z) =

i

e

= CO0SZ

Portanto, sen (5 — z) = cos z, para todo z € C.

Propriedade 3.2.9. Para todo = € C, tem-se que cos (5 — z) = sen z.
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Demonstracdo. De fato, considerando a definicdo da funcédo cosseno, temos:
- ei(5=2) 4 o—i(5-2)
cos (5 —z) = 5
e~ % . GZ% + eiz . e—ig
B 2
_ e % (cos T +i.senl) +e” - (cos s —i.sen’)
2
e (0+i-1) 4" (0—i-1)
B 2
i.eT® —j.e”
- 2
eiz _ efiz
B 2
= Ssenz
Portanto, cos (5 — z) = sen z, para todo z € C.
[
Propriedade 3.2.10. Para todo z € C, tem-se que sen 2z = 2 sen z cos z.
Demonstracgo. De fato, tomando w = z na propriedade 3.2.2, temos:
sen(z4+w) = senzcosw + coszsenw
sen(z+z) = senzcosz+ coszsenz
sen2z = 2senzcosz
Portanto, sen2z = 2sen zcos z,Vz € C.
[

Propriedade 3.2.11. Para todo z € C, tem-se que cos 2z = cos*z — sen®z.

Demonstracdo. De fato, tomando w = z na propriedade 3.2.3, temos:

cos(z+w) = coszcosw — senzsenw
cos(z+z) = coszcosz—senzsenz
cos2z = cos’z — sen’z

Portanto, cos 2z = cos?z — sen’z,Vz € C.
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3.2.4 Comparacao das Funcoes Seno e Cosseno nos Casos Real e Complexo

Como vimos acima na sec¢ao 3.2, a maioria das propriedades validas para as
funcbes trigonométricas reais continuam validas no caso complexo. No entanto, ha
diferencas entre o caso real e o caso complexo. Por exemplo, as fungbes seno e
cosseno sao limitadas nos reais, ou seja, |cosa| < 1 e |senal < 1 paratodo a € R, ja
nos complexos isto n&o ocorre. Ao considerarmos a definicao de cosseno, temos:

ez‘z + e—iz

cosz:T,Vz:xw—yieC (3.22)

Considerando x = 0 em 3.22, segue que:

i(04yi) —i(0+yi)
cos (0 i) = |
B evi® 4 Vi’
B 2
G
— 5
ou seja,
) Yy
jcos (yi) = -

Note que, quando y cresce indefinidamente, e~ ¥ tende a zero, enquanto que e¥ cresce
rapidamente e, portanto, |cos (yi)| também cresce indefinidamente, isto é, a fungéo
cosseno ngo é limitada em C.

De forma analogo, temos também que a fungédo seno néo é limitada no caso
complexo. Ao considerarmos a definigdo de seno, temos:
eiz _ e—iz
senz:?,Vz:xﬁ—yie(C. (3.23)
1

Considerando x = 0 em 3.23, segue que:
ei(0+yi) _ o—i(0+yi)

21

|sen (0 + yi)| =

eyt — v’

21
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e — e
B 2
ey — efy
> —5
ou seja,
Yy _ 7Y
[sen (yi)| > ——

Note ainda, quando y cresce indefinidamente, e~¥ tende a zero, enquanto que e¥ cresce
rapidamente e, portanto, |sen (yi)| também cresce indefinidamente, isto €, a fungao
seno nao é limitada em C.

3.3 FUNCAO TANGENTE, COTANGENTE E SUAS PROPRIEDADES

Agora vamos tratar sobre as fung¢des tangente e cotangente com variavel com-
plexa, definindo-as e mostrando suas propriedades importantes. Mostraremos também,
no caso complexo?, suas respectivas fungdes inversas.

3.3.1 Funcao Tangente

A funcao tangente é definida em termo das funcdes seno e cosseno. Primeira-
mente, seja z € C e cos z # 0, temos que tg z € dado por:

tgz = N7 (3.24)

cosz’

Temos ainda, considerando as definicdes dadas em 3.2.1 e 3.2.2:

sen z

tgz =
cos z

_ e—iz
T
e’LZ + ef’LZ
2
e — e~

iz

Logo, ' '

ol iz
Note que, a igualdade 3.24 s¢ faz sentido quando cos z # 0, isto €, quando z # /2 + k,
com k € Z. Dessa forma, para definir funcao tangente, consideremos o conjunto

A={aecC:a# g + km,Vk € Z}. Assim, temos a seguinte defini¢ao.

Z_e—

tgz = (3.25)

2 Nao abordaremos neste trabalho as fungdes inversas da tangente e cotangente no caso real, mais

isto pode ser encontrada em LEITHOLD (1994, p. 499).



Capitulo 3. FUNCOES TRIGONOMETRICAS EM C 83

Definicao 3.3.1. A funcgéao tangente tg (-) : A — C é definido por:

7 12
e

i(ei + e—i2)’

Vze A tgz = —c

Temos também, no caso complexo, que a fungao tangente possui inversa. A
mesma € definida em termos dos logaritmos, que foi tratado na subsecao 2.9.2.

Para definirmos a inversa da fungao tangente, consideremos:
w=1tg z.

Assim: , ,
W _ oW

z=tgw = —————.
g Z’(ezw + e—zw)
Por um célculo rapido, obtemos:

1. 1+ z
w= —1In

i—z
Para definir formalmente a fung&o inversa, temos que levar em conta também o dominio
e contradominio da func&o. A funcdo tangente conforme definida em 3.3.1 ndo possui

inversa, pelo fato da mesma ser periddica de periodo 7, como sera visto na propriedade
3.3.7.

Seja o seguinte conjunto Yy = {z +iy € C : —7/2 < = < 7/2}, define-se a
fungdo tg=' (-): C\ {i, —i} — Yj por:

VzE(C,tg_lz:;lnH_Z

i —z

Proposicao 3.3.1. A fungdo tg—! é a inversa da fungdo tangente.
Demonstracdo. Usa a mesma técnica da demonstracdo da funcao inversa do seno. [

Observe que existem também, infinitas “funcdes tangente inversa” devido ao
fato de a mesma ser definida em termos dos logaritmos. Note ainda, que na definicao
anterior omitimos a constante 2kmi, com k € Z, por motivo de simplicidade.

N&o faremos aqui a generalizagdo do conjunto Y.

3.3.2 Funcao Cotangente

A funcao cotangente é definida em termo das fungdes seno e cosseno. Primei-
ramente, seja z € C e sen z # 0, temos que cotg z € dado por:

Cos z

(3.26)

cotg z = sen s’
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Temos ainda, considerando as definicoes dadas em 3.2.1 e 3.2.2:

cos z
cotgz =
sen z
67:2 _'_ e—ZZ
el — g%
21
(e +e)
- eiz _ e—iz
Logo, ' '
/l; e’LZ +671{Z
cotgz = <7) (3.27)

elz _ iz :
Note que, a igualdade 3.26 so6 faz sentido quando sen z # 0, isto €, quando z # km,
com k € Z. Dessa forma, para definir fungdo cotangente, consideremos o conjunto
B={beC:b+#kn,Vk € Z}. Assim, temos a seguinte definicao.

Definicao 3.3.2. A fungao cotangente cotg () : B — C é definida por:

Vz € B,cotgz = w

elz — g—iz '

Temos também, no caso complexo, que a fungao cotangente possui inversa. A
mesma € definida em termos dos logaritmos, que foi tratado na subsecao 2.9.2.

Para definirmos a inversa da fungcdo cotangente, consideremos:

w = cotg_lz.

Assim: . :
i e’Lw +€—zw
z =cotgw = g
ezw — e—zw
Por um célculo rapido, obtemos:
1. z—1
w=—=In -
2 z+41

Para definir a formalmente a funcao inversa, temos que levar em conta também o
dominio e contradominio da funcdo. Conforme foi definida a fungdo cotangente em
3.3.2, esta ndo possui inversa, pelo fato da mesma ser periddica de periodo 7, como
sera visto na propriedade 3.3.8.
Seja o seguinte conjunto Z, = {z +iy € C : 0 < z < 7}, define-se a fungéo
cotg™ (-) : C\ {i, —i} — Z, por:
1., 2—1

VZE(C,cotg’lz:§ln vl
z+1
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Proposicao 3.3.2. A fungdo cotg=! é a inversa da fungdo cotangente.
Demonstracdo. Usa a mesma técnica da demonstragdo da fungéo inversa do seno. [

Observe que existem também, infinitas “fun¢des cotangente inversa” devido ao
fato de a mesma ser definida em termos dos logaritmos. Note ainda, que na definicao
anterior omitimos a constante 2kmi, com k € 7Z, por motivo de simplicidade.

Nao faremos aqui a generalizacdo do conjunto Z,.
3.3.3 Propriedades das Funcoes Tangente e Cotangente
Propriedade 3.3.1. A funcgéo tangente é impar, isto é, tg (—z) = —tg z,Vz € A.

Demonstragdo. De fato, considerando a equagao dada em 3.24, temos:

sen (—z)
tg(—z) = — 2
9(=2) cos (—z)
. —Ssen z
 cosz
= —igz.
Portanto, a funcao tangente é impar. ]

Propriedade 3.3.2. A fungdo cotangente é impatr, isto &, cotg (—z) = —cotg z,¥z € B.

Demonstragdo. De fato, considerando a equagao dada em 3.26, temos:

cos (—z)
cotg(—z) = ———=
9(=2) sen (—z)
. COS Z
N —Sen z
= —cotgz.
Portanto, a funcao cotangente é impar. O

Propriedade 3.3.3. Dado » € C. Entdotg > = 0 se e somente se z = knr com k € Z.

Demonstragéo. De fato, seja z € C. Assim, da equagao 3.24 temos:

sen z
tgz =
COS z
Das proposi¢cdes 3.2.1 e 3.2.4, segue o resultado. ]

Propriedade 3.3.4. Dado ~ € C. Entdo cotg z = 0 se e somente se z = /2 + kr com
k€ Z.
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Demonstracdo. De fato, seja z € C. Assim, da equacgao 3.26 temos:

CcoS z
cotgz = .
sen z
Das proposigdes 3.2.1 e 3.2.4, segue o resultado. O

Propriedade 3.3.5. Sejamz,w e A={acC:a# g + km,Vk € Z}. Entdo, temos que

tgz+tgw

tg(z4+w) = T——

Demonstracdo. De fato, considerando a equagao dada em 3.25. Assim, teremos:

eiz . e—iz N eiw _ e—iw
th + tgw B Z(@ZZ + e—iz) Z’(ez’w + e—iw)
l—tgztgw e — et el — g

1-— ; — . ; ;
Z’(ezz + e—zz) i(ezw + e—zw)

i(E 4 e (e — e7F) 4 (e — e ) (e 4 %)
i(e® 4 e=%) - (et 4 e~w)

(7 e ) - i(&™ e ) — (¢ — e @)(e® — e ™)
i(e® 4+ e7%) - (et 4 e~w)

Z'(einriz - eiwfiz + efinriz - efiwfiz + einriz + eiwfiz - efiw+iz . efiwfiz)

_eiz+iw _ eiz—iw _ e—iz—l—iw _ e—iz—iw _ eiz+iw + eiz—iw + e—iz—‘riw _ e—iz—iw
coi(z4w) . —i(z4w
2i(e e )

_Q(eiz—‘riw + e—iz—iw)

i2(€i(z+w) _ efi(erw))

Z’(ei(z-‘rw) + e—i(z-‘rw))

z4w) —i(z+w)

€i( — €
Z’(ei(z+w) + 6—i(z+w))

= tg(z+w)
tgz+tgw

Portanto, tg (z + w) = ﬁ,Vz,w €A O
—lgzrtgw

Observacao 3.3.1. Temos também a forma tradicional de demonstrar a propriedade
anterior, semelhante ao caso real, que é dado por:

Demonstracgo. De fato, sejam z,w € A e considerando a equacgao 3.24, temos:
sen z sen w

tgz +tgw c0SZ  CcoSW

1—tgztgw - 1_56”2.567111)

CosSz cosw
sen z cosw + senw cos z

— COS Z COS W
COS ZCOSW — sen z senw

COS Z CoSWw
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sen z cosw + senw cos z

COS ZCosw — sen z senw

_ sen(z+w)
~ cos(z+w)
= tg(z+w)
tgz+tgw
Portanto, tg (z + w) = W,Vz,w € A O
—lgrzigw

Propriedade 3.3.6. Sejam z,w € B={be€ C:b# kn,Vk € Z}. Entdo, temos que

cotg z cotgw — 1

cotg(z +w) = .
9 ) cotg z + cotgw

Demonstracdo. Faremos uma demonstragdo desta propriedade semelhante a demons-

tracao feita na observagao acima. Sendo z,w € B e considerando a equagao 3.26,

temos:
COSZ COSW

cotgzcotgw — 1 _ Senz.senw_l
cotg z + cotgw COS Z N CcoS W

SEN 2 SeENw
COS ZCosSw — sen z senw

Sen z senw
coS z senw —+ sen z cosw

sen z senw
COS Z COSW — sen z senw

sen z cosw + cos z senw
cos (z + w)
sen (z + w)

= cotg(z+ w)

cotg z cotgw — 1

Portanto, cotg (z + w) = ,Vz,w € B. O

cotg z + cotgw

Propriedade 3.3.7. A funcéo tangente é periodica de periodo .

Demonstragdo. De fato, considerando a definicao da fungdo tangente, temos que
Vz e A:

ez’(z—Hr) _ 6—i(z+7r)

tg (Z + 7T) = Z‘<€i(z+7r) + 6—i(z+7r))

iz 2z —am
e - €

i(eiz . 6i7r + e—iz . 6—i7r)

.627'(' _67

e’ - (cosm +isenm) — e % - (cosT — isen )
ile* - (cos T +isenm) + e~ - (cosm — isen )]
e? (=1+i-0)—e - (=1—14-0)
e (=1+i-0)+e - (=1—1i-0)]
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_eiz + e—iz
i(_eiz _ efiz)
ez’z _ e—iz
Z‘(eiz + e—iz)
= tgz.
Portanto, a funcao tangente é periédica de periodo = para todo z € A. ]

Observacao 3.3.2. Temos uma outra maneira de demonstrar a propriedade anterior,
dada da seguinte forma:

Demonstracdo. Devemos mostrar que a fungao tangente € periddica de periodo .
Assim, considerando a propriedade 3.3.5, e dado z € A, temos:
tgz+tgm
1—tgztgm
tgz+0
1—-12g2 -0
tg 2z
1-0

tg(z+m) =

= tgz.
Portanto, a funcao tangente é periédica de periodo = para todo z € A. ]

Propriedade 3.3.8. A funcédo cotangente ¢é periddica de periodo .

Demonstragcdo. Dado z € B, temos:
COoS 2

cotgz =
sen z

sen z

cos z
1

tgz
Logo,
cotgz = —.
tg z
Assim, temos que:
1

tg(z+m)
1
tgz

cotg(z+m) =

= cotgz.
Portanto, a funcao cotangente é periddica de periodo 7 para todo z € B.
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3.4 FUNCAO SECANTE, COSSECANTE E SUAS PROPRIEDADES

Agora vamos tratar sobre as fungdes secante e cossecante com variavel com-
plexa, definindo-as e mostrando suas propriedades importantes. Mostraremos também,
no caso complexo®, suas respectivas fungdes inversas.

3.4.1 Funcao Secante

A funcao secante é definida em termo da funcao cosseno. Primeiramente, seja
z € Ce cosz+# 0, temos que sec z é dado por:

1

cos z

(3.28)

Secz =

Temos ainda, considerando a definicdo dada em 3.2.2:

1
cos z

Secz =

e’LZ + e—’LZ

Logo,
secz = L (3.29)
e +e "
Note que, a igualdade 3.28 s6 faz sentido quando cos z # 0, isto €, quando z # 7/2+ k,
com k € Z. Dessa forma, para definir fungdo secante, consideremos o conjunto A =

{aeC:a# g + km,Vk € Z}. Assim, temos a seguinte definigao.

Definicao 3.4.1. A funcao secante sec(-) : A — C é definida por:

2

Vze A, secz = ———.
eZZ _'_ e*ZZ

Temos também, no caso complexo, que a funcdo secante possui inversa. A
mesma € definida em termos dos logaritmos, que foi tratado na subsecéo 2.9.2.

Para definirmos a inversa da fungédo secante, consideremos:
w = sec 1z

Assim:
2

eiw + e—tw :
3 Nao abordaremos neste trabalho as fungdes inversas da secante e cossecante no caso real, mais
isto pode ser encontrada em LEITHOLD (1994, p. 502).

Z = Secw =
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Por um célculo rapido, obtemos:

) <1+\/1—22>
w=—iln| ———M—|.
z

Para definir formalmente a funcao inversa, temos que levar em conta também o dominio
e contradominio da funcédo. Conforme a funcao secante definida em 3.4.1, esta nao
possui inversa, pelo fato da mesma ser periddica de periodo 27, como sera visto na
propriedade 3.4.1.

Seja o seguinte conjunto Yy = {z +iy € C: —7/2 < x < ©/2}, define-se a
fungdo sec! (-) : C* — Y} por:

1+vV1—22
Vz e C* sec™t z = —iln <+Z> )
z
Proposicao 3.4.1. A fungdo sec™! é a inversa da funcdo secante.

Demonstracdo. Usa a mesma técnica da demonstragao da funcao inversa do seno. [

Observe que existem também, infinitas “fungdes secante inversa” devido ao
fato de a mesma ser definida em termos dos logaritmos. Note ainda, que na definicao
anterior omitimos a constante 2kmi, com k € Z, por motivo de simplicidade.

N&o faremos aqui a generalizagdo do conjunto Y.

3.4.2 Funcao Cossecante

A funcao cossecante é definida em termo da funcao seno. Primeiramente, seja
z € Cesenz#0,temos que cossec z € dado por:

1
cossecz = . (3.30)
sen z
Temos ainda que, considerando a definicdo dada em 3.2.1,
1
cossecz =
Ssen z
B 1
- eiz . e—iz
21
B 2i
- eiz _ e—iz
Logo,
21
cossecz = ——. (3.31)
GZZ — e—ZZ

Note que, a igualdade 3.30 so faz sentido quando sen z # 0, isto €, quando z # km,
com k € Z. Dessa forma, para definir funcdo cossecante, consideremos o conjunto
B={beC:b+#knr, Yk € Z}. Assim, temos a seguinte defini¢ao.
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Definicao 3.4.2. A funcéo cossecante cossec(-) : B — C é dada por:

21
Vz € B,cossecz = ———.
e'LZ — ef'LZ

Temos também, no caso complexo, que a fungdo cossecante possui inversa. A
mesma € definida em termos dos logaritmos, que foi tratado na subsecao 2.9.2.

Para definirmos a inversa da fungdo cossecante, consideremos:
w = cossec” ' z.

Assim: ‘
21

Z =cossecw = ——.

ezw — e—zw

Por um célculo rapido, obtemos:

. <i—i—\/z2—1>
w=—iln| ——|.
z

Para definir formalmente a funcao inversa, temos que levar em conta também o dominio
e contradominio da funcédo. Conforme a funcao cossecante definida em 3.4.2, esta ndo
possui inversa, pelo fato da mesma ser periddica de periodo 27, como sera visto na
propriedade 3.4.3.

Seja o seguinte conjunto 7, = {z +iy € C: 0 < = < 7}, define-se a funcédo
cossec™ (+) : C* — Z, por:

. i+vz22—1
Vz e C* sec™' 2= —iln () )
z
Proposicao 3.4.2. A fungdo cossec™' é a inversa da fungdo cossecante.
Demonstracdo. Usa a mesma técnica da demonstragdo da fungéo inversa do seno. [

Observe que existem também, infinitas “fungdes cossecante inversa” devido ao
fato de a mesma ser definida em termos dos logaritmos. Note ainda, que na definicao
anterior omitimos a constante 2kxi, com k € Z, por motivo de simplicidade.

N&o faremos aqui a generalizagdo do conjunto Z;.

3.4.3 Propriedades da Funcoes Secante e Cossecante

Proposicao 3.4.3. A fungéo secante € par, isto €, sec (—z) = secz,Vz € A.
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Demonstracdo. De fato, considerando a equagao dada em 3.28, temos:

sec(—z) =

Portanto, a fungéo secante é par.

]

Proposicao 3.4.4. A fungédo cossecante é impatr, isto €, cossec (—z) = —cossec z,Vz €
B.

Demonstracdo. De fato, considerando a equacgao 3.30, temos:
1
sen (—z)
1

—SsSenz

cossec(—z) =

= —cossecz.

Portanto, a fungé&o cossecante € impar.

Propriedade 3.4.1. A funcdo secante € periodica de periodo 2.

Demonstracdo. De fato, considerando a equacao dada em 3.28 e dado z € A, temos

que:
1

cos (z + 2m)

1
cos z

sec(z+2m) =

= Secz.

Portanto, a funcao secante é periédica de periodo 27 para todo z € A.

Propriedade 3.4.2. A funcdo cossecante é periodica de periodo 2.
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Demonstracdo. De fato, considerando a equagédo dada em 3.30 e dado z € B, temos

que:
1

sen (z + 2m)

1
sen z

cossec(z +2m) =

= COSSecz.
Portanto, a fungcao cossecante é periddica de periodo 27 para todo z € B.

]

Propriedade 3.4.3. Sgjazc A={acC:a# g + km,Vk € Z}, entdo 1 + tg*z = sec?z.

Demonstracdo. De fato, considerando as propriedades 3.24, 3.2.1 e 3.28, temos o

seguinte:
S@TLZZ

cos?z

1+tg?z = 1+

cos’z + sen’z

cos?z
1
cos2z

= SeC2 z

Portanto, 1 + tg?z = sec’z,Vz € A.

]

Propriedade 3.4.4. Sgjaz € B={bec C:b+# kr,Vk € Z}, entdo 1 + cotg*z = cossec*z.

Demonstracdo. De fato, considerando as propriedades 3.26, 3.2.1 e 3.30, temos o

seguinte:

60822

1+ cotg’z = 1+

sen?z
sen’z + cos*z
sen?z
1

sen?z

= COSS€C2Z

Portanto, 1 + cotg*z = cossec*z,Vz € B.
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3.5 APLICACAO

Nesta secao, dedicaremos a mostrar uma aplicagéo dos nossos estudos a Fisica.
Embora ndo seja o objetivo principal, mas se faz necessério realizarmos ao menos
uma aplicagao para mostrar a finalidade do assunto abordado. A teoria das fungdes de
variaveis complexas € aplicavel, mas nos restringimos a trabalhar somente as fungoées
trigonométricas.

Na subsecéao 3.1.2, tratamos sobre transformacdo de pontos do plano-z a pontos
do plano-w através de uma funcgéo, isso porque ndo existe graficos de fun¢gées no mundo
complexo. A aplicacdo que mostraremos a seguir envolve a funcédo seno, sua inversa e
transformacg&o. Mais especificamente, um problema sobre transformagdes conformes e
suas aplicagdes na Fisica, que poder visto em SPIEGEL (1972, p. 379).

Primeiramente, vamos definir a seguir o conceito de transformacgdo conforme®*.
Assim, temos:

Definicao 3.5.1. Suponhamos que uma transformacéo leva o ponto (xy,yo) do plano
xy, no ponto (uy,vy) NoO plano wv [ver figuras] e as curvas C, e Cs [interceptam-se em
(z0,y0)] Nas curvas C,, e C,, respectivamente [interceptam-se em (uy, vy)]. Entéo, se a
transformacg&o é tal que o dngulo entre C, e Cy em (xg,yo) € igual ao dngulo entre Ci e
C, em (ug,vo) em valor absoluto e sentido, a transformagdo é conforme em (x, yq).

Figura 19: Transformagao conforme

e o

1y o
fff|1~ f.‘”]
Cs \
/ ¢ {a\“‘%‘ C.
f-'f-'lbﬂn.] - - \I“"a.:____ b
r w

Fonte: Autor

As transformacdes conformes sdo muito importantes, pois transformam regiées
complexas em regides candnicas, com isso, facilitando o trabalho. O &ngulo entre as
curvas citadas na definicao anterior, € definida como sendo o angulo entre as suas
tangentes no ponto de intersecéo das curvas. Agora, temos a seguir o enunciado do
problema.

4

Conforme significa que possui a mesma forma ou forma semelhante.
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Problema 3.5.1. Uma regido cuneiforme® infinita ABDE de angulo w/4 tem seu lado
AB mantido a uma temperatura constante 1. O outro lado BDE tem a parte BD (de
comprimento unitario) isolado, enquanto a parte de DE é mantida a uma temperatura
constante T,. Determine a temperatura em qualquer ponto da regiao.

Figura 20: Plano =

A

B 7r/4 D

Isolado ! T

p 1

Fonte: Autor

Solucao: A ideia para resolver este problema é utilizar a transformagao conforme, pois
transforma a regido do enunciado em regido mais simples. De fato, a fungdo ¢ = 22
transforma a regido sombreada do plano z (fig. 20) na regiao sombreada do plano ¢
(fig. 21). Esse fato esta mostrado no apéndice B.

Figura 21: Plano ¢

n

A'e

T

Bf D.f E.’
Isolado 1 T, - m

Fonte: Autor

5 Cuneiforme é designado um certo tipo de escrita feitas com objetos em formato de cunha gravados
em tabuletas de argilas, sendo desenvolvida pelos sumérios.
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A funcédo ¢ = sen (mw/2) transforma a regiao sombreada do plano ¢ (fig. 21) na

regido sombreada do plano w (fig. 22). Esse fato esta mostrado também no apéndice
B.

Figura 22: Plano w

V]
.’ﬂ'.
A ‘Eﬂ
Tl TQ
B.’ﬂ’ D "
Isolado 1 u

Fonte: Autor

Agora, o problema representado pela figura 22 com B” D" isolado € equivalente
ao problema representado pela figura 23, desde que, por simetria, ndo se da nenhuma
transferéncia de calor, através de B”D".

Figura 23: Plano w

A

T T
BH DH

(7
T T,

Fonte: Autor

Mas este é exatamente o problema de determinar a temperatura entre dois
planos paralelos, sujeitos as temperaturas constantes 7} e Ts, respectivamente. Neste

caso, a variagao de temperatura € linear, portanto, deve ser dada por 77 + (T2 — T'1)u.
Veja esse resultado no apéndice B.
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Vamos denotar por 7, a temperatura procurada, assim, temos que

T, =T + (T, — T1)u. (3.32)

Agora, basta determinar u em 3.32.
De ¢ = 22 e p = sen (Tw/2), segue que,

2? = sen (mw/2),

ou seja,

2
w= —sen"' 22
™

Assim, temos que a parte real da igualdade anterior é dado por:

u = 2Re(sen_1 22). (3.33)

™
Logo, substituindo 3.33 em 3.32, temos que a temperatura procurada €

2Ty — T1)

™

T,=T + Re(sen™! 2?).
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4 CONSIDERACOES FINAIS

Realizamos neste trabalho uma abordagem basica sobre as fungdes trigopnomé-
tricas com variaveis reais, pois, 0 nosso objetivo é que esta abordagem seja voltada
para o ensino médio. Neste sentido, foi feito um breve estudo sobre as funcdes trigono-
métricas em R, tratando suas defini¢cdes, proposicoes e gréficos.

Em se tratando de nimeros complexos, foi feito um estudo sobre este assunto,
com o objetivo de termos ferramentas necessérias para podermos abordar sobre o
nosso objetivo principal. Além da forma tradicional de definir o conjunto de numeros
complexos, que é por meio de pares ordenados de numeros reais, apresentamos
uma outra forma interessante que encontramos na literatura, por meio de matrizes
quadradas de ordem dois. Uma forma diferenciada de se definir o conjunto dos numeros
complexos. Sendo assim, o professor do ensino médio pode usar esta maneira para
iniciar o estudo de niumeros complexos com seus alunos sem nenhum problema, uma
vez que, utiliza-se somente de conceitos basicos sobre matrizes quadradas de ordem
dois.

Na ultima secéo do capitulo dois, que trata sobre nimeros complexos, foi vista
uma importante féormula, denominada formula de Euler, que é dada por:

e = cosy +1i-seny,Vy € R.

Aqui entendida como crucial para que fosse possivel definir as fungdes trigpnométricas
no campo dos numeros complexos. A partir dela fizemos uma abordagem deste con-
teudo, de forma clara e objetiva, para que alunos do ensino médio tenham facilidade
no processo de aprendizagem, pois nossa proposta neste trabalho foi apresentar um
estudo das funcdes trigonométricas complexas de forma compreensivel para o ensino
médio. Assim, abordamos cada funcao apresentando suas definicées, exemplos, propo-
sicbes e propriedades. Percebemos ainda, que quase todas as propriedades no caso
real sdo também validas para caso complexo, como por exemplo, a importante relagdo
fundamental, que afirma que dado z um numero complexo qualquer entdo temos que

sen? z + cos® z = 1.

Na deducao da férmula de Euler utilizamos recursos mais avang¢ados de calculo,
no entanto, n&o tivemos grande impasse para construir nosso capitulo principal, pois
usamos apenas ferramentas basicas da matematica, procurando sempre adequar de
forma objetiva, para que alunos e professores do ensino médio tenham facilidade na
compreensao.

Para finalizar o estudo do tema, fechamos mostrando uma aplicagao basica
na ultima secao do capitulo trés envolvendo as funcdes trigonométricas complexas.
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Embora ndo seja esse o0 objetivo geral do trabalho, destacamos a importancia de
mostrar sua utilidade por meio de aplicagées, uma vez que, 0 conhecimento matematico
s6 tem vida quando é relevante para alguma finalidade ou aplicabilidade.

Ressaltamos que a partir do presente trabalho, pode-se desenvolver outras pes-
quisas, como por exemplo, estudar as fungdes trigonométricas hiperbdlicas complexas.
Finalmente, esperamos que esta dissertagcao contribua para enriquecer o conhecimento
do aluno e professor de matematica do Ensino Médio.
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A NUMEROS COMPLEXOS

ABORDAGEM MATRICIAL

Segundo SOARES (2001), podemos iniciar a abordagem dos numeros comple-
X0S com a mais basica ilustracdo que se pode dar: a solugcdo da equacgao

24+1=0 ou, z?=-1.

Sabemos que sobre R ndo ha solugdo, assim vamos definir um “numero” 4,
satisfazendo i* = —1, que resolva esta equagdo. Agora, postulamos a existéncia
desse “numero” ou invocamos da algebra elementar e saimos em busca de um ente
de natureza geométrica que seja a solugao procurada. Assim, vamos considerar a
equacgéao sob a forma

X -X=-1,
0

) . ) 1
onde X é uma matriz 2 x 2 com coeficientes reais, I = (O )

) e “.” & o produto de

matrizes, dessa forma podemos achar a solugéo i = ((1) 0 ) . Assim, temos a seguinte
proposicao.

Proposicao A.0.1. Seja X e I matrizes reais de ordem 2, sendo I a matriz identidade.
A solugéo da equacéao XX =1

representa geometricamente a rotagdo do dngulo reto (5 radianos) no plano cartesiano
no sentido anti-horario.

Demonstracdo. Seja a figura abaixo, assim temos:

Figura 24: Circunferéncia centrada na origem de raio r

Yy

=)

Fonte: Autor
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cosf="=a=rcosf e x' =rcos(0+0")
r
sen 0 =" = y=rsent e y =rsen(0+0)
r
' =rcos(0+0') = r (cos 0-cos ' —sen O-sen ') = r (E-cos o'~ sen 0') = x cos 0'—y sen ¢’
r r

y =rsen (0+60") =r (cos 0-sen §'+cos 0'-sen 0) =r (E-sen 0+ cos 0') = x sen §'+y cos 0’
r r

assim,

2"\ [xcost —ysen®') [cost —sent x
Y " \asend + y cos 0’ “\sen @  cos® Yy

Tomando 0" = g temos que:
CcOoS
Sen

Considerando o conjunto A = {(g

SIERNIE]
Q I
@) V2]
» S
ME]
ISIE]
\—/
I
/-~
— O
=N
—_
\/
I
o~

]
0

) :a € R}, temos a seguinte proposicao.
a

0
Proposicao A.0.2. A fungéo ¢ : R — A definida por ¢(x) = (ﬁ ) é:
T

i. Bijetiva;
ii. o(a+0b)=¢(a)+ ¢(b), paratodoa, b e R;

iii. ¢(a-b) =¢(a)- ¢(b), paratodoa, b e R;

Demonstracdo. Para provar i, vamos mostrar que ¢ é sobrejetiva e injetiva.

X

) 0 , . .
1. todo matriz (g ) € A é o correspondente, segundo ¢, de x € R (ou seja, ¢ €

sobrejetiva);

0
2. dados z € Rey € R, com =z # y, 0S seus correspondentes (g ) € Ae
x

0y
(ou seja, ¢ é injetiva).

(y ) € A sao distintos, de acordo com a definicdo de igualdade de matrizes
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Prova de ii

, . . [a+ 0 ,
1. asomaa+b,coma c Rebc R, estd associado a matriz 0 ; ,que é a
a +
0

a

blatb) = (a+b 0 )

0 a+b

SERG

= ¢(a) +o(b)

, a b 0 .
soma das matrizes e L correspondentes de a e b, respectivamente:

Prova de iii

2. ao produto ab, coma € R e b € R, estd associado a matriz C:) nE que é o pro-
a

: 0 b 0 .
duto das matrizes (a ) e (0 b) , correspondentes de a e b, respectivamente:
a
ab 0
ab) =
s~ (0]

0-b4+a-0 0-04+a-b

SEIE

= ¢(a) - ¢(b)

~ fa-b+0-0 a~0+0-b)

]

Devido ao fato de ¢ ser uma aplicacao bijetiva ¢ : R — A que conserva as
~ - o ] . 0
operacgdes de adi¢cdo e multiplicagcdo, concluimos que as matrizes da forma (g ) se
a

comportam exatamente da mesma maneira que 0s numeros reais em relacdo a soma
e ao produto. Assim, todo namero real a associamos a matriz

1
al = a 0
0 1
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Ampliaremos agora o conjunto R via matrizes de ordem 2.

Definicao A.0.2. Denomina-se de numero complexo o numero da forma al + bi, com

a,b € R, onde
]_ _
I = 0 e 1= 0 L .
01 1 0

Note que:
10 0 -1
al +br = «a +b
01 1 0
a 0 0 -b
= +
(O a) (b O)
N el
B b a )’
onde a,b € R.

Observacao A.0.1. a/ + 0: = al é denominada de parte real do numero complexo.

Observacao A.0.2. 0/ +bi = bi é a parte imaginaria do nimero complexo, denominado
de imaginario puro.

Denota-se por C o conjunto {al + bi : a,b € R}.

Definimos as operagdes entre nimeros complexos a partir da soma e produto
de matrizes.

Defini¢ao A.0.3. Operagdes no conjunto C = {al + bi;a,b € R} é dado por:

i. Soma

(al +bi) + (cI +di) = (Z _ab)+(; _cd)
_ fat+c —(b+d)
- \b+d a+e
= (a+ o)+ (b+d)i.

ii. Produto
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e = (5 0)-( )

(ac —bd —(ad+ bc))

ad +bc  ac—bd

= (ac—bd)I + (ad + be)i.

Proposicao A.0.3. O conjunto C dos numeros complexos satisfaz as seguintes propri-
edades:

1. Associatividade da soma
[(al 4 bi) + (cI + di)] + (el + fi) = (al + bi) + [(c] + di) + (el + fi)]
2. Comutatividade da soma
(al +bi) + (cI + di) = (cI + di) + (al + bi)
3. Elemento neutro da soma

(al +bi) + (01 + 0¢) = al + bi

4. Inverso aditivo
(al 4+ bi) + [—(al 4+ bi)] = 01 4 0i

5. Associatividade do produto
[(al +bi)- (eI +di)]- (el + fi) = (al +bi) - [(c] +di)- (el + fi)]
6. Comutatividade do produto
(al +bi) - (el +di) = (cI + di) - (al + bi)

7. Distributividade do produto em relacdo a soma (esquerda e direita)

(al 4+ bi) - [(c +di) + (el + fi)] = (al + bi) - (cI + di) + (al + bi) - (el + fi)

[(al 4+ i) + (cI +di)] - (el + fi) = (al + bi) - (el + fi) + (cI + di) - (el + fi)
8. Elemento neutro do produto

(al +bi)- (1 +0i) = al + bi
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9. Inverso multiplicativo
(al +bi)-[(al +bi)"") =11+ 0i

Demonstraggo. De fato, temos:

1. Associatividade da soma

[(al + bi) + (el +di)] + (el + fi) = (Z —ab) n (c —d)

_ fa+c —(b+d) e —f
~ \b+d a+e f e

_ (lato+e —[(b+d)+[]
b+d)+f (a+c)+e

_ [at+(cte) —[b+(d+f)]
b+ (d+f) a+(c+e)

~ [a =D N ct+e —(d+f)
B a d+f c+e

GGG

= (al + bi) + [(c] + di) + (eI + fi)].

=)

2. Comutatividade da soma

(al +bi)+ (cI+di) = [ _b) + (C _d)

b «a d c
 fa+c —(b+d)
- \b+d a+e
~ fc+a —(d+D)
~ \d+bv c+a

c —d) (a —b)
= -

d ¢ b a
— (c] + di) + (a] + bi).

3. Elemento neutro da soma
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—1 00
0/ +0i=0 (O 0) +0 (0 ) = (0 O) é o elemento neutro. De fato,

0 0 1 0
—b 0 0
(al +bi) + (01 4+ 0i) = ¢ +
b a 00
B a+0 —b+0
~ \b+0 a+0
B a —b
B d a
= al + bi.

4. Inverso aditivo

10 0 —1 — b . .
—(al +bi) = —al —bi = —a —b (7 € o inverso aditivo.
0 1 1 0 —-b —a

De fato,

—b - b
(al +bi) + [—(al +bi)] = ¢ T
b a —-b —a
_ [a—a —b+b
B b—b a-—a
(00
00
= 0/ + 0:.

5. Associatividade da produto

((al +bi) - (eI +di)] - (el + fi) = Kz _ab)(fz f)](? _ef)
~ fac—bd —(ad+be)) (e —f
- \ad+be  ac—bd foe

_ ((ac—bd)e — (ad +be)f —[(ac—bd)f + (ad + bc)e]
(ac —bd)f + (ad + bc)e  (ac — bd)e — (ad + be) f

_ [ace —bde — adf —bcf —acf + bdf — ade — bee
acf — bdf + ade 4+ bce  ace — bde — adf — bef
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ace — adf — bef — bde
acf + ade + bce — bdf

a(ce — df) — b(ef + de)
a(cf + de) + b(ce — df)

—acf — ade — bce + bdf
ace — adf — bef — bde

|

—la(cf + de) + b(ce — df )]
a(ce — df) — b(ef + de)

|

_ [a b ce —df —(cf + de)
b e cf+de ce—df
~ [a D (¢ —d e —f
b e I d c f e
= (al +bi)-[(cI +di)- (el + fi)].
6. Comutatividade do produto
(al +bi)-(cI+di) = [ _b) : (C _d>
b a d c
~ [ac—0bd —(ad+ bc)
~ \ad+bc  ac—bd
_ [ca—db —(cb+da)
- \eb+da  ca—db
e —d a —b
- \d ¢ b a

7. Distributividade do produto em relagéo a

a) Distributividade & esquerda

(al + bi) - [(c] +di) + (el + fi)]

(¢l +di) - (al + bi).

soma (esquerda e a direita)

)

~ [a D cte —(d+f)

b @ d+f c+e

_ [act+ae—bd—bf —ad—af—bc—be
B bc+be+ad+af —bd—0bf 4 ac—+ ae
_ [ac—bd+ae—0bf —ad—bc—af —be
B ad+bc+af +be ac—bd+ae—>bf
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ac —bd —(ad + be) N ae —bf —(af + be)
ad+bc  ac—bd af +be ae—0bf

YRV KRV
b a d c b a f e

= (al +bi)- (cI +di)+ (al + bi) - (el + fi).
b) Distributividade a direita

et = |G )Y

~ fatc —(b+d) (e —f
 \b+d  a+c f e

_ ae+ce —bf —df —af—cf—be—de)

be+de+af +cf —bf —df 4+ ae+ ce
_ [ae=bf +ce—df —af—be—cf—de
B af +be+cf +de ae—0bf +ce—df

af +be ae—>bf cf+de ce—df

B i B Ve R A R Vil

= (al +bi)- (el + fi) + (c + di) - (el + f1).

_ [ae—bf —(af+be))+(ce—df —(cf—irde))

8. Elemento neutro do produto

] 10 0 -1 1 0\ .
174+0i=1 +0 = é o elemento neutro. De fato,
01 1 0 01

(al +bi) - (11 +0i) = ';é) : (; ?)

Q

S

S

~ {a1-b-0 a-0-b-1
1+a-0 b-0+a-1

_a—b
 \d «a

=)

9. Inverso multiplicativo
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b «a a2+ \-b a —b

-1
—b 1 b iy ol . .
(al +0i)" = [ = ( ¢ ) = (“2“’2 ‘lgjbz> é o inverso multi-
el
plicativo. De fato,

. o a —b\ (2% =
(aI +bi) - [(al +bi)7'] = )-(ajbb “:b)

b a 2102 a2+b2

ba _ _ab b2 + a?
a2+b2 a2+b2 a2+b2 a2+b2

(10
—\o 1

= 11+ 0.

a? =+ b2 ab _ _ab
_ a?+b? a?+b2  a?+b? a?+b?

O

Vamos agora simplificar a notagdo. Vimos que fazer corresponder ao numero

_[a O} _ . . s . s
a € R a matriz nao introduziu nenhuma modificagdo no que diz respeito a soma
a

e ao produto. Por outro lado, a identificagdo i*> =i - i = —1I corresponde ao nimero real
—1. Logo, podemos simplesmente omitir o “I” em al + bi e associar i> a —1, lembrando
sempre das formulas para a soma e para o produto de niumeros complexos (SOARES,
2001). Com isso, podemos escrever

C={a+bi:a, beR},

observe que somos naturalmente levados a colocar i = /—1.
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B DEMONSTRACOES

Transformacgao da regido sombreada do plano z na regido sombreada do plano ¢ pela
fungédo ¢ = 2%

Demonstracdo. Sejam os numeros complexos z = x + yi € ¢ = m + ni, basta mostrar
que m > 0 e n > 0. De fato, a regido sombreada do plano z (fig. 20) € dado por

0 <y < . Assim, temos:
2

o = =z
= (z+yi)?
= 22+ 2xyi — o>
= 2% — 9% 4 2z,

Ou seja, a parte real e a parte imaginaria de ¢ é dada, respectivamente, por:
Re(p) =m=2%—y* e Im(p)=n=2xy.
Do fato de 0 < y < x, segue que:
22—y? >0 e 2zy>=0.

Portanto, m > 0en > 0.

Temos outra forma de mostrar esse resultado. Seja z = re? e ¢ = se’®. Entéo,
se ¢ = 22, temos se'® = r2e?? isto é, s = r? e o = 26. Assim, os pontos do plano z (fig.
20) com coordenadas (r, ) sao girados de um angulo 2¢. Desde que todos pontos da
regido sombreada do plano z ocupam a regido 0 < ¢ < 7/4, elesvaoem 0 < a < 7/2,
Ou seja, a regido sombreada do plano ¢ (fig. 21).

O

Transformacédo da regidao sombreada do plano ¢ na regido sombreada do plano w pela
funcdo ¢ = sen (Tw/2).

Demonstragdo. Vamos mostrar que a fungdo ¢ = sen (mw/2) transforma a regiao
sombreada do plano w (fig. 22) na regido sombreada do plano ¢ (fig. 21). Fazendo isso,
automaticamente a referida funcao transforma a regido sombreada do plano ¢ (fig. 21)
na regidao sombreada do plano w (fig. 22) através de sua inversa.

Sejam os numeros complexos w = u+vi € ¢ = m+ni, basta mostrar que m
e n > 0. De fato, a regido sombreada do plano w (fig. 22) e dadopor0 <u<lew
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Assim, temos:

Tw
p = sen-—
2
m(u + vi)
= sen————
2
<7ru n U )
= sen | — + —1
2 2
Pi(B ) _ i
2
_1v s jusi) _mu,
e 2 e2t—e2 - 2°¢
2
_Iv Ty . Y
e~z - (cos T +isen T

)= e

cos =%

2

; mu
isen %

)

21
v TV . _Tv U
—67)4-28671%“(6 2+e2)

21

ou seja, a parte real e a parte imaginaria de ¢ é dada, respectivamente, por:

s

mzlsengu(

Re(yp) 5

Dofatode 0 < u < 1ew >0, segue que:

1
—sen

5 m (e_%%—e%)}() e

2
Portanto, m > 0en > 0.

e_7+e%) e Im(p)=n

1 ™
—c08 —
2 2

1 ™
= —co8 —
2

2

(e

s U

2 —e 2

).
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Temperaturas entre as retas paralelas.

Demonstracdo. Vamos mostrar este fato. Seja a figura 25, teremos:

Figura 25: Variacdo de temperatura linear
vl

T Ty

/ (’H,h _Tl)

Yy
h 4

Fonte: Autor

v=au-+b.

Dos pontos (uy,T}) € (ug, 1), Segue que:

Ti=au;+b € 15 =auy+b. (B.1)
Logo,
T, =T
Tg—lea(UQ—ul)ja: .
U — Up
Como uy — u; = 1, segue que:
a = T2 - Tl' (BZ)

De B.1 e B.2, temos:
b = 1) —awy
= T1— (T, — TY)uy.
Tomando u; = 0, teremos:
b="1T. (B.3)

Portanto, de B.2 e B.3, segue que:

v = au-+b
(T2 — Tl)u + T1
= Tl + (T2 - Tl)u
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