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Resumo

Na matemaética do Ensino Médio sao estudadas as secgOes conicas, porém dificilmente o professor
utiliza algum software para fundamentar esse contetido em sala de aula. Dessa forma, o objetivo
deste trabalho é apresentar ao professor algumas propostas de atividades utilizando o software
Geogebra, gratuito e de facil manuseio, para explorar alguns resultados que serao discutidos
e analisados no decorrer dos capitulos, a exemplo da prépria definicao das cOnicas e das suas
simetrias. Vale salientar que o estudo das conicas é de grande valia para o estudante, pois a
geometria que esta por tras das conicas é bastante utilizada no nosso dia-a-dia. E comum nos
depararmos com as parabolas, elipses e hipérboles no nosso cotidiano, desde ao ver uma antena
de recepcao de sinal via satélite até as grandes engenharias civis como pontes entre outras. Dessa
forma, essa tematica estd redigida em uma linguagem compativel ao Ensino Médio e poderd ser

utilizada como material didatico para o ensino das conicas.

Palavras-chave: Secgoes Conicas. Geogebra. Atividades.
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Abstract

In mathematics of secondary school are studied conic sections, but hardly the teacher
uses some software to substantiate this content in the classroom. Thus, the objective this
paper presents some proposals for the teacher Geogebra activities using free software and
easy handling, to explore some results that will be discussed and analyzed in the course
of the chapters, such as the very definition of conic and its symmetries. It is noteworthy
that the study of conic is of great value to the student, since the geometry is behind the
bevel is widely used in our day- to-day. It common we encounter parables, ellipses, and
hyperbolas in our everyday life, from seeing an antenna for receiving satellite signal even
the great engineering civis as bridges among others. This way, this topic is written in a
compatible language to High School and can be used as teaching material for teaching of
conic.

Keywords: Conic Sections. Geogebra. Activities.
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INTRODUCAO

A nossa sociedade atual é submissa a tecnologia e isso tras para os professores um novo
desafio que é o de lecionar a mateméatica em um mundo dominado por essa tecnologia.
Dessa forma, deve-se rever toda a sua metodologia, suas acoes e suas técnicas para que
possam trabalhar a matematica de forma que ela fique mais prazerosa e interessante para
os alunos.

As seccbes cOnicas sao curvas especiais, das quais se podem mencionar a elipse, a
pardbola e a hipérbole. Elas foram exploradas com bastante dedicacao pelo matematico
grego Apolonio de Perga e escritas em forma de equacao por Pierre de Fermat. Hoje
elas sao aplicadas na geometria, na fisica, na éptica, por meio de telescdpios espaciais, na
astronomia, com os movimentos elipticos dos planetas, na engenharia, na arquitetura e
nas novas tecnologias, através de antenas parabdlicas.

No Ensino Médio, os contetidos sao distribuidos de tal forma que as conicas vém apa-
recer apenas no terceiro ano do Ensino Médio, sendo quase sempre trabalhadas de forma
trivial e somente com o centro na origem, nao trabalhando assim as conicas com centros
em outros pontos. Iremos ver nesse trabalho que as hipérboles e as elipses serao trabalha-
das por meio de parametros a, b e ¢ e as pardbolas de parametro p. No ensino superior
as secgoes conicas voltam a ser estudadas em calculo, para a construcao de superficies no
espaco, em geometria analitica, com enfoque nas equacoes analiticas e dlgebra linear, onde
podemos estuda-las utilzando vetores e matrizes.

Esse trabalho tem como objetivo apresentar ao professor propostas de atividades com
o software Geogebra que servirao de apoio didatico ao ensino das seccoes conicas e como
consequéncia disso, despertar o interesse dos estudantes pela matematica, em especial pela
geometria, incentivando o estudo e tendo como prémio um melhor rendimento. Trabalhar
o conteido paralelo com um software apropriado tras enormes beneficios para o professor
em sala de aula como também para os alunos e, além disso, faz uma ponte da tecnologia
com a sala de aula.

No decorrer desse estudo sera explorado as secgbes conicas utilizando a definigdo para
chegar as equagOes na forma canonica ou reduzida. O material didatico foi completa-
mente elaborado para poder oferecer varias alternativas aos professores de matemaética da

educacao béasica, podendo se estender até a graduacao.



O trabalho esta organizado da seguinte forma: No primeiro capitulo: Histdrico das
Conicas, é apresentado uma fundamentacao histérica baseada em alguns autores sobre
o inicio dos estudos das seccbes conicas e seus principais desbravadores. Do segundo ao
quarto capitulo sdo apresentadas as defini¢oes, os elementos, as equagoes reduzidas e do
segundo grau da elipse, hipérbole e parabola, respectivamente. J& no tdltimo capitulo serd
apresentado algumas propostas de atividades destinadas ao Ensino Médio com o intuito de
contribuir para que o professor possa ter sugestoes de trabalho ao ensinar elipse, hipérbole

e parabola.



Capitulo 1

HISTORICO DAS CONICAS

Ao estudar a Histéria da Matemética é necessario lembrarmos que o conhecimento é cons-
truido de descobertas que envolvem incertezas e conflitos. Porém o avanco da ciéncia é
imprescindivel e estamos em um periodo de intensa pesquisa cientifica, inovacao e de mu-
dancas muito rapidas principalmente na tecnologia. Tudo isso influencia de forma bastante
significativa a vida da sociedade. Dessa forma é de extrema importancia conhecermos a
histéria de forma geral para relacionarmos os fatos na busca das novas descobertas.

A histéria da matematica nos sugestiona a dizer que por muitos anos as secgoes conicas
atrairam, e ainda atraem, o interesse de varios matematicos. H4 relatos que esse interesse
pelo estudo das conicas inicia-se com o matemético grego Menaecmus (380 a.C. a 320
a.C.) discipulo de Eudéxio, como o primeiro a se dedicar ao estudo das diferentes sec¢oes
planas que simplesmente chamamos de conicas.

Em varios livros de histéria da mateméatica encontramos relatos que Menaecmus sabia
que ao seccionar um cone reto - isto €, um cone cujo eixo é perpendicular & base circular -
por um plano perpendicular a uma de suas diretrizes produziria curvas diferentes, bastando
para tal variar o angulo do vértice do cone. Sendo esse angulo agudo tinha uma elipse, reto

uma parabola e sendo obtuso uma hipérbole respectivamente conforme pode ser observado

DR\
b“v‘s

Elipse Parabola Hipérbole

na figura 1.1.

Figura 1.1: Seccoes Conicas



Menaecmus ficou conhecido por ter sido o primeiro a demonstrar que as elipses, as
pardbolas e as hipérboles sao resultantes dos cortes feitos em um cone por um plano nao
paralelo a sua base e nem perpendicular passando pelo vértice. Menaecmus foi motivado
a fazer isso pelo interesse em solucionar um dos trés problemas classicos da Grécia Antiga
que era a duplicacao do cubo. Esse problema consistia em construir com régua e compasso
um cubo cujo volume fosse o dobro do volume do cubo dado. E para alguns historiadores
o comeco do estudo das conicas nao é muito claro, mas muitos relatos levam a conclusao
que elas originaram-se nas tentativas de resolucao do problema da duplicacao do cubo.

Segundo afirma Gayo (2012, p. 121 ) “...independente da histéria que seja considerada
verdadeira, o que importa foi a repercussao”, ou seja, a duplicagdo do cubo se repercu-
tiu de forma tao rédpida que chegou a academia de Platao, onde segundo o préprio Gayo
(2012, p. 121 ) “...surgiram algumas alteragoes, surgindo assim, solugoes geométricas pro-
postas por Eudéxio, Menaecmus e pelo préprio Platao”. Assim, ao se dedicar a resolucao
desse problema Menaecmus descobriu que existia uma familia de curvas que possuiam
propriedades que possibilitavam encontrar esta solugao.

Segundo Pereira (2013, p. 17) Menaecmus dizia que cada secgao conica era encontrada
em um formato diferente de cone. Dessa forma, as conicas eram tratadas de forma isolada.
Nao havia interagdo entre pardbola, elipse e hipérbole. Com os estudos de Apolonio de
Perga é que houve a unificagao das mesmas.

Consta nos escritos de Pappus de Alexandria que Aristeu (370 a.C. & 300 a.C.) um
geometra grego, foi o primeiro a fazer uma publicacao sobre as sec¢oes conicas.

Apolonio de Perga (262 a.C. 4 190 a.C.), também conhecido como “O Grande Gedémetra”,

foi quem mais se aprofundou no estudo sobre as conicas.

Figura 1.2: Apolonio de Perga



As secgOes conicas eram conhecidas havia cerca de um século e
meio quando Apolénio escreveu seu célebre tratado sobre essas
curvas. [...] O tratado sobre Cénicas de Apolénio derrotou todos
os Rivais no campo das secgbes cOnicas, inclusive As conicas de

Euclides(BOYER, 1996, p. 99).

Como comenta Boyer (1996, p. 99), Apolénio foi o pioneiro a demonstrar que a elipse,
parébola e hipérbole nao eram obtidas diretamente de cones diferentes, mas podiam ser
encontradas mudando a medida do angulo de inclinagao do plano da seccao. Esse acon-
tecimento foi relevante para dar identidade e relacionar os trés tipos de curvas. Apolonio
também demostrou que o cone poderia ser obliquo ou escaleno e que mesmo assim as pro-
priedades das curvas se mantiam as mesmas. Ou seja, nao era necessario que o cone fosse
reto, ou melhor, nao importa o cone de origem, as curvas mantém as suas propriedades.

Ainda para Boyer (1996, p. 100), Apolénio poderia ter iniciado de qualquer cone e
ter tido como resultado as mesmas curvas e assim qualquer secgao plana de qualquer cone
poderia servir de curva base em sua definicdo. Foi Apolénio que utilizou os cones duplos
para fazer secgOes e com isso fez com que a hipérbole ganhasse mais um ramo, como
a conhecemos hoje. As obras Secgdes Conicas de Apolonio e os Elementos de Euclides

formam o apice de toda matematica grega.

Figura 1.3: Seccoes Conicas em cones duplos

Dessa forma podemos dizer que Apolonio foi o matematico que mais contribuiu para
o desenvolvimento dos conceitos dessas curvas na antiguidade. Tendo organizado todos
os conhecimentos ji existentes até entao na época, enriqueceu largamente a sua contri-
buicdo para as secgOes cOnicas. Felizmente, no que se trata sobre a obra de Apolonio,

muita informacao dos livros da sua vasta obra foi preservada. A sua obra as Conicas, era



constituido de um tratado em oito livros. Nesse trabalho Apolénio provou entre outras

coisas que:

e Os vérios tipos de conicas sao obtidos a partir da mesma superficie conica circular,
bastando para tal variar o angulo de inclinagdo do plano em relacao ao eixo da

superficie conica;

e Nao importa se o cone é circular reto ou obliquo, em qualquer dos casos, a secgao

obtida pela interseccao de um plano é uma conica;

e Uma, circunferéncia nada mais é do que um caso particular da elipse, bastando para

isso fazer o plano paralelo a base do cone.

Mesmo sendo Menaecmus o primeiro a se dedicar ao estudo das curvas conicas, nao
foi ele que as batizou. Segundo Silva (2013, p. 12), foi Apolénio de Perga que batizou
as cOnicas com os nomes que nds hoje conhecemos tais como: parabola, hipérbole ou
elipse. Ja que até entao nao havia nenhuma nomenclatura especifica em comum a todos os
matematicos. Naquele periodo das descobertas das conicas, nao se conhecia uma maneira
analitica para se descrever tais curvas. A descoberta das equagoes cartesianas mais simples
tanto da elipse, da parabola como também da hipérbole que conhecemos hoje se deve a

Pierre Fermat.

Figura 1.4: Pierre de Fermat

Pierre de Fermat (1601-1665) teve uma motivagao especial ao elaborar uma de suas
obras denominada Ad locos et sélidos isagoge (1636), a qual tem uma aproximagao do
sistema de coordenadas na geometria Euclidiana de Descartes, que aconteceu ao restaurar

a obra perdida Plane Loci de Apolonio. Nesse momento Fermat usou a linguagem algébrica



para obter as demonstragoes de varios teoremas enunciados por Pappus de Alexandria
(290 & 350 d.C.) na sua descricdo da obra de Apolonio. Dessa forma, a utilizacao da
algebra combinada com as propriedades dos lugares geométricos estudados por Apolonio,
mostraram a Fermat que esses lugares geométricos poderiam ser representados em forma de
equagoes algébricas com duas varidveis, as quais iria produzir toda a natureza fundamental
do lugar geométrico como da natureza da sua construcao.

Com isso Fermat aplicou os mesmos raciocinios e metodologia ao se debrugar sobre a
obra Conicas de Apoldnio e através de suas propriedades definiu as equagoes das segdes
coOnicas. Seus estudos o levou a sete equagoes que poderiam ser obtidas através da forma
irredutivel a partir da equagao geral do segundo grau com duas varidveis, que é descrita
atualmente como:

Ax? + Bey +Cy* + Dx+ Ey +F =0

A depender dos valores dos coeficientes dessa equacao, Fermat chamou os lugares
geométricos obtidos da seguinte maneira: reta, hipérbole equilatera, par de retas concor-
rentes, parabola, circulo, elipse e hipérbole axial. Porém sabemos que também poderia ser
um ponto, ou um par de retas paralelas ou simplesmente vazio.

O objetivo nos préximos capitulos é explorar a equagao nos casos em que B = 0 e
A # 0ou C # 0. Para isso, estudaremos a elipse, a hipérbole e a pardbola, os quais sdo os

principais lugares geométricos obtidos pela equacao do segundo grau com duas varidveis.



Capitulo 2

ELIPSE

2.1 Definicao

Consideremos dois pontos F; e F5 em um plano 3, cuja distancia seja dada por 2¢, conforme

a figura abaixo.

2

Figura 2.1: Distancia focal

Seja 2a¢ um numero real tal que 2a > 2¢, ou seja, a > ¢. Chamamos de Elipse € o
lugar geométrico dos pontos do plano 8 cuja soma das distancias a F1 e F3 seja igual ao
namero real 2a. Dessa forma, qualquer que seja o ponto P pertencente a elipse € temos

que:

d(P,Fy) +d(P,F) = 2a

Observando a figura 2.2 logo abaixo, podemos aplicar a defini¢do descrita acima e obter

o seguinte resultado a partir dos pontos A, B e C:

d(A, F1) +d(A, Fy) =d(B,F1) + d(B, F») = d(C, F1) + d(C, F») = 2a



Figura 2.2: Elipse

2.2 Algumas Nomenclaturas

Observando a figura 2.3 iremos nomear os seguintes elementos:

Figura 2.3: Elementos da elipse

Focos: Os pontos F} e F».

Reta focal: Reta [ que contém os pontos Fi e Fb.

Centro : Ponto médio C do segmento FiFb.

Reta nao focal: Reta I’ perpendicular ao segmento Fy F passando por C.




Vértices: Intersecdo da elipse € com a reta focal I: A e Ay. Intersecdo da elipse €

com a reta nao focal I': By e Bs.

Eixo focal: Também chamado de eizo maior é o segmento A; As de comprimento 2a.

Eixo nao focal: Também chamado de eixo menor é formado pelo segmento By By de

comprimento 2b.

Distancia focal: Distancia entre o centro C e cada um dos focos F} e Fy. Essa

medida serd representada pelo parametro c.

Excentricidade: E o valor dado pela razao e = ¢, onde c representa a medida da
distancia do centro aos focos e a representa a medida da distancia do centro aos vérices
sobre a reta focal. Como a > ¢, entdao 0 < e < 1. Uma observagao a ser feita é que
o valor da excentricidade deixa a elipse mais arredondada ou afilada. A medida que a
distancia entre os focos aproxima de zero a excentridade também se aproxima de zero

e como consequéncia a elipse fica parecida com uma circunferéncia, a qual é uma elipse

especial justamente quando e = 0.

: ﬂ’m
A

excentricidade se aproxima de 0

s

excentricidade se aproxima de 1

Figura 2.4: Variacao da excentridade
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2.3 Relagao Entre os Parametros a, b e ¢

Os ntmeros a, b e ¢, também chamados de parametros, sao respectivamente, a distancia
do centro aos vértices sobre a reta focal, a distancia do centro aos vértices sobre a reta
nao focal e a distancia do centro aos focos. Podemos observar essas distancias na figura

2.5 logo abaixo.

Figura 2.5: Relagao entre os parametros a, b e ¢

Para chegar a relacao que existe entre as distancias a, b e ¢ em uma elipse é necessério
observar o fato de I’ ser a mediatriz do segmento F} Fy. Pois, pela propriedade da mediatriz
de um segmento, qualquer ponto que esteja em I’ tem a mesma distancia a F} e a Fy. Dessa

forma teremos que d(Ba, F1) = d(Ba, F»), e pela definigdo da elipse, temos:

d(Bg, Fl) + d(BQ, Fg) = 2a

d(Bg, FQ) + d(Bg, Fg) = 2a

2d(BQ, FQ) = 2a

d(BQ, Fg) =a

Agora conforme a figura 2.5, o tridngulo C'By F» é retangulo e utilizando o Teorema de

Pitagoras podemos chegar a seguinte relagao.

11



d(Ba, F»)? = d(B2,C)? + d(C, F»)?

a’ = b+

2.4 Elipse ¢ com centro na origem e reta focal coincidente

com o eixo OX

Para essa situacao teremos as seguintes coordenadas para os focos e os vértices.

F1 == (—C, 0) A1 == (—a,O) B1 == (O, —b)

F2 = (C, 0) A2 = (CL, O) BQ = (0, b)

Tomando P = (x,y) € ¢, conforme a figura 2.6, teremos

d(P,Fy) = /(z +¢)2+ (y — 0)2 = /22 + 2cx + 2 + 32

d(P,Fy) =+/(x — )2+ (y — 0)2 = /22 — 2cx + 2 + 42

Figura 2.6: Forma canonica: eixo OX
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Sabendo das relacoes a > ¢ > 0 e a? = b2 +c2, ou seja, b?> = a® —¢? temos pela definicio

da elipse que:

d(P,F)) + d(P, F») = 2a

Va2 +2cx + 2 +y2+ /22 —2cx + 2 +y2 = 2a

V2 4 2cx + 2+ y? = 2a — /22 — 2cx + 2 + 32

2?4 2cx + 2+ y? = 4a® — da/2? — 2cx + 2 +y?2 + 2 — 2cx + 2+

dex — 4a? = —dar/x? — 2cx + 2 + 2

a? — cx = a\/x% — 2cx + 2 + 42

(a? — cx)? = a®(2? — 2cx + 2 +9?)

at — 2a°cx + A2? = a®2? — 2a’cx + a>c? + a’y?

(@2 — 2)2? + a?y? = a* — a2 = a?(a? — &2)

222 + a2y = a2b?

2

+ 8 =1

leﬁ

Esse tltima equagao é conhecida como equagao reduzida ou forma canédnica da

elipse com centro na origem e reta focal coincidente ao eixo OX.
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2.5 Elipse ¢ com centro na origem e reta focal coincidente

com o eixo OY

Para essa situagéo agora temos as seguintes coordenadas para oS focos e os vértices.
F1 = (0, —C) Al = (O, —CL) Bl = (—b, 0)
Fy, = (0,¢) Ay = (0,a) By = (b,0)

Tomando um ponto P = (z,y) € €, teremos:

d(P,Fi) = /(x —0)2+ (y + )2 = /22 + 2cy + 2 + y2

d(P, Fy) = \/(x =02+ (y — ¢)2 = /& = 2cy + & + 12

Figura 2.7: Forma canonica: eixo OY

Usando as relacdes a > ¢ > 0, a? = b% + ¢? e a definicio da elipse d(P, F}) +d(P, Fy) =

2a, teremos de forma andloga a vista na se¢do anterior que:



Novamente essa é a equagao reduzida ou forma candnica da elipse com centro na

origem e reta focal coincidente ao eixo OY'.

2.6 Translagao: Elipse com centro no ponto O’ = (xg, o)

Iremos analisar agora o caso em que a elipse nao esta centrada na origem e sendo assim
0s eixos irao sofrer uma translagao. Sejam XOY um sistema de eixos ortogonais e O’ =
(20, yo) um ponto nesse sitema. Consideremos agora um novo sistema de eixos ortogonais
X'0'Y’ cuja origem seja o ponto O’ e que O'X’ seja paralelo a OX assim como O'Y’

paralelo a OY.

YA

¢ Y »
yﬂ 0' xl

' * '
O Xo X

Figura 2.8: Translacao dos eixos

Tomando um ponto P de coordenadas (z,y) em XOY e coordenadas (z’,y’) em X'O'Y’
conforme a figura 2.9 e usando as nocoes de vetores, iremos tomar e_f e e_2> como vetores
unitdrios na direcao e sentido de OX e OY respectivamente ( e assim também com a

mesma dire¢ao e sentido de O’ X’ e O'Y”’) para ter a seguinte combinacao linear:
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YA
YA
Yeo------ ( -------- oP
B2 ) e
OT Txo $ 1

Figura 2.9: Ponto P no sistema X'O'Y”’

? 7 / = : AT =7
Como OP = 00"+ O'P, entao escrevendo esses vetores em combinacao linear de ef e

e_2> teremos:

xel +yes = moer +yoes +a'el +y'es = (zo +2)et + (yo +y')es.

Dessa forma, conforme esse resultado podemos relacionar as coordenadas de P nos dois

sistemas coordenados XOY e X'O’Y’ da seguinte maneira.

x=x0+2 =z —x9
/ = /
Y=y ty Y =YY%
Para uma elipse com o centro no ponto O = (¢, y9) qualquer vamos ter dois casos.

Primeiro caso: Reta focal paralela ao eixo OX e consequentemente a O'X’. Con-

forme visto na secao 2.4 a equacao da elipse com centro em O’ no sistema X'O'Y” seré:

12 12
x_2_|_y_:1

a b2
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Substituindo as relacoes das coordenadas entre os sistemas XOY e X'O’Y’ temos

r=ux0+a ¥ =x—x
/ = /
Y=y ty Y =Y—%
Donde a equagao da elipse no sistema de coordenadas XQOY serd

(z—=10)? + (y=40)* =1

a2

Com os seguintes elementos:

Centro: C = (zo,yo)

Focos: Fi = (—c+ x0,%0) € Fo = (¢ + zo, yo)

Vértice: A1 = (—a+ xo,y0) € A2 = (a + x0,Y0)

Reta focal: [ :y = yo

Reta nao-focal: I : z = z

Segundo caso: Reta focal parelela ao eixo OY e consequentemente a O'Y’. Conforme

3

visto na secao 2.5 a equacao da elipse com centro em O’ no sistema X'O'Y” é:

2
=1

Subtituindo as relagoes, andlogo ao que foi feito no primeiro caso, ficaremos com a

seguinte equagao

(y=90)* + (z—10)* =1

a?
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E com os seguintes elementos:

Centro: C = (x0,y0)

Focos: F| = (zg, —c+ yo) e Fo = (z0,c+ 4o)

Vértice: A; = (xg,—a +yo) e A2 = (x0,a + yo)

Reta focal: | : z = zg

Reta nao-focal: ' : y = yg

2.7 Equacao do segundo grau com B=0e AC >0

Desenvolvendo a equagao da elipse € de centro em P = (xg,yo) e reta focal paralela ao
eixo OX encontrada na se¢ao 2.6 (o caso com reta focal paralela ao eixo OY é andlago),

teremos:

(- 900)2 (y - yo)2
a? + b2 -

x? — 2xxg +:U(2) n y2 — 2yy0 +y8

=1
CL2 b2

b2a? — 202 zox + bzx% + a®y? — 2dyoy + a2y§ = a’b?

b2z? 4+ a®y? — 20220z — 2a°yoy + b2:c(2) + azyg —a?? =0

Fazendo A =%, B=0, C = a?, D = —2b%xp, E = —2a%yp e F = b?2} + a*y} — a*b?,
ficaremos com a seguinte equagao Az%+ Cy? + Dz + Ey+ F = 0. Esta é uma equagao do
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2° grau de uma elipse.

Agora tomando uma equacao geral do segundo grau qualquer Az?+ Bzy+Cy?+ Dx+
Fy+F=0emque A>0,C >0e B =0, e usando a técnica de completar quadrado

teremos,

Ar? 4+ Cy?*+Dx+Ey+F =0

2yl G By E
ATT AN T AT AT
D, C, , FE F  D?
($+ﬂ)+z(y +5y)+z—m
( +£>2+g( +£)2_£2_E+ E?  CD?—4ACF + AE?
TToa) TAVYT o) TaA2 T AT 4AC T 1420

Do fato de A > 0 e C > 0, decorre que:

e Se CD?—4ACF+AE? < 0 teremos um conjunto vazio, pois a soma de dois quadrados

é maior ou igual a zero.

e Se CD? —4ACF + AE? = 0 teremos um ponto de coordenadas (%, E—E)

e Se CD? — 4ACF + AE? > 0 teremos uma elipse de centro (3%, g—g)

Nesta secdo podemos observar que uma equacao da forma Az?+Cy?+Dax+Ey+F =0,
também pode representar, além de uma elipse, um ponto ou um conjunto vazio e nesses
casos chamamos de elipse degenerada. Nao é tao facil a interpretacao da representacao
geométrica como centro, vértices, focos, reta focal de uma elipse escrita na forma de

equacao do segundo grau como escrita na forma canonica.
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Outra questao a ser mencionada na equacao geral do segundo grau de uma elipse é
quando temos B # 0. Nessa situacao, aparece o termo misto zy que é responsavel por

rotacionar os eixos coordenados, porém neste trabalho nao iremos considerar esse caso.
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Capitulo 3

HIPERBOLE

3.1 Definicao

Consideremos dois pontos F1 e Fo num plano 3, cuja distancia seja igual a 2¢, conforme

a figura abaixo:

2c

Figura 3.1: Focos da hipérbole

Tomemos 2a um numero real tal que 2a < 2¢, ou seja, a < ¢ e a > 0. Chamamos de
hipérbole o lugar geométrico de todos os pontos do plano § cuja a diferenca das distancias

a F1 e Fy, em valor absoluto, seja igual ao nimero 2a.

Observando a figura 3.2 logo abaixo, podemos aplicar essa definicdo nos pontos A, B,

C e D e obteremos o seguinte resultado.

|d(A7F1)_d(A7F2) |:| d(BvFl) _d(B7F2) |:
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| d(C, F1) — d(C, Fy) |=| d(D, Fy) — d(D, F3) |= 2a

Figura 3.2: Hipérbole

3.2 Algumas Nomenclaturas

Observando a hipérbole abaixo temos:

Figura 3.3: Elementos da Hipérbole
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Focos: Os pontos F} e F>.

Reta focal: Reta [ que contém os focos F; e Fb.

Centro: Ponto médio C' do segmento F} F.

Reta nao-focal: Reta I’ perpendicular a reta [ e que passa pelo ponto C.

Vértices: Pontos sobre a reta focal [ cuja distancia & C é igual a a, denominados de
Al (§] AQ.

Vértices imagindrios: Pontos sobre a reta nao-focal I’ cuja distancia a C' seja igual
2

a um ntmero real b que obedece a relacdo b> = ¢ — a?, denominados de By e Bs.

Eixo focal: Também chamado de eixo real, é o segmento A; As de comprimento 2a.

Eixo nao focal: Também chamado de eixo imaginario, é o segmento B1Bs que é

perpendicular ao eixo focal e que tem ponto médio em C.

Excentricidade: O valor dado pela razao e = £. E como ¢ > a, teremos que e > 1. A

excentricidade da hipérbole esta relacionada com a abertura ou fechamento de seus ramos.
A medida que os focos se aproximam dos vértices, a excentricidade se aproxima de 1 e
ha um fechamento dos ramos e quando os focos se afastam dos vértices, a excentricidade

cresce e hd uma abertura dos ramos conforme podemos observar na figura abaixo.

_—
/\

Focos se aproximam dos vértices Focos se afastam dos vértices

Figura 3.4: Variacao da excentricidade da Hipérbole

Hipérboles conjugadas: Sao aquelas onde o eixo focal de uma é o eixo nao focal da

outra.
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L ]
@
[V

Figura 3.5: Hipérbole conjugada

Retangulo de base: E o retangulo que tem os vértices A1, As, B1 e Bs como ponto

médio de seus lados.

Figura 3.6: Retangulo base ABCD

Assintotas: Sao as retas que contém as diagonais do retangulo de base e dessa forma

passam pelo centro da hipérbole tendo inclinacao :I:g em relacdo a reta focal. A figura

abaixo mostra o retangulo e as assintotas da hipérbole.

Figura 3.7: Retangulo base e as assintotas da hipérbole
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Hipérbole equildtera: E a hipérbole na qual os eixos focal e nao-focal tem a mesma

medida, ou seja, o retangulo de base é um quadrado e dessa forma as assintotas sao

perpendiculares.

Figura 3.8: Hipérbole equilatera

Os numeros reais a, b e ¢, também chamados de parametros da hipérbole, sdo respec-
tivamente a distancia do centro aos vértices sobre a reta focal, a distancia do centro aos

vértice sobre a reta nao-focal e a distancia do centro aos focos respectivamente.

3.3 Hipérbole com centro na origem e reta focal coincidente

com o eixo OX

Fazendo o processo andlogo ao que foi feito com a elipse iremos encontrar a equacao da
hipérbole, com o centro na origem e reta focal coincidente com o eixo OX, neste caso

teremos as seguintes coordenadas para os vértices e os focos.

F1 = (—C, O) A1 = (—a,O) Bl = (0, —b)

F2 = (C, 0) AQ = ((I, 0) BQ = (0, b)

Tomando P = (x,y) um ponto qualquer da hipérbole, temos,

d(P,F) =+/(x+¢)2+ (y— 0)2 = /22 + 2cx + 2 + ¢2

d(P,Fy) =\/(x—c)>+ (y—0)2 = Va? —2cx + 2 + 4
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Figura 3.9: Distancia de P ao focos F} e Iy

Aplicando a definicdo e considerando a relacdo entre os parametros ¢ = a® + b% ou

b? = ¢ — a2, teremos:

| d(P, Fy) — d(P, F3) |= 2a

d(P,Fy) — d(P,F,) = 2a
d(P F1 (P FQ) = —2a

Va2 4 2cx+c2 +y? — /22 —2cx+ 2 +y? =2a
Va2 +2cx +c2 +y2 — /22 —2cx + 2 +y2 = —2a

Va2 +2cx + 2+ y2 = 2a+ /22 — 2cx + 2 + 32
V2 +2cx + 2 +y2 = —2a+ /22 — 2cx + 2 + 32

2?2 4 2cx + 2 + y? = 4a? 4a\/m2—26x+02+y + 22— 2cx + 2+ y?

4ex — 4a? —4a\/a:2 —2cx + 2 4 y?
dex — 4a® = —dar/2? — 2cx + 2 + 12

cx —a? = a\/z2 — 2cx + 2 + 12
cx —a? = —a\/x% — 2cx + 2 + 2

(cx — a® a\/x2—2cx+c2+y)
(cx — a? (—a\/x2 — 2cz + 2 + y2)?

{m + 2cx + 2 4y = 4a® + dar/22 — 2cx + 2 +y2 + 2% — 2cx + 2 + 92
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2a? — 2ca’r + a* = a?(2? — 2cx + 2 + y?)

2x? — 2ca’x + a* = a?(2? — 2cx + & + y?)

Ax? — ax? — a2y2 = —a* +d’c

a2 — a22? — a?y? = —a* + a2

2

(62 o a2)x2 . a2y2 — GQ(CZ o CL2)

(C2 _ aQ)xz _ azyz — a2(62 _ a2)

0222 — a2y? = o202

2b2

— = =

W2a? — a?y® = a

[ V)
V)

s
I
—_

@wl 8

Essa equagao é a forma candnica ou equacao reduzida da hipérbole com centro na

origem e reta focal sobre o eixo OX.

3.4 Hipérbole com centro na origem e reta focal coincidente

com o eixo OY

Consideremos agora os vértices e os focos com as seguintes coordenadas.

P = (0, —c) Ay = (0, —a) By = (—b,0)

F2 = (O,C) A2 = (O,CL) BQ = (b, O)

Para encontrarmos a equacao nessa situacao iremos proceder de forma analoga a secao

anterior. Seja P = (z,y) um ponto qualquer da hipérbole, logo:

d(P,Fi) = /(x —0)2+ (y + )2 = /22 + y2 + 2cy + ¢2
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d(P,Fy) = /(z =02+ (y — )2 = /22 + y2 — 2cy + ¢2

Figura 3.10: Hipérbole com reta focal paralela ao eixo OY

2

Aplicando a definicio da hipérbole e considerando a relacdo ¢? = a? + b? e procedendo

de forma andloga a vista na secao anterior chegaremos a equacao,

@Nltdw
I
@l‘\')l &[\3
I
—_

Que é a forma candnica ou equagao reduzida da hipérbole centrada na origem e

eixo focal em OY.

3.5 Translagao: Hipérbole com centro no ponto O' = (g, y)

A equacao da hipérbole de centro em um ponto qualquer fora da origem serd feita de duas

formas.

A primeira com eixo focal paralelo ao eixo OX e a segunda com eixo focal paralelo ao
eixo OY. Conforme as figuras 3.11 e 3.12 podemos observar que quando o eixo focal da
hipérbole for paralelo ao eixo OX teremos a reta y = yp como a equagao cartesiana da

reta focal e os pontos (xg — ¢,y0) e (xg + ¢, yo) como as coordenadas dos focos Fy e F
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respectivamente. J4 quando o eixo focal for paralelo ao eixo OY teremos a reta x = zg

como a equagao cartesiana da reta focal e os pontos (zg,y0 — ¢) e (2o, Yo + ¢) como as

coordenadas dos focos Fi e ..

+
____________________ LS
k O X
g
) EX‘J .
Figura 3.11: Translacao do centro O Figura 3.12: Translacao do centro O
para O' e O'X'//OX para O e O'Y'//OY

Tomando X’O'Y’ como novo sistema de eixos ortogonais com origem em O’ e fazendo

o mesmo processo realizado na segdo 3.3 iremos ter as seguintes equagoes reduzidas da

hipérbole:
x/Q 2 12 $/2
i e vo_r
a b2 a2 b2
. . ~ x' =1z~ o -
Mas, como visto também na secao 2.6, , e substituindo nas equagoes
Y=9Y—Y

anteriores teremos:

e Para o eixo focal paralelo ao eixo OX

(z—x0)® _ (y—yo)® _ 1
a? b2 -

e Para o eixo focal paralelo ao eixo OY

(y—y0)® _ (z—x0)® _ 1
a? b2 -

Essas s@o as equagoes reduzidas da hipérbole no sistema de coordenadas XOY'.
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3.6 Equacao do segundo grau com B=0e AC <0

Desenvolvendo a equagdao da hipérbole, com centro em O" = (x¢, o) e reta focal paralela

ao eixo OX, obtida na secao anterior ( o caso da reta focal paralela ao eixo OY é andlogo)

teremos:

(z — x9)* _ (v — %0)° -1
a? b2 N

w? = 2zwo+ 2§ y® — 2yyo + 43

a? b2 =1

baz? — 20%xox 4 V22t — a®y? + 2a%yoy — a*yi = a*b?

b z? — 2% xox + b2:c(2) —a®y? + 2a2yoy — a2y(2] —ad?? =0

Tomando A =b%, B=0, C = —a?, D = —2b%2zy, E =2d%yp e F = b%% — a2y§ —a%b?,

ficamos com a equacao do segundo grau de uma hipérbole com a seguinte configuragao

Az? 4+ Cy?* + Dz + Ey+ F =0.

Porém, se tomamos uma equacao geral do segundo grau qualquer Az? + Bxy + Cy? +

Dx+Fy+F=0emque A#0,C #0, B=0com AC < 0, teremos alguns casos a

considerar. Usando a técnica de completar quadrado teremos,

Az? + Cy*’ + Dx+Ey+F =0

x2+%$+%y2+%y+%:0

D\2 , C E\2 _ D? F E? __ CD2?2—4ACF+AE?
(z+97)°+3W+35)" = — a1t 140 = 1A2C




De posse dessa iltima equacao podemos analisar que:

e Se CD? —4ACF + AE? = 0 teremos duas retas concorrentes.
y==+y/ A+ 3) - L

o E se CD? —4ACF + AE? # 0 iremos ter uma hipérbole com reta focal paralela a

um dos eixos coordenados dependendo do sinal de A e C.

No desenvolvimento dessa secdo podemos observar que uma equacao da forma Az? +
Bzy + Cy? + Dx 4+ Ey + F = 0 , também representou duas retas concorrentes e nessa
situacao chamamos a hipérbole de degenerada. Novamente na equacao geral do segundo
grau de uma hipérbole em que B # 0 aparece o termo misto zy que é responsdvel por

rotacionar os eixos coordenados, porém neste trabalho nao iremos considerar essa situacao.
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Capitulo 4

PARABOLA

4.1 Definicao

Em um plano o tomemos uma reta d e um ponto F' nao pertencente a d. Chamamos de
pardbola o conjunto de todos os pontos de o que sao equidistantes de F' e d, ou seja, a
pardbola é dada por {P € a;d(P,d) = d(P, F)}.

Figura 4.1: Parabola de foco F' e reta diretriz d

De acordo com a figura 4.2 logo abaixo, os pontos A , B e C' sobre a parabola satisfazem
as igualdades: d(A, F) = d(A,d), d(B,F) = d(B,d) e d(C, F) = d(C,d).
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Figura 4.2: Parabola de foco F

4.2 Algumas Nomenclaturas

Observando a figura abaixo temos que:

Figura 4.3: Elementos da parabola

Foco: O ponto F.

Reta diretriz: Reta d.

Reta focal: Reta [ que contém o foco F e é perpendicular a reta diretriz.

Vértice: O ponto V que pertence a parabola e a reta focal.

Parametro da parabola: E o nimero p que representa a distancia entre o vértice e

o foco ou a distancia entre o vértice e a reta diretriz.
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p = d(F,V) = d(V,d)

Observagao: Se A for o ponto de intersegao entre a reta focal [ e a reta diretriz d, entao

o vértice V serd o ponto médio do segmento AF.

4.3 Parabola com vértice na origem e reta focal coincidente

com o eixo OX

Teremos duas situagoes para a parabola com o vértice na origem e reta focal coincidente
com o eixo OX. A primeira serd com o foco F' a direita da reta diretriz e a segunda sera

com o foco F' a esquerda da reta diretriz conforme as figuras 4.4 e 4.5.

d y
y d
v E
0| @0 (v, 0) X . v
tp.0) 0.0) w0 F
Figura 4.4: Foco a direita da reta diretriz Figura 4.5: Foco a esquerda da reta diretriz

Com o foco a direita da diretriz temos o vértice V' = (0,0), o foco F' = (p,0) e a reta
diretriz d : © = —p. Assim, tomando P = (x,y) um ponto sobre a parabola, teremos a

seguinte equagao:

d(P,F) = d(P,d)

V(@ —p)2+ (y—o0)2=|z+p|
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(x=p)*+(y—0)* =z +pf
2 — 2px + p? + y? = 2% + 2px + p?

y? = dpx

Agora com o foco a esquerda da diretriz, teremos o vértice V' = (0,0), o foco F' =
(—=p,0), a reta diretriz d : = p. Novamente tomando P = (z,y) um ponto sobre a

parabola iremos encontrar a seguinte equagao:

d(P,F) = d(P,d)

V(z—(—p)2+ @y —0)? =z —pl
(z+p)?+(y—o0)?=|z—pf

22 + 2px + p? + y? = 22 — 2px + p?

y? = —dpz

Essas duas equacoes y?> = 4px e y> = —4px sdo as equacodes reduzidas , também
chamadas de forma candnica, da parabola com centro na origem e reta focal coincidente

ao eixo OX.

4.4 Parabola com vértice na origem e reta focal coincidente

com o eixo OY

De forma semelhante ao que foi feito na secao anterior, teremos duas situagoes para a
parabola com vértice na origem e reta focal coincidente com o eixo QY. A primeira com
o foco F acima da reta diretriz e a segunda com o foco abaixo da reta diretriz conforme

as figuras 4.6 e 4.7.
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d
p
F"
0p) v
v (0.0)
(0.0) .
70
P P
Figura 4.6: Foco acima da reta diretriz Figura 4.7: Foco abaixo da reta diretriz

Com o foco acima da reta diretriz teremos F' = (0,p), o vértice V' = (0,0), a reta
diretriz d : y = —p e tomando P = (z,y) um ponto da parabola teremos a seguinte

equagao:

d(P,F) = d(P,d)

V(@E—02+(y—p?=y+p|
2>+ (y—p)? = |y + p?
2%+ y? — 2py + p? = y? + 2py + p?

T 4dpy

Agora com o foco abaixo da reta diretriz iremos ter F' = (0, —p), o vértice V = (0,0), a
reta diretriz d : y = p e novamente tomendo P = (x,y) um ponto da parédbola chegaremos

a seguinte equacao:

d(P, F) = d(P,d)

VE—=02+ @y —(-p)? =y —pl

2>+ (y+p)? = |y — p?
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2%+ y? + 2py + p? = y? — 2py + p?

v? = —dpy

As equacoes z2 = 4py e 22 = —4py sdo as equagoes reduzidas ou forma canénica

da parabola de centro na origem e reta focal coincidente ao eixo OY.

4.5 Translagao: Parabola com vértice V = (zg, 1) e reta focal

paralela ao eixo OX

Tomemos um novo sistema de coordenadas ortogonais X’O’Y’, com origem em O’ =
(x0,y0) € eixos O'X’ e O'Y’ na mesma diregao e sentido de OX e OY respectivamente

conforme a figura abaixo.

Figura 4.8: Translacao dos eixos

Para escrever a equacao da pardbola com vértice em O’ e reta focal paralela ao eixo OX

procederemos de forma analoga ao que foi feito nos capitulos 3 e 4 para a elipse e a hipérbole
z = + x

)

respectivamente. Iremos considerar as coordenadas x e y escritas como { .
Y=y +yo

onde 7’ e 3y sao as coordenadas de um ponto qualquer no sistema X'O'Y”.

No novo sistema de coordenada X’O’Y’ teremos duas situagoes semelhantes ao da
se¢ao 4.3. Uma com o foco F = (zg + p,yo) e a outra com o foco F = (zg — p, yp) ambos

no sistema de coordenada XOY conforme as figuras 4.9 e 4.10.
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e

g+ Py X

Vo | - pvg)

(0,0 *a *
(0,0
Figura 4.10: Translacao com foco a es-
Figura 4.9: Translacao com foco a direita querda

Com a pardbola a direita da reta diretriz teremos a seguinte equacao no sistema de
coordenadas X'O'Y": y? = 4pa’. Mas como z = 2’ +x9 e y = ¥ + yo a equacdo da

parabola no sistema de coordenadas XQOY sera

(y — y0)? = 4p(z — x0)

E terd os seguintes elementos:
Foco: F = (z0 + p, yo)
Vértice: V = (z0,y0)
Reta diretriz: d:z =xz9—p
Reta focal: I :y = yo

Para o caso da pardbola com o foco F' = (xg — p,y0) & esquerda da reta diretriz
teremos a seguinte equacdo y’?> = —4pz’ no sistema de coordenadas X’'O'Y’. Mudando

para o sistema de coordenadas XOY a equagao canonica da pardbola sera:

38



(y — v0)?

E tera os seguintes elementos:
Foco: F = (z9 —p,y)
Vértice: V = (0, o)
Reta diretriz: d: x =29+ p

Reta focal: [ :y = yo

—4p(x — x9)

4.6 Translagao: Parabola com vértice V = (x¢; 1)) e reta focal

paralela ao eixo OY

Como na segao anterior, basta considerar o sistema de coordenadas ortogonais X'O'Y”’

com origem em O’ = (zg,yo) e eixos O'X" e O'Y’" no mesmo sentido e dire¢ao de OX e

OY respectivamente, e obter assim as equacoes e os elementos das parabolas de vértice

em V = (zg,yo) e reta focal paralela ao eixo OY conforme as figuras 4.11 e 4.12.

]

v i
]
|
]
¢
]
|

__________________ : = e —— -

Yo 0"} (g, ¥g) X
|
]

____________________ S

| 0 Vg P) d
]
]
|
]

0 !

(0,0) 1 ¥ X

|
I

Figura 4.11: Translagao com foco acima

(0,0

Figura 4.12: Translagao com foco abaixo

Para o caso da parabola com o foco acima da reta diretriz teremos o F' = (zo,y0+p) €

a equacao x'?> = 4py’ no sistema X’O'Y’. Novamente fazendo as substituicdes 2’ = = — x



ey =y — yo teremos a seguinte equacao no sistema de coordenada XOY:

(x — 20)* = 4p(y — yo)

Com os seguintes elementos:
Foco: F = (z9,y0 + p)
Vértice: V = (z9,0)

Reta diretriz: d:y=1yo—p
Reta focal: | : x = xg

J& para o caso da pardbola com foco abaixo da reta diretriz teremos F' = (z¢,y0 — p)

e equacdo 2 = —4py’ no sistema X'O'Y” e fazendo as mudancas das coordenadas para o

sistema XOY ficaremos com a seguinte equagdo com os seguintes elementos:

(z — 20)? = —4p(y — yo)

Foco: F = (zg,y0 — p)
Vértice: V = (0, y0)
Reta diretriz: d:y=yo+p

Reta focal: [ : z = zg
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4.7 A equagao geral do segundo grau com B=0e AC =0

Desenvolvendo a equagao candnica de vértice V' = (x,yo) e reta focal paralela ao eixo

OX obtida na se¢ao 4.5 teremos:

(y —y0)* = £4p(x — o)

Isto é,

Y2 — 2yoy + yi = +dpz F 4pxg

Ou seja,

y? + dpx — 2yoy + (yg + 4pxo) =0

Esta é a equacdo do segundo grau da forma Axz? + Bxy + Cy> + Dz + Ey+ F = 0,
onde A=0,B=0,C=1,D=44p, E=—2yy e F = y3 & 4pxy.

Desenvolvendo a equagao da pardbola de vértice em V = (xq,yo) e reta focal paralela

ao eixo OY, teremos:

(z — 20)* = +4p(y — yo)

Isto é,

2 — 2xox + x% = +4py F 4dpyo

Ou seja,
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2% — 2xox £ dpy + (23 £ 4pyy) =0

E esta equacdo também estd na forma Az? + Bry + Cy? + Dz + Ey + F = 0, onde
A=1,B=0,C=0,D = —2x9, E=+4p e F = 22 + 4py,.

Observamos que em qualquer das situagoes descritas acima temos que B = 0e AC = 0.

Tomando uma equacao geral do segundo grau qualquer Az? + Bay + Cy?> 4+ Dz + Ey+
F=0emque A =0, B=0eC # 0, teremos alguns casos particulares a considerar.

Usando a técnica de completar quadrado teremos:

Cy*+Dr+Ey+F=0

UL N )
yrevTtette T
(+E)2 E2+D +E g
Ew £ D F_
YT Tuc2 T et T e
E D F E2

N _ _Z._ - 4~
W+55) ct ot i

e Se D # 0, entao (y + %)2 = —%(az + L5 - %), serd uma parabola de vértice em
(452D - %, —%) e reta focal paralela ao eixo OX.
— 5 EN2 _ _F | E> 1

e Se D =0, entdao (y + 55)° = —¢ + 302, poderd ser um par de retas paralelas ao

: F E?
eixo OX caso —cticez > 0

_ 4 F N E? E
V= c i ac
e Se D =0, entao (y + %)2 = —g + %, serd apenas uma reta paralela ao eixo OX

F E?
s¢ —¢c Tice =
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E

V=50

- 2 , . , . 2
e Agorase D = 0, entao (y+%)2 = —g—l—f@, serd um conjunto vazio s —%—I—fﬁ < 0.

Tomando A # 0 e C' = 0 teremos, de forma andloga, os mesmos resultados, apenas
invertendo o paralelismo do eixo OX para o eixo OY tanto nas parabolas quanto nas

retas.

Observamos nessa secao que uma equacao da forma Az?+Bxy+Cy?+Dx+Ey+F = 0,
também poderd representar, além de uma pardabola, um par de retas paralelas, uma reta ou
um conjunto vazio e em todos esses casos chamamos de parabola degenerada. Assim como
nos capitulos 3 e 4, a equacao geral do segundo grau de uma parabola poderd apresentar
o B # 0. Nessa situacdo o termo misto xy aparecerd na equagao e rotacionard os eixos

coordenados, porém neste trabalho nao iremos considerar esse caso.
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Capitulo 5

PROPOSTA DE ATIVIDADES
PARA O ENSINO MEDIO

A tecnologia estd sempre presente na vida do homem desde as mais simples até as mais
complexas, facilitando nossas agoes, nos ajudando a realizar certas tarefas que levariam
dias, ou até mesmo nos substituindo em determinada situagoes. O que percebemos é que os

recursos tecnolégicos ora nos fascinam, ora nos assustam pela rapidez que eles aparecem.

Segundo os Parametros Curriculares Nacionais - PCN (Brasil, 2001) no que se refere
ao ensino-aprendizagem de geometria, o recurso as tecnologias da comunicagao, é um
dos caminhos para se ensinar geometria na sala de aula. Essa discussao também nao é
recente, mas ainda sdo poucos os professores de matemaética do Ensino Médio que fazem
uso dessas tecnologias em suas aulas. Os motivos sao muitos: falta de computador nas

escolas, despreparo do professor, desconhecimento de software, entre outros.

Ainda de acordo com os PCN, os computadores podem ser usados nas salas de aula de
matematica como fonte de informacao, como auxiliar no processo de construcao de conhe-
cimento, como meio para desenvolver a autonomia pelo uso de softwares que possibilitem
pensar, refletir e criar solu¢oes e como ferramenta para realizar determinadas atividades.
Porém, isso depende, em grande parte, da escolha de softwares que venham a atender os
objetivos que se pretende atingir, da concepcao de aprendizagem que orienta o processo

educativo e do trabalho do professor em preparar, conduzir e avaliar este processo.
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A utilizacao dos softwares educativos nas escolas é um assunto ainda muito polémico,
pois quando nas escolas comegaram a introduzir a informética no ensino percebeu-se pela
pouca experiéncia um processo um pouco caético. Ainda se encontra muitas escolas que

introduziram a informética no curriculo escolar apenas com o pretexto de modernidade.

A tecnologia deve a cada dia conquistar espaco no meio educacional. Sua utilizacao
como uma ferramenta de aprendizagem e sua capacidade de modificar o meio social vem

aumentando de maneira bem rapida na sociedade.

Dessa forma, nesse capitulo serao apresentadas atividades que servirao de instrumentos
para o professor do Ensino Médio em sala de aula. Para isso, utilizaremos o software
denominado Geogebra, criado por Markus Hohenwarter, o qual é um software da area da
matematica/geometria dinamica desenvolvido para o ensino e aprendizagem da Algebra
e da Geometria. Além disso, ele é de facil manuseio, é auto informativo e gratuito. O

professor podera baixa-lo no endereco eletronico www.geogebra.org.

O Geogebra é conhecido como um programa dinamico que permite ao usudrio a cons-
trucao de diversas figuras geométricas, como pontos, vetores, segmentos, poligonos, retas,
graficos de fungoes e curvas parametrizadas além é claro das secgbes conicas que serd o

foco das atividades.

Esse software é formado por diversas ferramentas que nos permitem fazer construcoes
de figuras das mais simples até as mais complexas. Possui uma interface bem apresentavel
e didatica. Oferece varias vantagens relacionadas ao conteudo, pois incentiva o usuario
a usar a criatividade para descoberta de novas formas de construgoes geométricas. O
programa também é bem aplicado para estudos de contelidos matemaéticos relacionados a

algebra e ao calculo.

Muitos sao os temas matematicos que poderao ser explorados com os diferentes recursos
deste programa. Espera-se depois de algum periodo de uso deste recurso tecnolégico que
as aulas tornem-se muito produtivas, porém ¢é preciso que o professor tenha o dominio do

conteuido e que os aspectos operacionais do software sejam problemas de segundo plano.

O objetivo geral desse trabalho é propor ao professor algumas atividades educacionais
envolvendo a definicdo, as equacgoes, a simetria e os elementos das conicas utilizando o

software Geogebra que servird de apoio didatico na sala de aula. A sugestao é que o
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professor desenvolva essas atividades com os alunos do 3° ano do Ensino Médio. Se

possivel fazendo revezamento entre aula tedrica e aula pratica com o geogebra.

Em um primeiro momento sera necessario que o professor mostre aos alunos a interface
do programa e algumas ferramentas do Geogebra. Algumas construgoes que serao explo-
radas exige um conhecimento béasico para executa-las. Para a sequéncia de cada atividade
proposta o professor devera dispor de uns 20 (vinte) minutos para construgao e discussao.
E interessante que o professor escolha 02 (dois) alunos que tenham mais afinidade com o

software para serem seus monitores no desenvolvimento das atividades.

5.1 Atividade 01

Vamos comecgar com a construcao de uma elipse. Nessa atividade o professor podera
abordar a definicdo descrita no capitulo 2 e relembrar alguns resultados da geometria
como a propriedade da mediatriz de um segmento. Seguiremos as seguintes sequéncias de

passos.

e Abrir o programa geogebra através do icone GeoGebra,

e Agora para nao deixar o aluno com o vicio de criar ponto sempre nos eixos coorde-
nados, vamos desativa-los. Para isso basta levar a seta do mouse até um dos eixos e

clicar com o botao direito escolhendo na janela que abrira a opgao desativar os eixos.

Janela de Visualizagao
J_ Eixos
B malha
Barra de Mavegacao
@4 Zoom ,
EixoX : EixoY 4
Exibir Todos os Objetos
Visualizacdo Padrao Citrl+h
¢ Janela de Visualizacdo ...

)

-

e Vamos criar dois pontos com a ferramenta para serem os focos da elipse. Em

seguida iremos renomed-los de F; e F,. Para isso basta clicar com o botao direito
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do mouse em cima do ponto e selecionar a opgao renomear.

A
[}
Ponto A
Coordenadas Polares
Exibir Objeto
As Exibir Rdtulo
# Habilitar Rastro
Renomear
i Apagar
4> Propriedades ...

Ej de origem em [} e que passe por Fs.

Tragar uma semi-reta com a ferramenta

Escolhendo a ferramenta ¥, vamos construir um circulo de centro em Fj e raio
)

maior que o segmento F1F5. Podemos ocultar o ponto A que vai aparecer.

Criar um ponto B pertencente ao circulo e que nao seja na intersecao do circulo com

a semi-reta FiI5.

Tracgar dois segmentos definidos por dois pontos E BF) e BF5.

N
X

Tracar a mediatriz do segmento BF» através da ferramenta 4. B importante

nesse momento que o professor lembre a seus alunos que qualquer ponto na mediatriz
de um segmento é equidistante de suas extremidades, pois essa propriedade sera

usada no decorrer da construgao da elipse.

>

Marcar o ponto de intersecao |
de P.

da mediatriz com o segmento BF] e renomed-lo

|

Nesse momento o professor pode ver com os alunos como estd a construgao. Ver

Criar o segmento PF5 com a ferramenta

figura 5.1.
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Figura 5.1: Construcao da elipse

Tomando 2a como a distancia entre Fy e B teremos: d(Fy, B) = d(F1, P)+ d(P,B) =
2a. Como qualquer ponto na mediatriz é equidistante das extremidade de seu segmento,

temos que d(P, B) = d(P, F») e assim:

d(Fy, B) = d(Fy, P) + d(P,B) = d(Fy, P) + d(P, F3) = 2a

Essa ultima igualdade é justamente a definicao da elipse vista no capitulo 2. E dessa

forma o ponto P pertence a elipse de focos F} e I3 e distancia entre os vértice igual a 2a.

Para visualizar a elipse, conforme figura 5.2, vamos proceder da seguinte maneira:

Figura 5.2: Elipse formada pelo rastro de P
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e Clicar com o botao direito do mouse sobre o ponto P escolher habilitar rastro.

e Mover o ponto B sobre o circulo e visualizar a elipse.

Aqui o professor pode expor comentérios sobre a definigao da elipse e discutir com os
alunos toda construcao feita.

5.2 Atividade 02

Nessa préxima atividade o professor podera discutir com seus alunos a simetria da elipse.

Mostrar que ela é simétrica em relagao a reta focal, em relagao a reta nao focal e ao seu

centro. Para isso, devera ser seguida a seguinte sequéncia de passos.

e Em uma janela do geogebra com os eixos ocultos, como fizemos na atividade anterior,

iremos criar dois pontos e renomed-los de F; e Fy. Esses pontos serao os focos da
elipse.

ISR -\ S S L
| Arquive Editar 0

» Janela de Aigebra

= Ponto

s Fy=0054,262)
5 F,=(382,262)

» Janela de Visualizagio

Figura 5.3: Focos da elipse

e Agora vamos tracar uma reta passando por F; e F5. essa reta serd nossa reta focal.

Contre |
Arquivo Editar Exibir Opgbes Ferramentas Janela Ajuda

JAxI s ele]l4l
» Janela de Algebra &
= Ponto
o Fym(054,262)
5 F,=(3.82,262)
= Reta
U ay=262

» Janelade

Figura 5.4: Reta focal
e Tracar a mediatriz do segmento F}F5 que sera nossa reta nao focal.
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Figura 5.5: Mediatriz do segmento F}F5

e Marcar o ponto de interse¢cdo das retas focal e nao focal e renomeéa-lo de ponto C

que sera o centro da nossa elipse.

€7 GeoGebra W
Arquivo Editar Exibir Opches Feramentas Janela Aluda
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o F,=(054,262)
o F,=(382,262)
= Reta F1 C G
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Figura 5.6: Ponto de intersecao C

e Vamos escolher um ponto fora das retas focal e ndo focal e renomea-lo de ponto P.

Esse ponto pertencerd a nossa elipse.

7 GeoGebra

Arquivo Editar Exibir Opcbes Feramentas Janela Auda

El LAl Eelo] 4N

b Janela de Algebra b Janela de Visualizagio
= Ponto

@ C=(164,262)

o Fy=(0.54,2.62) .
o F,=(3.82,262)

U P=(3.01,405
= Reta

9 ay=262

9 Bix=164

ABC.

a2

Figura 5.7: Criagdo do ponto P

Nesse momento ¢é interessante que o professor veja como estd a construgao de cada
aluno, pois é importante que todos estejam na mesma etapa da construcdo. Agora,
antes de prosseguir, o professor poderd expor para os seus alunos um pouco sobre
simetria. Discutir com eles o que significa um ponto ser simétrico a outro em relagao

a um referencial.

e Dando continuidade a construcao, vamos marcar o ponto P’ simétrico ao ponto P em

relagdo a reta focal e o ponto P| simétrico a P em relagdo a reta nao focal utilizando

a ferramenta reflexao em relagdo a uma reta . Logo apés, marcar o ponto Pj

simétrico a P em relagdo ao centro da elipse através da opcao reflexdo em relacao a

50



um ponto

E importante que o professor a cada etapa da construcao verifique se os alunos estao
acompanhado o desenvolvimento da atividade. Veja como ficara a nossa construgao
até aqui.

7 GeoGebra
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Figura 5.8: Construgao dos pontos simétricos da elipse

e Para mostrar que esses trés pontos pertencem a elipse de focos F} e Fy com centro

em C e passando por P, vamos construi-la utilizando a ferramenta elipse

escolhendo os focos Fy e F5 e ponto P.

Podemos visualizar que os trés pontos criados pertecem a elipse como mostra a figura
5.9.
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Figura 5.9: Elipse passando por P, P, P/ e P}

Com isso o professor poderd concluir a construcao e mostrar que a elipse é simétrica
em relacao a reta focal, a reta nao focal e ao centro. Essa verificacao também poderia ter

sido feita criando a elipse e depois os pontos P, P', P| e Pj.
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Outra tarefa que o professor pode explorar com essa construcao é a verificacao das
simetrias da elipse utilizando a definicdo. Basta solicitar mais uma tarefa a sua turma.
Pediria aos alunos que calculassem as distancias dos focos a cada ponto de simetria e

verificasse que:

d(F17P)+d(F27P):d(F17P/)+d(F27P/):d(FhP{)—i_d(FQvP{):d(Flapé)_‘_d(F?aPQ/)

Concluindo assim que os pontos P’, P| e Pj pertencem a elipse conforme definigao.

5.3 Atividade 03

Nessa atividade o professor poderd discutir com a sua turma o que acontece com a razao
£ d f i fast d irti E ao é h

< quando os focos aproximam ou afastam dos vértices. Essa razao é o que chamamos
de excentricidade, onde ¢ e a sdo, respectivamente, a distancia do centro aos focos e
aos vértices sobre a reta focal de uma elipse. No decorrer da discussao o professor pode
também comentar com os seus alunos que a excentricidade e da elipse, como foi descrita na
secao 2.2, é um valor compreendido entre 0 e 1. Para o desenvolvimento dessa atividade,

procederemos da seguinte formas:

e Criar dois pontos renomeando de F} e F5 para serem os focos da elipse.
e Tracar uma reta passando por F] e F5. Essa reta serd a reta focal da elipse.
e Criar uma elipse de focos em F; e F5 e ocultar o ponto sobre a elipse que aparecer.

e Marcar os pontos de intersecao da elipse com a reta focal e renomeda-los de A e As.

Esses pontos serao os vértices da elipse.

e Marcar o ponto médio do segmento F}F5 através da ferramenta i e nomea-lo

de C. Esse ponto C' é o centro da elipse.

e Vamos agora tracar os segmentos C'Fy e C As para podermos perceber o que acontece

com a elipse ao variar o valor da excentricidade.

e Renomear os segmentos C'Fs de c e CAs de a.
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e Criar um segmento com comprimento fixo fora da elipse com medida ¢ através da

.a/!

ferramenta 2. A medida desse segmento representara o valor da excentricidade.

e Calcular o comprimento desse segmento através da ferramenta
5.10.

. Veja na figura
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Figura 5.10: Elipse de focos Fy e F5 e vértices A1 e Ao

Esta atividade possui muitas etapas, por isto é imprescindivel que o professor acom-

panhe todas as construgoes feitas pelos alunos para que a atividade seja concluida

COI1l sucesso.

e Agora vamos aproximar e afastar os focos do centro e analisar o que acontece.

e Ao afastar os focos do centro C, a elipse fica alongada e a medida do segmento

criado, ou da excentricidade ¢, aproxima-se de 1. Ver figura 5.11.
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Figura 5.11: Elipse com focos afastados do centro C
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e Ao aproximar os focos ao centro C, a elipse toma a forma de uma circunferéncia e a
medida do segmento, ou da excentricidade ¢, aproxima-se de 0 tornando o segmento

um ponto. Ver figura 5.12.

Gonen .
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Figura 5.12: Elipse com focos préximos do centro C'

Dessa forma, o professor podera concluir, como descrito na segao 2.2, que no momento
que a excentricidade se aproxima de zero a elipse fica parecida com uma circunferéncia e
quando a excentricidade se aproxima de 1 a elipse fica afilada, alongada. E bom o professor
chamar atengao para o caso particular da excentricidade ser igual a 0, pois neste caso ela

serd justamente uma circunferéncia.

5.4 Atividade 04

Construir a elipse ’2”—; + % =1 e logo ap6s fazer a translagao do centro para o ponto (5,4)

destacando os principais elementos.

Nessa atividade o professor podera discutir com os alunos a teoria descrita na secao 2.6
(Translagao: Elipse com o centro no ponto O' = (x9,yo)). Tomar cuidado com os célculos
que serao utilizados e com o tempo para concluir a proposta. Seguiremos os seguintes

passos:
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e Ativar a malha clicando com o botao direito do mouse e selecionando a op¢ao malha.

Essa ferramenta é recomendada nessa atividade para uma melhor visualizacao da
construgao.

Janela de Visualizagdo

J_ Eixos

HH maha
Barra de Navegacao

G, Zoom 4
EixoX : EixoY 4

Exibir Todos os Objetos

Visualizacdo Padrdo Ctrl+M

¢ Janela de Visualizacdo ...

Figura 5.13: Ativando a malha

e Digitar no campo de entrada a equacao da elipse % + %2 =1.

Apartir dai, o professor podera explorar os elementos dessa elipse centrada na origem

e destacar os seus elementos. Ver figura 5.14.
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LW S S W S

Enfrada: x*2/25 +y*2/9 = 1|

Figura 5.14: Elipse centrada na origem
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e Equacao reduzida da elipse:

Centro: C' = (0,0);

Vértices: A; = (—5,0), A2 = (5,0), B; = (0,3) e By = (0,—-3);
Focos: F; = (—4,0) e F» = (4,0);

Reta focal: [: y = 0;

Reta nao-focal: /1 : x = 0.

No caso dos focos nao é tao facil descobrir as suas coordenadas apenas analisando a
elipse acima. Para isso, o professor terd que fazer as contas com os alunos utilizando
os resultados da secdo 2.3 (Relagdo Entre os Parametros a, b e ¢) para chegar as

coordenadas dos focos.

(x;§0)2 + (y;%O)Q = 1 descrita na segao 2.6 para

Y]
obter a elipse transladada para o ponto (5,4) cuja equagao reduzida serd (m255 C 4

(y—4)2
9

elipse conforme a figura 5.15.

Agora o professor utilizard a equagao

= 1. Novamente digitando na caixa de entrada essa equagao obteremos a

Figura 5.15: Elipse centrada no ponto (5,4)

Dessa forma, podemos destacar os principais elementos dessa elipse através dos re-

sultados do primeiro caso da secao 2.6.

(IEE)Q + (y;4)2 -1

e Centro: C' = (5,4);

e Vértices: A} = (0,4), A, = (10,4), B, = (5,7) e B, = (5,1);
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e Focos: F| = (1,4) e F}, = (9,4);
e Reta focal: I : y = 4;
e Reta nao-focal: I} : z = 5.

@52 | 9 _

25 9

que estd na forma reduzida, e chegar a equacao geral do 2° grau da forma Axz?+Cy%+ Dz +

E possivel que algum aluno desenvolva os quadrados da equacao

Ey+ F = 0 vista na se¢ao 2.7. Aqui cabe ao professor comentar que caso tenhamos uma
equacao do 2° grau, que seja de uma elipse, basta usar a técnica de completar quadrado

e chegar a uma equacao na forma canonica e realizar as etapas feitas anteriormente.

5.5 Atividade 05

O objetivo desta atividade é construir uma hipérbole. O professor ird explorar a defini¢ao
apresentada no capitulo 3 e varios resultados da geometria no decorrer da construcgao.

Seguiremos os seguintes passos em uma janela do geogebra.

e Com os eixos desabilitados, criar dois pontos e nomea-los de F; e Fy para serem os

focos da hipérbole.
e Tracar uma reta s passando pelos ponto F; e Fs. Essa serd a nossa reta focal.
e Marcar um ponto A na reta focal s entre os pontos F; e Fb.

e Construir um circulo de centro em Fj passando pelo ponto A. E aconselhdvel o

professor acompanhar todos os passos da construgao.
e Marcar um ponto B no circulo que nao esteja nas intersegoes com a reta focal s.
e Tracar uma reta r passando pelos pontos B e Fj.
e Tracar o segmento FyB e construir a sua mediatriz.

e Marcar o ponto de intersecao P da reta r e a mediatriz do segmentoFs B e logo apds

tracar o segmento FhP.
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Apartir da construcao feita até agora, o professor podera discutir com os seus alunos
todo conceito da hipérbole apresentada no capitulo 3. Chamando a medida do segmento

F1B de 2a, ou seja d(Fy, B) = 2a, mostrar que o ponto P pertence a uma hipérbole de
focos Fi e Fy.

O professor poderd conferir a construcao dos alunos e orienté-los para eventuais erros

tomando cuidado com o tempo disponivel para concluir a atividade. Ver figura 5.16.

mediatriz

Figura 5.16: Construcao da Hipérbole

Podemos observar que o ponto P pertence a mediatriz do segmento BF5 e dessa forma

d(B, P) = d(F», P). Como os pontos F, B e P estao sobre a mesma reta r, entao:

d(Fy, P) = d(Fy, B) + d(B, P)

O que nos da,

d(Fy, B) = d(Fy, P) — d(B, P)

logo,
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d(Fy, P) — d(Fy, P) = 2a

Por outro lado, pode ser observado também pelo professor que d(F», P) — d(Fy, P) =
d(B,P) — d(Fy, P) = —2a. E portanto, chegar ao resultado |d(Fy, P) — d(F3, P)| = 2a.

Assim, o ponto P tomado de forma aledtoria pertence a uma hipérbole de focos Fi
e F5 cuja distancia entre os vértices é 2a. Para visualizar a hipérbole vamos habilitar o
rastro no ponto P e mover o ponto B sobre o circulo. A medida que se faz isso, a hipérbole

é construida. Ver figura 5.17.

mediatriz

Figura 5.17: Hipérbole construida

O professor pode discutir e analisar com os alunos que o ramo da direita da hipérbole
é tracado quando d(Fy, P) < d(Fi,P) e o outro ramo da esquerda é tracado quando
d(Fy, P) > d(Fy, P).

5.6 Atividade 06

Como feito na atividade 02 com a elipse vamos mostrar com o auxilio do geogebra que a

hipérbole é simétrica em relagao a reta focal, a reta nao-focal e ao seu centro.
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Nessa atividade o professor podera explorar o conceito de simétria como foi feito na
atividade 02.

e Em uma janela do geogebra com a opgao dos eixos dasabilitados iremos marcar dois

pontos para serem os focos da hipérbole e chamé-los de F; e Fb.
e Tracar a reta [ que passa por Fy e Fb para ser a reta focal.

e Marcar o ponto médio C' do segmento F}F,. Esse ponto sera o centro da hipérbole
de focos Fj e Fy.

e Tracar a reta I’ perpendicular a reta [ passando por C para ser a reta nao-focal. Veja

como ficard na figura.

T > .

Arguivo Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda
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Figura 5.18: Inicio da construgao

e Marcar um ponto P fora das retas [ e . Esse ponto P pertencerd a nossa hipérbole

de focos Fy e Fy, reta focal [ e reta nao-focal I’

e Agora vamos marcar os pontos P’ que é simétrico a P em relagdo a reta focal I; P|
que é simétrico a P em relagdo a reta nao-focal I’; e o ponto Pj que é simétrico a P
em relacao ao centro C' da hipérbole.

|~

e Vamos construir a hipérbole ) de focos F e Fy pasando por P. Apds esses

passos o professor podera verificar a construcao dos alunos.
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Com essa tltima construgdo percebemos que os pontos P’, P/ e Pj pertencem a
hipérbole, dessa forma verificamos através do geogebra que a hipérbole é simétrica em

relacao a sua reta focal, reta nao-focal e ao seu centro. Ver figura 5.19.
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Figura 5.19: Hipérbole passando por P, P', P| e P,

O professor poderd explorar mais a construcao pedindo para os alunos calcular as

distancia dos focos Fy e Fy aos pontos P, P’, P| e Pj e logo apés verificar que:

d(Fy, P) — d(Fy, P) = d(Fy, P') — d(Fy, P') = d(Fy, P|) — d(Fy, P}) = d(Fy, Py) — d(Fy, P)

Como mencionado, no caso da elipse - atividade 02, essa verificagao poderia ser feita
construindo primeiro a hipérbole e depois os pontos P, P', P| e P}, inclusive fazendo o
ponto P mover na hipérbole, observando que esses pertenceriam a hipérbole. Essa seria

mais uma opcao de atividade a ser desenvolvida para verificagao da simetria da hipérbole.

5.7 Atividade 07

Como descrita na secao 3.2, a excentricidade da hipérbole ¢ medida pela razao ¢, onde ¢

é a distancia do centro ao foco e a é a distancia do centro ao vértice. Nessa atividade o
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professor podera discutir com os alunos o que acontece com a hipérbole quando variamos

o valor da razao ¢ seguindo os seguinte passos:

e Abrir uma janela do geogebra e construir uma hipérbole chamando seus focos de F}
(S FQ.

e Tragar uma reta r passando por Fj e Fb.

e Marcar o ponto médio C' do segmento F}F.

e Marcar os pontos de intersercdo A; e Ay da reta r» com a hipérbole.

e Tracar os segmentos C'F} e C'A; e chamé-los de ¢ e a respectivamente.
e Criar um segmento de valor fixo com medida ¢.

e Calcular a medida desse segmento e mover o foco F; analisando o que acontece. Ver
figura 5.20.
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Figura 5.20: Excentricidade da Hipérbole

O professor poderéd discutir com os alunos que ao aproximar os focos F} e Fy dos
vértices A1 e Ay percebemos que os ramos da hipérbole vao se fechando e a medida que
afastamos os focos I} e F5 dos vértices A1 e Ay os ramos da hipérbole vao se abrindo. Ver
figuras 5.21 e 5.22.
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Figura 5.21: Focos aproximam dos vértices Figura 5.22: Focos afastam dos vértices

Assim concluimos que quando o valor da excentricidade se aproxima de 1 os ramos da

hipérbole se fecham e quando a excentricidade aumenta o seu valor os ramos se abrem.

5.8 Atividade 08

2
Construir a hipérbole de equacao % — % = 1 e logo ap6s fazer a translagao do centro
para o ponto (0,5) destacando os seus principais elementos. Esta atividade proporciona
ao professor discutir na aula a teoria descrita na secao 3.5 (Translag¢ao: Hipérbole com

centro no ponto O’ = (xg,yo))-

E recomendado tomar cuidado com o desenvolvimento dos cédlculos e com o tempo

para concluir a construgao. Para isso, seguiremos as seguintes etapas:

e Com a malha ativada, digitar no campo de entrada a equagao T—Z — y,; = 1. Nesse

momento da construgao, o professor podera destacar os principais elementos dessa
hipérbole centrada na origem. Ver figura 5.23.

e Centro: C = (0,0);

e Vértices: Ay = (—4,0), Ay =(4,0), By =(0,3) e By = (0, —3);

e Focos: I} = (—5,0) e Fy, = (5,0);

e Reta focal: [:y =0;
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Figura 5.23: Hipérbole centrada na origem

e Reta nao-focal: I’ : z = 0.
Para encontrar as coordenadas dos focos é necessario fazer os célculos através da

relacdo entre os parametro ¢? = a? + b

Para construir a hipérbole com centro transladado para o ponto (0,5) o professor

utilizard os resultados da secao 3.5, Translacao: Hipérbole com centro mo ponto
(z—z0)%®  (y—w0)?
a? b2

O’ = (z0,%0), através da equagao = 1, obtendo assim como resultado

. _5)2 .. . -
a equagao g — (y 95) = 1. Digitando na caixa de entrada essa equacao obteremos a

hipérbole conforme a figura 5.24.

s !

Figura 5.24: Hipérbole transladada para o ponto (0, 5)
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Assim, conforme foi descrito no inicio da secao 3.5, podemos destacar os principais

elementos dessa hipérbole:
e Centro: ¢’ = (0,5);
e Vértices: A = (—4,5), A, = (4,5), B} = (0,8) e B, = (0,2);
e Focos: F| = (—5,5) e F = (5,5);
e Reta focal: [ : y = 5;

e Reta nao-focal: I} : 2 = 0.

Atividades semelhantes a esta poderdo ser feitas com a equacgao do 2° grau de uma
hipérbole. E para resolvé-la basta usar a técnica de completar quadrado e chegar a uma

equacao na forma canonica e realizar as etapas feitas anteriormente.

5.9 Atividade 09

Esta atividade propoe ao professor a construcao de uma parabola utilizando apenas a
definicao apresentada no capitulo 4. Em uma janela do geogebra faremos os seguintes

procedimentos.

e Tracar uma reta d passando por dois pontos A e B. Essa reta serd a diretriz da

parabola.
e Agora vamos marcar um ponto F' fora da reta d para ser o foco da pardbola.
e Marcar um ponto C' qualquer na reta d e construir o segmento F'C.

e Tracar a mediatriz do segmento F'C'. Observe que qualquer ponto sobre essa medi-

atriz estara a mesma distancia das extremidades do segmento F'C.

e Apartir do ponto C sobre a reta d, vamos tracar a reta perpendicular a d passando

pelo ponto C.

e Marcar o ponto de intersecao dessa perpendicular com a mediatriz do segmento F'C'
e chamé-lo de P. Agora o professor poderd verificar como estd a construcao dos

alunos.
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GeoGebra

Nquivo Editar Exibir Opgﬁes Ferramentas Janela J\juda

.ﬂﬂ(
v

Janela de Algenra

> Janela de V\suahza;ao

Ponto
A=(-134,332)
B=(2.32,3.32)
C=(3.44,3.32)
F={0.13, 6.34)
P=(3.44,6.64)

ta

: ay=3.32

L@ €-331x+3.02y=8.68

e dix=344

= Begmento

i@ b=4.48

@ e=332

PO OE

Figura 5.25: Construcao da parabola de foco F'

Nesse momento o professor podera comentar com os alunos que o ponto P esté sobre

a mediatriz do segmento F'C' e como consequéncia é equidistante das extremidades F' e C,

ou seja, d(P, F) =

Dessa forma acabamos de chegar a definicao de uma pardbola de foco F' e reta diretriz

d(P,C). Porém, o ponto C pertence a reta d logo a distancia do ponto
P ao ponto C é igual a distancia do ponto P a reta d, ou seja, d(P,C) = d(P,d).

d, pois o ponto P estard sempre a mesma distancia da reta d e do ponto F'.

Vamos habilitar o rastro no ponto P e mover o ponto C' sobre a reta d e visualizar a

parabola formada pelo rastro.

GeoGebra

Nquivo Editar Exibir Opgﬁes Ferramentas Janela J\juda

» Janela de Algebra

» Janela de Vlsuallzagao

= Ponto

0 A=(1.34,332)
@ B={232,3.32)
- C=(271,3.32)
0 F={0.13,6.34)
@ P=(2.71,5.93)
= Reta

e ay=332
@ €-2.58x+ 3.02y =10.92
@ dix=2T1

= Segmento

D b=397

@ e=261

Figura 5.26: Construcao da parabola de foco F' e reta diretriz d
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5.10 Atividade 10

Nas atividades 02 e 06 discutimos a simetria da elipse e da hipérbole em relagao a sua reta
focal e nao-focal e também ao seu centro. Nessa atividade mostraremos que a parabola
é simetrica em relagao a sua reta focal. Faremos os procedimentos em uma janela do

geogebra com os eixos desativados.

e Primeiramente vamos tracar uma reta passando por dois pontos A e B. Essa reta

chamaremos de r e serd a reta focal da parabola.
e Renomear o ponto A para ponto F' que seréd o foco da pardbola.

e Tracar a reta perpendicular a reta focal r passando pelo ponto B. Essa reta serd

chamada de reta diretriz d da parabola.

e Com a ferramenta |!, construir uma parabola de foco no ponto F' e reta diretriz
d.

e Agora vamos marcar um ponto P na parabola e o seu simétrico P’ em relacao a reta

focal r.

Apds essas etapas, podemos observar na figura 5.27 que o ponto P’ pertence a parabola

e movendo o ponto P sobre a pardbola percebemos que P’ permanecerd sobre a parabola.

% GeoGebra

Arquivo Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda

A . b @ e 'i{a‘v ABC ||| _a=2
‘%v.v/v/‘-’fv | v\v ) v‘%’v
¥ Janela deAIgebra =3 b Janela de Visualizacdo
=l Cénica r
e e 1211 -0.28x y - 24.28x
= Ponto

4 B=1(0.98,152)

@ F=(1.02,5) . F

4 P=(3.79,434) P

S P'=(177,44)

= Reta

@ d:0.04x + 3.48y =533
@ 13.48x-0.04y=3.35

Figura 5.27: Simetria da pardbola em relagao a reta focal
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Para confirmar isso, o professor poderd pedir para os alunos construir os segmentos PF

e P'F e calcular os seus comprimentos com a ferramenta i conferindo que d(P, F) =
d(P',F)=d(P,d).

Eﬁeuﬁebra

Arquivo Editar Exibir Opgies Ferramentas Janela Ajuda

.
DRENNC
» Janela de Algebra o » Janela de Visualizagio
= Conica r
e 121157 -0.28x y - 24.28x
= Nimero
: distanciaP'd = 2.83
e=0 F
= Ponto P
B=1(0.98, 1.52) 283 28
F={1.02,5)
P=(3.77,4.32)
P'=(-1.75, 4.38)
Reta
d: 0.04x + 3.48y = 5.33 d
r:3.48x - 0.04y = 3.35

A
L]
|

7|

-

'd = 2.83

= Segmento

Figura 5.28: Distancia de P’ a F e a d

Outra atividade que podera ser desenvolvida pelo professor sobre parabola é analisar
com a turma o que acontece quando o foco se aproxima do vértice da parabola e quando

o foco se afasta do vértice da parabola, conforme as figuras 5.29 e 5.30.

Figura 5.29: Foco aproxima do vértice Figura 5.30: Foco afasta do vértice

5.11 Atividade 11

Nesta atividade trabalharemos com a equacio 4z2 + 402z — 16y + 100 = 0, que representa

uma conica dada pela equagao geral do 2° grau vista na secao 4.7. Podemos verificar
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qual o tipo de conica e destacar seus principais elementos. E importante que o professor
utilize os resultados da se¢do mencionada para fundamentar os resultados. Seguiremos as

seguintes etapas:

Usar a técnica de completar quadrado para obter a equagao na forma canoénica. A
equacdo 422 + 40z — 16y + 100 = 0 equivale a 4y = (x + 5)2. Usando essa tltima
equacao e os resultados da segao 4.6 (Translacao: Pardbola com vértice V' = (zo; yo)

e reta focal paralela ao eixo OY') chegaremos aos seguintes elementos:

Vértice: V = (—5,0);

Parametro da parabola: p = 1;

Foco: F = (-5,1);

Reta focal: [ : x = —5;

Reta diretriz: d:y = —1.

Agora basta digitar na caixa de entrada a equagdo 4y = (x + 5)2. Ver figura 5.31.

Figura 5.31: Construcao da parabola

Nessa atividade, além da equagao do 2° grau da parabola, o professor também podera

explorar a translagao do vértice da pardbola para o ponto (-5, 0). Pode ser observado
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essa translacdao comparando a pardbola centrada na origem de equacio 4y = 22 com

a descrita nessa atividade 4y = (x + 5)2. Veja figura 5.32 com as duas pardbolas

construidas no geogebra.

T ; ; T ; T T T T T ; T y ; T
-10 b k] 7 - - - E - - 8

Figura 5.32: Comparando as parabolas

O professor pode explorar varias atividades de conicas com o Geogebra. O impor-
tante é administrar o tempo e acompanhar a construcao dos alunos para que as

sequéncias dos passos sejam bem sucedidas.
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Capitulo 6

Conclusao

A abordagem das seccbes conicas descrita neste trabalho foi redigida com uma linguagem
de facil compreensao podendo ser utilizada como material didatico no Ensino Médio. E
fato que o professor tem um grande aliado para o ensino das conicas que é o software
Geogebra. O uso da tecnologia em sala de aula tornou-se um instrumento importante
para o professor, principalmente na disciplina de matematica, ja que ela apresenta muitas

dificuldades com abstracoes e aspectos formais.

Nas atividades descritas no capitulo 05 foi proposta a utilizagao do software de geome-
tria dinamica, Geogebra, simplesmente pelo fato de favorecer um ambiente mais acalorado
e receptivo para os alunos, j4 que estamos com uma geragao que se encontra familiari-
zada com os computadores e a tecnologia, sem contar que o Geogebra é facilitador da

aprendizagem.

E importante ter em mente que a utilizacao do Geogebra em sala de aula é apenas
um meio para se ensinar e nao a finalidade da aprendizagem, ja que o uso desse programa
deve servir para diminuir as limitagoes relacionadas a compreensao e a visualizagao de um
objeto. Vale salientar ainda que o objetivo dos softwares educativos, no caso o Geogebra, é
o de fazer com que os estudantes adquiram os mais variados conceitos colocando em pratica

as informagoes transmitidas pelo professor e dessa forma construir o conhecimento.

Esse trabalho nao tem a pretensao de apresentar um roteiro tradicional de abordagem

das seccoes cOnicas, muito menos de restringir o contetddo ao que foi apresentado aqui, mas

71



simplesmente de mostrar que com as atividades propostas, o professor tem a oportunidade
de criar muitas outras intervengoes pedagoégicas e desse modo incentivar os seus alunos
a participarem das aulas bem como a ajudéa-los a serem autonomos na busca de novos

conhecimentos.

Os Parametros Curriculares Nacionais - PCN (Brasil - 1998, p. 43) retratam a neces-
sidade de se introduzir as tecnologias em sala de aula. Para tanto, como forma de tornar
dinamico o processo de ensino-aprendizagem, as atividades que foram propostas tem a fi-
nalidade de criar uma conexao entre o livro didatico e a sala de aula. Espera-se, pois, que
elas possam servir de sugestao para que se planejem aulas/atividades tanto por iniciativa

de professores quanto de graduandos.
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