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“O aumento do conhecimento é como uma esfera dilatando-se
no espaco: quanto maior a nossa compreensao, maior

7

0 nosso contato com o desconhecido.

Blaise Pascal.



Resumo

Neste trabalho, estimamos o volume da esfera por aproximacgoes por de somas de Rie-
mann utilizando cilindros, prismas de base quadrada e retangular e com a inscrigao de sélidos
geométricos na esfera de raio r. Mostramos a existéncia de um prisma de base quadrada
cujo volume é igual ao volume da esfera, utilizando a quadratura do circulo. Além disso,
demonstramos o principio de Cavalieri para areas e volumes e calculamos o volume da esfera

tal como é abordado nos livros didaticos, que utilizam esse principio como recurso.

Palavras chave: Espacgo Euclidiano, Somas de Riemann, Sélidos de Platao.



Abstract

In this work, we estimate the volume of the sphere by using approximations of Riemann
sums using cylinders, prisms of square and rectangular base and the inscribed of geometric
solids in sphere of radius r. We showed the existence of a prism with square base whose
volume is equal to the volume of the sphere, using the quadrature the circle. In addition
demonstrate the principle of Cavalieri for areas and volumes and we calculate the volume of

the sphere as is discussed in the textbooks, which use this principle as a resource.

Key words: Euclidean Space, Riemann sums, Sélids of Plato.
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CApPiTULO 1

Introducao

Desde muito cedo construimos uma nocao intuitiva de volume (que é o espaco ocupado
pelo objeto). Primeiramente comparando objetos entre si, verificando qual deles ocupa mais
espaco. Depois, tentando compara-lo com a unidade padrao: o cubo de aresta 1, (que tem
volume 1 por definigao).

Essa ideia intuitiva foi utilizada para o calculo do volume de varios objetos, mas pareceu
nao ser eficaz quando o cédlculo envolvia objetos arredondados e circulares, por exemplo, a
esfera.

Existem maneiras simples de verificar volumes desses corpos, como mergulhéd-los em
recipientes cheios de dgua e calcular o liquido transbordado. Mas e se o objeto em questao
for de um material permedvel, ou grandioso o bastante que nao caiba em um recipiente?
Esse método se tornaria inviavel.

Como prever a construcao de um objeto esférico, suas dimensdes? Para isso é preciso
calcular o volume da esfera de forma geral, sistematica e eficiente. E no Ensino Médio que
o volume da esfera e de outros corpos redondos sao estudados mais formalmente e, de modo
geral, os livros trazem a demonstracao da férmula do volume da esfera baseada no Principio
de Cawvalieri. No entanto, um questionamento que podemos fazer é: Esta é a melhor forma
de aprendé-lo?

E nesse contexto que figura este estudo, apresentar varios métodos que nos possibilitam
mensurar o volume da esfera de forma eficaz, geral e sistematica, utilizando para tanto com-
paragoes com sélidos de volume ja conhecidos como prismas, cubo, tetraedro, dodecaedro,
cilindros, além do Principio de Cavalieri.

No capitulo 2 abordaremos nocoes preliminares que subsidiarao o estudo sobre o vo-
lume da esfera. Iniciamos com a definicdo de espaco euclidiano, definimos intuitivamente
area e volume, estudamos as equacoes geral e reduzida da superficie esférica, analisando as
intersegoes dela com reta, plano e outra esfera.

Na sequéncia, fazemos o estudo de particao de um intervalo e da integral de Riemann, o
que além de nos permitir uma interpretacao geométrica, nos dé condicoes para realizar apro-

ximagoes dos calculos de area de figuras planas e de volume de sélidos geométricos obtidos



por somas infinitesimais, associando-os também as integrais simples e duplas, respectiva-
mente. Com base nesses dados, calculamos a drea do circulo com somas de Riemann. Aqui,
ainda demonstramos o teorema fundamental do calculo para integrais.

De posse dessas ferramentas, no capitulo 4, passamos ao estudo das aproximagoes do
volume da esfera, com o objetivo de apresentar varios métodos de como fazé-lo. Como a
area da cirfunferéncia ja foi calculada anteriormente, realizamos a primeira aproximagao
utilizando a soma infinitesimal do volume de cilindros. Feito isso, obtemos também uma
aproximacao do volume da esfera com prismas de base quadrada, depois com prismas de
base retangular e, ainda utilizando ambos, na tentativa de uma melhor aproximacao do
volume da esfera de raio 1.

No capitulo seguinte, efetuamos cédlculos dos volumes do cubo, do tetraedro e do dode-
caedro inscritos na esfera de raio r, comparando-os com o volume dessa esfera. Além disso,
nesse capitulo, realizamos a demonstracao do teorema de Cavalieri, mais conhecido como um
Principio, que é apresentado nos livros didaticos, porém nao demonstrado nesse nivel de en-
sino. E, com base nesse principio, demonstramos o volume da esfera tal como é desenvolvido
nos livros de Ensino Médio, na educacao bésica.

Para finalizar, no capitulo 6, abordamos um dos problemas classicos da Matematica que
¢ a quadratura do circulo que nos da respaldo para mostrar a existéncia de um prisma de
base quadrada, cujo volume pode ser calculado de maneira mais simplificada, com volume
igual ao volume da esfera.

Tendo em vista todas as formas de aproximacoes do volume da esfera estudadas somos
levados a acreditar que a demonstragao utilizando o Principio de Cavalieri, no nivel médio,
¢ a mais acessivel para os alunos, pois baseia-se no calculo do volume de um cilindro e de
dois cones, além do uso do Teorema de Pitagoras e do calculo da area de circulos, conteidos
estes, que sao estudados anteriormente ao do volume da esfera, como veremos ao longo do
trabalho.

Nesse contexto, nossas conclusdes apontam que em consideracao ao que foi estudado,
entendemos que o professor deve oportunizar a compreensao de demonstracoes matematicas,
pois conhecer o processo de construcao do conhecimento desperta o interesse do educando
em investigar, planejar, criar e testar hipdteses e analisar resultados, provocando uma visao

diferenciada dos saberes desenvolvidos ao longo dos séculos.



CAPITULO 2

Preliminares

Neste capitulo, abordaremos alguns conceitos que sdo necessdrios para um aprofunda-
mento sobre o estudo da superficie esférica e que sdo primordiais para o estudo do calculo
do volume da esfera por aproximacoes ou comparacoes com outros sélidos. Nao temos a
pretensao de definir todos os conceitos, por exemplo fungoes, derivada, etc. Manteremos
o foco apenas nos conceitos que contam, de certa forma, o percurso do trabalho, isto é, o
desenvolvimento do conceito de volume até a mensuragao do volume da esfera. Com isso, es-
peramos explicar ao leitor os motivos que nos levam a definir integral e nao definir derivada,

por exemplo.

2.1 Espaco Euclidiano E?

O espaco Euclidiano E? é um espaco vetorial real tridimensional munido de um produto
interno. O espaco R3 é um modelo desse tipo de espaco vetorial com o produto interno usual.

Sejam u = (z1, T9, 73),v = (Y1, Y2, y3) € R?, temos
UV = T1Y1 + TaYa + T3Ys.

Na verdade, esta é a representacao do nosso mundo real com as trés dimensoes (altura,
largura e comprimento) com uma escala em cada dimensao dada pelos nimeros reais na qual
o produto interno nos permite calcular comprimento, angulo, etc., em funcao dessa escala.

Nesse ambiente, temos a validade do Teorema de Pitagoras, portanto, a distancia entre

os pontos A = (z1,y1,21) € B = (%2, Y2, 22) é dada por:

d(A, B) = /(w1 — 22)> + (y1 — 12)* + (21 — 22)°
para a qual vale a desigualdade triangular:
d(A,B) < d(A, X) +d(X, B).

Definigao 2.1.1 Distancia de um ponto A a um subconjunto de E® é a menor distancia de

A aos pontos do subconjunto.



2.2 Nocao intuitiva de area e volume 4

2.2 Nogao intuitiva de area e volume

Intuitivamente, a area de uma superficie plana é a quantidade de quadrados de uma
unidade de area que cabem nessa superficie. Quando esses quadrados sao insuficientes para
determinar a superficie podemos usar uma porc¢ao menor desse quadrado unitério (ﬁ de area
do quadrado inicial, por exemplo) para continuar o preenchimento e assim sucessivamente,
até que possamos determind-la. Esse contexto nos remete ao calculo infinitesimal utilizado
por Arquimedes no século X e desenvolvido nas somas de Riemann.

Esse raciocinio também pode ser adotado para o cédlculo de volume dos sélidos, basta
tomar como unidade padrao um cubo de aresta 1 (com 1 unidade de volume) e tentar
preencher o objeto. O volume restante poderd ser preenchido com cubos que representam
fragoes do cubo inicial.

Assim, uma vez conhecida a drea de uma superficie ou o volume de um sélido estes podem

ser usados como novos modelos de comparacao.

2.3 A superficie esférica

Durante centenas de anos, a observagao da Lua e dos planetas proximos da Terra tem
instigado a curiosidade dos homens. Como dimensionar esses astros sem toca-los? Serao
eles esferas perfeitas? Arquimedes, no século X, ja estudava um método para o cdlculo do
volume de esferas.

Este é um sdlido geométrico que, segundo os gregos antigos, representa equilibrio e per-
feicdo. Identificada em objetos do cotidiano ou confeccionados pelo homem ainda provoca
a curiosidade e o fascinio diante de tamanha beleza e perfeicao. Neste capitulo faremos um

estudo sobre essa superficie.

Definicao 2.3.1 Superficie esférica S de centro C e raio p é o lugar geométrico dos pontos
X de E3 tais que d(X,C) = p.

Figura 2.1: Superficie esférica S.
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Notagao: Sempre que dissermos superficie esférica S considere centro C e raio p.

Observagao 2.3.2 No sistema ortogonal, seja C' = (xo,y0,20) € X = (x,y, z), entdo X € S

se e somente se
S:(x—x0)* 4+ (y —yo)* + (2 — 20)° = p° (2.1) (Equagao reduzida da esfera)

pois no espaco euclidiano essa € a definicdo de distancia entre dois pontos. Dessa forma,
expandindo (2.1) temos:
S+ +24+ar+by+cz+d=0 (Equagao geral da esfera)

onde a = —2xg, b= —2yy, c = =2z e d = 2} + y3 + 25 — p*.

Proposicao 2.3.3 A equacao S : 2> +y?+ 2? +ax +by+cz+d = 0 descreve uma superficie
esférica se e somente se
A+ +c—4d>0

Va2+bi+c2—4d

e nesse caso: C = (=%, =% —) ep= 5 .

Demonstracao: Pelo completamento de quadrados, temos:
=t 4 (5) - (5) = (o 3) - (3)
€T = R — — (= — — Y
2 2 2 2 2
A
2 b _ - _ -
Yy~ + oy y+2 5
e (+5) - (5)
ZHez=z4+=) — (=) -
2 2
Assim, reordenando a equagao geral:
S x*dar+yPFby+ 22 ter=—d—=
g a\ 2 b\? c\2 d a\? b\ > c\2
: = = -] =- = = -] —
<“’+2) +(‘1”2) +(’ZJF2> +<2> +<2> +(2)

2 b2 CQ

R O B O

S:(x+;)2+<y+;>2+(z+g>2:a2+b2262_4d. (2.2)

A equagao (2.2) tem solugao se, e somente se, a® + b? + ¢ — 4d > 0.




2.3 A superficie esférica 6

Agora, comparando a equagao (2.2) com a equagao reduzida da superficie esférica, temos

Va2 + b+ —4d u .
p= 5 com C' = (-5, -3, —5).
|
Corolario 2.3.4 Cada superficie esférica possui uma unica equagdo geral.
Demonstragao: Suponhamos, pela proposigao anterior, temos que
PP+ tar+by+az+d =0
e
Y+ ar byt oz +dy =0
sdo equacoes da mesma superficie esférica. Assim,
(@ b a)_ (e b o
27 27 2 27 27 2
e
VAT +E—4d, a3+ b3+ — 4dy
p= =
2 2
:>CL1:(ZQ,b1:b2,012026d1:d2. |

Definicao 2.3.5 Seja S uma superficie esférica, dizemos que P € um ponto:
e [nterior a S se d(P,C) < p;

e FExterior a S se d(P,C) > p.

Um congunto de pontos € interior se todos 0s seus pontos sao interiores a S.

Um conjunto de pontos € exterior se todos os seus pontos sao exteriores a S.

Proposicao 2.3.6 Se A ¢ interior e B ¢ exterior a superficie esférica S, entdo S contém

um ponto pertencente ao segmento AB.

Demonstracgao: Sejam A = (z1,y1,21) € B = (22,2, 2) € E* e S uma superficie

esférica de centro C' = (0,0,0). Temos que a equagao geral de S é dada por:
2yt 42 = R

A equagao da reta r, que contém os pontos A e B, é dada pelos pontos X = (x,y, z), tais
quer =tA+ (1 —t)B,t € R, ouseja, X = (g + (x1 — x2)t, Y2 + (y1 — y2)t, 20 + (21 — 22)1).

Entao X € rN S se e somente

d(X,C)—p* =0 =
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(22 + (21 — 22)t)* + (2 + (11 — ¥2)8)* + (22 + (21 — 22)t)> — p* = 0.
O primeiro membro dessa equacao é um trindomio do segundo grau, onde:
(z1 — 22)° + (1 — 12)* + (21 — 22)° > 0.
Vamos definir ¢ : [0,1] — R
p(t) = (22 + (21— 22)t)” + (Y2 + (11 — ¥2)1)* + (22 + (21 — 22)1)* =
Observe que para t = 0, temos que X = B e:
p(0) = a3 +y; + 25 — p* = d*(B,C) = p* > 0

pois B é exterior a S.

Para t = 1, temos que X = A e:
(1) =2 +yi+ 21 — p> =d*(A,C) — p* <0

pois A ¢ interior a S.

Temos que ¢(1) < 0 < (0), entdao segue do Teorema do Valor Intermedidrio, ver em [5],
que existe ¢t € (0,1) tal que p(t) = 0.

Como o grau de ¢(t) é igual a 2 e ¢(t) tem uma raiz real, entao p(t) possui duas raizes reais

distintas. Logo, X € S e X pertence ao segmento AB. |

2.3.1 Intersecao e posicao relativa
Proposigao 2.3.7 Sejam r uma reta e § uma superficie esférica.
a) Se d(C,r) > p entdo r € exterior a S ernNS = .

b)Se d(C,r) = p, entao r NS = {T'}, ou seja, r € tangente a S e T é a projecao ortogonal
de C sobre r.

c) Sed(C,r) < p, entao rNS = {1, T}, ou seja, r é secante a S e o ponto médio do segmento
11Ty € a projecao ortogonal de C sobre r. Neste caso os pontos interiores do segmento AB

sao interiores a S e 0s pontos exteriores ao segmento AB também sdo exteriores a S.

Demonstracao:

a) Como d(C,r) é a menor das distancias do ponto C a todos os pontos da reta r, temos

que para um ponto X de r,

d(C,X) = d(C,r) > p=d(C, X) > p.
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Portanto, X é exterior a S.

b) e c¢) Sem perda de generalidade, considere S na origem, assim a equacao geral de S é
dada por:
St +y? + 27 =ph

Seja @ = (z1,y1,0) o ponto de intersecao der com o plano z = 0er: X = (x1,1,t),Vt €

R. Entao X € r NS se e somente se
22yt 4t = pt = 0. (2.3)
Como o segmento CQ é perpendicular a r, pelo Teorema de Pitagoras, temos:
d?(C,r) = d*(C,Q) = 7 + yi. (2.4)
Substituindo (2.4) em (2.3), temos:
TP P =0= d*(C,r)+t* - p*=0=t> = p* — d*(C,r).
Assim, temos dois casos a considerar:

e Sed(Cir)=p=t=0ernS={Q}.

Figura 2.2: Interse¢do da reta r com o plano z =0 e S.

e Sed(C)r) < p=1t==4/p?>—d?*(C,r), ou seja, existem ty,ty (simétricos em relacao
aQ)ernsS = {(z1,y1,t1), (x1,71,t2)}. Logo Q é ponto médio do segmento AB e

interno de S.
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Proposigao 2.3.8 Sejam m um plano e S uma superficie esférica.

a)Se d(C,7) > p=1NS =0, ou seja, ™ € exterior a S.

b)Se d(C,m) = p= NS ={X}, ou seja, m € tangente a S e X é o ponto de tangéncia.
c) Se d(C,7) < p entio m NS ¢ uma circunferéncia de raio o = \/p* + d2(C, ) contida em

T, cujo centro € a projecao ortogonal de C' sobre 7, ou seja, o plano w é secante a S.

Demonstracao:
a)Se X e m = d(C,X) > d(C,n). Se d(C,m) > p = d(C,X) > p, ou seja, VX € 7
dC,X)>p=XgS=nmNS=2.

b) e c¢) Sabemos pelo Teorema de Pitdgoras que:

e Se d(C,m) = p entdo existe X € 7 tal que d(C,X) = peVY € m — {X} temos que
d*(C)Y)=d*(C, X)+d*(X,Y) = p*+d*(X,Y). Assim d(C,Y) > p <= d(X,Y) > 0.

Figura 2.3: Intersecao de 7 e S quando d(C, ) < p.

e Se d(C,m) < p entdo existe Y € 7 tal que d(C,Y) = p. Assim, temos que
(CY)=d(X,Y)+ d*(C,n) = &(X,Y) +d*(C,7) = p* =
d(X,Y)=/p?—B?(C,n) = 0 = +/p?> —d*(C,m), onde o é o raio da circunferéncia

de centro X, contida em 7.
|

Corolario 2.3.9 Seja T um ponto da superficie esférica S. O plano ™ que contém T e €

perpendicular ao segmento C'T é o unico plano tangente a S em T.

Demonstracao: Considere T a projecao ortogonal de C sobre 7. Logo
d(C,m) =d(C,T) = p.

Portanto w é tangente a S em T.

Para a unicidade, suponha que 7 é um plano tangente a S em T, entdo m NS = {T'}. Como
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T é uma projecdo ortogonal de C sobre 7 entdo CT é um segmento perpendicular a 7.

Como 7 e m contém T e sdo ortogonais a C'T' entao m = 7. [ |

No espaco E? para determinar uma circunferéncia, além do centro e raio, precisamos de
mais informagoes e uma delas pode ser o plano que a contém.

Sabemos, pela proposicao anterior, que se ™ é um plano secante a S, temos que 7 N S é
uma circunferéncia de centro Q (projecao ortogonal de C sobre 7) e raio 0 = /p? — d(C, m)2.
Vale a reciproca: toda circunferéncia pode ser vista como a intersecao do plano que a contém
com uma superficie esférica e existem infinitas delas. Em particular, aquela que tem centro
e raio iguais aos da circunferéncia é a esfera menor de todas, pois qualquer outra menor que

ela ndo conteria a circunferéncia.

Sejam duas superficies esféricas distintas
S +y?+ 22+ a2 + by + 1z +dip = 0 com centro O e raio p; e
Sy i 2? +y? + 22 + asx + byy + oz + dy = 0 com centro Cy e raio ps.

Suponha, sem perda de generalidade, pa > p; e 6 = d(Cy, Cy).

A intersecao S; N Sy representada pelo sistema:

P+ +art+bhy+az+d =0
{ 222+ 22t ar byt oz +dy=0
que € equivalente a
Py tar+bhy+az+d =0
{ (ag —ay)x + (by — b))y + (ca —c1)z+dy —dy =0
ou ainda,
{ 22+ 2+ 22+ asx + boy + cpz +dy =0
(ag —a))x+ (by — b))y + (co—c1)z+dy —dy =0 ‘

Se C7 = Cy entao p; # po, pois S1 e Sy sao superficies esféricas distintas. Assim temos
a1 = ag, by = by, ¢y = ¢ e di # dy e um sistema impossivel. Portanto, duas superficies

esféricas concéntricas distintas tém intersecao vazia.

Se 01 75 CQ, temos d(C1, CQ) >0ea equa(;éo (ag—a1)$+(bg—b1)y+(CQ—Cl)Z+d2—d1 =0
é a equagao geral de um plano 7w, chamado de plano radical das superficies esféricas S; e
Sy (ndo concéntricas). Portanto, S; NSy = S; N7 = Sy N7 e nessa situagao hé dois casos a

considerar:
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e 51 NSy é uma circunferéncia I' contida no plano radical cujo centro é C;C5 Nw. Neste

caso, 51 e Sy sao secantes.

Ci

Sy

Figura 2.4: S; e S5 secantes.

e S1NSy ={T} tal que T = C1Cy N7, ou seja, T é o ponto de tangéncia das superficies

esféricas.

S

Figura 2.5: 57 e S5 tangentes.

No caso S1 N Sy = @, S e S5 sao disjuntas e w é exterior as duas superficies esféricas.

C1 CZ

S

Sy

Figura 2.6: S; e S5 disjuntas.

Ainda podemos concluir que
d(Cy,m) < p1 <= d(Cy, ) < pp => S e Sy sdo secantes.
d(Cy,m) = p1 <= d(Cy, 1) = po => S} e Sy sdo tangentes.
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d(Cy,m) > p1 <= d(Cy, ) > py = 5] e Sy sao disjuntas.

Assim, para obter a intersecdo de duas superficies esféricas basta trabalhar com uma

delas e o plano 7.



CAPITULO 3

A soma de Riemann

As somas de Riemann abordam conceitos de divisoes infinitesimais de dreas e volumes.
No Brasil, esse conteido fazia parte do curriculo do nivel médio até a Reforma Capanema
(1961). Estudar essas divisoes infinitesimais no Ensino Médio auxiliaria o aluno na compre-

ensao de conceitos de limite e séries, minimizando dificuldades no entendimento de conceitos

que fogem da intuicao e do senso comum.

3.1 Particao de um intervalo

Seja [a, b] um intervalo. Uma parti¢ao de [a, b] é um conjunto finito P = {zg, 1, xe, ..., x, }
onde a = g < ] < Tg < ... < Tpoy < Tp
1=1,2,3,...,n.

b, que divide em n intervalos [z;_1,z;],

o)
X - T

Figura 3.1: Particao de [a,b] em n intervalos.

Os intervalos nao precisam ser necessariamente iguais, mas aqui os consideraremos assim.
A amplitude de cada intervalo é dada por Ax;

= x; — x;_1. Considere ¢; € [z;_1,x;], para
cada indice 7 € {1,2,3,...,n}.

QO

o

(9]

N

(@]

w

O
1o
X

:O
:O

X - T

Figura 3.2: Particao de [a,b] com ¢; € [z;_1, ;.

Seja f uma fungao definida em [a,b]. O nimero representado por
> fle)Azi = fen) Az + fe2)Axy + .. + flea) A,
i=1

13
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denomina-se soma de Riemann de f, relativa a particao P e aos pontos ¢; € [x;_1, z;].
Se f(¢;) > 0, f(c;)Ax; serd a area do retangulo determinado pelas retas = = z;_1, © = 1z,

y=0ey= f(c). Se f(¢;) <0, a area do retangulo serd — f(c;)Aw;.

A soma de Riemann geometricamente é a diferenga da soma das areas dos retangulos

formados acima do eixo x e a soma das areas dos retangulos formados abaixo do eixo x.

3.2 A integral de Riemann

Seja f uma fungao em [a, b]. Como toda fungao continua é integrével, ver [5], se existir L

tal que dado ¢ > 0, 36 > 0, tal que

| S0 fle)Az; — L|<ee0< Ax; <4, para toda parti¢ao P de [a,b] independente da

escolha de ¢;, ou seja:

hmO;f(ci)Axi =L

A:EZ‘—>

entao L é chamado de integral de Riemann de f em [a,b] e o indicamos por:

b n
_ _ ) ) _ [b=d]
L= /a fz)dx = llmOZ; flen)Ax; com Ax; .

A$i*>

Exemplo: Calcular a soma de Riemann de f : [1,3] — R, continua e definida por

f(z) = 2% Em seguida calcular a integral de Riemann.

Considere a parti¢ao [1,3] dividida em n intervalos, e que cada intervalo Az; = %

Considere ainda ¢; = 1 + z%

Assim temos,

S Fe)Aw = f <1 + 12) %+f (1 + 22) .%+...+f (1 +(n— 1).2) %+f (1 + ni) %
i=1

1—1—1.2 2—1— 1—1—2.g 2+...+ 1+ n—l.2 2—1— 1—i—n.g 2.
(112)  (122) oo (e n2)  (1402)]

Desenvolvendo os produtos notaveis, temos

4 4 4 4 2\ 2 4\? 6\> 2n\ 2
nldt—42—-+43—4.dn—+(=2) +(=) +(=) +..+(=
n n n n n n n n
9

1 1
-z {n+n(4+2.4+3.4+...+n.4)+n2(22+42+62+...+(2n)2)}.

2

S A = 2
i=1

n

n
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Como

4424434+ ...4+nd=2n>+2n

dn(n+1)(2n+1)

22442 46+ ...+ (2n) = G

igualdades demonstradas por inducgao, temos que

gf(qui = i {n - 711.(2n2 +2n) + nlz (4n(n i 125(% * l)ﬂ .

Portanto a soma de Riemann é dada por:

< 26 8 4
1 A 3 = — - b
; fle)Aa 3 + n + 3n?
Calculando a integral de Riemann, temos:

. 8 4 26
ot chz Ar=lim S =

que também pode ser calculada por:

3.2.1 Interpretagao geométrica

A integral de Riemann pode ser relacionada ao célculo de areas de regioes limitadas por

fungoes continuas.

Figura 3.3: Regiao A limitada por x = a, z = b, y = 0 e pelo grafico de y = f(z).

Seja f uma funcao continua em [a,b], com f(z) > 0.

Vamos definir a drea A limitada pelas retas © = a, x = b, y = 0 e pelo grafico de y = f(z).
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Seja P uma particdo em [a, b] e ¢, ¢} € [z;-1, ;] tais que f(c;) é minimo e f(¢}) é maximo
no intervalo [z;_q, x;].

A soma de Riemann ), f(¢;)Az; é uma aproximacao da drea de A e observe que

Zf JAz; < A

A

Figura 3.4: Aproximacao da area da regiao A por falta.

Enquanto que Y1, f(¢;)Az; é uma aproximagao por excesso de A tal que

Zf Az 2

f(x)

Figura 3.5: Aproximacao da area da regiao A por excesso.

Assim, temos que
Z fle)Az; <A Zf VA

Segue do Teorema do Confronto, ver em [5],

n o n b
A= Jim > fle)de = Jim L > fie) = | staa
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Observacao 3.2.1 Analogamente, podemos definir o volume de dreas limitadas por aplicagcoes
f:R? = R.

Seja fuma fungao continua. Suponha f(x,y) nao negativa. Seja R uma regiao da equagdao
z = f(z,y) e Az; e Ay; parti¢oes referentes a largura x e ao comprimento y dessa regido,

respectivamente, e (¢;,d;) um ponto arbitrdrio da regido Ax;Ay;.

zZ
f C-,di

Figura 3.6: Sélido de base R e altura f(c¢;, d;).

O sdlido cuga base € a regiao R e a altura € f(c;,d;) tem seu volume determinado por:

AmiAyi —0

V=1 flei, di) Az Ay; = f(z,y)dzdy.
im ; c T; Ay /R/ x,y)dzxdy

3.3 Calculo da area da circunferéncia por somas de

Riemann

Para iniciar os estudos sobre as aproximagoes do volume da esfera por somas de Riemann
se faz necessario conhecer a area da circunferéncia.
Ao utilizar somas de Riemann é preciso escolher uma relagdo que seja uma fungao.
Por isso, e para simplificar os cédlculos, vamos aplica-la a i da circunferéncia, com 0 < x < 1
e0<y<1,ouseja R:[0,1] — [0, 1] para depois estender a aproximagao da area obtida

para a circunferéncia completa.

Seja 2% + y? = 1 a equacao da circunferéncia de raio 1. Temos que
v =1-2"=|y|= V122
Tomando z € [0,1] e y € [0, 1], temos:

y=v1-—2z2
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Calculando a area entre os eixos t =0, x =1, y =0 e y = v/1 — 22 que corresponde a i

da circunferéncia, considerando Az; = % e ¢; o ponto médio do intervalo, temos:

5
1\ 1 1 1\ 1 1 2\ 1
DAz =f(0+—=) .= O+ —+=].— 0+—+2].=
;f(c) v f( +10) 5+f< +10+5> 5+f( +10+5> 5t
1 3\ 1 1 4\ 1
+f<0+10+5>.5+f<0+10+5>.5
11 1 1 1
= BVIL \/ET+55\0/§+ V5L + V19 = 0,792996955...
Logo a area da circunferéncia é dada por:
2 11 1 1 1
_2BVIL+ V91 *;f* VSLE VI9) _ 171087804

Generalizando. Consideremos a regiao entre os eixos x =0, x =r,y =0e y = Vr2 — 22

Dividindo-a em n partes, temos Ax; = = e ¢; = =, entao:

S stepsri=f(5) Lo (22) Lo g (30). Lt (n-.2) 2

(%)2 <\/n2—12+\/n2—22+\/n2—32+...+\/nQ—(n—1)2+\/n2—n2).

Logo,
n 2 n
Z fle)Az; = (£> Z vn? — 2, (3.1)
n
i=1 i=1
Seja A a area de um circulo de raio r. Como em (3.1) os calculos correspondem a

aproximacao de i da area do circulo A, segue que:

A=4 lim <£> Z\/nQ—iQ: lim 4<£> Z\/nQ—zQ:TZ lim —QZ\/nQ—iQ
S a—— S —— el

n—oo n—m—oo

com
n
4

3.4 Teorema do valor médio para integrais

Teorema 3.4.1 Seja f uma fungdo continua em [a,b], entao existe © € [a,b] tal que

10)= = [ fa)da,
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Demonstragao: Como f é continua em [a, b], f tem valores maximo e minimo absolutos
em [a, b], ou seja, existem x1,x2 € [a, b] tal que f(z1) = m é minimo e f(z2) = M é maximo
absoluto.
Entéao temos que V¢ € [a, b]

m < f(t) < M.

Seja f(x) > 0. Como a integral definida calcula a area sob o grafico, temos que: A drea
do retangulo a < x < b e altura m é: (b — a).m e a drea do retangulo a < x < b e altura M
é (b—a).M, entao

b
m(b—a) < / ft)dt < M(b—a).
Como b — a > 0, entao

1

m <
“bh—a

/bf(t)dth:

= | 10d < s

Temos que f é continua em [z, x5, entao segue do Teorema do Valor Médio, ver [5], que

f(x1) <

existe © € [a, b] tal que

10) = ;= [ s

3.5 Teorema fundamental do caculo
A demonstracao desse teorema subsidiara os estudos sobre o Principio de Cavalieri.

Teorema 3.5.1 Seja f uma fungdo continua em [a,b).

Se a funcao F ¢é definida por
b
F(x) = / f(t)dt
para todo x em |a,b|, entdo

Além disso, se F'(x) = f(x) entao

F(t)dt = F(b) — F(a).
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Demonstragao: Precisamos calcular F'(x) e verificar que F'(x) = f(x).

Temos, por definicdo, que

Fla+h) = F(z) _ [7™" f)dt = [7 f(t)dt
h h '

Suponhamos, sem perda de generalidade h > 0.

Temos
St @ de = [T @de [T e+ [T @)de— [T F@de
h h
f;+h f(t)dt B 1 z+h B 1 z+h
=t = h/x F(t)dt = G x/x f(t)dt.

Pelo Teorema 3.4.1 temos que existe © dependente de h, tal que

1 x+h
(ac—i—h)—x/ f()dt = f(©(h))

para algum © onde z < O(h) < x + h.

Como

lim z =2 = lim x +h ex<OMh)<x+h

h—0+ h—0+

entao segue, pelo Teorema do Confronto, ver [5], que:

lim ©(h) = .

h—0*

Assim,
lim F(“h})z_F(x) — lim f(O(h)).

h—0t h—0t

Sendo f continua em [a, b], temos

i £(©() = 1  Jim ©(1)) = /(0

h—0+ h—0t

De modo anélogo prova-se que

h—0— h—0—

i f(©) = 1 ( im ©0)) = (0.

Logo, os limites laterais existem e sao iguais, portanto:

Agora considere um intervalo [a, b] e uma particao P = {xg, x1, ..., x,} tal que
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a=20< 11 <..<xp=beAr;=x; — x;_1.
Temos
F(b) — F(a) = F(zy) — F(x)
=F(x,) — F(xp1)+ F(rn1) — F(rn2) + F(xy2) — ... — F(x1) + F(z1) — F(x0)

Associando os termos dois a dois, temos
F(b)=F(a) = [F(zn) = F(2n1)]+[F(2n1) = F(2n-2)]+...+ [F(22) = F(21) |+ [F(21) = F(20)]

Note que a expressao acima pode ser escrita como

n

F(b) - F(a) Y[F(a) — Fla,-1)).

i=1

Segue do Teorema do Valor Médio para derivadas, ver [5], que existe ¢; € [x;-1, z;] tal que
F(x;) — F(zi) = F/(Ci)(xi —xi1) = flei)(xi — zia).

Dessa forma,

n n n

F(b) = F(a) =Y [F(x;) = Flzi )] = Y fle)(@i —xi) =Y fle)Aw;

=1 =1 i=1

que é uma soma de Riemann de f em [a, b]. Quando Ax; — 0, temos

F(b) — F(a) = limOZf(ci)Aa;i = / f(x)dz.



CAPITULO 4

Aproximacoes do volume da esfera

Neste capitulo, apresentaremos varios métodos que nos possibilitam mensurar o volume
da esfera, partindo de aproximagoes realizadas com somas de Riemann e cilindros, depois
com prismas de base quadrada e retangular, com soélidos inscritos na esfera e, por fim, com

a utilizacdo do principio de Cavalieri e a demonstracao dos livros de Ensino Médio.

4.1 Calculo do volume da esfera com cilindros

Sabemos que o volume de um cilindro reto é dado pelo produto da area da base pela
sua altura, ou seja, V., = 7r?h em que r é o raio da base e h é a altura do cilindro. Para
calcularmos uma aproximacao do volume esférico, nessa sessdo, consideraremos varias “fatias
cilindricas” que se aproximam da metade do volume da esfera e depois estenderemos esse

raciocinio para o volume total.

Figura 4.1: Aproximacao de metade da esfera com cilindros.

Considere a regiao da esfera de raio 1 e C'= (0,0,0) e x = 0. Considere o intervalo [0, 1]

dividido em 10 subintervalos iguais e sejam y,, n = 1,2, ..., 10 os pontos médios de cada um

desses intervalos. Temos que a altura de cada cilindro serd de % e o raio de cada cilindro

corresponde a coordenada z, calculada a patir de y, nos 10 intervalos tomados.
Assim temos:
e para Yy = 55, 2f = 500, pois #? + ¢y + 22 =1 = 07 + (;10)2—1—22 =1

22
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_ 3 2 _ 391,
o para Yy = 55, % = 405

_ 5 2 _ 375.
o para ys = o5, 25 = 30

_ T 2 __ 351.
® para y4—%, Z4—m,

_ 19 2 _ 39
® para Yijo = 207 20 = 200"

Assim, o volume dos cilindros, representado na figura 4.2 é dado por:

Figura 4.2: Representagao do volume de metade da esfera com cilindros.

Fonte: A autora.

_W@i ﬁ@i+ﬂﬁi+ . 111 1 39 1 267
~ 77400710 400 10 40010

Wml—o + 7T4—001—0 = mﬂ'.

Para facilitar os calculos consideramos apenas metade esfera, dessa forma, temos que
multiplicar o resultado obtido por 2. Logo, o volume aproximado da esfera de raio 1 é dado
por 267 267

V.= 2.4—00% = %W

Considere agora uma superficie esférica de raio r e C' = (0,0,0), z = 0 e seja y € [0,r].
Vamos dividir [0, 7] em n intervalos de comprimentos iguais, ou seja, de - de comprimento,
que corresponde a altura de cada cilindro. Considere ainda os pontos médios de cada um
desses intervalos para calcular a coordenada z, que representa o raio de cada um dos cilindros

tomados. Com isso, temos:

2 2
roo2 _ ri(dni-1),
® paraynr = 5., %1 = T gz

_ 3 2 _ r’(4n-3%),
® para Yz = 5., 29 = mz



4.2 Célculo do volume da esfera com prismas 24

_ 5 2 _ r’(4n’-57),
® para ys = on 3 = An2 )

@Cn—Dr _2 _ r2(4n%2—-(2n—1)3)
2n ) Fn = 4n? '

e para y, =

Logo, o volume aproximado da regiao é dado por:

PR P | Pt —) = e 1P
4n? n 4n? n 4n? n 4n? n
ou seja
3 n
_mr 2 . 2

i=1
Como a equagao (4.1) representa a aproximagao do volume de metade de uma esfera de raio

r, temos que o volume da esfera é dado por:

7T7"3

3 n n
. . T 2 ro: 1\2\ _ 1 e 2 (o:  1)2
Ve=2. lim - 2(471 (2i=1)) = lim o z;(zm (2i — 1)%).

4.2 Calculo do volume da esfera com prismas

Agora, estudaremos o volume aproximado da esfera por prismas, primeiro os de base qua-
drada e depois com base retangular. Destacamos aqui que, para efetuarmos menos calculos e
realizé-los de maneira mais sucinta consideraremos apenas % da esfera de raio 1, porque além
de facilitar as contas consideramos a representacao de um octante da esfera no sistemas de
coordenadas do espago euclidiano E? com centro C' = (0,0,0). E depois disso, estenderemos

o resultado obtido para toda a esfera.

Considere a regiagoonde 0 < z < le0 <y <1e0< 2z < 1. Assim, teremos uma
aproximacao de é do volume da esfera.

Considere o plano formado pelos eixos x e y. Sejam z € [0,1] e y € [0, 1] e seus intervalos

divididos em 5 partes iguais. Teremos um quadrado de 1 x 1 dividido em 25 quadrados com

area individual de Em seguida, calculamos as coordenadas de Z;;, com i,j € {1,2,3,4,5}

1
25
que ¢é ponto de intersecao das diagonais de cada um desses quadrados.

Entao, temos que no quadrado:

e parax = %, y = é o ponto de intersecao das diagonais tem coordenadas Z;; = (1—10, %);
e para r = %,y = % temos Z15 = (%, %);
e para r = %,y = % temos Z13 = (%, %);
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Figura 4.3: Intersecao de i do circulo maior da esfera e dos 25 quadrados de drea 2—15

2i—1 2j—1),
)

® para z = ¢,y = % temos Zij:( TR

9 i)_

e paraz = 1,y = 1 temos Zs5 = (75, 15

Consideremos agora a regido formada por 22 4+ 4% + 22 = 1 com z > 0 em intersecao com
o quadrado de 1zl acima citado. Logo, para cada ponto Z;;, teremos um valor para z na
equacao 2 +y?> + 22 =1, com 1 — 2% — 3% > 0. Este valor serd a altura dos prismas de base

quadrada. Assim, temos:

_ /1 1 _ /98 fae (L2 132 2 _ 21 L _ L.
e para Z11 = (15, 35), 2 = /100> POIs: (35)" + (5)" + 2" =1=2"=1— 355 — 105
_ (1 3 _ /90 o 1N\2 4 (332 .2 _ 2 1 _ 1 _ 3.
* para Ziy = (35, 35): 2 = /100> POIs: (55)° + (55)° + 2" =1 = 2" = 1 — 55 — 15
/1 5\ ._ [7a 12 4 (524 L2 L2 1 L _ 5.
® para Zlg—(m,m),Z—\/;, pois (10) +(10> +27=1 =1 100 ~ 100’
_ /21 2j-1 oo (20=1N2 | (2j-1\2 | 2 2 _ (2i-1)? _ (2j-1)%,
e para Zy; = (557, ), pois: (F57)° + (T )+t =1= 2" =1 - S5 — "o

. 2 2
e para Zss = (35, ), 2 ¢ R, pois: (%)2—1-(1%)24-22:1:22:1—%—%.

Calculando a soma do volume de cada um dos prismas de base quadrada, temos:

o (N oLy oo e
- \5/) 100 100 5) 100 100 5) 100 100

1\? 92 12 1\? 92 32
S & Y (e B
* (5) 100 100 (5) 100 100
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Figura 4.4: Representacao do volume de % da esfera com prismas de base quadrada.

Fonte: A autora.

Logo,
V =0,522255335... (4.2)

Agora para obtermos o volume aproximado da esfera de raio 1, basta multiplicar o resul-
tado obtido em (4.2) por 8:

Ve =28 x 0,522255335 = 4, 178042686...

Generalizando. Consideremos o plano formado pelos eixos x e y. Sejam = € [0,7] e
y € [0,7] e seus intervalos divididos em n partes iguais. Teremos um quadrado de lado r
dividido em quadrados com area individual de (%)2 Em seguida, calculamos as coordenadas
Zij, com 1,5 € {1,2,3,...,n} que é o ponto de intersecao das diagonais de cada um desses

quadrados. Assim, temos que no quadrado:

e parax = -,y = = o ponto de intersegao das diagonais tem coordenadas Z;; = ( L );

2n’ 2n
_r _2r _ r  3r\.
e parax = ., y = <° temos 19 = (%,%),
r 3r r  5r\.
e para r = ., y = - temos Z13 = (%,%),

ir

e parar = -, Y = % temos Zz’j — ((2i—1)r (2j—1)r>_

2n 2n ’

e para x =71,y =1 temos Z,, = <%7 %)

Considere a regiao de intersecao formada por 2% + y? + 22 = r2, com z > 0 e o quadrado
r X r. Assim, temos que para cada ponto Z, haverd um z, que representa a altura do prisma

de base quadrada. Portanto:
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(o r2 9r2 : r\2 3r) 2 2 _ .2,

e para Zlg—(gn,%) temos z = /72 — {5 — T3, pois (%) +(%) + 22 =r?
° 7 _( )t _ 2 r2 252 : L2_|_ @2_’_ 2 _ .2,
para Zi3 = (3=, 5-), temos z = /7 s — 223, pois (5~ o 2% =%

_ /@i—D)r (2j—Dr _ [ @i—D22 (2j-1)%2,
e para Z;; = (~5, Fo "), temos z = /1% — T — S

( 2n—1)r (2n—1)r

(2n—1)2r2  (2n—1)2r2
2n 7 2n !

), temos que z ¢ R, pois z = 1/r? — = pre

e para Z,, =

Logo, a soma do volume de cada um dos prismas de base quadrada é dado por:

= 27;; D VAn? — (20— 1)2 — (2j — 1)? (4.3)

1=1
j=1

com 4n? > (20 — 1)2 + (25 — 1)

Como o volume encontrado em (4.3) corresponde a aproximacao de % da esfera de raio r,

basta multiplicéd-lo por 8 para assim obter o volume de uma esfera de raio r, que é dado por:

. r ; -
V=8 lim - D VAn? — (20— 1)2 — (2j — 1)?

lim —- Z VAn2 — (20 —1)2 — (2§ — 1)?

n—>o0 n3

com 4n* > (20 — 1)? + (25 — 1)

Agora, do mesmo modo que realizamos anteriormente, calcularemos a aproximacao do
volume da esfera com prismas de base retangular. Para minimizar a quantidade de calculos
efetuados consideraremos apenas é do volume da esfera de raio 1, por ser a representacao de
um dos octantes da esfera de centro C' = (0,0, 0) no espaco euclidiano E?, com 0 < x < 1,
0<y<1le0<2z<1, lembrando que posteriormente o raciocinio sera desenvolvido para a
aproximacao de todo o volume da esfera.

Considere uma regiao limitada por z = 0, y = 0, e 22 + 4> = 1. Seja o intervalo y = [0, 1]
dividido em 5 partes iguais e o intervalo x = [0, 1] dividido em n partes iguais. Assim temos
retangulos de area % O encontro das diagonais desses retangulos sao os pontos Z;i, Zjo,

Zysy Ziay Zms com i, 5,k l,m € {1,2,3,...,n}. Entdo, temos

1

e paraxr = -,y = % o ponto de intersecao das diagonais tem coordenadas Z;; = (i, %);
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Figura 4.5: Intersecao de i do circulo maior da esfera e dos retangulos de area %

® para x

® para x

e para x

e para x

e para x

e para x

temos Zoy = (3, 15);

S
<
I

=

2i—1 1
2n 10

temos Z; = ( ) com

<
I
=

_ 2 - = . . _ (1 3\.
= £ o ponto de intersecao das diagonais tem coordenadas Z1» = (5, 75);

2 _ 2 o 3 3.
2,y = £ temos Zy = (5, 15);
7 _ 2 _ (27—1 3 27—1 V91,
Loy =% temos Zjp = (%5~ 35) com = < Y

_3 ~ = : : _ (1 5.
= £ o ponto de intersecao das diagonais tem coordenadas Z13 = (5, 15);

temos Zog = (2, 15);

S v
<
I
lw

temos Ziz = (

3
<
I
W

_ 4 : ~ . . _ (1 7).
= ¢ o ponto de intersecao das diagonais tem coordenadas Z14 = (5, 15);

temos Zoy = (%, %);

3o
<
Il

BN

20-1 7 20—1 V51,
temos Zl4 = (77 TO) com “on < =T

3|
<
Il
B



4.2 Célculo do volume da esfera com prismas 29
_ 1 . _5_ : = : . _ (1 9
e z =, y=: =10 ponto de intersegao das diagonais tem coordenadas Z5 = (%, ﬁ),
_2 ,_5 _ (3 9).
e paraw = =, y = 3 temos Zys = (5,, 15);
_ 1, _5 _ (2m—1 9 2m—1 V19
e parar = .,y = g temos Z,5 = (“5—, 15) com = < Y.

Esses pontos Z;1, Zja, Zis, Zia, Zms possibilitam o calculo da altura z de cada prisma de

base retangular na equagao =% + 3> + 22 = 1,z > 0, ou seja:

11 _ 1 1.
© 711 =(55:75) = 2= — 2~ oo’
_ /3 1 _ 9 1.
© 7= (5575 = 2= — I~ oo
_/2i—1 1 _ (2i—1)2 1
.Zil (2n7TO):>Z—\/1 m2 100°
13 _ 1 9
* Z12=(5:3) = 2= /1~ 27 — 155
3 3 _ 9 9 .
® Zn= (5035 = 2= /1~ 77 — 155
_ /2j—-1 3 _ (2j-1)2 9 .
* Zj (Qn’TO):>Z_\/1_ 1005
1 5 _ 1 25 .
© Zi3=(5::15) = 2 = — 2~ ioo
Trw — (2k=1 5 -1 (2k—1)2 25 .
* Zis= (5 10) = 2= \1- 7 — 1o
17 _ 1 19 .
© Ziy=(57:15) = 2 = — 2~ 1007
g (2l T _ i@
L4 l4—(2n>ﬁ):\’Z— 2 T 100°
19 _ 1 81 .
® Zis=(37:15) = 2 = — 2~ 100
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Figura 4.6: Representagao do volume de % da esfera com prismas de base retangular para
n = 12.

Fonte: A autora.

__(2m—=1 9 _ (2m-1)2 81
® Zms = (%57 15) ;Z_\/l_ n? 100°

Portanto a soma dos volumes dos prismas de base retangular da regiao que corresponde

a % da esfera de raio 1 é dada por:

1 (20 —1)2 \/ g — 1 9
~ 5n (; \/1 a2 100 Z ! 100

- (2k —1)2 \/ (21 — 1)2 \/ (2m—1)2 81
TR Gl 1———— 4.4
+k§\/ n? 100 Z 4n? 100 Z n? o) 44

com

SN2 ©1)\2 132 132 132
(2i 1)<£’(2j 1)<9_1’(2k 1)<E’(21 P 5L @m-1? 19
An? 100 4n? 100 4n? 100" 4n? 100 An? 100

Assim, o volume aproximado de uma esfera de raio 1, é dado por 8 vezes o resultado de
(4.4):

2@—1 1 = (25 —-1)2 9

=8 lim — 11— = 1=

V=28 I n(z\/ 1oo+z\/ n? 100
- (2k —1)? \/ (20 —1)2 49 ”\/ (2m—1)2 81
L= = - 1———— -7 =

1 = (25 —-1)2 9

= lim — 1———— 11— —

g0 5n(2\/ 100+JZ_;\/ an? 100
+i\/1—(2k +i\/1_ _ﬁ+i\/1_(2m_1)2_§
n? 100 & 100~ £~ 4n? 100
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com

© N2 Y 12 _1\2 132
(20-1% _ 99 (2j-1)° 91 (k=1 _75 (21 _ 51 (2m—1?* _ 19

4n2 1007 4n2 S 1000 4n2 1007 4n2 100 ¢ 4n? =100

Generalizando, o volume de uma esfera de raio r pode ser calculado por:

8t L \/ (20—1)2 1 \/ (2 —1)2 9
V= lim — -7 1=
560 B1 (z_; An? 100 " ; An? 100

- (2k—1)2 25 \/ (2012 49 \/ (2m —1)2 81
-4 = 11— -7
2 \/ 4n? T ; 4n? T mzl 4n? 100

k=1 = =

com

(20 —1)% _ 99 (2j—1)% _ 91 (2k—1)? <E (20 — 1)? ie (2m —1)2 _ 19
4n2 T 1007 4n2 1000 4n2 1000 4n2 T 100 4n2 T 100

Apresentamos aqui, a aproximacao do volume da esfera com prismas de base quadrada
e retangular e, como realizado nas sessoes anteriores, para simplificar os cédlculos, tomamos
% da esfera deraio 1, com 0 < 2 < 1,0 <y < 1,0 < 2 < 1ea?+y? <1, estendendo,
posteriormente, o resultado obtido para mensurar o volume da esfera de raio 1. A diferenca

deste célculo estd em que toda area da base do prisma deve estar contida na esfera.

Considere uma regiao limitada por z = 0, y = 0, e 22 + y? < 1. Sejam os intervalos
x =1[0,1] e y = [0, 1] divididos em 6 partes iguais, pois nos dao uma melhor aproximagcao do

que em 5 partes, quantidade na qual dividimos os intervalos anteriores.

Sejam Z; = (z,y), com i € {1,2,3,...,30}, os pontos médios de x e y de cada intervalo,
que representam as coordenadas na equagao x? + y? + z? = 1 na qual z corresponde a altura
dos primas de base quadrada e dos prismas de base retangular.

Para y € [0, ¢,

'exe{oa%]%:(ﬁ,%)ez:\/1_($)2_(%)2;

o cxc g3 Z2=(%,ﬁ)ez:\/1_(%)2_(%)2;

o caelf B Zo= (BB ) ez = y/1- (CREP - ()2 = /1 - SRS
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Figura 4.7: Intersecao de i do circulo maior da esfera e dos quadrados e retangulos bases

dos prismas.

Para y € g, g,

° exE[U,%] Z7:(T1271%)ezz\/1_($)2_(%)2;

° exe[%,g] ZS:(%7%)ez:\/1_(%)2_(%)2;

[ exE[%%] Zl1:(%’%)ez:\/1_(%)2_(%)27
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. xe[%,%] 226:(%,%)622\/1—(1‘%)2_(%)2.

Parax € [2, 8], y € [2,¥2] ¢ Zy, = (L, 11420) ¢z = /1 — 8548Y20,
Para z € [2,3], y € [2, \/7277] ¢ Zos = (2, 5+1\§ﬁ) 0 s /11— 77+1lf4\/ﬁ_
Para x € [é, %]7 y € [g, @] e Jog = (%7 5+1\§33) 0y —q/1— 66+1lf4¢33_
Por fim, para = € [0, 3], y € [2,%%] e Z3 = (55, 54%%) o r—/1— 61+11£4\/£

Com excecao das regioes de alturas relativas aos pontos Zg, Z1o, Z1s, Zo3, Loz, Zag, Zag, £30
todos as outras tem drea igual a 5.
E possivel verificar também que a area de Zg é igual a drea de Z3g, a de Z15 a de Zog, a de
Z18 a de Zgg e a de Zgg a de 227.

G V35 _ 5 _
A drea de Zg é ¢ x Y332 pois 55 = V355

ééx@eaéreadeZggééx@.

. a drea de Zjp é 1 x ¥3225

5 &, a area de Zyg

) () - () () () - ()
=)0 - ()
o) G ) - @) G- ()
RO RO ORORRORO)

V35 -5 \/1_61+10\/£ +2¢?—5 \/1_66+10\/3§

2.
- 36 144 36 144
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+2.

V27T -5 1_77+10\/ﬁ +2\/%—4 1_85+8\/%
36 144 36 144

Ou seja,
V =0,518556661... (4.5)

Como essa regiao corresponde a % de uma esfera de raio 1, temos que o volume aproximado

da esfera é de 8 vezes o valor encontrado em (4.5), ou seja:

Ve =28 x0,518556661... = 4,1484533288...



CAPITULO 5

Comparacoes do volume da esfera

com o de outros solidos

Uma forma de obtermos uma aproximagao do volume da esfera é a de inscrever outros
sélidos com volume conhecido e calcular seu volume em funcao do raio da esfera circunscrita.
Optamos em destacar a inscricdo de alguns sélidos platonicos: o tetraedro, o cubo e o
dodecaedro. O octaedro nao foi incluido pois ocupa um volume menor que o cubo inscrito
na esfera de raio r. Para nossa surpresa, o icosaedro ocupa um volume menor do que
o dodecaedro inscrito na esfera de raio r, motivo pelo qual incluimos, nesse capitulo, os
calculos que nos levaram a esse resultado. Outro método de comparagao, que nos da com
exatidao o volume da esfera, pode ser encontrado em livros do Ensino Médio, como [4] e

[10]. Essa demonstracao utiliza o Principio de Cavalieri como ponto fundamental.

5.1 Solidos inscritos na esfera de raio r

Figura 5.1: Tetraedro, cubo e dodecaedro.

Fonte: A autora.

35
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Utilizamos, nessa secao, alguns dos sélidos platénicos: o tetraedro, o cubo, o dodecae-
dro e o icosaedro inscritos na esfera, obtendo o volume desses sélidos inscritos na esfera em

funcao do raio r.

Seja uma esfera de raio r e um tetraedro inscrito.

Sejam H a altura do tetraedro, h a altura da face do tetraedro, a a aresta do tetraedro.

Figura 5.2: Tetraedro inscrito na esfera.

Pelo teorema de Pitagoras, temos

HQ+(%02—J (5.1)

3
e 202
2 a
h2 + (g) = a2 — h2 = — (52)
2 4
Segue de (5.1) e (5.2):
2
2
=22 = H=a/Z
o - = a\/3

Temos, das propriedades do tetraedro inscrito na esfera, que a distancia do centro do tetra-

edro ao seu vértice corresponde ao raio r da esfera, dessa forma:

(H —7r)?+ <§h>2 =72

Segue de (5.1) temos que (gh)2 = a? — H?, assim,

24/6
(H—r)2+a2—H2:r2:>a:\3[T.
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37

Como o volume do tetraedro é um terco do produto da area da base pela altura, temos:

a?? 2_@5,,

1
372 W37 ¢

V=

que pode ser expresso em fungao de r, ou seja,

LoV s

12 27

Figura 5.3: Tetraedro inscrito na esfera.

Fonte: A autora.

Como sabemos que o volume da esfera é 773, temos que V; = 12,25%V..

3

Seja um cubo inscrito em uma esfera de raio r, conforme a figura 5.4. Sejam D a diagonal

do cubo, d a diagonal da face e a a aresta do cubo.

________________
1
\
0
\
|
N 177
N
/
SN d
<
N
N
N

Figura 5.4: Cubo inscrito na esfera.
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Temos que r = %D, ou seja, D = 2r. Segue do Teorema de Pitagoras:
D? = a® + (aV2)?,

e assim

D = aV/3.

Dessa forma,

2r = a\/g,

ou seja

2rv/3

a = .

Calculando o volume do cubo temos:

3
V. — a3 . <2T\/§> . 8T3\/§
R W] 9

Figura 5.5: Cubo inscrito na esfera.

Fonte: A autora.

Sabemos que o volume da esfera é de %m“o’, comparando os volumes dos dois sélidos

geométricos, temos: V. = 36, 75%V..

Agora considere um docecaedro inscrito em uma esfera de raio r.

Sabemos que o dodecaedro é formado por 12 pirdmides retas de base pentagonal, ver
[2]. Sejam r a aresta lateral da piramide, a a aresta do pentdgono e h a altura da piramide.
Sejam ainda, ¢ o apotema da base e b a distancia do centro do pentagono até um de seus

vértices.
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Figura 5.6: Dodecaedro inscrito na esfera.

Pela lei dos cossenos, [4], temos:
a® = 2b* — 2b* cos 72,

ou seja

CL2

2(1 —cos72)

Pelo Teorema de Pitagoras, temos:

b =

2 =h?4+ b= h=Vr2—0b. (5.4)

Y S
2(1 — cos72)

Consideremos também que o dodecaedro pode ser decomposto em um cubo de diagonal 2r

e seis s6lidos iguais, ver [2]. Esse cubo possui aresta [ = % A aresta desse cubo forma um

Segue de (5.3) e (5.4) que

triangulo isésceles com duas arestas do dodecaedro com angulo entre elas de 108°. Assim,

pela lei dos cossenos, temos que:

Figura 5.7: Piramide com base pentagonal e face do dodecaedro.
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2 =24 — 2a® cos 108 = 4—T2 = 2a*(1 — cos 108) = a* = 2—73
3 3(1 — cos 108)

O apdétema da base pode ser calculado por:

a?

b2:(2>2+02=>c= b2 — —
2 4’

B 1 1
TN ol —cos2 4

Como volume do dodecaedro é equivalente ao volume de 12 pirdmides pentagonais, temos

e por (5.3), temos

1 ac

Vd:10a2 ;_1 T2_a—2‘
2(1 —cos72) 4 2(1 — cos 72)

E por (5.5), temos

oo 2o Lo 1
7 31— cos108)\/ 2(1 — cosT2) 4 3(1 — cos72)(1 — cos 108)°

V5-1
4

e cos 108 = %5, apos algumas manipulagoes algébricas, temos:

v, Ao /9 + 45
RNV ) R

Como cos 72 =

Figura 5.8: Dodecaedro inscrito na esfera.

Fonte: A autora.



5.1 Sélidos inscritos na esfera de raio r 41

Comparando o volume do dodecaedro inscrito na esfera de raio r e a propria esfera que
tem volume de %ﬂrs, temos:
Vi = 66,49%V..

Observacao 5.1.1 O icosaedro inscrito na esfera de raio r apresenta um volume menor do

que o do dodecaedro incrito na mesma esfera.

Considere um icosaedro inscrito na esfera de raio r. Seja [ a aresta da face do icosaedro.

NN

A\

g

Figura 5.9: Icosaedro inscrito na esfera.

Sabemos, por [2], que o icosaedro pode ser decomposto em 20 piramides de base trian-

gular, e tem volume igual a
5
Vi= 5B+ V)1, (5.6)

Cada face do icosaedro é um triangulo equildtero de lado 1 e area equivalente a %.

Sejam H a altura da piramide e r a aresta da piramide, que corresponde ao raio r da esfera.

Temos que o volume do icosaedro é dado por 20 piramides de base com arestas [ e altura

H. Assim, temos
11V
3 4

V=20 H. (5.7)

Segue de (5.6) e (5.7) que:

5 S WLV ~ (3+VH)I

Pelo Teorema de Pitagoras, na piramide, temos:

2
2 1
H* + (3.?1) =1’ = H=/r2— S (5.9)

(5.8)
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Figura 5.10: Piramide com base triangular.

De (5.8) e (5.9), temos
7(3 i \/g)l =4/7r% — 1l2.
43 3

Apods algumas manipulagoes algébricas, temos

(5.10)

De (5.10) e (5.6) segue que

5 2 ’
Vi—12(3+\/5).<27’ 5+\/5> :

Comparando o volume do icosaedro inscrito na esfera de raio r e a propria esfera que tem
volume de 3773, temos:
Vi = 60, 54%V..

Como os volumes dos sélidos platonicos, quando comparados ao volume da esfera de raio
r, nos dao uma aproximacao de, no maximo 66, 49%, vamos abordar o Principio de Cavalieri,

na sessao seguinte e apresentar sua utilizagao no calculo do volume da esfera.

5.2 O Principio de Cavalieri e o volume da esfera

O “principio” de Cavalieri é na verdade um teorema, que ele demonstra primeiro para
areas e depois para volumes. O texto original, de Cavalieri, encontra-se em latim, mas
também foi traduzido para o inglés. Nele, ao que parece o matematico é repetitivo mos-
trando a preocupacao em esclarecer bem as ideias. No entanto, a demonstragao é de dificil
entendimento devido a auséncia de simbologia matematica e o uso de uma linguagem arcaica,

mesmo no texto traduzido para o inglés, encontrado em [9].
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Segundo o matematico, quaisquer figuras planas desenhadas entre as mesmas retas para-
lelas equidistantes sao iguais ou proporcionais, bem como sdlidos equidistantes dos mesmos
planos paralelos.

Devido a essa dificuldade, para fazermos a demonstracao do teorema de Cavalieri utili-

zaremos somas de Riemann.

Teorema 5.2.1 Teorema de Cavalieri para dreas:

Considere R e S duas regioes do plano em um sistema de coordenadas Oxy, onde R € a regido
limitada por x = 0, x = b e pelos grdficos de fungoes continuas y = fi(x) e y = fa(x) com
0<z<be fi(r) < folz) para x € R, e a regiago S € limitada por x = 0, x = b e pelos
grdficos das fungoes continuas y = g1(z) ey = go(x) com 0 < o < b e g1(x) < go(x) para
todo x real.

Suponhamos que existe k > 0 tal que fo(x) — fi(x) = klg2(z) — ¢1(x)], Vo € R.

y y

N

Figura 5.11: Regioes R e S.

Entao a drea da regigo R (Ag) € igual a k vezes a drea da regigo S (Ag), ou seja:
Ap = kAg.

Demonstragao: Considere R a regiao limitada por x = 0, x = b, y = fi(x) e fo(x),
com fi(z) < fa(x), Vo € R. Considere S a regiao limitada por x = 0, x = b, y = ¢1(x) e
y = go(x), com gi(x) < go(x). Utilizando Somas de Riemann podemos calcular a drea das
regioes R e S.

Seja x € [0, b], temos que a area da regiao R é dada por:
Ap = Alifr_l)ozl fa(ci)Ax; — Aliﬂ@; fi(ci)Aw;.

Pelas propriedades dos limites, ver [3], temos

n

Ar = AQQOZ[fz(Ci) — fi(e)]Az;.

i=1



5.2 O Principio de Cavalieri e o volume da esfera 44

Suponhamos que existe k£ > 0 tal que fo(x) — fi(x) = k[g2(x) — g1(x)], dessa forma temos
AR = lim k[gg(c,-) — gl(ci)]Ami.

AIrLHO "
=1

Como k é uma constante, temos
n

Arp = k. lim Z[gQ(Ci) — q1(ci)]Az;.

Ax;—0 N
=1

Assim,

=k. 11111021:92(01')A$¢ - Algilgozgl(ci)Axi = k.Ag.

Aziﬁ

Teorema 5.2.2 Teorema de Cavalieri para volumes:

Considere o sistema de coordenadas Oxy e sejam R e S dois solidos finitos e limitados por
z2=0,z=c>0 e por fungoes do tipoy = fi(x,2), v = q1(y,2) ey = fa(x, 2), x = g2(y, 2),
respectivamente. Considere o um plano, paralelo a z, que intercepta ambos os solidos em
z =t. Sejam R; e S; as intersecoes dos solidos R e S com o plano «. Suponhamos que
exista um k > 0 tal que Agr, = k.Ag, para todo t, 0 < t < c¢. Entio V(R) = k.V(S).

Demonstracao:

O volume do sélido R pode ser calculado por:
V(R) = lim > Ap,.
c—00
t=1

Por hipétese, temos Ag, = k.Ag,.

Logo
V(R) = lim tzl A, = lim tzl k.As, = k. lim tzl Ag, = k.V(S).

|
Levando-se em consideracao o teorema 5.2.2, segue a demonstracao do volume da esfera

desenvolvida no nivel bédsico de ensino:

Proposicao 5.2.3 O volume V de uma esfera de raio r é dado por:

4
V=_m
3
Demonstracgao: Considere uma superficie esférica S de raio r, apoiada em um plano

horizontal a e ao lado um cilindro equildtero C' de raio da base r também sobre esse mesmo

plano. Do cilindro C' vamos retirar dois cones iguais, com bases que coincidem com as do
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Figura 5.12: Intersecao do plano 8 com os sélidos S e G.

cilindro e vértices no ponto médio de seu eixo, cujo volume corresponde a %WT?’. Seja G o
solido obtido.

Seja f um plano paralelo a «, que intercepta a superficie esférica e o sélido G, distante
h de seus centros (independente de ser abaixo ou acima destes), determinando na superficie
esférica uma circunferéncia de raio s e no sélido G uma coroa circular limitada por duas
circunferéncias, uma de raio r e outra de raio h (j4 que os cones retirados também eram

equildteros).

Figura 5.13: Solido G e os dois cones equildteros.

Fonte: A autora.

A drea do circulo de SN 3 é ws2.

2 ou seja, s> =12 — h2. Logo,

Temos que s +h? =1
7s® = mw(r’ — h?).

Dessa forma, a 4rea da coroa circular é 72 — wh?, que é igual a 4rea do circulo de raio s.
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Figura 5.14: Coroa circular e circulo de raio s.

Fonte: A autora.

Assim, concluimos, pelo Principio de Cavalieri, que S e GG, tém o mesmo volume.
Portanto, basta calcular o volume do sélido G para obtermos o volume de S.
Temos que o volume de S é dado pela diferenga entre o volume do cilindro C' e o volume

dos dois cones iguais, equilateros, retirados anteriormente, ou seja:

1
Vo =mr?.2r — 2.§7rr3.

Portanto, 1
Vo =Vgo = §7r7"3.



CAPITULO 6

A quadratura do circulo e o volume

da esfera

Figura 6.1: Esfera e cubo com volumes iguais.

Fonte: A autora.

Um meio para calcular o volume da esfera seria também transforma-la em outro sélido
cujo céalculo do volume é mais simples, como um prisma, por exemplo. Para isso, faz-
se necessario primeiro estudarmos um problema cléssico da Matematica conhecido como a
quadratura do circulo, que consiste em construir um quadrado de mesma area de um circulo
dado, utilizando apenas régua e compasso. Este problema mobilizou matematicos durante
séculos, principalmente os gregos, por seu desafio intelectual.

Desde o século XIX sabemos que a quadratura do circulo nao possui solugao apenas com
uso de régua e compasso, pois m é um numero transcendente, demonstrado por Ferdinand
Von Lindemann em 1882, ou seja, m nao é solucao de nenhuma equacao algébrica com
coeficientes racionais, ver [8]. Isso nao significa que esse quadrado nao exista, ele apenas nao

pode ser obtido somente com o uso de régua e compasso.

47
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6.1 A quadratura do circulo

Seja I' uma circunferéncia dada de raio r. Considere um triangulo retangulo ABC de
angulo reto em C, com altura r e base AB = 277, que obtemos ao rolar a circunferéncia I’

sobre uma reta suporte.

2nr
Figura 6.2: Circulo I' e triangulo ABC.

A area A; do triangulo ABC é a mesma édrea A. do circulo limitado pela circunferéncia

Podemos encontrar um paralelogramo ABDE de base AB e altura § cuja drea ¢ igual a

area um triangulo desenhado na figura 6.2.

/ /

A 2nr B

Figura 6.3: Paralelogramo ABDE.

Esse paralelogramo, por sua vez, pode ser transformado em um retangulo ABFG de base

AB e altura 3, como ilustrado na figura 6.4.

G

I
2
A 2nr B

Figura 6.4: Retangulo ABFG.

Considere o segmento de medida AB + BF = AF como o didmetro de uma semicircun-

feréncia €). Nela, construimos um triangulo retangulo AFH de base AF e altura passando
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2nr B

Figura 6.5: Semicircunferéncia €2 e triangulo retangulo AFH.

por B e que intercepta 2 no ponto H.

Pelas relagoes métricas no triangulo retangulo AFH, ver [4], temos:
BH' = AB.BF
E como a area do retangulo ABFG ¢ dada por AB.BF, temos que:
=2
Ar = BH",

completando assim a quadratura do circulo.

Portanto, o quadrado BHIJ, de lado com medida BH tem mesma &rea do circulo limitado

pela circunferéncia I.

Figura 6.6: Quadrado BIHJ.
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6.2 O volume da esfera

Considere uma esfera S de raio r e volume V.

Figura 6.7: Esfera de raio r e volume V..

Com o circulo méaximo de S, construimos um cone de altura igual a 4r.

O volume do cone ¢ dado por V, = .mr?.4r = Smr® = V.

Figura 6.8: Cone com drea da base igual a 7r? e altura 4r.

O circulo méaximo da esfera que representa a base do cone pode sofrer uma quadratura e
entao podemos comparar o volume do cone com o volume de uma piramide de base quadrada

ABCD e altura 4r, pois seu volume é dado por %.m“?.élr.



6.2 O volume da esfera 51

Figura 6.9: Piramide com drea da base igual a 7r? e altura 4r.

E como o volume da piramide é dado por % do volume do prisma de mesma base, po-
demos construir um prisma ABCDEFGH com base ABCD igual a da piramide e altura

correspondente a % de 4r.

Assim, encontramos um prisma de base quadrada cujo volume é o mesmo da esfera, ou

seja, %m’3.



CAPITULO 7

Consideracoes Finais

E de fundamental importancia que reflitamos os calculos obtidos nas tentativas de apro-
ximacao do volume da esfera apresentados ao longo do texto.

Utilizando as somas de Riemann e os cilindros na aproximacgao do volume da esfera
obtivemos um resultado satisfatério, que para n = 10 nos d4 uma aproximacao com menos
de 0,2% de erro.

Com os prismas de base quadrada tivemos um processo mais trabalhoso para o calculo
do volume aproximado da esfera. Consideramos os prismas cujos centros das bases estavam
dentro do circulo maximo da esfera, o que gerou algumas condigoes de existéncia e exigiu
maior mintcia nos calculos.

Os calculos realizados para a aproximacao do volume da esfera através de prismas de base
retangular também se mostraram exaustivos e com varias condigoes de existéncia, pois neste
caso, também consideramos os primas retangulares cujo centro da base estivesse contido no
circulo maximo da esfera.

Além disso, ao utilizar prismas de base quadrada e retangular, que estivessem com a base
contida no circulo méaximo da esfera, para encontrar uma aproximacao do volume da esfera
de raio 1, o processo além de cansativo tornou-se dificil de generalizacao.

Isso nao significa que o aluno do Ensino Médio nao possa compreender as tentativas de
calcular o volume da esfera, realizadas ao longo do texto, com base no calculo infinitesimal.
Pelo contrario, pois ao estudar progressoes aritméticas e geométricas o aluno constréi concei-
tos de limites e somas infinitesimais mesmo sem a formalizacao desses conceitos. Sem contar
que esses conteudos eram abordados no ensino bésico até a Reforma Capanema, em 1961.

Comparar volumes de objetos conhecidos aos volumes de objetos desconhecidos é uma
forma de mensurd-los. E nesse intuito que realizamos os cdlculos dos volumes de alguns
solidos de Platao inscritos na esfera de raio r.

Calculados os volumes do tetraedro, do cubo, do dodecaedro e do icosaedro inscritos na
esfera de raio r percebemos que o tetraedro, o cubo e o dodecaedro apresentaram um volume

crescente em relacao ao volume da esfera. No entanto, para nossa surpresa, o icosaedro tem
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um volume menor do que o volume do dodecaedro inscrito na mesma esfera. Dessa forma,
percebemos que o aumento do volume do objeto inscrito na esfera nao depende somente da
quantidade de faces que o compde, mas também de quantos lados essas faces possuem.

Pelo fato de obtermos uma aproximacao do volume da esfera de no méximo 66, 49% com
a inscricao dos soélidos platonicos na esfera de raio r, passamos a estudar o Principio de
Cavalieri e a demonstracao do volume da esfera abordada nos livros didaticos.

Essa demonstracao toma como base a comparacao de “fatias”da esfera com “fatias”de
um sélido formado por um cilindro de altura igual ao didmetro da esfera e base igual ao
circulo maximo da esfera retirados dois cones equilateros de altura e raio da base iguais a r.
Essas “fatias”estao relacionadas por areas de circulos, coroas circulares e pelo Teorema de
Pitdgoras, contetidos abordados nos anos finais do Ensino Fundamental.

Destacamos também a apresentacao de um prisma de base quadrada de mesmo volume
da esfera que pode ser obtido baseando-se na Quadratura do Circulo, problema histérico da
Matemaética.

Por todos os aspectos apresentados anteriormente, somos levados a acreditar que entre os
métodos desenvolvidos ao longo do texto para calcular o volume da esfera, aquele que utiliza
o Principio de Cavalieri é o mais acessivel para os alunos, pois se baseia em conhecimentos
ja adquiridos pelos estudantes, além da precisao dos resultados, sendo uma demonstracao de
possivel entendimento, com calculos simples e que dependem apenas do raio da esfera.

Vale destacar a importancia de pesquisarmos, enquanto educadores, formas diferentes de
conduzir o conteiido daquelas apresentadas nos livros didaticos adotados, pois nosso objetivo
principal é mediar o processo de ensino-aprendizagem, auxiliando a formagao de um cidadao

critico e atuante.
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