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Resumo

O presente trabalho é parte de uma colecao de atividades resolvidas, comen-
tadas e complementares envolvendo conceitos de aritmética. Apresentamos
uma proposta de material para ser utilizado em cursos extracurriculares,
cujo objetivo é potencializar o interesse pelo estudo da Matemaética. Por
este motivo, buscamos atividades que despertem a motivacao dos alunos e
as descrevemos de maneira a auxiliar os professores em sua aplicacdo, com
respostas, comentarios e sugestdes. A abordagem dos temas se faz com o
uso recorrente de aspectos histéricos, resolucao de problemas, jogos e ativi-
dades recreativas.

Palavras-Chave: Aritmética - Resolugdo de problemas - Jogos

1 Introducao

O material a seguir é uma proposta de projeto para um curso de matematica
extracurricular para alunos do Ensino Médio. Surgiu da percepgao da necessidade
de um atendimento diferenciado a alunos com algum interesse na disciplina, pois
em nossas experiéncias podemos perceber que no dia a dia de uma sala de aula nao
¢ sempre possivel dar atencao aos alunos com um maior interesse e habilidades
em matematica. A consequéncia disso é um desperdicio de possiveis talentos que
sao deixados a margem, em um sistema de ensino que geralmente oferece projetos
extraclasse apenas de reforco escolar para sanar dificuldades, ja que dificilmente
temos algo no sentido de potencializar habilidades. Cabe ressaltar que a ideia



nao é selecionar apenas os melhores alunos para participar. O ideal é que seja
aberto a todo aluno simpatizante da disciplina e que voluntariamente se inscreva
no curso.

Os topicos abordados sao: sequéncia de Fibonacci e nimero de ouro. Os
temas sao desenvolvidos inicialmente com um pouco de historia sobre o protago-
nista principal do assunto. Em seguida sao propostas atividades, que remetem a
resolugao de problemas, nos quais o aluno vai gradativamente chegando as con-
clusoes. No texto, as atividades estdao com respostas e comentéarios. A versdo
do aluno, sem respostas, é encontrada no anexo. Buscamos abordar os assuntos
de maneira curiosa e lidica com a intencao de despertar uma motivacao para os
topicos mais delicados do trabalho e principalmente causar uma inquietagao no
sentido de buscar conhecimento mateméatico que va além do que a escola oferece
as turmas regulares.

Em varios momentos no texto, o professor encontrara sugestoes de como or-
ganizar a aplicacao das atividades em sala. Porém, é importante que haja uma
preparacao inicial no sentido de mesclar a proposta do texto com a habilidade e
experiéncia do aplicador. Igualmente importante ¢ a realizacao de uma leitura
inicial do nivel de conhecimento matematico da turma. Neste sentido e caso seja
necessario, deve ser pensado um pré-curso no qual serao trabalhadas as arestas
identificadas.

2 Metodologia

Procuramos uma apresentacao da matemaética de forma a valorizar a construcao
do conhecimento, diferente da forma classica na qual se define novos contetdos
com auxilio dos assuntos anteriores, completando com exemplos e problemas que
utilizam esses saberes, segundo Brousseau (1996, pg 36) sobre a maneira de ensino
classica

"apaga completamente a historia destes saberes, isto é, a sucessao
das dificuldades e das questoes que provocaram o aparecimento dos
conceitos fundamentais, a sua utilizacao para a colocacao de novos
problemas, a intrusao de técnicas e de questoes resultantes dos pro-
gressos dos outros sectores, a rejeicao de determinados pontos de vista,
considerando falsos ou desadequados, e as numerosas querelas a seu
respeito."

Buscamos coletar problemas e jogos que desenvolvessem o aspecto cientifico nos
alunos, situagoes que envolvem habilidades de levantar hipoteses, conjecturar,
intuir, testar e validar resultados, como Brousseau (1996, pg 38) descreve

"uma boa reproducao pelo aluno de uma actividade cientifica exige
que ele aja, formule, prove, construa modelos, linguagens, conceitos,



teorias, os troque com outros, reconheca aqueles que sdo conformes a
cultura, retire desta aqueles que lhe sdo tteis, etc."

A respeito da escolha da aritmética, acreditamos que hé& contetido que nao estao
evidenciados nos parametros curriculares, porém podem ser abordados e rela-
cionados com os que 14 estao. A aritmética também é importante, pois segundo
Gomes, (2008, pg 160)

"A aritmética é invocada como o primeiro exemplo sensivel da
necessidade dos signos: conforme Condillac, nao poderiamos fazer
progressos algum no conhecimento dos ntimeros, se nao imaginasse-
mos nomes para todas as idéias que formamos pela multiplicacao da
idéia de unidade, que ele supoe ja ter recenido um nome."

Escolhemos utilizar de alguns jogos, pois estes auxiliam no desenvolvimento de
habilidades de raciocinio l6gico, desperta um maior interesse, pode-se analisar os
erros e elaborar estratégias para vencer, de acordo com Emerique (1999, pg 188)

"colocar o aluno diante de situacoes de jogo pode ser uma boa
estratégia para aproximé-lo dos contetdos culturais a serem veicula-
dos na escola, além de poder estar promovendo o desenvolvimento de
novas estruturas cognitivas"

Também de acordo com o aspecto cognitivo do jogo Paulo (1999, pg 190) diz

"necessidade e possibilidade de construcao de novos conhecimentos e
procedimentos, de descobrir erros e de imaginar formas de superéa-los,
dentre outros desafios."

Utilizamos também a resolucao de problemas, uma vez que propicia um ambiente
em que o aluno é ser ativo no processo de ensino-aprendizagem e segundo Onuchic
(1999, pg 204)

"a tendéncia é caracterizar esse trabalho considerando os estudantes
como participantes ativos, os problemas como instrumentos precisos
e bem definidos e a atividade na resolucao de problemas como uma
coordenacao complexa simuntanea de varios niveis de atividade."

3 Fibonacci e o nimero de ouro
3.1 Um pouco de histéria: A sequéncia de Fibonacci e o
nimero de ouro

Fibonacci (filho de Bonaccio) foi um dos mateméaticos mais importantes da Idade
Média. Nasceu por volta de 1170 em Pisa, uma das primeiras cidades comerciais



italianas e que manteve um comércio florescente com o mundo arabe. Desde cedo,
Fibonacci foi iniciado nos negocios e nos calculos, o que despertou o seu interesse
pela matematica. Em 1202, Fibonacci escreveu sua obra mais célebre, "Liber
Abaci", que foi também um meio, através do qual, a numeracao hindu-arabe
foi introduzida na Europa Ocidental. O nome de Fibonacci tornou-se conhecido
devido a um problema que existia no seu livro "Liber Abaci", chamado de o prob-
lema dos coelhos. A solucao desse problema é uma sequéncia numeérica famosa
e que, curiosamente, relaciona-se ao nimero de ouro e a diversos fenomenos da
natureza.

1. Um cavalheiro adquiriu um casal de coelhos recém nascidos;

2. este casal de coelhos demora um meés exato para atingir a maturidade,
tornando-se fértil e podendo reproduzir a partir do segundo més;

3. cada casal de coelhos fértil gera um casal de filhos a cada més, aceitando-se
cruzamentos consanguineos;

4. o cavalheiro jamais se desfaz de seus coelhos que, por sua vez, nunca mor-
rem;

Pergunta-se: ao final de doze meses, quantos casais de coelhos o cavalheiro
possuira? E quantos possuia a cada més?

Més | Casais adultos | Casais jovens | Total de casais
1 0 1 1
2 1 0 1
3 1 1 2
4 2 1 3
5 3 2 5
6 5 3 8
7 8 5 13
8 13 8 21
9 21 13 34
10 34 21 55
11 %) 34 89
12 89 55 144




Note que cada termo a partir do terceiro é obtido pela soma dos dois anteri-
ores:

2 = 1+1
3 = 2+1
0 = 3+2
8§ = 5+3

144 = 89455

Fn+2 = Fn+Fn+1

Essa sequéncia numeérica é conhecida como sequéncia de Fibonacci.

3.2 Um pouco de histéria: O ntimero de ouro

O ntmero 1+2‘/5, cujo valor aproximado é 1,618033988749, ¢ conhecido histori-

camente por propor¢ao aurea ou nimero de ouro. Dizemos que um ponto X
divide o segmento AB na razao aurea (também conhecida como razdo de ouro,
divina proporg¢ao, propor¢ao em extrema razao ou divisdo de extrema razao) se
X pertence ao segmento AB e % =& = %g = 1,61803.... Este ntimero
(tradicionalmente representado pela letra grega fi maitsculo:®) tem muitas apli-
cagoes surpreendentes em varios ramos da matematica. Nao sao poucos os que
defendem a teoria sobre a presenca do nimero de ouro em muitos objetos do
universo, como, a natureza, artes, arquitetura e anatomia. Por outro lado, ha
estudos que apontam que essa teoria nao passa de um mito. De qualquer forma
este ¢ um assunto muito interessante e enigmético que vale a pena ser pesquisado,
porém nao é o objetivo deste trabalho. Sendo assim deixamos como sugestao para
aqueles que desejam um maior aprofundamento, ha as referéncias [13], [14].

3.3 Atividades
Atividade 3.1 Propriedades da sequéncia de Fibonacci.

O objetivo desta atividade é concluir intuitivamente a validade das seguintes
propriedades da sequéncia de Fibonacci:

Propriedade 1 As sucessivas razoes entre um niimero e o que o antecede con-
vergem para o niimero de ouro.

Propriedade 2 Fixado um termo m > 1 da sequéncia de Fibonacci temos que
para n miltiplo de m, F'(n) é multiplo de F(m).



Propriedade 3 A soma de n termos da sequéncia de Fibonacci pode ser calcu-
lada por: Sn = F(n+2)— 1;

Propriedade 4 O n-ésimo termo da sequéncia de Fibonacci pode ser calculado
por:

De fato é possivel demonstrar a validade das propriedades mas nao faremos, pois
foge da proposta do curso. A demonstracao pode ser encontrada na referéncia
7]
Propriedade 1 As sucessivas razoes entre um nimero € o que o antecede con-
vergem para o nimero de ouro.
Entregue aos alunos a folha de atividades da pagina [19|e peca para que preen-
cham a tabela com os niimeros da sequéncia de Fibonacci, sendo:
n: ordem do termo.
F,,: termo de ordem n.
F, — 1. termo de ordem n — 1.
(FZ—”ZI): Razao entre o termo de ordem n e o anterior a ele, ou seja n — 1.
Faremos o preenchimento até o 15° termo, isso ja é o bastante para o convenci-
mento informal do que desejamos concluir. A dltima coluna deve ser preenchida
com o auxilio de uma calculadora.

Fn
n Fn Fn—l Fn—l
1 1 -
2 1 1 1
3 2 1 2
4| 3 2 1,5
5| 5 3 1,666666666 . . .
6| 8 5 1,6
7 13 8 1,625
8 | 21 13 1,615384615 ...
9 | 34 21 1,61904761 . ..
10 | 55 34 1,617647038 ...
11 | 89 95 | 1,6181818181 ...
12 | 144 | 89 1,617977528 ...
13 | 233 | 144 | 1,618055555 ...
14 | 377 | 233 | 1,618025751 ...
15 | 610 | 377 1,6180371

Questao 3.1.1 O que acontece com a razio de um termo pelo seu anterior a
medida que o n aumenta?

Resposta: O valor aproxima-se cada vez mais do niimero de ouro.
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Questao 3.1.2 A que conclusdo podemos chegar?

Resposta: As sucessivas razoes entre um nimero e o que o antecede con-
vergem para o nimero de ouro.
Propriedade 2: Fixado um termo m > 1 da sequéncia de Fibonacci temos que
para n multiplo de m, F(n) é multiplo de F'(m).
Peca aos alunos que facam o preenchimento da tabela:
n: ordem do termo .
F,: termo de ordem n.

n F,
1 1
2 1
3 2
4 3
5 5
6 8
7 13
8 21
9 34
10 95
11 89
12 | 144
13| 233
14 | 377
15| 610
16 | 987
17 | 1597
18 | 2584
19 | 4181
20 | 6765
21 | 10946

Consulte a tabela acima e preencha as seguintes tabelas relacionando os termos
F(n) para n maltiplo de 3 e também multiplos de 5.

n [3]6]912]15] 18 | 21
F(n) |28 34| 144 | 610 | 2584 | 10946

n [5]10] 15 | 20
F(n) | 5| 55 | 610 | 6765

Questao 3.1.3 Qual a relacdo entre F(3) e F(6), F(9), F(12), F(15), F(18),
F(21)? E entre F(5) e F(10), F(15), F(20)?
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Resposta: F(6), F(9), F(12), F(15), F(18), F(21) sao todos multiplos de
F(3). Da mesma forma F(10), F'(15), F(20) sao multiplos de F(5).

Questao 3.1.4 A que conclusdo podemos chegar?

Resposta: Para todo nimero n multiplo de m, com m > 1, F(n) é multiplo
de F(m).
Propriedade 3: Soma de n termos da sequéncia de Fibonacci pode ser calculada
por: Sn = F(n+2) —1;

Questao 3.1.5 Calcule as sequintes somas:
a. Ss, do termo F(1) ao F'(5). Resposta:

F)+ F2)+...+F(5)=14+14+2+3+5=12

b. Sg, do termo F'(1) ao F(8). Resposta:

FO)+F2)+...+FQ@)=1+1+2+3+5+8+13+21=54

c. Sy, do termo F(1) ao F(14). Resposta:

F(1)4F(2)+. . 4+F(14) = 14+14243+5+8+13+21+34+55+89+144+2334377 = 986

Questao 3.1.6 Qual a relagio entre F(7) e S5, F(10) e Ss, F(16) € Si?

Resposta comentada: [(7) = 13 ¢ S5 = 12; F(10) = 55 e Sg = b54; F(6) =
987 e Sig = 986. As somas sao uma unidade menor do que o segundo termo
subsequente.

Questao 3.1.7 Generalize o resultado anterior.

Resposta comentada: A formula para o calculo dos n termos de uma sequéncia
de Fibonacci é:
Sn=F(n+2)—1.

Questao 3.1.8 Calcule a soma Ssy, do termo S(1) ao S(21).

Resposta comentada: Sy = F(21 4 2) — 1, assim Sy = F(23) — 1, em nossa
tabela temos somente até o termo de ordem 21, porém temos condicoes de calcular
rapidamente F'(23) pois ele ¢ I'(22) + F(21) e temos F'(22) = F(21) + F'(20), ou
seja, F'(22) = 10946 + 6765, donde F'(22) = 17711. Portanto F'(23) = 17711 +
10946 = 28657. Logo, Sy1 = 28657 — 1,531 = 28656.

Questao 3.1.9 Calcule a soma Ssp, do termo S(1) ao S(30).
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A soma pedida é S3g = F(30+2) — 1, ou seja, Sz = F'(32) — 1. Podemos repetir
o processo da questao anterior e com algum trabalho calcular F(32) e assim a
soma, porém nao faremos assim.

Resposta comentada: A intengao da questao é perceber que na maioria das
vezes o trabalho de encontrar manualmente os termos da sequéncia de Fibonacci
¢ demorado. Uma maneira mais rapida de executar isso é através da P4:
Propriedade 4 O n-ésimo termo da sequéncia de Fibonacci pode ser calculado
por:

_ &
NG

Assim, F(32) = %, portanto, F(32) = 2178309, 485, donde concluimos que
F(32) = 2178309. Voltando a questao 4.1.9, temos: Ssg = 2178309 —1 = 2178308

Atividade 3.2 O retdangulo de ouro e a sequéncia de Fibonacci.

O retangulo de ouro surge do processo de divisao em média e extrema razao.
Ele é assim chamado porque ao dividir-se a base desse retangulo pela altura,
obtém-se aproximadamente o valor do nimero de ouro. Por exemplo:

B c F

I}

=

A M D E] Y
M 10 wolics HEGE
2 16,18 el

Os retangulos AEFB e CDEF sao retangulos de ouro. Nesta atividade nosso
objetivo é construir o retangulo de ouro a partir da sequéncia de Fibonacci. Para
a atividade vamos precisar de papel quadriculado.

Descricao da atividade: Entregar aos alunos as folhas de papel quadricu-
lado. Orienta-los a desenhar retangulos usando os quadrados da folha de acordo
com o seguinte procedimento: Os retangulos serao montados a partir de quadra-
dos cuja medida correspondem aos termos da sequéncia de Fibonacci. Por exem-
plo:

e no primeiro retangulo pode ser usado apenas um quadrado de lado um.



e no segundo retangulo podem ser usados um quadrado de lado um do passo
anterior e um novo quadrado de lado um.

e no terceiro retangulo podem ser usados os dois quadrados de lado um do
passo anterior e um novo de lado dois. E assim por diante.

Note que os quadrados devem ser posicionados de forma que encaixem na
figura gerando um novo retangulo. Agora os alunos devem desenhar os proximos
quatro retangulos. Para auxilid-los faca as seguintes perguntas:

Questao 3.2.1 Quais as medidas dos retdngulos desenhados?

Resposta: Quarto retangulo: 5 u.m de comprimento e 3 u.m de altura.
Quinto retangulo: 5 u.m de comprimento e 8 u.m de altura.
Sexto retangulo: 13 u.m de comprimento e 8 u.m de altura.

Questao 3.2.2 Vocé conseguiria, sem desenhar, responder quais sao as medidas
dos proximos retangulos? Se a resposta for afirmativa, indique as medidas dos
proximos trés retingulos.

Resposta Sim, pois sdo os sucessivos termos da sequéncia de Fibonacci. Assim
a medida dos trés proximos retangulos serao:

Sétimo retangulo: 13 u.m de comprimento e 21 u.m de altura.

Oitavo retangulo: 34 u.m de comprimento e 21 u.m de altura.

Nono retangulo: 34 u.m de comprimento e 55 u.m de altura.

Questao 3.2.3 Indique a sequir a razao entre a medida maior e a medida menor
de cada um dos retingulos:
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Resposta: Primeiro retangulo: 1/1 =1
Segundo retangulo: 2/1 = 2

Terceiro retangulo: 3/2=1,5

Quarto retangulo: 53 = 1,666. ..

Quinto retangulo: 8/5=1,6

Sexto retangulo: 13/8 = 1,625

Sétimo retangulo: 21/13 = 1,615384615. ..
Oitavo retangulo: 34/21 = 1,61904761 . ..
Nono retangulo: 65/44 = 1,617647058. ..

Questao 3.2.4 O que podemos concluir a respeito da razao entre as medidas dos
lados dos retdngulos?

Resposta: podemos concluir que a razao entre a medida dos lados ¢é igual a
razao entre um termo da sequéncia de Fibonacci e o seu anterior, o qual ja vimos
que se aproxima cada vez mais do nimero de ouro.

Questao 3.2.5 Qual € um método eficiente para construir um retdngulo de ouro?

Resposta: Podemos construir um retangulo de ouro a partir da uniao de quadra-
dos cujas medidas correspondem, em ordem, aos termos da sequéncia de Fi-
bonacci.

Atividade 3.3 A mdgica de Fibonacci

A atividade a seguir é uma interessante brincadeira com o propoésito de in-
stigar a curiosidade do aluno e a partir disso abordar temas como da teoria de
numeros e propriedades da sequéncia de Fibonacci. Para a atividade vamos pre-
cisar de uma folha, por aluno, com dez linhas numeradas de 1 a 10.

Descricao da atividade: Peca aos alunos que escolham um representante
e entregue a este um envelope fechado contendo o ntimero 1,61 anotado. Dé aos
alunos uma folha com dez linhas numeradas de 1 a 10. Peca a eles que escolham,
em secreto, dois nimeros inteiros e os coloquem um na primeira linha e um na
segunda. Solicite aos alunos que completem as demais linhas (3% e 10*) fazendo
a soma das duas linhas anteriores, formando assim uma sequéncia de Fibonacci.
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Por exemplo:

14 3

2¢ | 12
3% | 17
4 1 29
2% | 46
6% | 75
7| 121
8% | 196
9* | 317
10* | 513

Professor, temos dois resultados curiosos a respeito de qualquer sequéncia
obtida seguindo as instrugoes anteriores. Estes resultados nao devem ainda ser
revelados aos alunos.

e A soma dos dez termos é igual ao produto do elemento da sétima linha por
11.

e O quociente da décima linha pela nona, com duas casas decimais, é igual a
1,61.

Note a validade dos resultados no exemplo: a soma dos dez elementos é 1331
que por sua vez ¢ igual ao produto do elemento da sétima linha, 121 por 11. O
quociente do elemento da décima linha, 513, pelo elemento da nona linha, 317,
com duas casas decimais é 1,61. Use esses resultados para despertar a curiosi-
dade dos alunos. Depois dos truques iremos demonstrar porque funciona.

O truque

Peca aos alunos para somar os nimeros obtidos nas dez linhas e que nao rev-
elem o resultado. Pergunte a alguns alunos apenas o ntimero da sétima linha
e faca as adivinhacoes. O ideal é que o professor esteja habil na multiplicagao
por 11 a fim de dar resultados mentalmente, pois isto cria um mistério maior.
Nesta altura dos acontecimentos é esperado que a turma esteja bastante curiosa
de como o professor fez para "adivinhar". Solicite ainda que um dos alunos divida
o ntimero da décima linha pelo nimero da nona linha e que revele o resultado
aproximado até a segunda casa decimal. O aluno tera encontrado o nimero 1, 61.
Escreva esse niimero no quadro. Este é o momento do aluno que estd com o
envelope abri-lo e surpreendemente 14 estard o nimero 1,61.

Desvendando o mistério:

Como esté evidenciado na regra, podemos escolher quaisquer niimeros iniciais,

sendo assim chame de x o primeiro e de y o segundo. A seguir complete as demais
linhas da tabela (3% a 10%) fazendo a soma das duas linhas anteriores.
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1¢ X

2¢ y

3¢ X +y
44 | x + 2y
b 2x+3y
6 3x+0y
7° 5X+8y
8¢ | 8x+13y
9¢ | 13x+421y
10 | 21x+34y

Questao 3.3.1 Some os termos da 1¢ a 10% linha.

Resposta:
rty+r+y+z+2y+2243y+3x+5y+52+8y+8x+13y+ 132+ 21y +21x 434y

= 5bx + 88y

Questao 3.3.2 Note que 55 e 88 sao multiplos de 11, sendo assim, podemos
escrever, bbx 4+ 88y = 11(bx + 8y). Quem € bz + 8y? Qual a conclusio a que
podemos chegar?

Resposta comentada: 5x + 8y é o elemento da sétima linha. Podemos calcular
a soma dos dez termos da sequéncia conhecendo apenas o sétimo termo, basta
calcular o produto do termo que estd na sétima linha por 11.

A segunda parte do truque é um pouco mais delicada de ser demonstrada,
porém é razoavel esperar que haja um bom entendimento por parte dos alunos.

Teorema 3.1 Dada uma sequéncia de dez termos em que cada um a partir do
terceiro € obtido somando os dois termos anteriores, temos que o quociente do
elemento da décima linha pelo elemento da nona linha €, com duas casa decimais,
tgual a 1,61.

Faremos uso de uma propriedade de desigualdades bastante conhecida:

A0 1 it ; o ¢ 30 2t osti @, c
Se a,b, c e d sao nimeros pOSl'tIVOS tais que < g, entao bd esta entre | e ;.
Vamos demonstrar essa propriedade:
Demonstracao 3.1

(3.3.1)

ul o

SallS



obtemos ad < be, implicando ab + ad < ab + be, que, apos fatoracao, fornece-nos
a(b+d) < bla+c).
Dividindo ambos os membros por b(b+ d), chegamos a desigualdade

a a+c
R

<

Por outro lado,

obtemos ad < bc, implicando ad + cd < bc + cd, apos fatoragao, fornece-nos

d(a+c) < c(b+d).

Dividindo ambos os membros por d(b+ d), chegamos 4 desigualdade

a—+c c
. 3.3.2
btd © d (3:3.2)

De e concluimos:

a < a+c < &

b b+d d
Voltemos a demonstracao da sequnda parte do truque. O quociente a ser analisado
é

21z + 34y
132 + 34y
Note que
21
— =1,615384---
13 ’
34
— =1619047 - - -
21
asstm,
21 < 34 nd 21z < 34y
13 "1 7 oM A G S oy

Logo, pela propriedade de desigualdades demonstrada anteriormente temos

21z 21z + 34y < 34y
13z 13z + 21y 21y

donde concluimos,

(3.3.3)
21
13
21x  21x + 34y
13z < 13z + 21y
34y 34

= 2 —1,619047- - -
21y 21

1,615384 -+ =

14



ou seja, o quociente estd entre 1,615384 --- e 1,619047, se considerarmos apenas
duas casas decimais ele € igual a 1,61.

4

Problemas complementares

4.1 Problemas de sequéncia de Fibonacci e o ntimero de

5

ouro

1. Uma &arvore cresce de acordo com a seguinte regra:

Na primeira semana a arvore comeca a crescer com apenas um galho. Apos
crescer por duas semanas, esse galho da origem a um novo galho por semana.
Cada novo galho gerado continua a crescer, e ap6s crescer por duas semanas
d4 origem a um novo galho por semana.

a. Faca um desenho indicando o crescimento da arvore apds cinco semanas
passadas do inicio de seu crescimento.

b. Responda quantos galhos teremos apos seis, sete e treze semanas.

. Os termos de uma sequéncia, a partir do terceiro, sao obtidos somando os

dois termos imediatamente anteriores. Sabe-se que a soma dos dez primeiros
termos dessa sequéncia é 4411, e que o sexto termo da sequéncia é 248. Qual
é o terceiro termo da sequéncia?

. A base de um retangulo de ouro mede 55 cm. Qual a medida de sua altura?
. Calce a soma dos 40 primeiros termos da sequéncia de Fibonacci.

. A abelha que aparece na figura deseja percorrer algumas células na sua

colmeia. Ela pode comecar ou pela célula 1 ou pela célula 2 e move-se
apenas para a célula cujo ntimero seja superior ao seu. Sendo assim hé
apenas um caminho para chegar a célula 1; duas maneiras de chegar a
célula 2: diretamente ou via a célula 1. Para a célula 3, pode ir de 1 para
2 e depois para 3, ou de 1 para 3, ou ainda de 2 para 3, isto é, ha trés
caminhos diferentes. Quantos caminhos ha desde o principio até a célula
n?
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Atividade: Propriedades da sequéncia de Fibonacci.
Na tabela a seguir temos os seguintes elementos referentes a sequéncia de
Fibonacci:
n: ordem do termo.
F,,: termo de ordem n.
F,_i: termo de rdem n — 1.

F, - . .
7 Razao entre o termo de ordem n e o anterior a ele, ou seja n — 1.
n—1
Com o auxilio de uma calculadora, para a ultima coluna, preencha a tabela.
_ |
n E, F, T
1

Questao 1: O que acontece com a razao de um termo pelo seu anterior a medida
que o n aumenta?’

Questao 2: Qual a conclusao a que podemos chegar?
Faca o preenchimento da tabela a seguir:
n: ordem do termo .
F,: termo de ordem n.
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©| o] ~1| | | x| wo| o] —| 2

10
11
12
13
14
15
16
17
18
19
20
21

Consulte a tabela acima e preencha as tabelas abaixo a seguir relacionando
os termos F'(n) para n multiplo de 3 e também multiplos de 5.

Questao 3: Qual a relacdo entre F'(3) e F(6), F(9), F(12), F(15), F(18), F(21)?
E entre F(5) e F(10), F(15), F(20)?

Questao 4: A que conclusao podemos chegar?
Questao 5: Calcule as seguintes somas:

a. Ss, do termo F(1) ao F(5).

b. Ss, do termo F(1) ao F(8).

c. Sis, do termo F(1) ao F(14).
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Questao 6: Qual a relacdo entre F(7) e S5, F(10) e Sg, F(16) e Si7
Questao 7: Generalize o resultado anterior.
Questao 8: Calcule a soma Sy, do termo S(1) ao S(21).

Questao 9: Calcule a soma Ssg, do termo S(1) ao S(30).

Atividade: O retangulo de ouro e a sequéncia de Fibonacci

Os retangulos a seguir estao sendo desenhados a partir de quadrados cuja
medida correspondem aos termos da sequéncia de Fibonacci.

e No primeiro retangulo pode ser usado apenas 1 quadrado de lado 1.

e No segundo retangulo podem ser usados um quadrado de lado 1 do
passo anterior e um novo quadrado de lado 1.

e No terceiro retangulo podem ser usados os dois quadrados de lado 1
do passo anterior e um novo de lado 2. E assim por diante.

Note que os quadrados devem ser posicionados de forma que encaixem na
figura gerando um novo retangulo. Na folha quadriculada desenhe os prox-
imos quatro retangulos.

Questao 1: Quais as medidas dos retangulos desenhados?

Questao 2: Vocé conseguiria, sem desenhar, responder quais sao as medidas dos
proximos retangulos? Se a resposta for afirmativa, indique as medidas dos
proximos trés retangulos.

Questao 3: Indique a seguir a razao entre a medida maior e a medida menor de
cada um dos retangulos:
Primeiro retangulo:
Segundo retangulo:

21



Terceiro retangulo:
Quarto retangulo:
Quinto retangulo:
Sexto retangulo:
Sétimo retangulo:
Oitavo retangulo:
Nono retangulo:

Questao 4: O que podemos concluir a respeito da razao entre as medidas dos
lados dos retangulos?

Questao 5: Qual é um método eficiente para construir um retangulo de ouro?

Atividade: A Mégica de Fibonacci

Escolha em secreto dois niimeros inteiros e o coloquem um na primeira linha
e um na segunda da tabela a seguir. Complete as demais linhas (3* a 10%)
fazendo a soma das duas linhas anteriores, formando assim uma sequéncia
semelhante a de Fibonacci.

1°
90
30
10
5o
6°
7o
3°
9°
10°

Perguntas: (So revele a resposta quando for autorizado pelo professor)

a. Qual o termo da sétima linha?

b. Qual a soma dos termos que surgiram da 1% até a 10% linha?

c. Qual a razao entre o termo da décima linha pelo nono?
Desvendando o mistério
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Como estd evidenciado na regra, podemos escolher quaisquer ntimeros ini-
ciais, sendo assim chame de x o primeiro ntmero e de y o segundo. A seguir
complete as demais linhas da tabela (3* a 10*) fazendo a soma das duas
linhas anteriores.

1° | x
2° |y
3°

19
5o
6°
7
3°
9°
10°

1. Some 0s termos da 1% a 10% linha.

2. Note que 55 e 88 sao miltiplos de 11, sendo assim, podemos escrever, 55z +
88y = 11(bx+8y). Quem é 5x+8y? Qual a conclusdo que podemos chegar.
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