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Resumo: O objetivo deste trabalho é oferecer a alunos e professores de matemaética uma
fonte de pesquisa que possibilite um estudo aprofundado sobre as distribuicoes binomial e
multinomial e suas propriedades. Sem prejuizo do formalismo matematico, é possivel tratar
do tema de uma forma acessivel a alunos do ensino médio. Durante sua execucao verificou-
se que, apesar de ser extremamente interessante e estar intimamente ligada ao tema da
Distribuigcao Binomial, a Distribui¢cao Multinomial é pouco explorada nos livros voltados para
o ensino médio. O texto procura abordar o tema principal inicialmente de forma intuitiva

através de exemplos, prosseguindo-se entao com a formalizacao matematica pertinente.
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1 Introducao

A teoria de probabilidade é uma ferramenta matematica extremamente interessante para

lidar com problemas sujeitos a incertezas. Ela é de grande utilidade pois, estando presente
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2 ANALISE COMBINATORIA )

em varios ramos do conhecimento humano, da economia a biologia, da fisica a engenharia,
permite avaliar, por exemplo, as chances de sucesso ou o risco de fracasso nas apostas em
jogos de azar, fornece estimativas sobre o resultado de uma eleicao, e auxilia nas previsoes
meteorolégicas. Porém nota-se que tal topico é raramente tratado no ensino basico e, quando
é trabalhado, se faz de forma superficial, limitando-se a probabilidade béasica, nogao de espaco
amostral, evento, uniao de eventos e probabilidade condicional. Em especial, discussoes sobre
a distribui¢ao binomial aparecem em alguns livros didaticos de ensino médio, mas o conceito
é pouco explorado e, em alguns deles, ha a simples apresentacao da formula e aplicacao em
exercicios. J& a distribuicao multinomial nao é tratada no ensino bésico e, mesmo no ensino
superior, é pouco explorada.

Este trabalho almeja explorar a ideia de distribuicao binomial e multinomial e suas pro-
priedades, tratando dos assuntos com rigor, mas ainda de forma acessivel a alunos com
conhecimento equivalente ao do ensino médio. Para o professor de matemaética, este texto
pode servir de base para uma melhor compreensao destas distribuigoes.

Como a compreensao da teoria de probabilidade sobre espacos amostrais discretos envolve
conhecimentos de analise combinatoéria, a Secao 2 trata brevemente deste tema. Nas Segoes
3 e 4, discorre-se sobre aspectos gerais do Binomio de Newton e Poténcias de Polindmios que
serao uteis no entendimento das distribuigoes Binomial e Multinomial. Os aspectos principais
sobre Teoria de Probabilidade aparecem na Secao 5. As Segoes 6 e 7 tratam do tema principal
deste trabalho, e a Secao 8 introduz uma primeira nogao sobre Processo Estocastico com o

auxilio de propriedades da Distribuicao Multinomial.

2 Analise Combinatoria

E comum termos que contar objetos. Porém, na maioria das vezes, nos deparamos com si-
tuagoes em que enumerar os objetos se torna inviavel. O uso da Andlise Combinatéria nos au-
xilia na resolucao de tais situacoes. Com os artificios oferecidos pela teoria da Combinatoéria,
calculos como a quantidade de placas de automéveis, de niamero de telefones possiveis, niimero
de comissoes e varios outros problemas se tornam triviais. Neste texto iremos nos limitar
aos conceitos basicos da Analise Combinatoéria, necessarios ao entendimento das distribuicoes

Binomial e Multinomial. O leitor interessado em aprofundar-se no tema pode consultar as
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referéncias [2, 6, 7).

2.1 Principios Fundamentais de Contagem

Suponha que uma pessoa queira ir de uma cidade A até uma cidade C', passando por uma
cidade B, sendo que h& trés caminhos distintos para ir de A até B, dois caminhos distintos
para ir de B até C' e um caminho direto de A até C. Para cada maneira de ir de A até B
temos duas maneiras de ir de B até C' além de um caminho independente dos demais. Temos
entdao 3-2+ 1 =7 modos de ir de A até C.

O Principio Aditivo diz que “se temos m possibilidades de escolha para um evento A
e n possibilidades de escolha para um evento B entao o numero total de possibilidades para
escolher A ou B é A+ B”.

O Principio Multiplicativo diz que “se temos eventos com invariancia de escolha de
modo que o numero de possibilidades na 1° etapa é m e o numero de possibilidades na 2°

etapa € n entdo o nimero total de possibilidades de o evento ocorrer é m -n” [2].

Exemplo 2.1 Vamos calcular o nimero de modos distintos de uma pessoa se vestir sabendo
que ela possui trés calgas, cinco blusas e dois vestidos. Observe que para cada cal¢a a pessoa
pode escolher cinco blusas diferentes, porém, escolhido um vestido, nada mais se tem a fazer.

Portanto, de acordo com o Principio Fundamental de Contagem, basta fazer 3-5+ 2 = 17.

2.2 Fatorial

Em grande parte dos problemas da Anélise Combinatéria nos deparamos com um produto
de nimeros consecutivos que decrescem até o nimero um. Poderiamos calcular o produto
obtendo o resultado do mesmo, porém, além de se tornar um trabalho desgastante, na maioria

das vezes é desnecessario. Podemos representar tal produto utilizando a definicao de fatorial.

Definigao 2.1 (Fatorial) Seja n € N. Definimos o fatorial de n como sendo o nimero

n-(n—1)-(n—2)...3-2-1, e escrevemos

nl=n-(n—1)-(n—2)...3-2-1.



2 ANALISE COMBINATORIA 4

Exemplo 2.2
=1
20=2-1
4/1=4-3-2-1

15!=15-14...3-2-1

Devemos observar que nao podemos operar com o fatorial como ntmeros comuns. De

fato:

2.3 Permutacao simples

Quando desejamos organizar n objetos em n posicoes ordenadas temos uma permutacao.
Permutar ¢é sinénimo de embaralhar, trocar objetos de posigao [2]. Vejamos de quantos
modos podemos organizar trés pessoas em fila. Para resolver este problema vamos listar as

possibilidades:

ABC
ACB
BAC
BCA
CAB
CBA

Note que ao acrescentarmos uma pessoa na mesma situacao teremos muitas maneiras mais

de organizarmos uma fila:
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ABCD | BACD | CABD | DABC
ABDC | BADC | CADB | DACB
ACBD | BCAD | CBAD | DBAC
ACDB | BCDA | CBDA | DBCA
ADBC | BDAC | CDAB | DCAB
ADCB | BDCA | CDBA | DCBA

Podemos resolver o mesmo problema das trés pessoas, sem listar todas as possibilidades,

fazendo a conta:
3-2-1=6.
J& o problema com as quatro pessoas pode ser resolvido com a conta
4-3-2-1=24.

Observe que o numero de pessoas ¢é igual ao nimero de posicoes a serem ocupadas e que
tem-se quatro pessoas possiveis para ocupar a primeira posicao, trés pessoas possiveis para
ocupar a segunda posicao ja que uma pessoa ja estd na primeira posi¢ao e assim por diante.

Trata-se entao de uma permutacao de objetos.

Teorema 2.1 Seja C' = {cy,ca,...,cn} um conjunto com n elementos. O nimero de n-uplas

distintas que podemos formar sem repetir qualquer elemento de C' € dado por
P, =nl (1)
A demonstragao segue do Principio Multiplicativo.

Exemplo 2.3 De quantos modos podemos organizar cinco pessoas em cinco cadeiras enfilei-

radas?

P;=5'=5-4-3-2-1=120

Exemplo 2.4 Quantos anagramas a palavra CAMELQO possui?
Ps=6!=6-5-4-3-2-1="720
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2.4 Permutacao com Repeticao

Quando queremos calcular a quantidade de anagramas que tem uma determinada palavra,
devemos observar se a mesma tem letras repetidas. Em caso positivo devemos considerar
que uma troca de letras repetidas nao nos da um novo anagrama. Para resolver tal problema
basta dividir o niimero total de anagramas pelo produto dos fatoriais da quantidade de letras

repetidas.

Exemplo 2.5 Quantos anagramas tem a palavra TERRA ?
Se tivéssemos cinco letras diferentes tratar-se-ia de uma permutacao simples que resultaria
em Ps = 5!. Porém, a troca das letras R ndo gera um novo anagrama. Temos, entdo, uma

permutacao com repeticao que € calculada fazendo PRg’l’l’1 = g—; = 60.

Teorema 2.2 Sejam C = {cy, ¢, ..., ¢} um conjunto comn elementos e iy, s, . .., i nimeros
naturais tais que

E Zj:n.

J=1

SN

O numero de particoes distintas de C' em subconjuntos disjuntos de tamanhos iy,1s, . .., i

|
PR’il,...,ik — n:
n

il Ly

A demonstragao segue do Principio Multiplicativo.

2.5 Arranjo

Consideremos a seguinte situacao:
De quantos modos podemos organizar cinco pessoas em trés cadeiras enfileiradas?
Preenchendo as posigoes (cadeiras) com as pessoas disponiveis, de acordo com o Principio

Multiplicativo, temos:
5-4-3=060.

Observe que podemos completar o produto acima de forma a obter 5!. Mas, para isso,
devemos acrescentar os mesmos fatores no denominador:

5-4-3-2-1

71 60.
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Podemos perceber que no numerador teremos o fatorial do total de pessoas e no denominador
temos o fatorial da diferenca entre o niimero de pessoas e o nimero de cadeiras.

Assim, quando o nimero de objetos e o nimero de posicoes a serem ocupadas por eles
forem diferentes, podemos completar o produto de forma a obter o fatorial. Dessa forma

obteremos no denominador o fatorial da diferenca entre n e p.

Teorema 2.3 Sejam C' = {ci,¢2,...,¢,} um conjunto com n elementos e p um nimero
natural menor do que n. O numero de p-uplas distintas que podemos formar com distintos

elementos de C é
(3)

Ver a demonstragao em [6].

Observacao 2.1 Nos casos em que o niumero de objetos € igual ao niumero de posicoes a
serem ocupadas temos uma permutacao, n! = A, ,. Percebemos entdao que permutagdo € um

caso especial de arranjo e enseja a discussao sobre o fato de que 0! = 1, pois

n! n!
=4, =—=— = 0l=1
" (n—mn)! 0!

2.6 Combinacao

Consideremos o seguinte problema:

Com cinco pessoas disponiveis quantos grupos de trés pessoas podem ser feitos?

Tal situagao nao pode ser resolvida como um arranjo pois a troca de posicao entre duas pes-
soas nao gera uma nova disposi¢ao. O grupo {Ana, Bia, Caio} é o mesmo que { Bia, Ana, Caio}.
Podemos pensar que, dentre as cinco pessoas, escolhemos trés (cujas formas de fazer vamos
denotar por C53) e, posteriormente, permutamos as trés escolhidas ou seja, para cada trés

pessoas escohidas vamos permuté-las. Obtemos a seguinte situacao:

As3 = Cs3- 3!
o que implica
A
Cs3 = —35!’3

De forma geral temos:
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Teorema 2.4 Sejam C = {ci,¢a,...,¢,} um conjunto com n elementos e p um nimero
natural p < n. O numero de subconjuntos distintos de p elementos que podemos fazer com

0s elementos de C' €
|
n.

(n—p)lp!

Demonstracao: Seja C),, o numero de subconjuntos que podemos formar com p elementos.

(4)

Cn,p =

Para cada subconjunto de p elementos temos p! permutacoes, logo C, ,, - p! fornece o nimero

de arranjos de n elementos tomados p a p:

App = Chyp -1
o que implica
C — Anvp
n,p '
p!
e portanto
n!
Cy :
T (n—p)ip!

Observacao 2.2 As combinagoes C,,,, podem ser vistas como permutagoes com repeticao,

onde, de n elementos, um se repete p vezes e o outro n — p vezes:

n!
Cpyp= ———— = PRI" PP,
" (n—p)lp!

As combinagcoes aparecem tao freqiientemente que elas tém uma representacao especial:

n
Cnp = ( )
p
Calculemos alguns niimeros binomiais:

5\ 5 _5-4-3!_5-4_10
3/ 3120 3121 2

40\ 40!  40-39-38! 40-39
38) 3821 3812 92

0s numeros binomiais

= 780
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Observe que

n n!
(n) =0
n n! n(n —1)!
= = =n
1 Un-1)! 1l(n-1)
n\ n! _nl 1
0) 0(n—0) n!

(Z) :p!(+ip)!: (nﬁp)'

O fisico e filésofo Blaise Pascal disp6s os nimeros da forma binomial numa tabela (Tabela
1) o que resultou em seguida na Tabela 2 denominada Tridngulo de Pascal. Pode-se
observar que os numeros binomiais retornam nidmeros naturais que estao associados aos

coeficientes do Binomio de Newton a seguir.

Tabela 1: Numeros Binomiais

linha
0 1
1 1 1
2 1 2 1
3 1 3 3 1
4 1 4 6 4 1
5 1 5 10 10 5 1

Tabela 2: Triangulo de Pascal

Os numeros binomiais satisfazem a Relacao de Stifel, dada na proposicao a seguir:
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Proposicao 2.1 (Relagao de Stifel) Dados os nimeros naturais k e n, com k < n, entdo

n—1 n n—1\ (n
k—1 k) \k)
Demonstragao:

(Z . i) * (n; 1) G —(2)!_(;)1 DI k;!(fzn—_llz!kr)!
= (n—1)! ((k — 1)!1(n B W _11 — k:)!)
- -0t ()

= =D —h

¢ valida a igualdade

n!

T Kl(n— k)

()

Diversos exemplos desta relacao podem ser observados no Triangulo de Pascal.

3 Binomio de Newton

As poténcias da forma (a + b)" sd@o chamadas de Binémios de Newton. Ao desenvolvé-las
podemos observar que os coeficientes de cada monomio sao dados pela n-ésima linha do

Triangulo de Pascal.

( )
( )
(x4 y)? = 2 + 2zy + 1
(z +9y)* = 2% + 32%y + 3a® + ¢
( )

4=t 4 4x3y + 6x2y2 + 4:13y3 + y4



4 POTENCIAS DE POLINOMIOS - TEOREMA MULTINOMIAL 11

A expansao de um binémio da forma (x + y)™ é o resultado do teorema a seguir, cuja

demonstracao se encontra em [4].

Teorema 3.1 (Binoémio de Newton) Se x,y sdo dois nimeros reais e n um nimero na-

tural, o desenvolvimento do binomio (x + y)"™ fornece:

oo (e () (v (o - (v o
=0

Exemplo 3.1 Vamos desenvolver o binémio (a + 2b)3:

(a+ 2b)* = a® + 3a®(2b) + 3a(2b)* + (2b)* = a® + 6a°b + 12ab* + 8b*

4 Poténcias de Polinémios - Teorema Multinomial

Podemos nos perguntar: como seria o desenvolvimento de uma poténcia de um polinomio da

forma
(1 +xo+ - +ap)" 7

Proposicao 4.1 (Teorema Multinomial) Se x1,z,,..., 2, sao k nimeros reais e n é um

numero natural, entao

(1 + a9+ -+ -+ 21)" (6)
n n—ii n—i1——igp_2 n!
o § : § : 2 : : i1 42 Tp—1 M—1]——lp_1
i1=0 i2=0 i_1=0 12028 e Ok—1" 1 k—1):

Demonstragao: Vamos usar inducao em k. Comecemos desenvolvendo o polinomio
(x1 + z2 + x3)". Note que se reconhecermos os termos z; e (x2 + z3), podemos utilizar o

binomio de Newton para obter

(iL‘l + To + 1‘5)n = [33'1 + (332 + 33‘3)]”

n n , ,
=2 ( )”’”31(582 + )"
(21

11=0
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Agora na ultima expressao entre parénteses, utilizamos novamente a expansao do binémio

de Newton, obtendo

" /n [y
4 - o M—i1—1
(l’l + X2 + x?))n = E <Z )1:11 E ( . ).ZU22Z)L’3 1
1

i1=0 ia=0 b2

"R N (=

=0 is=0 \1 ‘2

n i nl o .y
= Zz il — i s

120 15=0 1.’&2.(71 11 22).

Agora suponha que seja vélida a expansao

(r1+ a0+ -+ + )"

n n—i n—i1——1%—2 TL'
o : i1 .12 ip—1 mn—iy—ig——ig_1
_g g E il ; '(n—i—---—i )'1’1$2...$k—1l’k )
120 15—0 ih1=0 1o e Up—1: 1 k—1)-

€ vaimos provar que

(iIZ’l +Xog+ - +$k+1)n

n n—ii n—i]——lg_1 !
_ . i1 .19 i M—i1— - —1lk
120 =0 20 11! 1 k)

Note que (x1 + 23 + -+ + 1) = [x1 + -+ + 21 + (T + 2p11)]" € podemos usar a

hipétese de inducao para obter:

(1 + 22+ + Tp0)"

=z 4+ F+ 21 + (25 + Tpp1)]”

n n—i1——ig_2 n!
! o i i
=2 2 il el (n—i i )l"”zllxlf-~-$k7f($k+l’k+1)n nTRTTTe
7;1:0 ik_lzo 1+ .- k_l. 1 k_l .
n n—i1——ig_2 nl
! i i
:Z Z P B P —— )|xlllx122...a:k’“_1l><
= P, 10l 1 k—1)
n—i1——ik_1 .
n—1i — — k-1 i M—l1——lg_1
§ ; k Lkl
=0 k

de onde concluimos o resultado. O
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Observagao 4.1 Note que cada coeficiente de cada mondémio em (6) pode ser escrito como

n!

— PR;].:v’Lk7

iligl g lig!

onde i, =n — iy — -+ —ip_1. E usual, também, a sequinte notac¢ao:

n! ( n )
gl i lin! N\iysig, ... ip)

5 Probabilidade

O estudo das probabilidades surgiu da necessidade de quantificar os riscos dos seguros e de
avaliar as chances de ganhar em jogos de azar. Matematicos como Pierre de Fermat e Blaise
Pascal contribuiram com o desenvolvimento desta Teoria. Algumas referéncias para esta

segao sao [1, 5, 7).

5.1 Espaco Amostral

Definicao 5.1 Um espago amostral ) € o conjunto de todos os resultados possiveis para

um experimento.

Observacao 5.1 Vale ressaltar que consideraremos aqui apenas experimentos cujos espagos

amostrais sao finitos.

Vejamos exemplos de espacos amostrais.
Exemplo 5.1 Langamento de uma moeda e observacao da face superior: Q = {cara, coroa} .

Exemplo 5.2 Lang¢amento de um dado e observagao da face superior: Qs = {1,2,3,4,5,6}.

5.2 Evento

Definicao 5.2 Seja 2 um espaco amostral finito. Qualquer subconjunto do espaco amostral

¢ chamado de evento.

Devemos notar que um conjunto finito 2 com n elementos tem 2" subconjuntos. A classe

de subconjuntos de um conjunto €2 é conhecida como partes de 2 e denotada por P(€2)
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ou ainda 2?. Assim, no decorrer deste trabalho, os possiveis eventos relacionados com um
experimento serdo elementos de P(£2), e reciprocamente, cada elemento de P(£2) é um evento.

Vejamos alguns exemplos.

Exemplo 5.3 No lan¢amento de uma moeda, alguns eventos sao:
“sair cara”: Fy = {cara};

“sair coroa”: FEy = {coroa}.

Exemplo 5.4 No langamento de um dado, alguns eventos sao:
“sair nimero maior que 47: Ey = {5,6};

“sair niumero primo”: Ey = {2,3,5}.

Definicao 5.3 Sejam A e B dois eventos de um espaco amostral 2. Os eventos A e B sao

disjuntos se ANB = @.

5.3 Probabilidade

Definicao 5.4 Seja Q um um espag¢o amostral finito e seja S = P(2). Uma medida de

probabilidade ¢ uma funcao P sobre S tal que
P:S—[0,1]

satisfazendo os sequintes axiomas:
(6)P(Q) = 1;
(i1) Se A e B sao disjuntos entao P(AU B) = P(A) + P(B).
Proposicao 5.1 Se A é um evento de (2, entio P(A°) =1 —P(A).
Demonstracao: Sabemos que AU A¢ = (2, logo

P(AU A =P(Q).

Mas P (AU A¢) =P (A)+P (A°), pois A e A° sdo disjuntos. Além disso temos que P (2) = 1.
Portanto

P(A)+ P (A% = 1,

donde segue o resultado. U
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Proposigao 5.2 Se A e B sao eventos de 2, com A C B, entio P(A) < P(B).

Demonstracao: Note que B é a uniao dos eventos disjuntos, A e B — A, logo, pelo axioma

(ii) da Definigao 5.4, P(B) =P(A) + P(B — A), o que implica P(B) > P(A). O

Uma generalizagao direta do axioma 5.4(ii) para uma uniao finita de conjuntos é a seguinte

Proposicao 5.3 Sejam Aq, As, ..., Ay eventos sao dois a dois disjuntos de um espaco amos-
tral 2. Entao i
P(A1UAU...UAL) =) P(Ay).

i=1
Proposicao 5.4 Sejam B, Ay, A, ..., Ay eventos de um espaco amostral €2, onde Ay, As, ..., Ay

sao dois a dois disjuntos e tais que

Entao
P(BNA)U(BNA)...U(BNA)) =P(B)

Demonstracao: Utilizando a propriedade distributiva da intersecao em relacao a uniao de

conjuntos, temos

IP((BﬂAl)U(BmA2)...u(BmAk)):P(Bm (U&))

i=1

—P(BNQ)
— P(B).

5.4 Espaco de Probabilidade

Defini¢ao 5.5 Definimos espago de probabilidade como a tripla (2, P(2),P) onde Q2 é

espago amostral, P(S) € o espago de eventos e P é a medida de probabilidade.
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Exemplo 5.5 No lancamento de uma moeda nao viciada observamos a face voltada para
cima. Podemos definir o espago de probabilidade (Q1,P(21),P), onde Qy = {cara, coroa}, e
P:P(2) — [0,1] atua sobre P() de forma que

P({cara}) =

N~ N -

P({coroa}) =

P({cara, coroa}) = 1.

Exemplo 5.6 No lancamento de um dado ndo viciado observa-se a face voltada para cima.
Temos o espago de probabilidade (Qq, P(€s),P), onde Qy = {1,2,3,4,5,6}, e a medida de

probabilidade € tal que

P({w}) = é, V weQ.

Assim, por exemplo,

P({5,6}) =

P({2,3,5}) =

N — Wl

Exemplo 5.7 Uma moeda nao viciada € lancada trés vezes. Que espaco de probabilidade
pode representar o experimento?

Vamos chamar ¢ de cara e k de coroa. Temos:
Q3 ={(c,c,0),(c,c, k), (¢, k, k), ..., (k k,k)}.

Como o conjunto Q3 tem 2% = 8 tem elemento, todos com iguais possibilidades de acontece-

rem, entao podemos definir P : P(Q23) — [0,1] tal que P{w}) = 5, V w € Q.

Exemplo 5.8 Um dado nao viciado € lancado trés vezes e em cada vez € observada a face
voltada para cima. Que espaco de probabilidade pode represesntar o experimento?

Q. ={(1,1,1),(1,1,2),(1,1,3),...,(6,6,5),(6,6,6)}

Temos 6 = 216 elementos no conjunto 4. Podemos definir P : P(Sy) — [0,1] tal que
PHw}) = 5=, V w € Q

216’
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5.5 Probabilidade Condicional

Em algumas situacoes temos informacoes sobre o experimento que alteram a probabilidade

de ocorréncia de um evento. A esta situacao damos o nome de probabilidade condicional.

Definicao 5.6 Seja (2, P(Q2),P) um espago de probabilidade. Dados dois eventos A e B
com P(A) > 0 definimos a probabilidade condicional de B dado A por

P(BIA) = Zp )
Se P(A) = 0, é conveniente definir
P(B|A) = P(B).

Exemplo 5.9 Uma moeda nao viciada € lancada duas vezes. Qual a probabilidade de se
obter cara no ultimo lancamento sabendo que foi obtido coroa em algum lancamento?
Seja A o “evento sair coroa no primeiro ou no sequndo langamento” e B o evento “sair cara

no sequndo langamento”. Entio P(A) =3, P(B) =1 e P(ANB) = 1. Logo

P(BJA) = % -

1
5

NN

Exemplo 5.10 Um dado nao viciado € lancado duas vezes e € observada a face voltada para
cima. Qual € a probabilidade de se obter a soma dos dados igual a 7, sendo que em pelo
menos um dos dados foi obtido um numero primo ?¢

Seja A o evento “sair primo em pelo menos um dos dados” e B o evento “sair soma igual a
77, Entio P(A) = 2 e P(AN B) = . Logo,

36

P(B|A) = —P(Hf(z)A) -B-_

Definicao 5.7 Sejam A e B eventos de 2. Dizemos que B independe de A se
P(B|A) = P(B).
Note que se P(A) = 0, entdao B é independente de A.

Proposicao 5.5 Dados dois eventos A e B, se B independe de A entdo

P(AN B) = P(A)P(B).
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Demonstracao: Temos, pela definicao de probabilidade condicional, que

P(BNA
P(B|A) = —(IP’(A) )
Como B independe de A, entao
P(BNA)
P(B) = ——=
(B) = 5
donde segue o resultado. U

Proposicao 5.6 Dados dois eventos A e B, se B independe de A entdo A independe de B.

Demonstragao: Suponha que B independa de A, entao pela Proposicao 5.5, P(AN B) =
P(A)P(B). Caso P(B) > 0, temos que

P(AN B)
AlB) = ———=

P(AIB) = ~ g
_ P(A)P(B)

- P(B)

=P(A).
Caso P(B) = 0, entao P(A|B) = P(A).
Em ambos os casos, concluimos que A independe de B. O

Assim, a relagao de independéncia entre eventos é uma relagao simétrica.

5.6 Variavel Aleatoria

Definigao 5.8 Seja (2, P(2),P) um espago de probabilidade. Uma varidvel aleatéria X

¢ uma func¢ao

X:Q—R (8)

w — X (w)

que satisfaz

X (a,b]) €P(Q) Va,beR, a<b.

Observacao 5.2 Uma varidvel aleatoria é uma caracteristica numérica de um experimento.
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Observacao 5.3 Utilizamos as notacoes

X =z]={weQ: X (w)=u}
a<X<b={we:a<X(w)<b}.

Assim temos, por exemplo,

X7 Y([a,0]) = [a < X <)
X ({zi}) = [X =z,

Exemplo 5.11 Para o espago amostral 2y = {cara, coroa} podemos definir

Xy Ql—>R

w — X (w)
tal que

Xi (cara) =0

X (coroa) = 1.

Exemplo 5.12 Para o espago amostral Qs = {1,2,3,4,5,6} podemos definir

tal que

X, (i) =i, ¥Yi=1,2,...,6
Observacao 5.4 Utilizamos a notacao simplificada P(X = x;) para representar P([X = z;]).

Observacao 5.5 Sejam X e Y waridveis aleatorias sobre o mesmo espaco de probabilidade.

A Distribuicio Conjunta das varidveis X e Y € dada por
PX =2,Y =y) =P((X =] N[Y = y3])

Observacao 5.6 Dadas duas varidveis aleatorias X eY sobre o espaco amostral €2, utiliza-

mos a notacao
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para representar a probabilidade de X assumir o valor x; dado que Y assume o valor y;, isto

POC = ailY = 3) = PX = [y = ) = T =0 )

5.7 Meédia ou Esperanca Matematica

Definicao 5.9 Seja X uma varidvel aleatoria sobre um espaco amostral €2 finito. Definimos
a esperanca matematica (ou média) de X por
=) X(w)P({w}). (10)
we

Proposicao 5.7 Seja X uma varidvel aleatdria e suponha que Im(X) = {x1,x2,...,2,}. A

esperanca matemdtica de X pode ser calculada por

= inp (X = ;). (11)

Demonstragao: Para cada z; € Im(X), somando os termos X (w)P({w}) tais que X (w) =

x; obtemos

Y X(WP{w}) = P(X = x)).

{we:X (w)=z;}

Somando sobre os possiveis valores x; temos
> 2 X@P{w) Zw P(X
=1 {we: X (w)=x;}

onde o primeiro membro ¢é igual a E[X]. O

Exemplo 5.13 A esperanca matemdtica da varidvel X definida no Exemplo 5.12 €

6
1 1 1
E[X5] = P(Xo=i)=1-=+42-=+---+6-=-=3,5.
=2 iP( 6 e T e
Exemplo 5.14 Consideremos que o nimero de livros lidos por ano por um grupo de ado-
lescentes € dado na Tabela 3. Uma varidvel aleatoria X pode associar cada adolescente com
o numero de livros que leu. Para calcular a média podemos reordenar os valores obtendo a

Tabela 4. Observe que hda a mesma probabilidade de se escolher qualquer jovem da tabela.
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Alice | Bruna | Carlos | Daniel | Elon | Fabio | Gabriela | Hian | Igor | Janaina
3 5 4 3 1 4 3 3 2 1
Tabela 3: Quantidade de livros lidos
w Elon | Janaina | Igor | Alice | Daniel | Gabriela | Hian | Carlos | Fabio | Bruna
X (w) 1 1 2 3 3 3 3 4 4 5
Tabela 4: Quantidade de livros lidos em ordem crescente
Calculando a média de X temos
2 1 4 2 1
P (X =1 2. — —+4.-— — =29
Zf’; TR T TR T/ A

Uma outra variavel aleatoria Y pode associar cada adolescente com o indicador de ter

lido mais de dois livros, como na Tabela 5. Temos

Alice
1

w

Y(w)

Elon
0

Daniel

1

Carlos

1

Bruna

1

Fébio
1

Gabriela
1

Hian Janaina

0

Igor
0

1

Tabela 5: Indicador de ter lido mais de dois livros

2

D P (Y =y) =

i=1

3
=0-—+1-
0- 10+

7
10

E[Y] =0,7.

A esperanca matematica possui a propriedade de linearidade, como atesta a proposicao

a seguir.

Proposicao 5.8 Se X e Y sdo varidveis aleatorias sobre Q) e a € R, entdo
(i) ElaX] = a.E[X],

(ii)) E[X +Y] = E[X]|+ E[Y]

(i)

Demonstracgao:

ZaX

)y X(wP({w})

aE[X]
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(ii)

EX+Y]=) [X(w)+Y(w]P{w})

=) X(wP({w}) + Y V(w)P({w})
= E[X] + E[Y]

5.8 Esperanca Condicional

Definicao 5.10 Dadas as wvaridveis aleatorias Xy e X; sobre o espaco de probabilidade

(Q,P(Q),P) tais que:

Xo: Q2—=R ]m(XO):{le-':TNo}

X;: Q=R Im(Xy) ={s1,.--,8n}
definimos esperancga condicional de X; dado X, como a func¢ao
E[X1|X0] Q= R,

que satisfaz

Ny
E[Xi|Xo =r] =) sP(X1 = )Xo = 1) (12)

j=1

Proposicao 5.9 Vale a igualdade

E[E[X1|Xo]] = E[Xi].



5 PROBABILIDADE 23

Demonstracao: De fato, temos

No
E[E[X1|Xoll = > E[Xi|Xo =1]-P(Xo =r;) [pela Definiciio 5.7]

i=1

= Z (Z P(X; = sj|Xo = 7“,)) -P(Xo=rm;) [pela Defini¢ao 5.10]
Ny
—ZSJZPX1—8J|X0—TZ> (XOZTi)

Ny
= Z S; ZIP’ (X7 =sj,Xo=1;) [pela Defini¢do 5.6 e Observagao 5.6].

Note que [Xy = ;] e [Xo = rj] s@o disjuntos para ¢ # j e além disso,

No

U[Xo = Tz‘] =,

=1

portanto
X1|X0 ZS] Xl = S]

= F[Xi]

5.9 Variancia

A variancia nos fornece, apesar de estar em uma escala diferente, uma indicacao do quao

afastado da média a distribuicao dos valores esta.

Definicao 5.11 Dada uma varidvel aleatéria X sobre um espago de probabilidade (2, P(Q2),P),

definimos a variancia de X como
Var(X) = E[X — E(X)). (13)

Exemplo 5.15 Vamos calcular a variancia da variavel X cujos valores aparecem na Tabela

/.

2 1 4 2 1
X)=[1-209P%=-+[2—297— —2.92 —+[4-29?2 = —2.9]2.— =5 45.
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Proposicao 5.10 A variancia da varidvel aleatoria X pode ser calculada por
Var(X) = E [X?] — (B [X])*.

Demonstracgao: De fato

Definigao 5.12 Dada uma varidvel aleatoria X sobre um espago de probabilidade (2, P(2),P),

definimos o Desvio Padrao de X como

DP(X) = /Var(X). (14)

O Desvio Padrao fornece, na mesma unidade da varidavel aleatéria X, a dispersao da

distribuicao dos valores de X em torno de sua média.

5.10 Covariancia

A covariancia entre duas varidveis aleatdérias nos mostra a interdependéncia entre essas

variaveis, ou seja, como elas se relacionam.

Definicao 5.13 Definimos a covariancia entre duas varidveis X e Y, definidas no mesmo

espaco de probabilidade (2, P(Q2),P), como
Cov(X,Y) = E[(X — E[X])(Y — E[Y])]. (15)
Proposicao 5.11 A covariancia entre X e Y pode ser calculada por

Cov(X,Y) = E[XY] — E[Y]E[X].
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Demonstragao: De fato, desenvolvendo a Equagao (15) acima temos

Cov(X,Y) = E[(X — E[X])(Y — E[Y])]
= E[XY — XE[Y] - YE[X] + E[X]E[Y]]
= E[XY] - E[XE[Y]] - E[YE[X]] + E|E[X]E[Y]]
= E[XY] — E[X|E[Y] — E[Y]|E|X] + E[X]E[Y]
= E[XY] - E[Y]E[X]

6 Distribuicao Binomial

A Distribui¢ao Binomial é um modelo probabilistico raramente tratado nos livros didaticos

de ensino médio. Quando o fazem sdao muito sucintos, basicamente apresentando a formula

e aplicando-a. Como exemplo podemos citar Matemdtica de Gelson lezzi [6], Matemdatica:

Conceitos € Aplicagoes de Luiz Roberto Dante [2] e Matemdtica: Novo Olhar de Joamir

Roberto de Souza [3]. Aqui procuraremos apresentar algumas caracteristicas de varidveis

aleatérias binomiais, indo além do tradicionalmente encontrado nos livros didaticos.
Segundo Barbetta [1] um experimento é binomial se:

(a) consiste de n ensaios;

(b) cada ensaio tem apenas dois resultados: sim ou nao;

(c) os ensaios sao independentes entre si, com probabilidade p de ocorrer sim, sendo p uma

constante entre 0 e 1 (0 <p < 1)

Podemos citar como exemplos: no langcamento de uma moeda sé ocorre cara ou coroa, numa
pesquisa onde se pergunta se as pessoas aprovam ou nao um candidato as respostas possiveis
sao sim ou nao. Tais experimentos sao chamados de Experimentos Binomiais pois s6 ha duas
respostas possiveis para cada ensaio (etapa) do experimento.

Observe os experimentos dos Exemplos 6.1 e 6.2.

Exemplo 6.1 Uma moeda € lancada trés vezes. Qual a probabilidade de ocorrer duas caras?
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Vamos considerar cara=c e coroa=k e que a probabilidade de sair cara € a e coroa b = 1—a.

O espago amostral do experimento é

Q = {cec, ckk, kek, kke, cck, cke, kee, kkk} .

As configuragoes de amostras possiveis estao descritas na Tabela 6.

n° de caras | configuragoes possiveis | modos de organizar a configuracao
3 cce 1
2 cck (g)
1 ckk )
0 kkk 1

Tabela 6: Configuragoes possiveis no Exemplo 6.1

Temos as sequintes probabilidades:

P(cce) = P(c
P(ckk) = P(
P(kck) = P(
P(kkc) = P(
P(cck) = P(
P(cke) = P(
P(kce) = B
P(kkk) = P(

Plc)=a-a
P(k)=a-b
P(k)=b-a
Plc)=b-b
P(k)=a-a
P(c)=a-b
Plc)=b-a
P(k)=b-b

a=a
b=a- b
b=a-b
a=a-b
b=a%-b
a=a’b
a=a’-b
b=10

Observe que o somatorio do resultado de todas as linhas nos dd

a® + 3a*b + 3ab® + b* = (a + b)*

cujos coeficientes coincidem com a linha trés do Triangulo de Pascal (da Tabela 2).

Como queremos duas caras devemos considerar somente as linhas que tém a®b obtendo,

no total, 3a*b, o que pode ser reescrito como (3)a2(1 —a)l.

2
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Exemplo 6.2 Uma caiza contém bolas azuis na propor¢ao p e bolas vermelhas na propor¢ao
(1 —p). Retira-se uma bola da caiza, observa-se sua cor e a repoe na caiza. Assim, sucessi-
vamente, retira-se n bolas da caiza. Qual a probabilidade de se obter i bolas azuis?

Observe que a cada retirada da caiza so temos duas possibilidades: bola azul ou bola

vermelha. O espaco amostral é
Q={aa...a,a...av, -+ ,av...v, -+, 0V...0}

Estamos interessados no evento “sair 1 bolas azuis”.

Entao temos

° (’Z‘) — formas distintas de escolher i bolas azuis;
e p —propor¢ao das bolas azuis;

e (1 —p) —propor¢ao de bolas vermelhas.

Logo, a probabilidade de obtermos t bolas azuis é:

) = (1) (1=

]

6.1 Distribuicao binomial e variavel aleatéria binomial

Seja B = {by,by} e fixe 0 < p < 1. Defina Q2 = B™.
A variavel aleatéria binomial conta a quantidade de vezes que um determinado evento

favoravel ocorre (ntimero de sucessos).

Definigao 6.1 A func¢ao X : Q — R € uma varidvel aleatéria binomial se X (w) for igual

ao numero de by’s em w.

Definicao 6.2 Uma distribuicao de probabilidade P seque uma distribuigao binomial se

pec=i) = () 1=
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Exemplo 6.3 Em uma populacao 20% das pessoas sao portadoras de uma certa doenca.
Escolhendo cinco dessas pessoas aleatoriamente com reposicao, qual a probabilidade de treés
delas terem a doenca?

A distribuicao de probabilidade ¢ binomial com n =5 e p = 0,2. A probabilidade de

encontrarmos i = 3 com a doenga €:

5

P(s)zz(3)-(L23-(1-—0,2f—3::10-(L008-0,64::0,0512::5,12%

Proposicao 6.1 A esperanca da variavel binomial X € dada por
E[X] = np. (16)

Demonstracao: De acordo com a Proposicao 5.7 temos E [X] = "7 1.P(X = 7). Utili-

zando propriedades de fatorial e somatério temos

= i(0)o -
= Z ﬁpz (1- p)nii

in(n—1)! ; n—i
:EjiU—l)M—z—1+Hm(1_m

B n(n—1)! i \mei
_Eju-qyun—ly-@—1mp(1 p)
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Exemplo 6.4 No Exemplo 6.2 vamos supor que sejam realizados n = 5 ensaios e que a
probabilidade de se retirar uma bola azul seja 40%. Seja X a varidvel que conta o nimero de

bolas azuis. Vamos calcular a esperanga de X :
EX|=np=5-0,4=2.
Proposicao 6.2 A variancia da varidvel X € dada por
Var(X)=np(l—p). (17)

Demonstragao: Utilizando a Proposicao 5.10 vamos calcular a variancia através da ex-

pressao
Var(X) = E [X?] — (B [X])*. (18)

Primeiramente, para calcular o valor de F[X?], aplicamos propriedades de fatorial e so-

matodrio, obtendo,
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=0
n 7/-2_ | ' o
=2 Y
. i? - n! .
; DAL
- 7-n!
;(n—@) T
n—1
kE+1)-n!
:Z(n(——;;_)l?;lkl L1 —p)" " ondek=i—1
k=0 !
— k-n! n—1
S k+1 ke k—1 . .
p— - 1_
;;(n_k_l)!k'p (- +kzg (n—k _1l]€|p (1—p)
_ Z - (n—1)! (1-— (n -k nXi (n—1)! k(1 )(n—l)—k
=np (n—k —1lk1p npk:O ok —1'k'p p
(n—1)(n—2 o .
:npz (n—k—1) )1)'pk(1_p)( D+ (1 -p)"

= —1 . ) k—1 1 — (n—2)—(k—1)
np (n );;W—Q—k—lﬂwh—Ump (1-p) +np

(
(
n—1
2 o
= =) Y () e

(N
S
|

[\

Aplicando este ltimo resultado e a Equacao (16) na Expressao (18), temos

Var(X) = [n(n—1)p* + np| — (np)?
=np[(n—1)p+1] — n’p?
np (np—p+1) —n’p’
=np(np—p+1—np)
(

=np(l—rp).
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Exemplo 6.5 Voltermos ao Exemplo 6.2, supondo n = 5 e p = 40%. Vamos calcular a

variancia de X que conta o numero de bolas azuis.

Var(X)=np(l—p)=5-0,4-0,6=1,2.

6.2 Atividade Proposta

Sugerimos aqui uma atividade a ser realizada em sala de aula com alunos de ensino médio.

Roteiro:
1. Pesquise em toda sua escola: Vocé 1é mais de um livro por més?

2. Com os dados coletados, construa uma tabela plotando a quantidade de sim e a quan-

tidade de nao.

3. Calcule a proporc¢ao de alunos que leram mais de um livro e a proporcao de alunos que

leram menos de um livro.

4. Sorteando 30 alunos da escola, qual a probabilidade de se obter 10 alunos que leram

mais de um livro?

7 Distribuicao Multinomial

A distribuigao multinomial nao recebe tratamento na literatura do ensino béasico. Porém este
é um tema interessante, relevante, e que nao requer conhecimentos matematicos avancados
para seu entendimento. Uma referéncia para esta secao é o livro de modelagem estocastica
de Taylor & Karlson [9].
Uma distribuicao é considerada multinomial se:

(a) consiste de n ensaios;

(b) cada ensaio tem um numero discreto de resultados possiveis;

(¢) os ensaios sao independentes entre si, com probabilidade constante de ocorrer um deter-

minado resultado.
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Exemplo 7.1 Uma caixa contém 5 bolas brancas, 3 bolas pretas e 2 bolas verdes. Retira-se
uma bola da caiza, observa-se sua cor e a repde na caira. Assim, sucessivamente, retira-se
4 bolas da caiza. Qual a probabilidade de se obter 2 bolas brancas e 1 bola preta?

Observe que a cada retirada da caixa temos trés possibilidades: bola branca, bola preta ou
bola verde.

A Tabela 7 nos mostra as configuragoes possiveis e a quantidade de modos de obter cada

uma delas. O espaco amostral é

n° de bolas brancas | configuragoes possiveis | modos de organizar a configuracao

4 bbbb 1

3 bbbv 41/3!
bbbp 4!/3!

2 bbpp 41/(212!)
bbpv 41/2!
bbvv 41/(212!)

1 bppp 41/3!
bppv 41/2!
bpvv 41/2!
bvvv 41/3!

0 pppp 4!
pppU 41/3!
ppUv 41/(212!)
pUVY 41/3!
VVVV 1

Tabela 7: Configuragoes possiveis no Exemplo 7.1

Q = {bbbb, bbbp, - - - , pppv, - -+ ,VVVV} .

Desejamos obter uma configuracao da forma bbpv. Podemos observar que se trata de uma

21,1

permutacgao de quatro letras onde a letra b se repete, ou seja, PRy’ ‘21—: Devemos observar

5 a proporcdo de bolas pretas é % e a de bolas

ainda que a proporgdao de bolas brancas € 3,
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verdes é 2. Temos, entdo,

10°

p327171:4_! 5 ; 3 1 2 1
4 21 \ 10 10 10)

Exemplo 7.2 De forma geral podemos considerar uma caiza que contém bolas brancas, bolas
pretas e bolas verdes nas proporcoes b, p e v respectivamente. Retira-se uma bola da caiza,
observa-se sua cor e a repoe na caira. Assim, sucessivamente, retira-se n bolas da caiza.
Qual a probabilidade de se obter i bolas brancas e j bolas pretas?

Quando escolhemos as i bolas bolas brancas e j bolas pretas jd estamos determinando que
haverd na configura¢ao (n —i — j) bolas verdes. Analogamente ao Exemplo 7.1 temos

n!

iljl(n — 1 — j)!
bolas brancas, j bolas pretas e n — i — j bolas verdes;

o PRI = — ndmero de modos de organizar as n bolas sendo i

e b — proporcao de bolas brancas;
e p — proporcao de bolas pretas;
e v — propor¢ao de bolas verdes.

Temos entao
n!

P(i,j,n—i—j)= R )

ilyjl(n —i—j)!
7.1 Distribuicao multinomial e variaveis aleatdorias multinomiais

Sejam M = {mqy,mg,...,my} e 0 < p1,pa...,p <1, com

t
> pi=1L
j=1

Defina Q = M™.

Definicao 7.1 Para cada j = 1,...,t, a varidvel aleatéria multinomial X, conta a

quantidade de vezes que m; ocorre. Isto €

Xj Q—-R

Xj(w) = numero de m; em w
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Definicao 7.2 Uma distribuicao de probabilidade P seque uma distribuicao multinomial

se

n!

]P)<X1:n1)X2:n27"‘7Xt:nt): ] p?lpgzp?t (19)

niylng! -+ -ny

Exemplo 7.3 Uma caiza contém 100 pecas sendo 20 do tipo A, 30 do tipo B e 50 do tipo
C. Retirando-se 5 pecas desta caiza qual a probabilidade de se obter uma peca do tipo A e
uma do tipo B?

Obtendo uma peca do tipo A e uma peca do tipo B obviamente obteremos 3 pecas do tipo
C. Temos

5!
IP’(1,1,3):m-0,21-0,31-0,53

Proposicao 7.1 Seja 0 < i <n. A probabilidade de se obter exatamente i elementos do tipo

s

mj €
ny i n—i
(7)sa -y (20)
Demonstragao: Vamos fazer a prova para j = 1, os outros casos sao analogos. Seja A C 2

o evento em que todos os vetores w possuem exatamente ¢ elementos do tipo m,. Entao

nei iy M—i—e—ig_g i —iy_o

n! o . .
P(A) = . — . : : pz . pzz N .pn—z—v..—ztfl
(4) ;} 13220 it;:() it;:() ligd iyl (n—d— - — 4 q)! 1" P2 t
;nn—1)...(n—i+1)
=P T
a
n—i n—i—ig n—i—:—it_2
(n — 1)‘ 72 n—i——1%_1
X — : ——p...p
;);) z’t;:o 22!23!...(71—2—--.—%71)!2 t
Z—n' n—i
- n! 4
— . 1 — n—i
N —oa mp

Note que esta proposicao mostra que a distribuicao de probabilidade multinomial se reduz

ao caso da distribui¢ao binomial, quando se deseja observar se um elemento é de um tipo
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especifico ou nao é. Podemos dizer entao que a distribuicao binomial é um caso particular
da distribuicao multinomial.
Pela Proposicao 7.1, vemos que P(X; = i) = (:‘)p;(l — p;)" ", logo a esperanca de X; é
dada por
BLX;] = np. (21)

Decorre também que a variancia de X; deve ser dada por
Var(X;) = np;(1 —pj). (22)
Para referéncia futura, também destacamos que
E[X?] = n(n—1)p; + np;. (23)

Proposicao 7.2 Dadas duas varidveis aleatorias multinomiais X, e X,, com u # v. A

covariancia entre X, e X, € dada por
Cov(Xy, Xy) = —npup,. (24)
Demonstracao: Pela Proposicao 5.11 a covariancia entre X, e X, pode ser calculada por
Cov(Xy, Xy) = B[ XX, — B[ X E[X,].

Vamos calcular o caso em que u = 1,v = 2; os outros casos serao analogos.

Inicialmente calculamos E[X;X5]. Note que as amostras que contribuem de forma nao-
nula para esta média devem conter obrigatoriamente pelo menos uma coordenada m; e uma
coordenada msy. Também se houver ¢ coordenadas contendo mq, para msy havera no maximo
n — i possiveis coordenadas. Além disso, havendo i coordenadas m; e j coordenadas mo,

teremos n — ¢ — j coordenadas para os outros elementos my, ou seja,

n!

B(X0 =% =) =y == ypns = o)

Em suma, tudo isto se traduz em

n—1 n—i

EX Xy = ZZUP (X1 =14, X5 =j])
i=1 j=1

n—1 n—i

=3 Y g

i=1 j=1
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Seguem os calculos:

n—1 n—i
) = 3 o >,p1pa< o
=1 j=1
=Zz,p1 Z] ,pg(l—pl p2)
n—1 i 'n % n| A
= =1 : : ]77 L—py—po)" "7
Z' 1;<J—1>'<n—z DI
n—1 i n—i—1 n‘
— e : j+1 n—i—(j+1)
=) Y Py (1= p1— 22)
| I(n —1q1 — |
il e i —i =G+ 1)
n—1 . . n—i—1
inln—1)...(n—1) (n—i—1)! i1
= . Pl : pa-py(1—p1—po)" 1
ZZ_; i! ljz_;j!(n—z—l J)! 2
n—1 . . n—i—1 .
inn—1)...(n—1) n—i—1\ Cim1—g
=) g pipe Y R =p =)
i=1 ) J=0 J
n—1 .
n(n —1 n— i
=> ( >Z., L P
i=1 ’
n—1 .
m(n —1 n— i
_ Z ( )Z' ( )p1p2(1 _pl)n 1
i=1 )
n—1 . .
iln—1)...(n—1) , i
=npy Y ( )Z., (=8 1 = it
i=1 )
n—1 . .
in—2)...(n—1) 1
:n(n_l)p2 ( )Z' ( )pz1<1_p1)n 1—2
i=1 )
— i(n —2)!
_ 1 "~ (] — py )l
n(n )pQZZl@'!(n—z‘—l)!pl( 2
n—2 .
(i+1)(n—2)! (i
= n(n 1 i+1 1 — n—1—(i+1)
( >p2; G in—1—ar? E-r)
— (n—2)! n—2—i
= n_ 1 plPZZ ' ‘pl(]‘_pl)

3
lo

=n(n — 1)pips Z (n Z 2)p§(1 — )"

i=0
=n(n—1)pip2(p1 +1 — pl)n_Q

= n(n — 1)p1p2
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Como

Cov(X,1X,) = E[X;X;] — E[X;]E[X]

segue que

Cov(X1Xs) =n(n — 1)p1ps — npinps

= —npip2.

Observe que este resultado nos indica que as variaveis aleatérias X, e X, variam em

sentidos opostos.

7.1.1 Atividade Proposta

Sugerimos mais uma atividade a ser realizada em sala de aula com alunos de ensino médio.

Roteiro:
1. Pesquise em toda sua escola: Quantos livros vocé lé por més?

2. Com os dados coletados, construa uma tabela plotando a quantidade de livros lidos da

seguinte forma: Menos de dois livros, exatamente dois livros ou mais de dois livros.

3. Calcule a proporcao de alunos que leram menos de dois livros, a propor¢ao dos que

leram exatamente dois livros e a proporcao dos que leram mais de dois livros.

4. Sorteando 30 alunos da escola com reposicao, qual a probabilidade de se obter 10 alunos

que leram mais de dois livros?

5. Ainda sobre os 30 alunos sorteados, se X, é a quantidade de alunos que leram exata-
mente dois livros, e X3, os que leram mais de dois livros, qual é a covariancia entre X,

€X3?
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8 Seqiuiéncias de variaveis aleatdérias multinomiais

Nesta secao vamos introduzir uma primeira nocao de processo estocdstico considerando um
experimento realizado em etapas; um experimento que pode, inclusive, ser repetido em sala
de aula. Suponhamos que tenhamos uma caixa C' com t tipos de cores de bolas, nas pro-
porgoes p1, pa, - - -, Pt, € uma segunda caixa D vazia. Vamos imaginar também que temos um
reservatério R onde podemos encontrar uma quantidade muito grande de todos os t tipos de
cores de bolas.

O experimento consiste nos seguintes passos:

1. Escolhemos uma bola da caixa C, observamos sua cor e retornamos a bola a caixa. Do
reservatorio R de bolas, retiramos uma bola da mesma cor, colocando-a na caixa D.

Repetimos este processo n vezes.
2. Esvaziamos a caixa C' e derramamos o conteudo da caixa D dentro da caixa C.
3. Retornamos ao passo 1.

Apos repetirmos este processo um nimero grande de vezes, qual serd o provdvel contetdo
da caiza C ao final do processo?

Para tratar este experimento, defina X;(0) como sendo a quantidade de bolas da cor i
presentes na caixa C' inicialmente, e seja X;(I") a quantidade de bolas da cor i presentes na

caixa C ao final do passo 2 na I'-ésima retirada. Veja a Tabela 8. Note que, como as bolas sao

Retirada | proporcao na caixa C no passo 1 | proporcao na caixa C no final do passo 2
1 P1,D2y-- -, Pt XlT(l)aXQT(l)a"'7XtT(1)
9 Xi(1) Xo(1)  Xe(D) X1(2) X2(2)  Xi(2)
3 X1(2) X2(2)  Xi(2) X1(3) X2(3)  Xi(3)
T X)) Xo-1) — Xe(T-1) X0 X X(D)

Tabela 8: Proporgoes na caixa C

escolhidas com reposi¢do da caixa C, as varidveis X;(I") sao multinomiais. Acontece, porém,

que o possivel valor de X;(2) depende de X;(1), o valor de X;(3) depende de X;(2), de forma
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geral, o valor de X;(I") depende de X;(I' — 1). Ou seja, estas varidveis possuem uma relagao

condicional. Veja a Tabela 9, cujos resultados decorrem das Equagdes (21) e (22).

Retirada Esperanca Condicional Variancia Condicional
1 E[X;(1)|X:(0)] = n¥ = np; | var(x,(1)/X,(0)=n 212 (1- X9 ) —pp, (1-p,)
2 EIX;(2)|X;(1)] = anEI) Var(X;(2)|X:(1)=n 12 (1- X0

I EXGI)X(C = 1)] = nX 2y w1 (ron)=n XiE=D (1 X1

n

Tabela 9: Esperanga e variancia condicionais das varidveis X;.

Podemos calcular em média o contetido final da caixa C, se o conteido inicial seguir as

proporgoes pi, P2, - - -, pt. Como
EXIXG(T - 1] = X3(T - 1),

e como, pela Proposicao (5.9),

entao

Indutivamente, é facil ver que
EX;(D)] = E[Xi(I' = 1)] = ... = E[Xi(1)] = X;(0) = np;. (25)

Isto mostra que, em média, se realizarmos o experimento varias vezes, os resultados finais para
o tipo de cor de bola restante na caixa aparecerao numa proporc¢ao que replica a proporgao
inicial das cores das bolas.

Contudo, ha mais conclusoes que podemos tirar. Vamos calcular a variancia de X;(T),
isto é,

Var(X.(T)) = E [X:(I)?] — (B[X,(T)])%
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Temos que

gl ; 1[XZ-(F ~DP+X;(T—1)
_ ”; Lp [Xi(D = 1)?] + E[X;(T — 1)]
L X 1]

onde usamos novamente a Proposigao 5.9 e as Equagoes (23) e (25).

Por inducao matemédtica®, obtemos

Podemos observar que, se realizarmos o experimento diversas vezes, quanto mais retiradas
fizermos (I" — o0), cada varidvel aleatéria X;(I') terd uma varidncia cuja seqiiéncia serd

crescente, sem ultrapassar do limite
Xi(0) [n — X;(0)].

Isto quer dizer que os possiveis valores da proporcao da bola de cor i se dispersam cada vez
mais em torno da média np;, mas nao irao se dispersar demais.

Em suma:
Apoés realizarmos o experimento uma vez, é provavel obtermos ao final apenas bolas de uma
s6 cor. Porém se fizermos o experimento vérias e varias vezes, a cor de bola finalmente
obtida ird variar de experimento para experimento, mas os resultados, em certa medida,

estarao numa proporc¢ao que replica a proporg¢ao inicial das cores das bolas.

3Ver Apéndice.
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Conclusao

Concluimos que a Distribuicao Multinomial, que generaliza a Distribuicao Binomial, ¢ um
tema que pode ser abordado em sala de aula de ensino médio com atividades praticas que
facilitem sua compreensao. Ademais os conceitos matematicos envolvidos podem ser desen-
volvidos com um nivel de rigor acessivel aos alunos do ensino médio. No que tange o ensino
superior, acreditamos que este trabalho possa se tornar uma fonte de referéncia para um
maior aprofundamento do tema supracitado, tanto para professores de matemaética quanto

para alunos de graduacao.
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Apéndice

Vamos definir

para cada I' =0,1,2,.... Entao

Afirmamos que

De fato,

i) A afirmagao é verdadeira para I' = 0, pois

y(0) = E [X;(0)%] = X,(0).
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ii) Suponha que a afirmacao seja valida para I e vamos provar para I' + 1. Temos que

n —

y('+1) =
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