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RESUMO

Desde a antiguidade, a Trigonometria vem se destacando por sua utilidade na resolugéo
de problemas da humanidade, principalmente para modelar fenbmenos de natureza
periddica, oscilatéria ou vibratéria, os quais existem no universo. No Ensino Basico,
espera-se que os alunos saibam utilizar a Matematica para resolver problemas praticos
do cotidiano. Dessa forma, o principal objetivo deste trabalho é apresentar um conjunto
de aplicagbes da trigonometria em diversas areas do conhecimento. Inicialmente
aborda-se as defini¢cdes, teoremas e propriedades da trigonometria. Por fim, apresenta-
se um acervo de aplicagdes, no qual servird como um referencial para os professores e
alunos que desejarem explorar esse rico e prospero campo da Matematica.

Palavras-chave: Aplicagdes da trigonometria. Fenémenos periddicos.



ABSTRACT

Since the beginnings, the trigonometry come if highlighting for its usefulness in solving
the problems of humanity, especially for modeling of phenomena of periodic nature,
oscillating or vibrating, which exist in the universe. In Basic education, it is expected that
students know how to use mathematics to solve practical everyday problems. Thus, the
main objective of this dissertation is to present a set of applications of trigopnometry in
various areas of knowledge. Initially presents the definitions, theorems and properties of
trigonometry. Finally, we present a set of applications, which will serve as a reference for
teachers and students who wish to explore this rich and prosperous field of mathematics.

Key-words: Applications of trigopnometry. Periodic phenomena.
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INTRODUCAO

Desde os tempos antigos, a Matematica vem se desenvolvendo como uma
importante ferramenta utilizada pela humanidade. A partir dos primeiros problemas de
contagem simples de objetos até o desenvolvimento de teorias refinadas e de grande
avancgo tecnoldgico, a Matematica se tornou indispensavel para o nosso desenvolvi-
mento.

Trigonometria (do grego trigénon: tridngulo + metron: medidas) € o estudo da
Matematica responsavel pela relagdo existente entre os lados e os angulos de um
triangulo.

A trigonometria € um dos ramos mais antigos da Matematica e ja existe desde
os primérdios da humanidade, para medir angulos e distancias, com o objetivo de
localizar pontos sobre a superficie terrestre, a fim de resolver problemas oriundos
das necessidades humanas. A trigonometria foi uma criagdo da Matematica grega e
surgiu devido as necessidades da Astronomia a fim de prever as efemérides celestes’;
calcular o tempo e; ser utilizada na Navegacao e na Geografia (CARMO; MORGADO;
WAGNER, 2005).

Nesse sentido, observa-se que a utilizacdo e o desenvolvimento da trigonometria
no decorrer da historia, em sua grande parte, foi impulsionada pela sua aplicagdo no
dia a dia da humanidade.

No Ensino Basico, a trigopnometria € um contetudo que pode ser bastante ex-
plorado em um contexto de aplicagdes. No entanto, muitos se perguntam: "Para que
serve a trigonometria?"; "Além de achar os lados de um tridngulo, onde vou usar isto na
minha vida?". Sera, entdo, que inserindo a trigonometria em um contexto de aplicacao
em problemas praticos, o processo de assimilacao sera melhor? Sabe-se que muitas
vezes, 0 embasamento tedrico do assunto, como definicdes, teoremas e propriedades,
néo é o suficiente para uma boa compreenséo deste conteudo.

De acordo com Brasil (2006, p. 69), além de outras competéncias, ao final
do ensino médio, espera-se que o0s alunos saibam usar a Matematica para resolver
problemas praticos do cotidiano; para modelar fen6menos em outras areas do conheci-
mento e; saibam apreciar a importancia da Matematica no desenvolvimento cientifico e
tecnolégico.

' Efemérides celestes: calendério ou tdbuas astronémicas que fornece, em intervalos de tempo
regularmente espacados, as coordenadas que definem a posicdo de um astro.
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As fungbes trigonométricas constituem um tema importante da Matema-
tica, tanto por suas aplicagdes (que vao desde as mais elementares, no
dia a dia , até as mais complexas na ciéncia e na alta tecnologia) como
pelo papel central que desempenham na Andlise (LIMA et al., 2006, p.
209).

Uma propriedade fundamental das fungdes trigonométricas é que elas séo
periodicas, e por isso sdo especialmente adaptadas para descrever os fendbmenos de
natureza periddica, oscilatoria ou vibratoria; os quais existem no universo, como: o
movimento de planetas; o som; corrente elétrica alternada; a circulagdo do sangue; os
batimentos cardiacos; etc.

Sendo assim, este tema foi escolhido pela grande importancia da trigopnometria
na vida da humanidade, desde os tempos antigos e, principalmente nos dias atuais.
Pois sabe-se que hoje, a trigonometria é utilizada em varias situagdes praticas e teéricas
envolvendo ndo somente problemas internos da matematica, mas também de outras
disciplinas cientificas e tecnolégicas que envolvem fendbmenos periddicos.

O que deve ser assegurado sdo as aplicacbes da trigonometria na
resolucao de problemas que envolvem medigcdes, em especial o calculo
de distancias inacessiveis e para construir modelos que correspondem
a fendmenos periodicos (BRASIL, 2006, p. 119).

Assim, entende-se que uma das alternativas para despertar o interesse do
aluno ao estudar trigonometria, € abordar esse conteudo focando principalmente as
aplicagdes que lhes serao Uteis.

Propde-se um estudo da trigonometria, abordando as definicdes, teoremas e
propriedades, porém com um foco de aplicabilidade dos conceitos adquiridos nas
diversas areas do conhecimento.

No capitulo um, além de uma abordagem histérica sobre a trigonometria, sera
feito uma revisao de algumas definicdes importantes para o desenvolvimento da teoria
deste trabalho, como congruéncia e semelhancga de triangulos.

Posteriormente, no capitulo dois, sera apresentada a trigopnometria no triangulo
retangulo e no circulo trigonométrico. Neste capitulo, tera uma abordagem das principais
funcdes trigonométricas, especificamente seno, cosseno, tangente e suas inversas.
Isso porque as outras fungdes trigopnométricas nao sao o foco das aplicacdées que serao
apresentadas.

No capitulo trés, terd um acervo de aplicacdes da trigonometria em diversas
areas do conhecimento, a saber, na prépria Matematica, Ciéncias Econémicas, Enge-
nharia Civil, Astronomia, Fisica, Geociéncias, Ciéncias Médicas, Ciéncias Bioldgicas e
na Eletrotécnica.
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1 PRELIMINARES

Neste capitulo, sera apresentado alguns conceitos da Matematica basica neces-
sarios para o entendimento da Trigonometria. Além de uma abordagem histérica sobre
a Trigonometria; faze-se um breve estudo sobre alguns conceitos da Geometria Plana,
como: angulo, tridngulo, congruéncia e semelhanca de triangulos.

1.1 ABORDAGEM HISTORICA DA TRIGONOMETRIA

A trigonometria € um dos ramos mais antigos da Matematica e existe desde a
antiguidade, para medir &ngulos e distancias, com o objetivo de localizar pontos sobre
a superficie terrestre, a fim de resolver problemas oriundos das necessidades humanas.
A trigonometria teve seu inicio quando se acreditava que os planetas descreviam 6rbitas
circulares em redor da terra, surgindo dai o interesse em relacionar o comprimento
da corda de uma circunferéncia com o angulo central por ela subtendido (LIMA et al.,
2006).

Como os astros se movem sobre a superficie de uma esfera, a fim de poder
calcular suas posicbes, era necessario usar a trigonometria esférica, que estuda
triangulos esféricos, isto é, tridngulos sobre a superficie de uma esfera. Mas esta exige
conhecimento de trigonometria plana. Especificamente, os problemas que interessavam
eram problemas de resolucao de triangulos, ou seja, dados alguns dos elementos de
um triangulo — lados e angulos — calcular os outros (ROQUE; CARVALHO, 2012).

No inicio de seu desenvolvimento, a trigonometria recebeu varias contribuicoes,
entre eles podemos destacar Euclides, Aristarco de Samos, Teoddsio, Ptolomeu, Me-
nelau, Hipsiclo e Hiparco. Podemos ver em CARMO, MORGADO e WAGNER (2005),
que o fundador da trigonometria foi Hiparco de Nicéia, que viveu em torno de 200 a.C.

De acordo com ROQUE e CARVALHO (2012), Hiparco tem sido considerado
como o primeiro a determinar com precisao o nascer € 0 acaso de varias estrelas,
usando para isso uma tabela de cordas por ele calculada. Suas tabelas foram construi-
das para serem usadas na Astronomia, e suas principais contribuicées neste campo
foram: a organizacao dos dados empiricos babildénicos; a confeccdo de um catalogo
de estrelas e; a descoberta precessdo dos equindcios’. E provavel que a divisdo do
circulo em 360 partes tenha se originado com a tabela de cordas de Hiparco.

Pode-se ver em CARMO, MORGADO e WAGNER (2005), que os matematicos
gregos nao usavam o seno de um angulo, e sim trabalhavam com a corda do arco

' Equinécio: momento em que o sol se encontra na vertical sobre o equador fazendo com que a
duracgao dos dias seja igual a duracédo das noites em toda a Terra.
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duplo. Dado o angulo o = AOC, o dobro de a é o angulo AOB, que subtende o arco
AB (Figura 1). Aléem disso, devido a influéncia babil6nica, os gregos tomavam o raio AO
com comprimento 60 e dividiam o circulo em 360 partes iguais. Temos entdo que:

AC  1corda AB 1
senoz:OA:§ OA :%COI‘daAB

Figura 1 — Corda do arco duplo

Fonte: ROQUE e CARVALHO (2012)

A trigonometria grega atingiu seu apice com Claudio Ptolomeu, que viveu em
torno de 150 E.C. Seu principal trabalho, o Almagesto, permite datar aproximada-
mente sua vida, pois nele Ptolomeu se refere a observacdes que fez de efemérides
astronGmicas, cujas datas sdo conhecidas. O Almagesto tem por objetivo descrever
matematicamente o funcionamento do Sistema Solar, supondo que a terra esta em
seu centro. Ptolomeu também deduziu o que, em notacdo moderna e usando as fun-
¢cOes seno e cosseno, € a expressao para sen(a £+ b). Além disso, demonstrou que
sen’a + cos’a = 1, em que a € um angulo agudo (ROQUE; CARVALHO, 2012).

Ptolomeu usou sua tabela de cordas para resolver varios problemas, como
calcular o comprimento de uma sombra, bem como tratar varios outros problemas
de Astronomia. Com as técnicas expostas em seu livro, Ptolomeu resolve qualquer
tridngulo, decompondo-o convenientemente em triangulos retdngulos.

De acordo com CARMO, MORGADO e WAGNER (2005), a trigonometria era
usada pelos gregos basicamente na astronomia, pois eles nunca se preocupavam em
utiliza-la em topografia, campo em que hoje ela tem emprego constante, e além disso,
a topologia grega (como a romana) sempre recorreu a Geometria Euclidiana. Com os
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hindus, a Trigonometria continuou sendo aplicada a Astronomia. A trigonometria hindu
era essencialmente aritmética, ao contrario da grega, muito mais geométrica.

Ja os arabes herdaram a Trigonometria dos gregos e hindus, adotando o ponto
de vista aritmético destes ultimos. Introduziram, para facilitar os célculos, a tangente, a
cotangente, a secante e a cossecante.

A palavra meio-corda, em sanscrito, lingua utilizada pelos antigos hindus, é
jiva. Esta palavra foi utilizada sem modificagées pelos arabes. No entanto, como em
algumas outras linguas, em arabe frequentemente se escreve somente as consoantes
das palavras, deixando as vogais ao cuidado da interpretagcéo do leitor. A palavra jiva
tem as mesmas consoantes que a palavra arabe bem familiar jaib (v e b se confundem
como labiais explosivas). Jaib, em arabe, significa bacia ou bolso. Assim, foi natural que
os tradutores de trabalhos matematicos, do arabe para o latim, e que desconheciam o
sanscrito, supusessem que lidavam com tabelas de jaib, e traduziram este termo pela
palavra latina correspondente, sinus, que deu origem a seno (CARMO; MORGADO;
WAGNER, 2005).

A partir do Renascimento, época da expansao maritima europeia, que exigiu o
desenvolvimento da Cartografia, a Trigonometria passou a ser utilizada nesta area e
em Topografia. Grande parte do desenvolvimento da Trigonometria no Renascimento é
devida aos alemaes.

Segundo LIMA et al. (2006), a importancia da trigonometria foi grandemente
reforcada com a descoberta de Joseph Fourier?, em 1822, de que toda fungao periddica
(com ligeiras e naturais restricoes) é a soma (finita ou infinita) de funcdes do tipo
a.cos nx + b.sen nx. Para que se tenha uma ideia da relevancia desse fato, deu-
se origem a chamada Analise de Fourier, e segundo o banco de dados da revista
Mathematical Reviews, o nome mais citado nos titulos de trabalhos matematicos nos
ultimos 50 anos é o de Fourier.

Com isso, 0 desenvolvimento da Trigonometria no decorrer do tempo continuou,
e assim, as suas aplicagdes se expandiram nas diversas areas do conhecimento.

1.2 TRIANGULO

Definicdao 1.2.1 (Angulo). Dadas, no plano, duas semirretas 0—121 e @ um angulo
(ou regiao angular) de vértice O e lados O_fl e @ € uma das duas regiées do plano
limitadas pelas semirretas O_fl e O?(Figura 2).

2 Joseph Fourier: foi um matematico e fisico francés, celebrado por iniciar a investigacio sobre a
decomposicao de fungdes periddicas em séries trigopnométricas convergentes chamadas séries de
Fourier.
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Figura 2 — Angulo AOB e BOA

B B

A A

Fonte: Autor

Observacao 1.2.1. Denotaremos um angulo de lados O—1>4 e O? escrevendo AOB para
um angulo como da Figura 2 (esquerda) e BOA para um angulo como da Figura 2
(direita) e que indicam que o ponto O é o vértice do &ngulo, ou simplesmente O, quando
nenhum outro dngulo tem o mesmo vértice e ndo houver risco de confuséo.

Para medirmos um angulo, associa-se a ele uma medida da regido do plano
que ele ocupa. Para tanto, divide-se um circulo C' de centro O em 360 arcos iguais e
toma-se pontos A e B, extremos de um desses 360 arcos iguais. Diz-se que a medida
do angulo AOB é de um grau e escreve-se AOB = 1°.

Definicao 1.2.2. Considere trés pontos A, B e C no plano. Se C estiver sobre a reta
fﬁ, diz-se que A, B e C sdo colineares, caso contrario, afirma-se que A, B e C séao
nao colineares.

Figura 3 — Trés pontos colineares

A B c r

Fonte: Autor

Definicao 1.2.3 (Triangulo). Sejam A, B e C trés pontos distintos e ndo colineares do
plano. Triangulo é a figura plana formada pelos trés segmentos determinados por A, B
e C. Neste caso, dizemos que A, B e C séo os veértices do triangulo ABC.

Diz-se também que os segmentos AB, AC' e BC' (ou os comprimentos) sdo 0s
lados do triangulo. Usualmente escreve-se AB = ¢, AC = b e BC = a para denotar 0s
comprimentos dos lados de um triangulo ABC (Figura 4).
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Figura 4 — Triangulo ABC de vértices A, Be C

A

Fonte: Autor

Definicao 1.2.4. Um tridngulo ABC' é denominado:

(a) Equilatero, se AB = AC = BC.

(b) Isdsceles, se ao menos dois dentre AB, ACe BC forem iguais.

(c) Escaleno, se AB # AC # BC.

Figura 5 — Triangulos equilatero (esq.), isdsceles (centro), escaleno (dir.).

A A

A

13 C B C B C
Fonte: NETO (2013)
Definicao 1.2.5 (Tridngulo retangulo). Dizemos que um tridngulo é retangulo quando
um de seus angulos internos é reto, isto é, mede 90° (noventa graus).

No tridngulo retdngulo ABC da Figura 6, o lado maior a € chamado de hipotenusa
e os lados menores b e ¢ sdo chamados de catetos.
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Figura 6 — Triangulo retangulo

B
a
C
-
A b C

Fonte: Autor

1.3 CONGRUENCIA DE TRIANGULOS

Nesta secdo, sera visto condicbes necessarias e suficientes para que dois
triangulos sejam considerados "iguais". Essas condicdes (ou casos de congruéncia)
serdo apresentadas sob um ponto de vista informal, na sua maioria por meio de
axiomas. Para isso, defini-se a congruéncia de segmentos e de angulos.

Definicao 1.3.1. Dizemos que dois segmentos AB e C'D sdo congruentes quando
AB = CD; dizemos que dois dngulos A e B sdo congruentes se eles tém a mesma
medida.

Com esta defini¢ao, as propriedades da igualdade de nimeros passam a valer
para a congruéncia de segmentos e de angulos. Como consequéncia, vale a simetria e
a transitividade para congruéncia de segmentos e de angulos, isto é, um segmento é
sempre congruente a ele mesmo e dois segmentos, congruentes a um terceiro, sdo
congruentes entre si (0 mesmo vale para angulos).

Observacao 1.3.1. Utilizaremos o simbolo = ou = para significar congruente. Assim,
AB = CD (AB = CD) deve ser lido como AB é congruente aCD e A= B (ou A = B)
deve ser lido como angulo A é congruente ao angulo B. Quando n&o for usado este
simbolo, sera utilizado a propria palavra. Como os lados de um tridngulo sGo segmentos,
também sera usado a palavra congruéncia para designar a igualdade destes lados.

1.3.1 Casos de congruéncia de triangulos

Nesta subsecao apresenta-se quatro casos de congruéncias, no qual sera
denotado da seguinte forma: LAL (lado, angulo, lado), ALA (angulo, lado, angulo), LLL
(lado, lado, lado) e LAAo (lado, angulo, &ngulo oposto).
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Definicao 1.3.2. Dois tridngulos sdo congruentes se for possivel estabelecer uma
correspondéncia biunivoca entre seus vertices, de modo que lados e angulos corres-
pondentes sejam congruentes.

Figura 7 — Dois triangulos congruentes

A C’

B/

Fonte: NETO (2013)

A definicdo (1.3.2) também pode ser apresentada sob outro ponto de vista. Dois
triangulos sdo congruentes se for possivel mover um deles no espacgo, sem deforma-lo,
até fazé-lo coincidir com o outro. Observe que o termo "espacgo”, neste contexto, nao
se refere ao espaco tridimensional, e sim, ao plano.

Podemos ver em BARBOSA (2012, p. 57-61), que os axiomas apresentados
a seguir, sdo abordados como proposi¢cdes com suas respectivas demonstracoes.
Porém, neste trabalho, para n&o nos distanciarmos do nossos objetivos, vamos adotar
a proposta encontrada em NETO (2013, p. 29-33).

Axioma 1.3.1 (Caso de congruéncia LAL). Se dois lados de um tridngulo e o dngulo
formado por esses dois lados forem respectivamente congruentes a dois lados de
outro tridngulo e ao angulo formado por esses dois lados, entdo os dois tridngulos sao
congruentes.

Em simbolos, o axioma (1.3.1) quer dizer que, dados dois triangulos ABC' e
A'B'C’, temos:

AB=AB, AB=A'B, e A=A — ABC = A'B'C"

com a correspondéncia de vértices A <+ A’, B <+ B, C' <> C'. Em particular segue, dai,
que B=B,C=C"eBC =BC.
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Figura 8 — O caso de congruéncia LAL

A C’

/
B C A
B’
Fonte: NETO (2013)
Axioma 1.3.2 (Caso de congruéncia ALA). Se dois dngulos de um tridngulo e o lado
compreendido entre esses dois 4ngulos forem respectivamente iguais a dois angulos

de outro tridngulo e ao lado compreendido entre esses dois angulos, entdo os dois
tridngulos sdo congruentes.

Figura 9 — O caso de congruéncia ALA

A C’

B* " C A

B/

Fonte: NETO (2013)

Em simbolos, o axioma (1.3.2) quer dizer que, dados dois tridngulos ABC' e
A'B'C’, temos:

A=A, B=B eAB=AB — ABC = A'B'C'

com a correspondéncia de vértices A <+ A', B+ B, C' +» C'. Em particular segue, dai,
que C = (', AC = AC" e BC = B'C".

Axioma 1.3.3 (Caso de congruéncia LLL). Se os trés lados de um tridngulo sdo, em
alguma ordem, respectivamente congruentes aos trés lados de outro tridngulo, entao
0s dois triangulos sdo congruentes.
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Figura 10 — O caso de congruéncia LLL

A C’

B/

Fonte: NETO (2013)

Em simbolos, o axioma (1.3.3) quer dizer que, dados dois tridngulos ABC' e
A'B'C’, temos:

AB = A'B’", BC = B'C"eAC = A'C' = ABC = A'B'C"
com a correspondéncia de vértices A <+ A', B < B, C' +» C'. Em particular segue, dai,
que A=A, B=BeC=C.
Finalmente sera apresentado o ultimo caso de congruéncia de tridngulos. Caso
este, que é conhecido como o caso de congruéncia LAAo.

Teorema 1.3.1 (Caso de congruéncia LAAo). Se dois dngulos de um tridngulo e o
lado oposto a um desses angulos forem respectivamente congruentes a dois angulos de
outro tridngulo e ao lado oposto ao angulo correspondente nesse outro tridngulo, entao
0s dois tridngulos sdo congruentes. Em simbolos, dados tridngulos ABC e A'B'(”,
temos:

BC=BC, A=A eB=B = ABC = AB'C'

com a correspondéncia de vértices A <+ A', B «<» B', C «+» C'. Em particular, também
temosC = C', AC = A'C" e AB = A'B'.

Demonstracdo. Como por hipétese BC = B'C", A= A' e B = B, logo temos que

C = 180°— (A+ B)

— 180°~- A—-B
— 180° - A - B’
— 180° — (A’ + B')
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Figura 11 — O caso de congruéncia LAAo

A A

B ’ c B ’ C'

Fonte: Autor

Portanto, como nos triangulos ABC e A'B'C’, temos B = B, BC = B'(C", e
C = (', logo pelo axioma (1.3.2) (caso de congruéncia ALA), os triangulos ABC e
A’'B'C’ sao congruentes. O]

1.4 SEMELHANGCA DE TRIANGULOS

Nesta secao, estuda-se o conceito de semelhanca de tridngulos, o qual é de
fundamental importancia para tudo que se segue. Antes disso, anuncia-se um teorema
muito conhecido da geometria plana, o Teorema de Tales?, cuja demonstragao encontra-
se em NETO (2013, p. 141-143).

Teorema 1.4.1 (Teorema de Tales). Sejamr, s et retas paralelas. Escolhemos pontos
AJAer,B,BeseC,C"et,demodoque A, B, C e A, B, C'" sejam dois ternos de
pontos colineares. Entdo

AB 4B
BC BC"

Figura 12 — Teorema de Tales

a/  \a
B/ \B' s
e/ e

\ t

Fonte: Autor

3 Tales de Mileto: fildsofo, matematico, engenheiro, homem de negdcios e astrénomo da Grécia Antiga,

o primeiro fildsofo ocidental de que se tem noticia.
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Definicao 1.4.1. Dizemos que dois tridngulos sdo semelhantes quando existir uma
correspondéncia biunivoca entre os vertices de um e outro tridngulo, de modo que o0s
angulos em vértices correspondentes sejam iguais e a razdo entre os comprimentos de
lados correspondentes seja sempre a mesma.

Figura 13 — Dois triangulos semelhantes

A

- kb’

B ka' CcC B a’ C’

Fonte: Autor

Observacao 1.4.1. Escrevemos ABC ~ A’B'C’ para denotar que os triangulos ABC
e A'B'C’ sdo semelhantes, com a correspondéncia de vértices A < A, B < B' e
C + C'. Na Figura 13, o numero real positivo k € denominado razao de semelhanca
entre os tridngulos ABC e A'B'C’, nessa ordem.

Com a definicao (1.4.1), queremos dizer que, se os triangulos ABC e A'B'C’
sédo semelhantes, entéo, valem, simultaneamente as seguintes relagdes:

AB  BC AC
AB  BC  ACT

1.4.1 Critérios de semelhanca de tridngulos

Os trés critérios de semelhanca de tridngulos a seguir, estabelecem as condi¢oes
suficientes usuais para que dois tridngulos sejam semelhantes. Esses critérios seréo
dados por meio de teoremas. Os critérios de semelhanca de triangulos serdo denotados
da seguinte forma: AA (angulo, angulo), LAL (lado, angulo, lado) e LLL (lado, lado,
lado) e podem ser encontrados em BARBOSA (2012, p. 128-131).

Teorema 1.4.2 (Critério AA). Dados dois tridngulos ABC e AB'C', se A = A e
B = B, entdo, os tridngulos sdo semelhantes.
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Demonstracdo. Como a soma dos angulos internos de um tridngulo é 180°, entdo, a
congruéncia dos angulos A e A’ e dos angulos B e B’ implica na congruéncia dos
angulos C e C’. Para provar agora que os lados dos triangulos ABC e A'B'C’ s&o
proporcionais, vamos supor sem perda de generalidade que A’'B’ > AB. Tomemos no
lado A’ B’ do triangulo A’B'C’ o ponto M, de modo que A’M = AB (Figura 14). Caso
A'B' < AB, realizamos 0 mesmo processo no triangulo ABC.

Figura 14 — Tridngulos semelhantes pelo caso AA

CI

A B A M B

Fonte: Autor

Pelo ponto M, trace uma reta paralela ao lado B'C’ que corta o lado A’C’ no
ponto N, formando um triangulo A’MN. Como A= A, AB =AM e B=B' = AMN
(esta ultima congruéncia devido ao paralelismo de M N e B'C"), temos que os triangulos
ABC e A’M N sao congruentes. Pelo teorema (1.4.1), segue que

AM AN
AB — AC .1
< : AB  AC
Como AB =AM e AC' = A’C", entdo da igualdade (1.1) obtemos TE A0
AB  BC ~ .
Para demonstrar que T 5o faremos uma construgéo analoga. Tome no

lado A’ B’ do triangulo A’B’C" o ponto P, de modo que PB’ = AB (Figura 15).
Figura 15 — Critério de semelhangca AA
CI

C Q

A B A P B’

Fonte: Autor
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Pelo ponto P, trace uma reta paralela ao lado A’C’ que corta o lado B’C’ no
ponto Q, formando um triangulo PQB’. Como B = B', AB = PB'e A = A' = B'PQ
(esta ultima congruéncia devido ao paralelismo de PQ e A'C’), temos que os triangulos
ABC e PQB' sdao congruentes. Novamente pelo teorema (1.4.1), segue que

PB"  B'Q
= 1.2
A'B T BC 12
. AB BC
Como PB’ = AB e B'Q) = BC, entédo da igualdade (1.2) obtemos 1B~ BO
AB BC A Lo
Portanto, segue que 5 - 50 - a0 e pela definicdo (1.4.1) provamos o teorema.
L]

Teorema 1.4.3 (Critério LAL). Dados dois tridngulos ABC e A'B'C', se A = A’ e
AB AC . Anaul - i
TG = T ent4o, os tridngulos sdo semelhantes.

Demonstracdo. Para demonstrar esse teorema, construa um triangulo A” B”"C" tal que
A"B" = A'B', A” = Ae B" = B (Figura 16).

Figura 16 — Critério de semelhanca LAL

C' Cn

A B A, y Br A" t Bn

Fonte: Autor

Pelo teorema (1.4.2), os triangulos ABC e A" B"C" sao semelhantes (critério
AA). Dessa forma, segue que

AB AC —____  ACAP
_ ANCT — ) 1.
A//B// A//C// = O AB ( 3)
AB AC . AC.A'PB
I h. 5 - = A/ / = ——— I 1_
Como pela hipétese temo-se que T T = A'C =5 0go por (1.3),
segue que A”"C" = A'C".
Por construcdo, sabe-se que, A7B” = A'B’ e A” = A’ = A. Portanto, 0s

triangulos A’B'C" e A"B"C"” sao congruentes (caso LAL). Como sabemos que os
triangulos ABC e A”B"C" sdo semelhantes, pode-se concluir por transitividade que os
triangulos ABC e A’B’'C’" também sdo semelhantes.

]
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Teorema 1.4.4 (Critério LLL). Dados dois tridngulos ABC e A’B'C’, se

AB BC AC

AB  BC AC

entdo, os tridangulos sdo semelhantes.

Demonstragdo. Para provar o teorema, construa um triangulo A” B”C”, tal que, A” = A,
A"B" = A'B"e A"C" = A’C" (Figura 17).

Figura 17 — Critério de semelhancga LLL

Cl C"

A B A, f BI A" t Bn

Fonte: Autor

Por esta construgéo e da hipétese, segue que

AB BC  AC
AT B" o B'C" o Arcn

(1.4)

Pelo teorema (1.4.3), os triangulos ABC e A"B"C" sao semelhantes (critério LAL).

] : AB BC .., - BCADB

Decorre dai, que vale a igualdade T - oo isto &, B"C" = —F Como da
——  BC.A"B" S
equacao (1.4), temos que B'C'" = —=g logo segue que B"C" = B'C".

Como tem-se por construgcédo que A”B" = A’B" e A"C" = A'C", conclui-se que
os tridngulos A'B'C" e A” B"C" s&o congruentes (caso LLL). Como os tridngulos ABC
e A"B"C" sao semelhantes, por transitividade podemos concluir que, os tridngulos
ABC e A'B'C' também sao semelhantes. O

A partir do conhecimento dos elementos de um tridngulo e da semelhancga de
tridngulos, sera visto agora um importante teorema da Geometria Plana, conhecido
como Teorema de Pitagoras, cuja demonstragdo encontra-se no Anexo.

Teorema 1.4.5 (Teorema de Pitagoras). Em qualquer tridngulo retangulo, o quadrado
da medida da hipotenusa é igual a soma dos quadrados das medidas dos catetos. Isto
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é, dado um tridngulo ABC, retangulo em A e lados AB = ¢, AC = b e BC = a, temos
que

=0+ (1.5)
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2 TRIGONOMETRIA

No capitulo anterior, foi revisado algumas definicdes da Geometria Plana neces-
sérias para o desenvolvimento da trigonometria. Neste capitulo, sera apresentado a
trigonometria que é de suma importancia para a utilizacdo nas aplicagdes. Inicia-se
com a abordagem da trigonometria no triangulo retangulo, e posteriormente o circulo
trigonométrico e as fungdes trigopnométricas basicas. Antes de definir as fungdes seno,
cosseno e tangente para os niumeros reais, sera visto a funcao de Euler.

2.1 TRIGONOMETRIA NO TRIANGULO RETANGULO

Nesta secdo apresenta-se a trigonometria no triangulo retangulo, onde sera
definido o seno, cosseno e a tangente. Além disso, também sera apresentado algumas
propriedades importantes para este estudo.

2.1.1 Definicao de seno, cosseno e tangente de um angulo agudo

Considere um angulo AOB = 6, com 0° < # < 90° e trace a partir dos pontos
A1, As, Az, ... da semirreta OA, perpendiculares A, By, Ay By, A3B3, ... a semirreta OB
(Figura 18).

Figura 18 — Definicdo de seno, cosseno e tangente de um angulo agudo

A

Fonte: Autor

Os tridngulos OA,B1, 0OA3 By, O A3 Bs, ... sdo semelhantes por terem 0os mesmos
angulos, isto &, pelo critério AA (Angulo, angulo). Dessa forma, obtém-se as seguintes
relacoes:
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A1By  AyBy  A3Bs

OA,  OA;  OA
OB, OB, OB,

OA;  OAy  OA;
AlBl . AQBQ . A385

OB, OB, OB;

Observe que, essas relagdes ndo dependem do tamanho dos tridngulos O A, By,
OAy;B,, OA3B;3, ..., mas somente do angulo 6. Dessa forma, defini-se agora, estas
funcbes de 0 assim construidas, para 0° < 6 < 90°.

Definicao 2.1.1. Definimos seno, cosseno e tangente (respectivamente) do angulo 0,
como:

sen § = oA, (2.1)
cos 0 = gii; (2.2)
A1By
tg 0= : 2.
99= 08, (2.3)

Portanto, temos que:

e seno do angulo 0 é a razédo entre o cateto oposto ao angulo 6 e a hipotenusa;
e cosseno do angulo ¢ é arazao entre o cateto adjacente ao angulo 6 e a hipotenusa;
e tangente do angulo # é a razao entre o cateto oposto ao angulo 6 e o cateto
adjacente ao angulo 6.
Segue como consequéncia da definicao (2.1.1) a seguinte propriedade:

Propriedade 2.1.1. Dado o tridngulo O A, By, retangulo em B, e com A,0B; = 6. Vale
a seguinte propriedade:

tg 0 = (2.4)

Demonstracdo. Das equacgbes (2.1) e (2.2), temos que A;B; = OAysen 0 e OB, =
OA;cos 0. Logo, substituindo esses valores em (2.3), segue que
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AlBl
tg0 =
g OB,
OA;sen 0
tgt = OAcos 6
lgh — sen 9'
cos 0

2.1.2 Relacao Fundamental

A partir da definigéo (2.1.1), pode-se obter outra importante propriedade, conhe-
cida como relagao fundamental trigonométrica, ao qual seré provada a seguir.

Proposicao 2.1.1. Dado o triangulo O A, By, retangulo em B, e com A,0B; = 0. Vale
a seguinte relagdo fundamental:

sen® 0+ cos® 0 = 1 (2.5)

Demonstracgo. De (2.1) e (2.2), temos que

A, By ) (A181)2
pu— pum 2.
sen 0 O, = sen“f O, (2.6)
B 2
cos O = gii = c0s’0) = (gAi) (2.7)

Somando (2.6) e (2.7) obtemos

AlBl>2+ <0B1>2

2 20 _
sen® 0+ cos* 0 = <0A1 O,

(A1B1)* + (OB,)?
(OA)?

Aplicando o teorema de Pitagoras no triangulo O A, By, temos que (OA,)? = (A1 B;)* +
(OB;)?. Portanto, segue que

sen? 0+ cos® 9 =

sen? 0+ cos* § =

]

Observe que, se um tridngulo retangulo qualquer tem um angulo 6 e hipotenusa
de comprimento a, entdo os catetos medem a.sen 6 (0 cateto oposto a 0) e a.cos 6 (0
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cateto adjacente a ). Além disso, as relagdes (2.5) e (2.4) permitem que sejam obtidas
todas as razdes trigonométricas de um angulo agudo 6, uma vez conhecida qualquer
uma delas.

2.1.3 Valores para alguns angulos

Nas aplicagcbes da trigopnometria que serao posteriormente abordadas, muitas
vezes serdo usados o0 seno, cosseno e tangente de alguns angulos notaveis, a saber,
30°, 45° e 60°, além de outros. Dessa forma, justifica-se aqui, o porque dos valores das
funcbes trigonométricas basicas desses angulos. Essa abordagem pode ser encontrada
em CARMO, MORGADO e WAGNER (2005, p. 17).

Para iniciar, tem-se os angulos de 30° e 60°, onde primeiramente sera conside-
rado um tridangulo equilatero ABC de lado 1 (Figura 19). Nele trace a altura AD, que é
sua mediana.

Figura 19 — Seno, cosseno e tangente de 30° e 60°.

A

Fonte: Autor

_ _ 1 s
Assim, como BC = 1, tem-se que DC' = 7 Logo, pelo teorema de Pitagoras,

—_ 3 ~ ~ A
segue que AD = \2_ Como AC'D = 60° e DAC = 30°, logo usando a defini¢gdo (2.1.1),
obtém-se /3
1 3 3
sen 30° = 3 cos 30° = \g— e tg30° = Y
3 1
sen 60° = \é_, cos 60° = 3 e tg60° = V3

Agora, considere o triangulo retdngulo ABC da Figura 20, onde 0 mesmo tem
catetos iguais a 1 e angulos agudos de 45°.
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Figura 20 — Seno, cosseno e tangente de 45°.

C

Fonte: Autor

Novamente pelo teorema de Pitagoras, tem-se que BC = /2. Logo, pela
definicdo (2.1.1), segue que

V2 V2

sen 45° = 5 cos 45° = - e tg4bh° =1.

2.2 CIRCULO TRIGONOMETRICO

No plano Cartesiano, tomemos uma circunferéncia C' de centro O(0,0), raio
1 e comprimento 27. Sejam A(1,0) e P(x,y) pontos pertencentes a C' (Figura 21). A
circunferéncia descrita desta forma é chamada de Circulo Trigonométrico.

Figura 21 — O circulo Trigonométrico C.
y A

B

S 4

A O A

B/

Fonte: Autor
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Definicao 2.2.1. Considerando um circulo de raio r, cujo centro é o vértice de um
angulo «, a medida em radianos deste angulo € a razgo entre o comprimento s do
arco determinado por o e o raio r.

Sobre C, fixamos aqui, que o sentido trigonométrico (de percurso usual) é 0
anti-horario. Assim, o arco de 2x radianos sobre C' é o0 arco que da uma volta em C no
sentido trigonométrico, retornando ao ponto A. Por sua vez, —2x radianos em C' é o
arco que da uma volta em C no sentido horario, retornando também ao ponto A.

Observacao 2.2.1. Escreveremos 1 radiano = 1 rad. Temos que, 2r radianos corres-
ponde 360 graus medidos no sentido trigonométrico a partir de A e —2x corresponde a
360° medidos no sentido horario a partir de A. Além disso, como 27 radianos corres-

360\ °
ponde a 360 graus, segue que, 1 rad = (2 ) 57,3 graus.
T

Em geral, sendo # a medida em graus e s a medida em radianos de um mesmo
arco, com s > 0, segue que

Z 2 (2.8)

2.3 FUNCOES TRIGONOMETRICAS

Por enquanto, viu-se as principais fungdes trigonomeétricas definidas para angu-
los do intervalo (0,90°). Nesta secao, sera estudado as fungdes trigonométricas seno,
cosseno e tangente no conjunto dos numeros reais. Nos limitaremos nestes trés tipos
de funcdes, devido ao foco principal, as aplicagdes. Para se definir estas fungdes, sera
visto uma funcao especial, ao qual é chamada de fungao de Euler £ : R — C, onde C
€ a circunferéncia unitaria, cuja abordagem pode ser encontrada em LIMA (2013, p.
220-230).

2.3.1 A funcao de Euler

A circunferéncia unitaria C, definida na segao anterior, é dada por C' = {(z,y) €
R% 2% + y? = 1}, onde tem-se —1 <z < 1 e —1 < y < 1 (Figura 22). A partir de C,
dar-se-a a definicdo da funcao de Euler.

Definicao 2.3.1 (Funcao de Euler). A funcéo de Euler E : R — C, é a fungdo que faz
corresponder a cada numero real t, o ponto E(t) = (x(t),y(t)) da circunferéncia unitaria
obtido do seguinte modo:

(i) £(0) = (1,0);
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Figura 22 — Circunferéncia unitaria C'.

Fonte: Autor

(ii) set > 0, percorremos sobre a circunferéncia C, a partir do ponto (1,0), um caminho
de comprimento t, sempre no sentido anti-horario (sentido contrario aos ponteiros
de um reldgio). O ponto final do caminho sera chamado de E(t);

(iii) set < 0, percorremos sobre C, a partir do ponto (1,0), um caminho de comprimento
|t|, sempre no sentido horario (sentido dos ponteiros de um relégio). O ponto final
do caminho serd chamado de E(t).

Observe que, cada vez que o ponto ¢t descreve na reta R um intervalo de
comprimento [, sua imagem FE(t) percorre sobre a circunferéncia C' um arco de igual
comprimento /. Portanto, como C tem comprimento igual a 27, quando o ponto ¢
descreve um intervalo de comprimento 27, sua imagem E(t) d4 uma volta completa
sobre C, retornando ao ponto de partida.

Dessa forma, para todo ¢ € R, temos que E(t + 27) = E(t) e, em geral, para
todo k € Z, vale
E(t+ 2km) = E(t).

Tem-se que E(t') = E(t) se, e somente se, t’ =t + 2kmr, com k € Z.

Definicao 2.3.2. Consideremos em C, o0s pontos A(1,0) e B = (z(t),y(t)) et a medida
(positiva ou negativa) do arco AB. Ponhamos B = E(t) (Figura 23). Define-se:

cos t = x(t) (abscissa de B) e sent = y(t) (ordenada de B)
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Definicao 2.3.3. Set € R é tal que cos t # 0, define-se a tangente de t, abreviada

tg t, por
sent
tgt =

cost’

Observe que para se ter cos t # 0 é necessario que t # g + km,Vk € Z.

Figura 23 — Funcéo de Euler

Y4 A
+t
B = E(t)
¢ E
t
> T0
A
O —t
E(-t) Tt
R

Fonte: Autor

Observacao 2.3.1. Esta abordagem sugere as seguintes observacées:

e Pode-se ter B = E(t) comt < 0. Assim, esta forma de medida é orientada, ou
seja, é permitido a um angulo ter medida negativa;

e A unidade de medida do angulo AOB é dada em radianos, ou seja, o dngulo
AOB mede t radianos;

o A medida do dngulo AOB é determinada apenas a menos de um mdltiplo inteiro
de 2m, pois B = E(t) implica B = E(t+2kw) Yk € Z. Isto implica que, por exemplo,
0 angulo de 1 radiano é também um angulo de 1 — 27 radianos;

e Numa circunferéncia de raio r, a medida de um angulo central em radiano é igual

[ . : . .
a —, onde |l é o comprimento do arco subtendido por esse angulo.
r

As fung¢des seno e cosseno, como coordenadas de um ponto, tém sinais que
dependem do quadrante em que se encontra (Figura 24). Ja o sinal da funcao tangente
nos quatro quadrantes pode ser obtido facilmente por meio da definicao (2.3.8).



Capitulo 2. TRIGONOMETRIA 41

Figura 24 — Sinais da fungc&o seno e cosseno.

IS 4

Fonte: Autor

Sendo assim, o sinal da funcédo tangente é positivo nos quadrantes onde os
sinais da funcao seno e cosseno forem iguais, € é negativo nos quadrantes onde 0s
sinais das fungdes seno e cosseno sdo opostos. Analisando a Figura 24, tem-se que, 0
sinal da fung&o tangente é positivo no primeiro e no terceiro quadrante e, negativo no
segundo e no quarto quadrante.

Observe que a maior ordenada de um ponto de C' (ver Figura 21) € a de B(0, 1),
igual a 1, e a menor ordenada é a de B'(0,—1), igual a —1. Também verifique que, a
maior abscissa de um ponto de C' é a de A(1,0), igual a 1, e a menor abscissa é a de
A'(—1,0), igual a —1. Dessa forma, tem-se

-1 < t < 1
< cos < 2.9)
-1 < sent <

Reciprocamente, é verdade que, todo nimero real a no intervalo [—1, 1] é seno
(e, analogamente, o cosseno) de algum arco. Além disso, observando os valores das
abscissas e ordenadas dos pontos no circulo trigopnométrico, consegui-se facilmente
alguns valores basicos para seno, cosseno e tangente, descritos na Tabela 1.

Tabela 1 — Seno, cosseno e tangente de alguns angulos basicos

0 |senf | cosf |tgh
0° 0 1 0
90° 1 0 A

180°| 0O -1 0
270° | —1 0 A
360° | 0 1 0

Fonte: Autor
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Proposicao 2.3.1 (Relacao fundamental). Para todot € R vale a relagao

cos’t + sen’t = 1.

Demonstragdo. Como na definigao (2.3.2), tem-se que x(t) = cos t € y(t) = sen t S@o,
respectivamente, a abscissa e a ordenada do ponto E(t) da circunferéncia unitaria,
segue imediatamente que

cos® t +sen* t = x(t)* +y(t)> = 1

]

Sera apresentada agora, algumas propriedades (ou formulas) trigonométricas
bastantes Uteis. Iniciaremos pela propriedade da adigdo de arcos, onde a demostracao
pode ser encontrada em LIMA (2013, p. 230 - 232).

Propriedade 2.3.1. Paraa, 5 € R, temos:

(a) cos (o % ) = cos awcos B F sen asen (;
(b) sen (o £ B) = sen acos § + cos asen (;
tgattgp

c)t +8)= 21— sempre quetqg a,t et + 3) estiverem definidos.
(c) tg (a £ 3) [T 1gatg pre que tg a, tg f etg (o % F)

De (2.3.1) pode-se demonstrar outras propriedades importantes para este es-
tudo.

Propriedade 2.3.2. Paratodot € R, vale as sequintes propriedades:

(i) cos (—t) = cos t;

(ii) sen (—t) = —sen t;
(iii) tg (—t) = —tg t;
(iv) sen (t +27) = sen t;
(v) cos (t +2r) = cos t;

(vi) tg (t +m) =tgt.

Demonstracdo. Sera feita a demonstracédo do item (i) e a prova dos outros itens &
analoga.
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(i) Para demonstrar que cos (—t) = cos t para todo ¢t € R, basta usar o item (a) da
propriedade (2.3.1), onde tomamos a = 0 e = t. Assim, temos que

cos (0—t) = cos0.cost+ sen 0.sent
l.cost+0.sent

= cost

Portanto, cos (—t) = cos t para todo t € R.

Veja agora, mais algumas propriedades trigopnométricas.

Propriedade 2.3.3. Para todot € R, vale as seqguintes propriedades:

(1) cos (t+m) = —cost esen (t+m)=—sent;

(2) cos ( + = —sent e sen (t + ;T) =cos t;

¢
Ty
2

3)
2
m
(3) cos ( ) sen t e sen (2 — t) = cos t;
(4) cos (m —t) = —cost e sen (m —t) = sent.
Demonstracdo. Sera feita a demonstracao do item (1). A prova dos outros itens é
analoga.

(1) Para demonstra que cos (t + 1) = —cos t paratodot € R,tomea =te = mno
item (@) da propriedade (2.3.1), onde segue que

cos (t+m) = cost.cosm — sent.sen
= cost.(—1)—sent.0
= —cost

Agora, tomando a =t e § = 7 no item (b) da propriedade (2.3.1), tem-se que

sen (t+m) = sent.cos T+ cost.sen T
sen t.(—1) + cos t.0

= —sent

Portanto, cos (t + m) = —cos t € sen (t + m) = —sen t para todo t € R.
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Definicao 2.3.4 (Funcao Peridédica). Uma funcdo f : R — R chama-se periodica
quando existe um numero real T' # 0 tal que

f+T) = f(1),

para todot € R. O menor valor'T > 0 que satisfaz a condigdo acima é chamado de
periodo da fungao f.

Defini¢ao 2.3.5. Diz-se que uma fungdo f : R — R é par quando se tem f(—t) = f(t)

paratodot € R; Se f(—t) = —f(t) paratodot € R, diz-se que a fungéo f € impar.

Observe que os itens (i), (ii) e (iii), da propriedade (2.3.2), diz que a funcéao
cosseno € par e as fungdes seno e tangente sao impares. Além disso, essas mesmas
funcdes, sao perioddicas, sendo que seno e cosseno de periodo 27 e tangente de
periodo 7. Estas afirmacdes serdo provadas nas subsecdes a seguir, cuja abordagem
pode ser encontrada em SANTOS (2014, 29-32).

2.3.2 Estudo da funcao seno

Como foi visto na subsecéao (2.3.1), sen t ficou definida para quaisquer que seja
t € R. Desta forma, faz sentido dar a seguinte definicao a seguir.

Definicao 2.3.6. A fungéo seno f : R — R é definida por:
Vr € R, f(x) = sen x.

Proposicao 2.3.2. Sendo f a fungdo dada na definicdo (2.3.6), entdo:

(i) f é uma funcéo impar;

(ii) a funcéo f é periddica de periodo 2.

Demonstragdo. Seja a fungéao seno f(x) = sen z com z € R.

(i) Para provar que a fungao f € impar, deve-se mostrar que f(—xz) = — f(z), Vx € R.
De fato, dado = € R, temos que

f(=z) = sen (—x).

Do item (ii) da propriedade (2.3.2), obtemos sen (—t) = —sen t ¥t € R. Logo,
segue que

f(=z) = —senx

isto é, a funcao f é impar.



Capitulo 2. TRIGONOMETRIA 45

(ii) Para provar que a fungéo f é periddica de periodo 27, deve-se mostrar que f(z +
27) = f(z) Vo € R. De fato, temos que

f(z 4+ 2m) = sen (x + 2m).

Como do item (iv) da propriedade (2.3.2) sen (t 4+ 27) = sen t Vt € R, logo segue
que

flzx+27) = sen (x+ 2m)

= senz
= f(x).

Portanto, f é periddica de periodo 2.

O

O fato de a fungao seno ser periodica de periodo 27, significa que, se conhece-
mos 0 seu comportamento no intervalo [0, 27|, passamos a conhecer imediatamente
como esta funcao se comporta em todos os intervalos seguintes (ou anteriores) de

comprimento 2.
Portanto, o grafico da fungéo seno f(z) = sen z no intervalo [0, 27| € 0 mesmo

em qualquer intervalo da forma [2k7,2(k + 1)x], com k € Z. Com isso, para obter o
grafico completo dessa fungéo, basta repetir uma infinidade de vezes a figura tragcada

no intervalo [0, 27].

Assim, para tragar o grafico da fungcéo seno, basta conhecer o conjunto de
pontos basicos. Para uma melhor visualizacao, tem-se uma tabela com os valores que
serdo usados para tracar esse grafico.

Tabela 2 — Alguns valores da fung¢ao seno

Fonte: Autor

Com os valores descritos na Tabela 2, obtém-se um esboco do grafico da fungéo
seno (Figura 25).
Por meio da analise de seu grafico no intervalo [0, 27|, pode-se observar que,
~ . 3
a funcéo f(z) = sen x é crescente quando 0 < z < g e g < x < 27 e decrescente

uando T <z< ST
- X —.
q 2 2
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Figura 25 — Grafico da fungéo seno

Fonte: Autor

2.3.3 Estudo da funcao cosseno

Da subsecao (2.3.1), cos t ficou definida para quaisquer que seja ¢t € R. Dessa
forma, assim como foi definida a fungao seno, faz sentido dar a definicdo da funcéo
cosseno.

Definicao 2.3.7. A fungao cosseno g : R — R é definida por:
Ve € R, g(x) = cos .
Proposicao 2.3.3. Sendo g a fungdo dada na definicdo (2.3.7), entao:
(i) g é uma fungao par;
(ii) a funcao g é periddica de periodo 2.

Demonstragdo. Seja a fungao cosseno g(x) = cos x com x € R.

(i) Para provar que g € uma fungao par, deve-se mostrar que g(—x) = g(x), Vx € R.
De fato, dado = € R, temos que
g(—z) = cos (—x).

Do item (i) da propriedade (2.3.2), obtemos cos (—t) = cos t ¥t € R. Portanto,
segue que

g(—x) = cosx
= g(@).
Assim, g € uma funcao par.
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(ii) Para provar que a fungao g é periédica de periodo 27, deve-se mostrar que g(z +
27) = g(z) Vo € R. De fato, temos que

g(x 4 2m) = cos (x + 2m).

Como do item (v) da propriedade (2.3.2) cos (t + 27) = cos t Vt € R, logo segue
que

glx +2m) = cos (x+2m)
= COS X
= g(2).
Portanto, ¢ é periddica de periodo 2.

O

Assim como na fungao seno, o fato de a fungéo cosseno ser periddica de periodo
27, também significa que, se conhecemos o seu comportamento no intervalo [0, 2],
passamos a conhecer imediatamente como esta funcdo se comporta em todos os
intervalos seguintes (ou anteriores) de comprimento 2.

Portanto, o gréafico da fungao cosseno g(x) = cos = no intervalo [0, 27| € 0 mesmo
em qualquer intervalo da forma [2k7,2(k + 1)x], com k € Z. Com isso, para obter o
grafico completo dessa fungéo, basta repetir uma infinidade de vezes a figura tragcada
no intervalo [0, 27].

Assim, para tragar o grafico da fungao cosseno, basta conhecer o conjunto de
pontos basicos. Para uma melhor visualizacao, tem-se uma tabela com os valores que
serdo usados para tracar esse grafico.

Tabela 3 — Alguns valores da fungédo cosseno

3T s T 3T
z el B I B N R W B W
fl@y=cosz| 1 | 0 |[—-1] 0 [1]0|—-1] 0 |1

Fonte: Autor

Com os valores descritos na Tabela 3, obtém-se um esboco do grafico da fungéo
cosseno (Figura 26).

Por meio da andlise de seu grafico no intervalo [0, 27|, pode-se observar que, a
fungao g(x) = cos x é decrescente quando 0 < = < 7 e crescente quando = < = < 2.
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Figura 26 — Grafico da fungé@o cosseno

Fonte: Autor

2.3.4 Estudo da funcao tangente

Considere o conjunto A = {w € R : w # g + kn,Vk € Z}. Da definicdo de
cosseno, tem-se que paracadat € A, cost # 0. Isto €, dado t € A, entdo existe tg t.
Portanto, segue a definigéo:

Definicao 2.3.8. A funcao tangente h : A — R é definida por:
Vo e A, h(x)=tg .
Proposicao 2.3.4. Sendo h a fungdo dada na definicdo (2.3.8), entao:
(i) » é uma funcao impar;
(ii) a funcéo h é periodica de periodo .
Demonstragdo. Seja a fungéo tangente h(z) = tg x com = € A. Como se sabe, h pode

ser escrita na forma
tgxr = . (2.10)

(i) Para provar que h € uma fungao impar, deve-se mostrar que h(—x) = —h(x), Vo € A.
De fato, dado = € A, de (2.10) temos que

h(—z) = sen (—x)

cos (—x)

Como a fungéo seno € impar e a fungdo cosseno € par, segue que
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sen (—x)
cos (—x)
—sen

CoOs T
SEN T

cos
= —h(x).

Logo, h € uma funcao impar.

(ii) Para provar que a fungéo h é periodica de periodo 7, deve-se mostrar que h(z+7) =
h(z) Yz € A. De fato, temos que

W +m) =tg (x+ 7).

Como no item (vi) da propriedade (2.3.2) tg (t + m) = tg t Vt € A, logo segue que

hx+7m) = tg(x+m)
= tgx
= h(x).

Portanto, h é periddica de periodo 7.

]

" m .
Para valores proximos e menores que 5@ tangente torna-se maior que qualquer

. iy o . 7r
numero positivo dado, e para valores préximos e maiores que BL a tangente torna-se
menor que qualquer numero dado.

Além disso, como a fungao tangente é periédica de periodo «, para construir o
seu grafico, podemos esboga-lo no intervalo [0, 7] e repeti-lo em todos os intervalos
da forma [k, (k + 1)7]. Para melhor visualizagdo, veja a tabela com os valores de
referéncia que serdo usados para tragar esse grafico.

Tabela 4 — Alguns valores da funcéo tangente

3 IR
S e Bl e A M R
W@ =tga| # [0 F [0]#]0] 3

Fonte: Autor

Observe um esbogo do grafico da fungédo tangente na Figura 27.

Como o dominio da fungéo tangente € formado pela unido dos intervalos abertos
(km — g, km + g), Vk € Z, tem-se que, em cada um desses intervalos, por exemplo
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Figura 27 — Gréfico da fungao tangente

| L] | |
i i i h(z) =tgx i
: : L : :
37 —r T 0 T ™ 374 T:
l 2 3 2
: : 1 : :
Fonte: Autor
T T - , , . P n . . ,
(=, —5), a funcao tangente é crescente e, além disso, € uma correspondéncia biunivoca

entre um intervalo aberto de comprimento 7 e a reta inteira R.

2.3.5 Funcoes trigonométricas inversas

Algumas vezes neste trabalho, precisa-se encontrar um numero que tenha um
dado seno, cosseno ou tangente. Por exemplo, pode-se querer encontrar um numero
real z tal que sen « = 0. E claro que muitos desses valores podem ser obtidos sem
muito esforco, por meio de simples observagcao geométrica. Outros podem ser obtidos
mediante uma calculadora cientifica, principalmente uma que opere com radianos e
com graus. Entretanto, independente de calculadoras, € muito importante saber, sem
pensar muito, quais valores que satisfazem equagdes, como a citada acima.

Dessa forma, nesta subsecao, sera feito um breve estudo das fungdes trigono-
métricas inversas. Para tanto, relembraremos o conceito de fungéo inversa, que pode
ser encontrado em LIMA (2013, p. 188 - 189).

Definicao 2.3.9. Diz-se que afungcdo g : Y — X é ainversa da fungcdo f : X — Y
quando se tem g(f(z)) =z e f(g9(y)) = y para quaisquerz € X ey € Y.

Quando ¢ é a inversa de f, tem-se que g(y) = x se, e somente se, f(z) = v.
Observe que, se g(f(x)) = x para todo = € X, entdo a fungdo f € injetiva. Isso porque

f(x1) = f(22) = g(f(21)) = g(f(22)) = 71 = 20
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Ja se, f(g(y)) = y é vélido para todo y € Y/, significa que f é sobrejetiva, pois
dado y € Y qualquer, basta tomar = = g(y) € X e teremos f(z) = y. Portanto, tem-se
as seguintes observacgoes:

Observacao 2.3.2. Tem-se que:

e seafuncgdo f: X — Y possuiinversa entdo f é injetiva e sobrejetiva, isto é, f é
bijetiva;

e se f: X — Y ébijetiva entdo [ possuiumainversag:Y — X.

Para definir g, observe que, sendo f sobrejetiva, tem-se que paratodoy € Y
existe algum x € X tal que f(x) = y. Além disso, como f é injetiva, temos que este x é
unico. Pde-se entdo ¢g(y) = = e define-se g : Y — X como sendo a fun¢do que associa
a cada elemento y € Y um Unico z € X tal que f(z) = y.

Esta abordagem sera apenas das inversas das fungdes trigonométricas basicas
estudadas até aqui, que sao importantes para as aplicacées. Sera iniciado com a
fungao arco seno.

2.3.5.1 Funcgao arco seno

A funcao seno [ : R — R, dada pela definicao (2.3.6) nao é injetiva, pois, por
exemplo, 0 # 27 e sen 0 = sen 2r = 0 e, ndo é sobrejetiva, pois #z € R tal que sen = = 2.
Portanto, f ndo é bijetiva, isto é, ndo possui fungéo inversa.

, . ~ . . ™ T
Porém, considerando a funcéo seno restrita ao intervalo [—2, 2] e com contra-

dominio [1,1],isto &, f : |=3, 3| — [1,1] com f(z) = sen x, tem-se que f & injetiva e

T
272
], dados z; e x5 pertencentes

sobrejetiva. Isto porque para todo y € [—1, 1] existe = € {— ] tal que sen = = y e,

, . ~ , v
além disso, como a funcao seno é crescente em [—2, 5

ao dominio de f, temos que
T # Ty = Sen Ty # Sen Ts.

Assim, pela observacéo (2.3.2), a fungéo seno restrita da forma que foi feita possui

inversa f~1: [-1,1] — [— } chamada arco seno, onde é definida da seguinte forma:

Definicdo 2.3.10. A fungdo arco seno f~': [—1,1] — [—g, g} ¢ definida por

Vo € [-1,1], f~Y(x) = arcsen .
Observe que dado —g <y< g tem-se que y = arcsen x para algum x tal que

—1 < x < 1. Isto significa que sen y = x. Veja um esbog¢o do grafico da funcéo arco
seno na Figura 28.
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Figura 28 — Grafico da fungéo arco seno

Fonte: Autor

2.3.5.2 Funcao arco cosseno

A funcéo cosseno g : R — R, dada pela definicdo (2.3.7) ndo é injetiva, pois
0 # 27 e cos 0 = cos 2 = 1 e, ndo é sobrejetiva, pois Az € R tal que sen z = 2 e,
consequentemente ndo possui funcéo inversa.

Porém, considerando a fung¢do cosseno restrita ao intervalo [0, 7] e com contra-
dominio [—1,1], isto &, g : [0, 7] — [—1, 1] com g(z) = cos z, tem-se que g é sobrejetiva,
pois para todo y € [—1, 1] existe x € [0, 7| tal que cos = = y. Além disso ¢é injetiva, pois
como a fungao cosseno é decrescente em |0, 7|, dados z; e z, pertencentes ao dominio
de g, temos que

X1 F# Ty = COS Ty F# COS X3.

Assim, pela observacgéao (2.3.2), a fungdo cosseno restrita da forma que foi feita possui
inversa ¢! : [-1,1] — [0,7], chamada arco cosseno, onde é definida da seguinte
forma:

Definigao 2.3.11. A fungdo arco cosseno g~ : [—1,1] — [0, 7] é definida por

Vo € [-1,1], g *(x) = arccos z.

Observe que dado 0 < y < 7, tem-se que y = arccos x para algum zx tal que
—1 < z < 1. Isto significa que cos y = z. Veja um esboco do grafico da funcéo arco
cosseno na Figura 29.
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Figura 29 — Grafico da fung&o arco cosseno

g Y(x) = arccos ©

Fonte: Autor

2.3.5.3 Funcao arco tangente

A funcao tangente h : A — R, dada pela definicao (2.3.8) é sobrejetiva, pois
paratodo y € R, existe x € A tal que tg x = y. No entanto, h néo € injetiva, pois 0 # 7 e
tg 0 =tg m =0 e, consequentemente ndo possui funcao inversa.

272
nesse intervalo ela é crescente. Logo, pela observacéo (2.3.2), tem-se que a funcéo

tangente restrita desta maneira possui inversa h™! : R — (—g, g) chamada arco
tangente, onde é definida da seguinte forma:

Ja a restricdo da funcao tangente ao intervalo (—ﬂ 1) a tornara injetiva, pois

Definicdo 2.3.12. A funcdo arco tangente h™' : R — (—g, g) € definida por

Vr € R, h!(z) = arctg z.

Observe que dado —g <y < g tem-se que y = arctg x para algum z € R. Isto
significa que tg y = x. Veja um esbog¢o do grafico da fungao arco tangente na Figura 30.

Figura 30 — Grafico da fung&o arco tangente

Fonte: Autor
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3 APLICACOES DA TRIGONOMETRIA

Nos capitulos anteriores, foram vistos, as definicoes, propriedades e toda a teoria
matematica necessaria para um bom entendimento das aplica¢gdes da Trigonometria
em outras areas do conhecimento, no qual sera apresentada.

Portanto, sendo este o foco deste trabalho, este capitulo visa a aplicagao da
Trigonometria na resolucao de situacdes problemas em diversos campos da ciéncia.
Sera exposto diversos modelos de aplicacdes, contribuindo assim para um ensino
da trigonometria mais pratico, servindo dessa forma como um referencial para os
professores de Matematica do Ensino Basico e académicos do curso de Licenciatura
em Matematica.

3.1 MATEMATICA

A aplicagao da Trigonometria na prépria Matematica é muito rica. Existem diver-
sas aplicagcbes que poderiam ser mostradas nesta sec¢do. No entanto, sera apresentada
a aplicacdo da trigonometria em cinco delas, a saber: na definicdo de coordenadas
polares, que posteriormente serd usada na abordagem das cdnicas; na representacao
de um numero complexo; no célculo de areas triangulares e; na declividade de retas.

3.1.1 Coordenadas polares

Embora o sistema cartesiano seja muito utilizado desde o ensino basico, existem
situagdes em que é mais conveniente usar um outro sistema de coordenadas. Nesta
subsecdo, sera apresentado o sistema de coordenadas polares e, como a trigonometria
e utilizada na convencgao das coordenadas polares para cartesianas e vice-versa, sendo
dessa forma, uma importante aplicacdo na Matematica. Essa abordagem pode ser
encontrada em GOMEZ, FRENSEL e CRISSAFF (2013).

Definicao 3.1.1 (Coordenadas polares). Um sistema de coordenadas polares Ol
nq plano consiste de um ponto O, denominado polo ou origem, de uma semirreta
OA, com origem em O, denominada eixo polar, e de uma unidade de comprimento
utilizada para medir a distancia de O a um ponto qualquer do plano. Dado um ponto P
do plano, suas coordenadas nesse sistema séo p e 0, ogie p € adistanciade P aO e
0 é a medida do angulo do eixo polar para a semirreta OP. Dessa forma, escreve-se:

P = (p79)
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Figura 31 — Coordenadas polares.

Fonte: Autor

Obserlagéo 3.1.1. Convenciona-se aqui, que a medida do angulo tomada de @1
para OP no sentido anti-horario é positiva, e negativa no sentido horario; se a primeira
coordenada polar de um ponto é zero, entao esse ponto é o polo. Dessa forma, tem-se
que P = (0,0) sdo as coordenadas polares do polo, para todo dngulo 6.

A primeira coordenada polar p de um ponto distinto do polo é sempre maior que
zero, pois representa a distancia do ponto ao polo. No entanto, pode-se tomar também
valores negativos para p, con\ﬂmionando—se, neste caso, a marcar a distancia |p| na
semirreta oposta a semirreta OP, ou seja, o ponto P = (p, ), com p < 0, corresponde
ao ponto P = (—p,0 + m) (Figura 32).

Figura 32 — O ponto (p, ), com p < 0, corresponde ao ponto (—p, 8 + ).

v

N

Fonte: Autor

O par (p, 0) determina, de maneira Unica, um ponto do plano. Mas, como sabe-
se, as medidas 6 e 0 + 2kw, onde k € Z, estdo associadas ao mesmo angulo. Isso
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significa que, um ponto no plano pode ser determinado por meio de varias coordenadas
polares distintas, isto &, (p,0) e (p, 0 + 2kw) representam o mesmo ponto do plano.

Além disso, como (p,0) = (—p,0 + ) se p <0, entdo (—p,0 + ) = (p,0 + 27) =
(p,0) se p > 0. Assim, temos que (p,0) = (p,0 + 2k7) = (—p,0 + (2n + 1)) quaisquer
que sejam k,n e Zep e R.

Observe que, se o ponto P nao for a origem e se restringirmos p e 6 aos
intervalos (0,4+c0) e [0, 27), respectivamente, existird apenas um par de coordenadas
polares (p,0) para P.

3.1.1.1 Relagdes entre coordenadas polares e coordenadas cartesianas

A partir do estudo da subsecao anterior, sera visto agora a aplicacao da trigono-
metria nas relagdes entre as coordenadas polares e coordenadas cartesianas.

Considere o sistema de coordenadas polares Op# no plano. Seja XOY o sistema
cartesiano ortogonal, tal que a origem coincida com o polo, o eixo polar seja 0 semieixo
positivo OX e o eixo OY seja obtido rotacionando OX de 90° no sentido positivo.

Definicao 3.1.2. Seja P # O um ponto no plano tal que P = (p,0), no sistema Opf, e
P = (z,y), no sistema XOY . Entao, as relagbes entre essas coordenadas sdo dadas
por:

xr=pcost e y=psenb (3.1)

Figura 33 — Relagdes entre coordenadas polares e coordenadas cartesianas

YA
P
y ____________
|
|
1
P 1
1
|
9 |
I -
O T

Fonte: Autor

Como 22 = p? cos? 0 e y? = p? sen? 0, tem-se que
p p

> +y? = p?cos’ 0+ p? sen® 0
= p*(cos® 0 + sen? 0)
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Como cos? 6 + sen? 0§ = 1, segue que p = /22 + y2. Portanto, desse ultimo resultado e
das relagées em (3.1), segue que

z Y Y
0 = ——— 0= ——= e tgh== 3.2
cos T sen g g . (3.2)
o 0
onde esta ultima igualdade se deve ao fato de tg 6 = 'Z(ZZ 7

3.1.2 A forma trigonométrica dos numeros complexos

Nesta subsecao, sera apresentado a forma trigonométrica (ou polar) dos nu-
meros complexos, cuja abordagem encontra-se em CARMO, MORGADO e WAGNER
(2005). Para isso, lembramos que a forma algébrica de um numero complexo z € dado
por

z=a+ b,

onde a é chamada de parte real, b € chamada de parte imaginéaria e i = —1.

Um numero complexo z pode ser pensado como um ponto Z do plano, de
coordenadas (a,b) ou como um vetor 07 de origem O e extremidade (a,b). Assim,

Figura 34 — Representacao trigonométrica de um namero complexo

Y 4

Z = (a,b)

b=psen 6

6

O| a=pcos O

Fonte: Autor

p = |z| = va® + b*> é o comprimento de 07 que suponha-se diferente de zero e seja f o
angulo positivo formado por O_Z> e pelo eixo das abscissas (Figura 34). Pela definigcao
(3.1.2) tem-se que as coordenadas cartesianas de Z pode ser representada por

a=pcosf e b= psenb,
isto e,
z = a+hn

pcos+psenbi (3.3)
= plcos 0+ i sen 6).
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A representagéo z = p(cos 0 + i sen 0) € chamada a forma trigonométrica ou
forma polar do complexo z.

Observe que, se substituirmos 6 por 6 + 2km em (3.3), onde k € Z, o complexo z
néo se altera, pois foi visto que 0 seno e o cosseno tém periodo 27. Dessa forma, em
alguns casos é mais conveniente usar a expressao mais geral

z = p(cos (8 + 2km) + i sen (0 + 2km)), (3.4)

onde 0 + 2km sdo os argumentos de z.

Exemplo 3.1.1. Obter a forma trigonométrica do numero complexo =z = 3 + 3i.

Solucao:

Como a = b = 3, temos que p = /32 + 32 = 2/3. Logo, de (3.2) segue que

N

3
— =0=

- T
V2 2 4

cos § = sen 0 =

\)

Logo, temos que

ZI3\/§(COSZ+iS€7’LZ),

ou também pode ser escrito na forma

z=3v2 (cos (Z + 2k7r) + 1 sen (Z + 2k7r)> .

3.1.3 Codnicas em coordenadas polares

Nesta subsec¢éo, sera visto como a trigopnometria € utilizada na equagéo polar de
uma cbnica. Esta ultima, quanto € uma elipse, sera utilizada posteriormente em outra
aplicacéo, a saber, na 6rbita dos planetas tendo o Sol como um dos focos. Para este
estudo, sera abordado, a definicdo de uma elipse na sua forma classica e na forma
geral de uma cénica, cuja abordagem pode ser encontrada em GOMEZ, FRENSEL e
CRISSAFF (2013).

Definicao 3.1.3 (Elipse). Uma elipse FE de focos F e F, é o conjunto dos pontos P
do plano cuja soma das distancias a F e F, é igual a uma constante 2a > 0, maior do
que a distancia entre os focos 2¢ > 0. Ou seja, sendo 0 < ¢ < a e d(F1, Fy) = 2¢,

E ={P|d(P, F\) + d(P, F,) = 2a}.
Observacao 3.1.2. A reta que contém os focos F; e F, é chamada de reta focal e o

segmento de extremidade nos vértices A, e A, de comprimento 2a € o eixo focal da
elipse; o centro C da elipse é o ponto médio do eixo focal A, A,; a reta ndo focal é a reta
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Figura 35 — Elipse e seus elementos

Bo

Fonte: Autor

perpendicular a reta focal que passa pelo centro C e intercepta a elipse nos vértices B,
e By; 0 numero e = € ¢ a excentricidade da elipse (Figura 35).
a

Definicao 3.1.4 (Definicao Geral de uma Coénica). Sejam F' um ponto do plano, L
uma reta do plano tal que F ¢ L e e um nudmero real positivo. Entdo, o conjunto

C = {P|d(P,F) = e d(P,L)}

€ uma elipse se e < 1, uma parabola se e = 1 e uma hipérbole se e > 1, de foco no
ponto F' e excentricidade e. A reta L. € chamada diretriz correspondente ao foco F'.

Observacao 3.1.3. No caso em que interessa, quando a cbnica é uma elipse de focos
Iy e F,, tem-se duas diretrizes L, e Ly correspondentes a cada um dos focos. A diretriz
L; correspondente ao foco F;, i = 1,2, é a reta perpendicular a reta focal que esta a
distancia % do centro, com o foco F;.

Seja C uma cbnica de excentricidade e > 0. Considere um sistema de coordena-
das polares em que um foco F' da cbnica é a origem O e 0 eixo polar O A esta contido
na reta focal de C.

Considere L a diretriz associada ao foco F' e seja h = d(F,L). Segundo a
definicdo (3.1.4), temos que

P=(p,0) € C e dPF)=edP,L) < p=edP,L)
E preciso considerar dois casos:

a) Se L néo intersecta o eixo polar, entédo d(P, L) = h + pcos 6 (Figura 36). Isto &,
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Figura 36 — Elipse: caso em que a diretriz L; ndo intercepta o eixo focal OA

v

Fonte: GOMEZ, FRENSEL e CRISSAFF (2013), adaptado.

tem-se que P = (p,) € C se, e somente se,

p = ed(P L)
p = elh+pcos®)
p—epcosf = eh

p(l—ecosf) = eh
eh

p= 1—ecosb

b) Se L intersecta o eixo polar, entdo d(P, L) = h — p cos 6 (Figura 37).

Figura 37 — Parabola: caso em que a diretriz L intercepta o eixo focal O A

“‘Q_P L
& \ 1 >
F=0 h A

Fonte: GOMEZ, FRENSEL e CRISSAFF (2013), adaptado.
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Neste caso, tem-se que P = (p,0) € C se, e somente se,

p = ed(PL)
p = e(h—pcosb)
p+epcost = eh

p(l+ecosl) = eh
eh

p= 1+ecosb

Portanto, a equacéo polar de C', no sistema, Opf é dada por

B eh
 14ecosf
onde h é a distancia entre a diretriz e o foco (origem). Na equacéo (3.5), tome o sinal

positivo se a diretriz intersecta o eixo polar, e o sinal negativo se a diretriz ndo intersecta
0 eixo polar.

p (8.5)

No caso em que o eixo polar O A, for escolhido de modo a ser paralelo a diretriz,
ou seja, perpendicular a reta focal, a equacao polar da conica obtida é dada por

eh

" 1tesenf’ (3.6)

p

na qual sera considerado o sinal positivo se a diretriz intersecta a semirreta OB, onde
. ~ ™ . . . , .

OB é arotagéo de 5 do eixo polar O A, no sentido positivo. Caso contrario, tomamos o

sinal negativo.

3.1.4 Calculo de areas triangulares

Nesta subsecao, sera apresentada a aplicagao da trigopnometria no calculo de
areas triangulares. Para demonstragdo que pretendemos dar, € necessario lembrar a
seguinte definicao:

Definicdo 3.1.5. A drea de um tridngulo ABC, de lados AB = ¢, AC = b, BC =a e
altura BH = h, (Figura 38), é dado por

S=3 (3.7)

A partir desta definicdo, sera provada a seguinte proposi¢cédo, que é o objetivo
principal desta subsecéo:

Proposicao 3.1.1. Se ABC é um tridngulo de lados a, b e ¢, entdo sua area S é dado
por
S = ;bc sen A, (3.8)

onde A é o 4ngulo interno formado pelos lados b e c.
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Figura 38 — Area de um triangulo ABC'

Fonte: Autor

Demonstracdo. Para se demonstrar a proposi¢éo (3.1.1), sera analisado trés casos:

a) Se A é um angulo agudo (Figura 39), tem-se que
Figura 39 — A é angulo agudo

B

~ h
sen A = —
c

c

h:

Portanto, da equacao (3.7), segue que

= §bc sen A

b) Se A é um angulo obtuso (Figura 40), observe que HAB = 7 — A. Logo, temos que
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Figura 40 — A é angulo obtuso

B

~

h

—A) = —

sen (7 ) .
h = ¢

= §bc sen A

c) Se A é um angulo reto, isto &, A = 90° (Figura 41), temos que h = c e sen A = 1,
logo segue imediatamente da equacgao (3.7) que
Figura 41 — A é angulo reto

B

Fonte: Autor
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]

Por raciocinio inteiramente andlogo, tem-se ainda para a area do triangulo ABC'
as expressoes:
1 .
S = 54c sen B, (3.9

S = ;ab sen C (3.10)

Uma importante aplicacao das expressodes (3.8), (3.9) e (3.10) na prépria trigo-
nometria é a famosa Lei dos senos. Sera apresentada essa lei por meio da seguinte
proposicao:

Proposicao 3.1.2. Em qualquer tridngulo ABC' de lados a, b e c vale a relagdo

©__ b _ (3.11)

sen A  sen B senC

Demonstragcdo. Para demonstrar a lei dos senos, primeiramente multiplicaremos a
relacéo (3.8) por a (comprimento do lado BC'), onde obtemos

a abe

1 -
== == — 12
asS 2abc sen A = n i 29 (3.12)
Multiplicando a relagéo (3.9) por b (comprimento do lado AC), obtemos
1 ~ b abc
== == — A
bS 2ozbc sen B = B 23 (3.13)

e por ultimo, multiplicando a relagédo (3.10) por ¢ (comprimento do lado AB), temos que

c abe

sené:ﬁ

cS = ;abc sen C = (3.14)
Portanto, de (3.12), (3.13) e (3.14), podemos concluir que

abc_ a b <
2S  sen A  sen B

sen C
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3.1.5 Declividade de uma reta

Nesta subsecao, sera feito um estudo basico da declividade de uma reta, dando
énfase na trigopnometria aplicada.

Na Geometria Analitica, uma das propriedades de uma reta é a sua declividade
constante. A declividade pode ser determinada por meio de dois pontos distintos
quaisquer da reta. Sera usado esse fato para determinar posteriormente a equagéo de
uma reta nao vertical. Antes disso, sera apresentado a definicdo de declividade de uma
reta.

Definicao 3.1.6. Considere no plano cartesiano uma reta r que intersepta o eixo OX
em um ponto A e seja f o angulo entre r e 0 eixo OX, medido no sentido anti-horario.
A declividade da reta r é a tangente do angulo 0, denotada por m, isto &,

m=tg#. (3.15)

Observe que, como o angulo # é medido no sentido anti-horario, desde o sentido
positivo de OX até a reta, ele esta sempre entre 0° e 180°.

Agora, considere B = (x1,y;) € C = (z2,y2) dois pontos distintos da reta r e D
um ponto de abscissa z, e ordenada y; (Figura 42).

Figura 42 — Declividade de uma reta r.

YA

Y2

v

Fonte: Autor

Observe que, como BD é paralelo ao eixo OX, tem-se DBC = 6. Assim,
aplicando a definicdo (2.1.1) no triangulo BC' D retangulo em D, tem-se que

CD
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Como BD =z — x1 € CD =y — 31, entdo a declividade de r € dada por

tgo =" (3.17)

To — 1

Sendo (z,y) um ponto arbitrario e (z, ;) um ponto conhecido de r, segue que
Yy—U
r — T

tg 0 =

. Portanto, tem-se que a equacao daretar é

y—1 =tg0(x—xy) (3.18)

3.2 CIENCIAS ECONOMICAS

No estudo de oferta e demanda em economia, envolve-se uma abordagem de
equacoes lineares. Segundo WEBER (2001), "na pratica, algumas equacoes de oferta
e demanda s&o aproximadamente lineares na faixa de valores que interessa; outras
nao sao lineares". No entanto, as equagdes lineares podem oferecer representacoes
de oferta e demanda razoavelmente precisas dentro de uma faixa limitada. Deve-se
observar também, que apenas os segmentos das curvas de equacdes lineares que
estao no primeiro quadrante do plano cartesiano interessam a analise econémica. Isto
porque a oferta, o pre¢o, e a quantidade sédo, em geral iguais a zero ou um namero
positivo.

Assim, nesta secao pretende-se apresentar uma aplicagédo da trigonometria no
estudo das equacdes de oferta e demanda, no qual se da por meio da andlise de retas
e sua declividade, no qual foi abordada na subsecéao (3.1.5).

3.2.1 Curvas de demanda linear

As pessoas procuram bens e servigos para satisfazerem suas necessidades.
A demanda de mercado de um bem ou servigo nos informa a quantidade que os
consumidores participantes daquele mercado desejam comprar a cada preco unitario
que tenham de pagar, num determinado periodo de tempo, dado um determinado
cenario (SILVA et al., 2002).

Segundo WEBER (2001), normalmente a declividade de uma curva de demanda
€ negativa. Isto é, a medida que o preco aumenta, a quantidade procurada diminui e a
medida que o preco diminui, a quantidade procurada aumenta (Figura 43). Neste caso,
temos a declividade tg 6 < 0 quando g <0 <m.



Capitulo 3. APLICACOES DA TRIGONOMETRIA 67

Figura 43 — Declividade de demanda negativa.

Preco y4

So Quantidade x

T de demanda

Fonte: Autor

Em certos casos, a declividade de uma curva de demanda também pode ser
nula, isto é, o preco é constante, independente da demanda (Figura 44). Neste caso,
temos a declividade tg # = 0 quando § = 0 ou 6 = .

Figura 44 — Declividade de demanda nula.

Preco Y4

Quantidade x

de demanda

Fonte: Autor

Em outros casos, a declividade de uma curva de demanda pode ser indefinida,

ou seja, a procura é constante, independente do preco (Figura 45). Neste caso, a
declividade tg 6 ndo esta definida quando 6 = g

Exemplo 3.2.1. Dez relégios de pulso sdo vendidos quando o seu pregco é R$80,00.
Sabendo que o angulo de inclinacdo da reta que descreve a equacao de demanda é
aproximadamente 116°, determine a quantidade de relégios vendidos quando o seu
preco é R$60,00 (WEBER, 2001, p. 36, adaptado).
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Figura 45 — Declividade de demanda indefinida.

Preco Y4

Quantidade ﬂ:c
de demanda

Fonte: Autor

Solucao:

Como a o angulo de inclinacao da reta é 116°, temos que a declividade da reta é

m=tg 116° = —2.

Como 10 relégios sdo vendidos quando seu prego é R$80,00, o ponto (10, 80)
pertence a reta. Assim, podemos usar a equacao (3.18) para determinar a equacao de
demanda. Logo, segue que

y—y = tg0(x— )

y—80 = —2(z—10)

y—80 = —2x+ 20
20 +y—100 = 0

Portanto, a equacédo de demanda € 2z + y — 100 = 0, onde = é a demanda
(quantidade de reldgios vendidos) e y € o preco do relégio. Como queremos saber a
quantidade de reldgios vendidos quando seu prego é R$60,00, basta substituir y = 60
na equacao de demanda para determinar o valor de z. Assim, temos que

20 +y — 100 =

2z 4+ 60 — 100 =
2¢ = 40
z = 20

Logo, sdo vendidos 20 reldgios quando o seu prego é 60 reais.
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3.2.2 Curvas de oferta linear

A oferta esté relacionada ao custo de producgéao e este a tecnologia de producgao
e aos precos dos fatores empregados na producao (SILVA et al., 2002). Isto é, pode-se
dizer que oferta € a quantidade de um produto ou servigo disponivel para compra.

Podemos ver em WEBER (2001), que normalmente a declividade de uma curva
de oferta linear € positiva, isto €, a medida que o pre¢co aumenta, a oferta aumenta,
e a medida que o preco diminui, a oferta diminui (Figura 46). Neste caso, temos a
declividade tg # > 0 quando 0 < 6 < g

Figura 46 — Declividade de oferta positiva.

Preco Y4

0

Quantidade o fertada T

Fonte: Autor

Em certos casos, a declividade de uma curva de oferta é nula, isto €, o preco é
constante, independente da oferta (Figura 47). Neste caso, assim como na declividade
de demanda nula, temos a declividade de oferta tg ¢ = 0 quando § = 0 ou 6 = 7.

Figura 47 — Declividade de oferta nula.

Preco Y4

Quantidade ofertada x

Fonte: Autor
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Em outros casos, a declividade de uma curva de oferta pode ser indefinida, ou

seja, a oferta € constante, independente do preco (Figura 48). Onde sabe-se que, neste
.. ~ . .. (e
caso, a declividade de oferta tg 6 n&o esta definida quando 6 = 5

Figura 48 — Declividade de oferta indefinida.

Preco Y4

0 = 90°

-

Quantidade ofertada x

Fonte: Autor

Exemplo 3.2.2. Quando o preco for de R$300,00, entdo 100 maquinas fotograficas de
um determinado tipo estao disponiveis no mercado. Sabendo que o dngulo de inclinagdo
da reta que descreve a equacado de oferta é aproximadamente 26, 6°, determine o prego,
quando 180 maquinas fotograficas estao disponiveis no mercado (WEBER, 2001, p.
38, adaptado).

Solucao:

Como o angulo de inclinagdo da reta € 26, 6°, entdo tem-se que a declividade da
reta é
m = tg 26,6° = 0,5

Quanto o preco for de R$300,00, temos que 100 maquinas fotograficas estao disponi-
veis no mercado. Assim, o ponto (100, 300) pertence a reta. Assim, também pode-se
usar a equacao (3.18) para determinar a equacao de oferta. Logo, segue que

y—1 = tg0(x—x)
1
y=300 = (x—100)
2y —600 = x—100
2 —2+500 = 0

Portanto, a equacao de oferta € = —

e y é o preco da maquina fotografica.

2y + 500 = 0, onde x é a quantidade ofertada
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Como queremos determinar o pre¢co da maquina fotogréafica, quando 180 maqui-
nas fotograficas estdo disponiveis no mercado, basta substituir z = 180 na equagéo de
oferta para determinar o valor do preco y. Assim, temos que

r—2y+500 = 0
180 — 2y +500 = O
2y = 680
y = 340

Logo, quando 180 maquinas fotograficas estéo disponiveis no mercado, o prego
da maquina fotografica é R$340,00.

Observe que, embora no estudo de oferta e demanda aborda-se geometria
analitica, é fundamental o uso da trigopnometria. Sendo assim, vé-se a importancia da
trigonometria neste estudo.

3.3 ENGENHARIA CIVIL

A utilizacao da Matematica na Engenharia Civil é indispensavel. Em particular,
com a trigonometria n&o é diferente, pois € utilizada, por exemplo, na construcao de
edificios, pontes, etc. Nesta secdo, sera determinada a altura de uma torre local por
meio do uso da trigonometria. Esta aplicagdo também serd usada posteriormente para
o calculo do raio da Terra.

3.3.1 Calculando a altura de uma torre em Roraima

Como sera descrito na subsecéo (3.4.1), além de outras coisas, para se deter-
minar o raio R da Terra, precisa-se da altura de uma torre (ou um prédio). Dessa forma,
nesta subsecao, sera determinada a altura de uma torre local ao qual sera utilizado
para o calculo do raio da Terra, a saber, a Torre da EMBRATEL, localizada no Centro
de Boa Vista-RR.

Para isso, consideremos um ponto A sendo o topo da torre. Nos afastamos
da torre uma certa distéancia x e marcamos um ponto "imaginario" C. Desse ponto C,
utilizando um instrumento de medi¢ao de angulo chamado "Estagao Total", medimos o
angulo de visdo « ao qual observamos o topo da torre. Nos afastamos 50 m do ponto
C na mesma direcdo e marcamos o ponto "imaginario" D. Do ponto D observamos
novamente o topo da torre sob um angulo 5.
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Figura 49 — Calculando a altura da Torre da EMBRATEL

Fonte: Autor

Como a observacao do topo da torre foi feita com o instrumento a uma altura
de 1,5 m do chéo, temos que a alturadatorre é h=h'+1,5,onde ' = AB e B éum
ponto da torre localizado a 1,5 m do solo, como ilustra a Figura 50.

Figura 50 — Esquema ilustrativo: medi¢ao da altura da torre da EMBRATEL
A

il
il
il
il
ARCTIN
ifi
ifi

oo
B T aN\C 50m /N D
0 I I1,5m

Fonte: Autor

Na primeira observacao do topo da torre, no ponto C, obtemos o = 16,9° e na
segunda observacgao do topo da torre, no ponto D, obtemos 5 = 14, 8°.

Pela equacgao (2.3) da defini¢do (2.1.1) no tridngulo retangulo ABC, temos que

n n
tlga=—=ux= (3.19)
T tg o
Analogamente, no tridngulo retdngulo ABD, temos que
hl
tg B = = h' = (x+50)tg 8 (3.20)

450
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Substituindo (3.19) em (3.20), segue que

/

h
W= 50)¢
(tga+ )tg 8
t
o= 9P 50t
tg o
/
h’—tzih’ — 50tg 3
/
h'<1—tg§> — 50tgf
W 50 tg B
,_ B
tg o

Logo, segue que
o 50tg atg B

Ctga—tg
Substituindo os valores o = 16,9° e g = 14,8° em (3.21), e efetuando os calculos,

(3.21)

temos que
50 tg 16,9° tg 14,8°

tg 16,9° —tg 14, 8°
R = 101,33 m

h/

Portanto, segue que
h = W+1,5
= 101,33+ 1,5
= 102,83 m
Isto é, a altura da torre da EMBRATEL & aproximadamente 102,83 metros.

A altura da torre é em torno de 104 metros. Assim, o erro cometido é de
aproximadamente 1%.

3.4 ASTRONOMIA

Nesta sec¢ao sera apresentado algumas aplicagdes da trigonometria na Astrono-
mia. Primeiramente descreve-se um método bastante interessante de como calcular
o raio da Terra. Posteriormente, apresenta-se 0 método de Aristarco para medir as
distancias Terra-Lua e Terra-Sol, mas utilizando medidas atuais. Também sera visto
como a trigonometria é utilizada na descricao da érbita dos planetas ao redor do Sol,
utilizando para isso, conhecimento sobre elipse.
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3.4.1 Medida do raio da Terra

Usando a trigonometria, sera apresentado um método bastante engenhoso para
se medir o raio R da Terra, um comprimento geralmente inacessivel as medidas diretas.
Apébs descrever este método, o usaremos para calcular aproximadamente o raio da
Terra, utilizando para isso, medi¢des feitas na comunidade local.

O método que sera descrito, foi usado desde os gregos, e pode ser encontrado
em LIMA et al. (2006, p. 12):

Sobe-se a uma torre de altura h e mede-se o0 angulo 6 que faz a reta BC' do
horizonte de B com a vertical BO do lugar (Figura 51).

Figura 51 — Calculando o raio da terra

LINHA DO HORIZONTE

Fonte: LIMA et al. (2006), adaptado.

Como o triangulo OBC' é retangulo em C, tem-se que

= sen 0

Rih
Rsen 0 + hsen 6§ = R
R(1 — sen 0) = hsen 6
Dessa forma, o raio R da Terra é dado por:

hsen 6

= — 22
1 —senf (3.22)

Se tivermos as medidas de h e 6 (qQue sdo acessiveis) e uma tabela de senos,
ou até mesmo uma calculadora cientifica, entdo poderemos calcular o raio R da Terra.
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Da subsecao (3.3.1), ja temos a altura de uma torre local, de altura h = 102, 83
metros. Portanto, resta apenas medir o dngulo # da linha do horizonte. Para isso,
subimos até o topo da Torre da EMBRATEL (Figura 52).

Figura 52 — Calculando o angulo do horizonte

Fonte: Autor

Utilizando o instrumento "Estacdo Total", primeiramente medimos o angulo
complementar ao angulo do horizonte no qual queriamos, por uma questao relacionada
ao instrumento de medicdo. Assim, obtemos um angulo de aproximadamente 0, 32°.
Dessa forma, o angulo que faz a reta BC do horizonte de B com a torre da EMBRATEL
€60 =290°—-0,32° =89, 68°.

Portanto, substituindo § = 89,68° e h = 102, 83 m na equacéo (3.22), e utilizando
uma calculadora cientifica, segue que

hsen 0

1—senf

102, 83.sen 89, 68°
1 — sen 89, 68°

= 6593097,6 m

R =

Transformando essa medida em quilémetros, obtemos R = 6593, 1 km. Isto é, o
raio da Terra obtido é aproximadamente 6593,1 km.

E claro que o angulo do horizonte obtido do topo da torre é uma medida apro-
ximada, pois ha alguns fatores que temos que considerar, como por exemplo, o0 erro
causado pelo balancar da torre, ocasionado pelo vento. O equipamento de medicao
"Estacao Total" ao qual foi utilizado, tem um erro angular de apenas dois segundos.
Em relacao a altura da torre, também temos que considerar a elevagao do terreno que,
embora seja aproximadamente plano, ha pequenos declives.

Pode-se ver em HALLIDAY et al. (2012b, A-356), que o raio médio da Terra



Capitulo 3. APLICACOES DA TRIGONOMETRIA 76

€ cerca de 6370 km. Assim, pode-se observar que o valor obtido nestes calculos é
razoavel, visto que, o erro cometido € de aproximadamente 3,5%.

3.4.2 Distancia da Terra a Lua e da Terra ao Sol

Os tamanhos do Sol e da Lua e as distancias desses astros a Terra ja eram
calculados na antiguidade, séculos antes de Cristo, mas poucas pessoas sabem como
eram feitos esses célculos (AVILA, 1986). Elas se baseavam em ideias simples e
geniais que estao fortemente interligadas aos contelidos de Geometria e Trigonometria.

Figura 53 — Imagem ilustrativa da Terra, Lua e Sol

Fonte: Bio Digital

Sera descrito aqui, 0 método que o sabio grego Aristarco de Samos (séc.
a.C.), da escola de Alexandria, usou para comparar as distancias da Terra a Lua e
da Terra ao Sol, cuja abordagem encontra-se na Revista do Professor de Matematica
- RPM. Para tal finalidade, ndo usaremos as medidas dos angulos observados por
Aristarco na antiguidade, j4 que atualmente existem valores mais precisos, pelo qual
serdo utilizados nesta aplicacao.

3.4.2.1 Relagobes entre as distancias da Terra ao Sol e da Terra a Lua

Pode-se ver em AVILA (1986), que Aristarco observou que, existem duas po-
sicdes da Lua em sua Orbita, o "quarto crescente"e o "quarto minguante", quando o
disco lunar apresenta-se, para um observador terrestre, com metade iluminada e outra
metade escura (Figura 54). Quando isso acontece, o triangulo Terra - Lua - Sol é retan-
gulo (FILHO; SARAIVA, 2004), com angulo reto no vértice ocupado pela Lua. Observe
que nessa configuracao o angulo de vértice centrado na terra (ao qual chamaremos ()
€ muito préximo de 90°.

1

Disponivel em: http://www.labec.com.br/biodigital/ambientes/praia/mares/. Acesso em 16/12/14.
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Aristarco teria medido esse angulo, encontrando para ele o valor de 87°, ou seja,
0 angulo « seria de 3°. Atualmente, tem-se que o valor correto de o« € menor do que 3°,
que por sua vez é proximo de 0, 15°, ou seja, o angulo  é aproximadamente 89, 85°.

Figura 54 — Esquema ilustrativo formado pela Terra, Lua e Sol

Lua - Guarto Crescente

Terra

Lua - Guarto Minguante

Fonte: Geometria e Trigonometria?

N&ao se sabe como Aristarco teria chegado ao valor de a. Segundo AVILA (1986),
"ao que parece, a diferenca que Aristarco teria notado entre o tempo gasto pela Lua
numa volta completa em torno da Terra e o0 tempo para ir de minguante a crescente se
deve a peculiaridade do movimento da Lua naquela época”.

Com os angulos a e g determinados, basta construir um tridngulo retangulo com
esses angulos e verificar o valor da razao ;Lq que é a mesma para todos os triangulos
a ele semelhantes (Figura 55).

Figura 55 — Triangulo retangulo formado pela Terra, Lua e Sol

L

Fonte: Autor

Portanto, temos que

2 Disponivel em: http://www.ufrgs.br/espmat/disciplinas/geotri/modulo3/problema_triggeo.html. Acesso
em 16/12/14.
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TL
79 = sen «
= sen 0,15°
= 0,0026
~ |
390
TS = 390.TL (3.23)

Isto é, a distancia da Terra ao Sol é aproximadamente 390 vezes maior que a
distancia da Terra a Lua. Se usassemos 0s angulos encontrados por Aristarco, teriamos
TS =19.TL, ou seja, um resultado muito longe do valor correto.

Observacao 3.4.1. Para facilitar a notagao, usaremos Drg (distdncia da Terra ao Sol),
Dy, (distancia da Terra a Lua), Rs (Raio do sol), R;, (Raio da Lua) e Ry (Raio da Terra).
Dessa forma, ja temos, até aqui, que Drs = 390D y,.

3.4.2.2 Relagbes com os raios da Lua e do Sol

Para continuar nossa construcdo, analisemos outra observacéao feita por esse
génio da Grécia Antiga. Pode-se ver em AVILA (1986), que Aristarco também observou
que o Sol e a Lua tém o mesmo tamanho angular, isto €, o angulo 26, sob o qual um
observador terrestre ver o Sol, € 0 mesmo sob o qual ele ver a Lua (Figura 56). Pode-se
confirmar essa observacao quando ocorre um eclipse total do Sol.

Figura 56 — Angulo sob o qual um observador terrestre ver o Sol e a Lua

Fonte: Autor

Aristarco estimou o angulo 26 da Figura 56 como sendo 2°, porém, ele é aproxi-
madamente 0, 5°, ou seja, 6 = 0, 25°.
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Dessa forma, como os tridngulos TLL' e T'SS’ sdo semelhantes (Critério AA),
pode-se escrever

Bs _ RBuo_ 0
Drs  Dry,
= sen 0,25°
= 0,0044
Rs = 0,0044D7pg (3.24)

Para facilitar a notagcao, sera denotado por a = 390 e b = 0,0044, os valores
encontrados em (3.23) e (3.24).

3.4.2.3 Relagdes com o raio da Terra

Agora, para relacionar as distdncias e os tamanhos do Sol e da Lua ao raio
da Terra, Aristarco observou o que acontece durante um eclipse da Lua, quando este
satélite atravessa o cone de sombra da Terra (Figura 57).

Figura 57 — Cone de sombra da Terra sobre a Lua

Fonte: Autor

Pelo tempo gasto nessa travessia, ele calculou que o didmetro do cone de
sombra da Terra, na altura da Lua, era 2 do didmetro da Lua (FILHO; SARAIVA, 2004).

Chamando de L, T e S os centros da Lua, da Terra e do Sol, respectivamente;
temos que LH = R, TC = Ry e SA = Rg S@0 0s respectivos raios; LD € o raio do

. . 8
cone de sombra da altura da Lua (Figura 58). Como ja sabemos, LD = gRL'

Pelo critério AA (teorema 1.4.2) os triangulos DF'C e C'EA sao semelhantes.
Portanto, temos que

CF AE
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Figura 58 — Triangulos formados pelo Cone de sombra da Terra sobre a Lua

Fonte: Autor

8
Observe que CF =TC —TF =Ry — LD = Ry — §RL; DF = Dy AE = AS — SE =
Rs — Rr e CE = Drg. Logo, substituindo esses valores em (3.25), temos que

8
fir gt _ Bs—Rr (3.26)
DTL DTS

Das equacdes (3.23) e (3.24) ja temos que Drs = aDrp; Rs = bDps = abDry, €
Ry = bDrp. Assim, substituindo esses valores em (3.26), obtemos

8

RT - ngTL _ CLbDTL — RT
Dry, aDry,
LBr §b - h— B
DTL 3 CLDTL
Ry Ry 8
—_— = b+ -b
DTL + CLDTL * 3
aRp + Rr - Eb
aDr, 3 (3.27)
11
altr + Ry _ “bDyy
a 3
R 11
Rr+—L = ZbDyp
a 3
1 11
I
a 3
3(a+1)
D p—
T ap 7
como Drg = aDry, temos que
3 1
Drs = Chy )RT (3.28)
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Dessa forma, substituindo a = 390 e b = 0,0044 nas equacgbes (3.27) e (3.28),
obtém-se os valores aproximados

Dr; =62Rr e DTS = 24235Rt (329)
Como o valor atual do raio médio da Terra € de 6370 km, temos que

Dry, = 394940 km e Dpg = 154376950 km (3.30)

Isto €, a distancia da Terra a Lua é de 394940 km e a distancia da Terra ao sol é
de 154376950 km. Vale ressaltar, que, os resultados obtidos aqui, é razoavel, em relacao
aos valores atuais 382000 km (distancia da Terra a Lua) e 150000000 km (distancia da
Terra ao Sol), onde pode-se ver em HALLIDAY et al. (2012b, A-356). Observe que, com
os valores encontrados nestes calculos, obtém-se um erro de aproximadamente 3,4%
e 2,9%, respectivamente, para as distancias Terra-Lua e Terra-Sol.

3.4.3 A orbita dos planetas em torno do Sol

Nesta subsecéo, sera apresentada outra aplicagdao da Trigonometria no estudo
da Astronomia, isto €, na 6rbita dos planetas em torno do Sol, onde esta pode ser
encontrada em GOMEZ, FRENSEL e CRISSAFF (2013). Para isso, sera usado o
conhecimento desenvolvido na subsec¢éo (3.1.3), onde se conhece o que é uma cbnica
e sua equacao na forma polar.

Desde os tempos remotos, 0s movimentos aparentemente aleatérios dos plane-
tas em relagao as estrelas intrigam os observadores do céu (HALLIDAY et al., 2012a).

Ao analisar a enorme cole¢ado de dados e observagdes astronémicas de Thcho
Brahe (1546 - 1601), de quem se tornou assistente, Johannes Kepler (1571 - 1630)
concluiu que a 6rbita de Marte é uma elipse tendo o Sol num dos focos (GOMEZ;
FRENSEL; CRISSAFF, 2013). Esta é a primeira lei do movimento planetario ou primeira
lei de Kepler (onde no total sao trés).

Posteriormente, Kepler confirmou que as mesmas propriedades eram validas
para as Orbitas dos outros planetas, isto €, em particular para a orbita da Terra.

Isaac Newton, em seu Principia Mathematica, de 1687, mostrou as trés leis
de Kepler a partir de duas leis de sua autoria: a Segunda Lei do Movimento e; a Lei
Universal da Gravitagdo. Para isso, usou o calculo vetorial e o calculo diferencial para
chegar a conclusao que a equagao do movimento de um planeta em torno do Sol tem

equacéao polar
eh

__ch 31
1+ecosb’ (3.31)

p
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num sistema de coordenadas polares com o Sol no polo. Dessa forma, como a érbita
de um planeta € uma curva limitada, a conica descrita por um planeta é uma elipse,
provando, assim, a primeira lei de Kepler.

As posi¢des de um planeta que estdo mais proximas e mais afastadas do Sol
sdo chamadas periélio e afélio do planeta, respectivamente. Isto é, se F; é o foco
correspondente ao Sol, a posicdo que a Terra ocupa quando esta no vértice A; é a mais
proxima do Sol e a posicao que ocupa quando esta no vértice A, € a mais afastada do
Sol.

Exemplo 3.4.1 (A orbita da Terra em torno do Sol). Encontre uma equacgao polar
aproximada para a orbita eliptica da Terra ao redor do Sol (em um foco), sabendo que
a excentricidade é aproximadamente 0,017 e o comprimento do eixo focal é cerca de
2,99 - 108 Km. Obtenha também as distdncias da Terra ao Sol no periélio e no afélio
(GOMEZ; FRENSEL; CRISSAFF, 2013).

Figura 59 — Esquema do exemplo 3.4.1

TERRA

PERIELIO AFELIO

Fonte: Autor

Solucao:

Por (3.31), observe que para encontrar uma equagao polar aproximada da 6rbita
da Terra em torno do Sol, precisamos determinar o valor de h (distancia entre o foco e
a diretriz).

Como o eixo focal da elipse ¢ 2,99 - 10® km, temos que

2a = 2,99-108
a = 1,495 10 km

Comoe = E, sendo e = 0,017, segue que ¢ = 0,025 - 108 km. Pela observacao
a
(3.1.3), a distancia entre o centro da elipse e a diretriz correspondente ao foco (Sol) é
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—. Ja a distancia entre o foco e o centro da elipse é c. Como & € a distancia entre o
&
foco e a diretriz, temos que

- h+c
e
ho=2—¢
f495-108
h = —————10,025-10%
0,017 0,025 - 10
h = 86,42 -10% km

Portanto, a equacao polar aproximada da 6rbita da Terra ao redor do Sol é

0,017 - 86,42 - 10®
140,017 cos 0
1,47 - 108
140,017 cos 0

p =

Observe que, a distancia da Terra ao sol no periélio é a — ¢, isto é, 1,47 - 10® km
e no afélio é a + ¢, que equivale a 1,52 - 108 km.

Figura 60 — Esbog¢o do grafico da ¢rbita da Terra tendo o Sol como foco
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Fonte: Autor

A equacao polar da 6rbita aproximada da terra estd esbog¢ada na Figura 60, no
qual foi gerada por meio do software Geogebra. Nela pode-se observar o quanto essa
Orbita eliptica se aproxima de uma circunferéncia, ou seja, o foco F; (Sol) esta préximo
do centro C da elipse. Isso se deve a pequena excentricidade da Terra. Pode-se ver
em HALLIDAY et al. (2012a), que as excentricidades das érbitas dos planetas séao
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tdo pequenas que as oOrbitas parecem circulares se forem desenhadas em escala. Na
Figura 60 também estado expressas as distancias aproximadas da Terra ao Sol no
periélio e no afélio.

3.5 FISICA

A aplicacao da Matematica na Fisica sempre foi muito rica, e particularmente, a
trigonometria é muito utilizada no estudo de muitos fenémenos dessa area. Assim, nesta
sec¢ao, sera descrito a aplicagao da trigonometria no estudo do movimento balistico, no
trabalho realizado por uma forga constante, em um campo magnético e na equacéao de
uma onda harménica.

3.5.1 Movimento balistico

Sera apresentado a seguir um caso especial de movimento bidimensional. Isto
€, uma particula que se move em um plano vertical com velocidade inicial vy e com
uma aceleracao constante, dirigida para baixo. Uma particula que se move dessa forma
€ chamada de projétil (o que significa que é projetado ou langado) e 0 movimento é
chamado de movimento balistico.

Figura 61 — Movimento balistico de uma bola de futebol.

trajetoria
¥ do corpo

2

b AL ot skl ot bl ki o skl bl ] s ol

X

Fonte: Para todos e sobre tudo®, adaptado.

Muitos esportes como por exemplo, o futebol, envolvem o movimento balistico
de uma bola. Muitos jogadores e técnicos estdo sempre procurando controlar esse
movimento para obter o maximo de vantagem (HALLIDAY et al., 2013).

Segundo HALLIDAY et al. (2013), durante o movimento bidimensional, a acele-
racao a do projétil é constante e esta sempre dirigido verticalmente para baixo, isto €, 0
projétil ndo possui aceleragéo horizontal. Neste caso, substitui-se a aceleragédo a por
—g, onde ¢ é a aceleragdo em queda livre (perto da superficie da Terra g = 9,8 m/s?).

3

Disponivel em: http://www.paratodosesobretudo.com.br/2011/02/movimentos-balisticos.html. Acesso
em: 09/01/15.
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Figura 62 — Movimento balistico.

Y

Movimento balistico

Velocidade de langamento

Angulo de langamento

0] Vo

Langamento

Fonte: Autor

Pela Figura 62, sabemos que vy, = vy cos 6. Como nao existe aceleracédo na
direc&do horizontal, em qualquer momento ¢, o deslocamento horizontal do projétil em
relagdo a posicao inicial, = — x(, € dado por

x — xg = tvg cos Oy (3.32)

J& o movimento vertical do projétil, sequndo HALLIDAY et al. (2013, p. 70), é
dado por

1
Y — Yo = tvg sen Oy — §gt2 (3.33)

Definicao 3.5.1. O alcance horizontal R de um projétil é a distdncia horizontal per-
corrida pelo projétil até voltar a altura inicial (altura de lancamento) e é dado por

U2
R = 50 sen 26. (3.34)

Observacao 3.5.1. A equacéo (3.34) ndo fornece a distancia horizontal percorrida pelo
projétil quando a altura final é diferente da altura de lancamento. Observe que R atinge
o valor maximo para sen 20, = 1, que corresponde a 20, = 90° ou 6, = 45°.

Exemplo 3.5.1. Um avido de salvamento voa a 55 m/s, a uma altura constante de 500
m, rumo a um ponto diretamente acima da vitima de um naufragio, para deixar cair
um bote salva vidas. Qual deve ser o dngulo ¢ da linha de visdo do piloto para vitima
no instante em que o piloto deixa cair o bote salva vidas? (HALLIDAY et al. (2013),
adaptado).

Solucao:
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Figura 63 — Um avido langa um bote salva vidas enquanto se desloca.

Fonte: HALLIDAY et al. (2013)

Observe que depois de liberado do avido, o bote salva vidas € um projétil. Assim,
analisaremos 0s movimentos horizontal e vertical separadamente, isto €, ndo é preciso
levar em conta a curvatura da trajetoria. Pela Figura 63, temos que
X
h
onde x é a coordenada horizontal da vitima (e do bote salva vidas ao chegar a agua)
e h = 500 m. Pode-se calcular o valor de = pela equacgao (3.32), pois sabemos que
xo = 0, devido a origem ser colocada no ponto de langamento. Como o bote é deixado
cair e ndo arremessado do aviao, a velocidade inicial v; € igual a velocidade do aviao.
Isto é, a velocidade inicial tem médulo v, = 55 m/s e angulo 6, = 0°, medido em relagcao
ao eixo .

tg b = (3.35)

No entanto, ndo se conhece o valor de ¢, no qual o bote leva para percorrer
a distancia do avidao até a vitima. Neste caso, consideraremos o movimento vertical
descrito pela equacéo (3.33). Assim, segue que

y—1y = tvgsen Oy — ;gt2
—500 = 55-t-sen 0° — ;-9,8152
4,982 = 500
t = 10,1
onde o termo negativo em y — y, = —500 indica que o bote se move para baixo. Agora,

como sabemos que ¢t = 10, 1, basta substituir os dados na equacgao (3.32), onde
obtemos

r—1x9 = tugcos b
xz—0 10,155 - cos 0°
xr = 555,5m
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Assim, substituindo os dados obtidos na equacéao (3.35), temos que

X
tgp = =
g9 .
999, 5
t =
99 500
¢ = arctg 1,111
¢ = 48°

Portanto, o angulo da linha de visao do piloto para vitima no instante em que
deixa cair o bote salva vidas deve ser de 48°.

3.5.2 Trabalho realizado por uma forca constante

Definicao 3.5.2. Trabalho W ¢é a energia transferida para um objeto ou de um objeto
através de uma forca que age sobre o objeto. Quando a energia é transferida para o
objeto, o trabalho é positivo; quando a energia é transferida do objeto, o trabalho é
negativo.

O trabalho W realizado por uma forga ? constante, sobre um corpo em movi-
mento retilineo no sentido dessa forga, é definido como o produto do médulo da forca
F pelo moédulo do deslocamento d da particula. Isto é,

W = Fd, (3.36)

onde a unidade de trabalho é o joule (J) e o da for¢a é o Newton (N), sendo 1 J =1 N-1
m.

Se uma forga constante ? inclinada de um angulo ¢ com o eixo z, atua sobre
uma particula cujo deslocamento naquele instante é d (Figura 64), entdao o trabalho
realizado por essa forca durante o deslocamento é

W = Fd cos ¢ (3.37)

Figura 64 — Uma forga constante F, que faz um angulo ¢ com o deslocamento d.

e

Particula

Deslocamento d

Fonte: Autor
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Exemplo 3.5.2. Para puxar um caixote de 50 kg num piso sem atrito, um operario aplica
uma forga de 210 N, dirigida 45° acima da horizontal. Se o caixote se desloca de 3,0 m,
qual o trabalho realizado pelo operario sobre o caixote?

Figura 65 — Esquema do exemplo (3.5.2)

Fonte: Fundamental*, adaptado.

Solucao:

Sendo o caixote um corpo, tem-se que, como a forga exercida pelo operario é
constante, basta substituir os dados na equacao (3.37). Dessa forma, obtém-se

W = 210-3,0- cos 45°

2
_ og0. Y2

2
= 445,5J

Portanto, o trabalho realizado pelo operario € de 445,5 J.

Exemplo 3.5.3. A Figura 66 mostra dois trabalhadores de uma empresa de mudancgas
arrastando um cofre de 225 kg a partir do repouso e assim produzindo um deslocamento
d de médulo 8,50 m, em direcdo a um caminhdo. O empurrao fi do trabalhador 1 tem
modulo de 12 N e faz um angulo de 30° para baixo com a horizontal; o pux&o 1?2 do
trabalhador 2 tem médulo de 10 N e faz um dngulo de 45° para cima com a horizontal.
Os mddulos e orientagdes das forcas ndo variam quando o cofre se desloca e o atrito
entre o cofre e o piso é desprezivel. Qual é o trabalho total realizado pelas forgas ﬁ e
?2 sobre o cofre durante o deslocamento d? (HALLIDAY et al. (2013, p. 150), adaptado).

4 Disponivel em: http:/cepa.if.usp.br/e-fisica/imagens/mecanica/basico/cap14/imagi4_2.gif. Acesso
em: 08/01/15.
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Figura 66 — Dois trabalhadores arras-
tando um cofre

Trabalhador 2
Trabalhador 1

al

Fonte: HALLIDAY et al. (2013),
adaptado.

Solucao:

Figura 67 — Esquema do
(3.5.3)

exemplo

Cofre

|

-

Fonte: HALLIDAY et al. (2013),
adaptado.

O trabalho total I realizado sobre o cofre é a soma dos trabalhos realizados
separadamente pelas duas forgcas. Como o cofre pode ser tratado como uma particula
e as forcas sao constantes, tanto em mddulo como em orientacéo, basta utilizar os
dados na equacao (3.37) para calcular esses trabalhos.

O trabalho realizado pela forca ?1 é

Wi

Fid cos ¢,
12-8,5 - cos 30°

V3

102 X2
2
88,33 J

e o trabalho realizado pela forca ?2 é

W

Fod cos ¢o
10-8,5 - cos 45°

V2

2
60,10 J

Assim, o trabalho total W realizado pelas forcas ?1 e 1?2 sobre o cofre é

W

Wi+ Wy
88,33 + 60,10
148,43 J
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Portanto, durante o deslocamento de 8,5 m, o trabalho total realizado pelos
trabalhadores € de 148,43 J.

3.5.3 Campo magnético

Um dos principais objetivos da Fisica é estudar os campos elétricos. Provavel-
mente a maioria das pessoas que possuem geladeira ja prendeu um bilhete na porta
da geladeira usando um ima; o imé interage com a porta da geladeira através de um
campo magnético (HALLIDAY et al., 2012b). Nesta subseg¢ao sera apresentado o uso
da trigonometria nesse estudo. Para isto, defini-se antes um campo magnético.

Definicao 3.5.3. Um campo magnético B éuma grandeza vetorial cuja dire¢do coincide
com aquela para qual a forca F_B> que age sobre uma particula é zero. Depois de medir
F_’g para velocidade da particula v perpendicular a ? define-se o modulo de § em

termos do modulo da forga:
Fp

" Jalvsen g’

B (3.38)

onde q € a carga da particula e ¢ € o angulo entre as dire¢cbées da velocidade v e do
campo magneético §

Observacao 3.5.2. A unidade de B no sistema internacional SI € o newton por
coulomb-metro por segundo. Por conveniéncia, essa unidade é chamada de tesla

T, onde
newton

(coulomb)(metro/segundo)

ltesla=1T =

Exemplo 3.5.4. No interior de uma camara de laboratorio existe um campo magnético
§ de mddulo 10? T. Uma particula com carga 0,0003 C (coulomb) é langado na cdmara
movendo-se a uma velocidade de 3,2 - 107 m/s, em uma dire¢do que forma um angulo
de 30° com a direcdo do campo magnético (Figura 68). Qual a intensidade da forca
magneética que age sobre a particula? (HALLIDAY et al. (2012b, p. 193), adaptado).

Figura 68 — Esquema do exemplo (3.5.4)
B

30°

=)

Particula

Fonte: Autor
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Solucao:

Para determinar a intensidade da forca magnética Fiz pode-se usar a equagao
(3.38), onde temos

Fg =|q|vB sen ¢ (3.39)

Como temos a carga ¢ = 0,0003 C = 3-10~* C, o mddulo do campo magnético
B =10%T, a velocidade v = 3,2 - 10" m/s e o angulo entre a dire¢éo da velocidade e o
campo magnético € 30°, basta substituir esses dados na equacao (3.39), onde segue
que

Fg = |qlvB sen ¢
= 3-107*.3,2-107 - 10%sen 30°
= 9,6-10° 1
= 9, :

= 4,8-10°N

Portanto, a intensidade da forca magnética que age sobre a particula é de
4,8 -10° newtons.

3.5.4 Equacao de onda harménica simples

As ondas sdao um dos principais campos da Fisica. Para ter uma ideia disso,
basta considerar a industria musical. Toda musica que se escuta, de um samba a um
concerto sinfénico, envolve a produgao de ondas pelos artistas e a detecgédo dessas
ondas pela plateia. Da producao a deteccao, a informacao contida nas ondas pode
ser transmitida por diversos meios. A importancia econédmica do controle de ondas
musicais € enorme e a recompensa para 0s engenheiros que desenvolvem novas
técnicas pode ser muito generosa (HALLIDAY et al., 2012a).

Dessa forma, serd mostrado aqui, como a Trigonometria € utilizada para descre-
ver uma onda harménica simples. Antes disso, sera definido alguns conceitos.

Definicao 3.5.4. Onda é uma pertubacéo ou disturbio transmitido através do vacuo ou
de um meio gasoso, liquido ou sdlido.

Existe uma variedade muito grande de ondas, por exemplo: as ondas do mar;
as ondas numa corda; numa mola; as ondas sonoras; as ondas eletromagnéticas etc.
Essas ondas podem diferir em muitos aspectos, mas todas podem transmitir energia de
um ponto a outro; algumas através de grandes distancias sem necessariamente haver
transporte de matéria. Cada tipo de onda pode ser caracterizado pela oscilagcédo de
uma ou mais variaveis fisicas que se propagam através do espaco (OKUNO; CALDAS;
CHOW, 1982).
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Definicao 3.5.5 (Amplitude, Periodo, Frequéncia e Comprimento de onda).

(i) A amplitude A de uma onda é a metade da distancia entre os valores maximos e
minimos;

(i) O periodo T' é o menor tempo necessario para que a onda execute um ciclo
completo;

(iii) A frequéncia f é o numero de oscilagdes por unidade de tempo. A unidade de
y . . . 1
frequéncia é o hertz (Hz) e esta relacionada com o periodo porT = —;

S

(iv) o comprimento de onda \ ¢ distdncia entre dois maximos consecutivos, isto é, a
distancia minima em que a forma da onda se repete.

Figura 69 — Comprimento e amplitude de uma onda senoidal

Comprimento de onda A

amplitude| A

ampNtude| A

Comprimento de onda A

Fonte: Autor

Mas onde esta o uso da trigonometria no estudo das ondas? Por ser um fen6-
meno de natureza periddica, as ondas podem ser descritas matematicamente pela
funcdo seno ou cosseno, e portanto esse tipo de onda € chamado de onda senoidal.

Sera mostrado agora, uma importante propriedade sobre a representacao de
funcbes senoidais, envolvendo amplitude e periodo, no qual usa-se fortemente a
Trigonometria.

Propriedade 3.5.1. Para descrever amplitudes e periodos arbitrarios de fungbes se-
noidais, sdo usadas fungédes da forma:

f(t) = Asen (Bt) e g(t) = A cos (Bt) (3.40)

onde A é a amplitude e B = QTW é a frequéncia angular, sendo T o periodo da fungéo
(HUGHES-HALLETT, 2011).
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Observacao 3.5.3. Para representar diferencas de fase arbitrarias, desloca-se hori-
zontalmente um grafico com amplitude e o periodo corretos substituindo t port — h
(deslocamento para direita) ou t + h (deslocamento para esquerda), onde h > 0.

Considere agora, num instante t = 0, um comprimento de onda A\ de uma onda
senoidal de amplitude A (Figura 70).

Figura 70 — Comprimento de uma onda senoidal

Y

N ittt

Fonte: Autor.

Como a fungéo faz um ciclo completo entre z(\) = 0 e z(\) = A, temos que
neste caso, o periodo T é igual a X\. Assim, de (3.5.1), temos que B = ; Logo, o
deslocamento vertical y de uma onda senoidal em fungéo da distancia x(\), pode ser
descrito por

y = A sen (Ta:) (3.41)

Exemplo 3.5.5. Uma onda senoidal tem amplitude A =1 cm e comprimento de onda
A = 30 cm. Qual é seu deslocamento vertical em x = 2,5 cm?
Solucao:

Substituindo os valores dados, na equacéo (3.41), temos

2
y = 1lcmsen (32,5 cm)

0cm
1 cm (”)
= Sen —
2
= 1lcm-0,5
= 0,5cm

Portanto, o deslocamento vertical da onda senoidal em = = 2,5 cm é de 0,5 cm.
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Se , com o decorrer do tempo, essa onda se propagar para a direita com
velocidade v, apds um tempo ¢, a onda tera percorrido uma distancia vt (Figura 71).

Figura 71 — Onda senoidal nos instantes iniciais e t

ylk

Instante t

-

v

Fonte: OKUNO, CALDAS e CHOW (1982), adaptado.
Portanto, a equacéao de onda no instante ¢ sera

y = A sen (2;(35 — vt)) (3.42)

Sabe-se que, o periodo 7' de uma onda, corresponde ao tempo necessario para
que a onda percorra uma distancia igual a um comprimento de onda A, e também

A A -
pode ser dado por T' = o Logo, temos que v = T Substituindo esse valor em (3.42),
obtemos

y= A sen (27T (f\ - ;)) (3.43)

Define-se numero de onda k como o numero de comprimento de onda A na
oA . , 27 2w
distancia 2r, isto &, k = o onde temos \ = -

_ 2 2 . .
Substituindo \ = % el = Eﬂ na equacao (3.43), obtém-se uma outra forma da
equacao de uma onda senoidal que progride para direita, dado por

y = A sen (kx — Bt) (3.44)

Obviamente a equacao de uma onda senoidal que se desloca para esquerda &

y = A sen (kx + Bt) (3.45)
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Exemplo 3.5.6. Uma onda que se propaga em uma corda é descrita pela equagcao
y = 0,00327 sen (72, 1x — 2,72t), onde as constantes numéricas estdo em unidades do
Sistema Internacional (0,00327 m; 72,1 rad/s e 2,72 rad/s). Qual é o deslocamento y
dessaondaemux =0,225 met = 18,9 s (HALLIDAY et al., 2012a, p. 123).

Solucao:
Substituindo os valores dados na equagéao, temos:

y = 0,00327.sen (72,1.0,225 — 2,72)
= 0,00327.sen (—35, 1855)
= 0,00327.0, 588
— 0,00192

Assim, o deslocamento é de 0,00192 metros.

3.6 GEOCIENCIAS

Nesta secao, sera apresentado uma importante aplicacao da trigonometria
na resolugao de problemas relacionada as marés. Neste estudo, sera mostrado um
exemplo real adaptado, isto €, modelaremos o nivel aproximado da maré no Porto de
Santana (Estado do Amapd) em certo dia, por meio de uma funcao trigopnométrica.

3.6.1 Nivel das marés

O homem desde a mais remota antiguidade, tem observado a subida e descida
das aguas nas costas dos continentes (LOPES, 1996). O conhecimento sobre as marés
€ essencial para muitas pessoas, que tém suas profissées ou formas de lazer ligadas
diretamente ao periodo correspondente, no qual ocorrem os fendmenos das marés
baixas e marés altas.

Figura 72 — llustragdo: maré alta, nivel médio e maré baixa

Maré alta
Nivel médio

Maré baixa

Fonte: Maré Meteoroldgica®

5 Disponivel em: www.praia.log.furg.br/MareMeteorologica/MareMeteorologica.html. Acesso em:

20/12/14.
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As marés refletem as agdes combinadas de atracao gravitacional entre a Terra
e a Lua e, complementarmente, o Sol. As energias cinéticas da Terra e da Lua também
participam do processo de formacao das marés movimentando-a pelos oceanos como
consequéncia da rotagdo da Terra em torno do seu eixo e do movimento orbital da Lua
em torno da Terra (BARROSO, S.D.).

As marés sao fendbmenos de natureza periédica e segundo HUGHES-HALLETT
(2011, p. 27), o intervalo entre marés altas sucessivas é, em média, em torno de 12
horas e 24 minutos. Dessa forma, nesta secao, sera apresentado uma aplicagao da
Trigonometria na modelagem de problemas relacionados esse fenémeno.

Exemplo 3.6.1. Em 3 de dezembro de 2014, a maré alta no Porto de Santana (Estado
do Amapa) era a 0 h e 56 min. O nivel de agua na maré alta era de 3,1 metros; mais
tarde, na maré baixa, era de 0,3 metros. Supondo que a proxima maré alta é exatamente
as 13 horas e 20 minutos e que a altura da agua é dada por uma curva seno ou cosseno,
encontre uma formula para o nivel da agua no Porto de Santana em fungdo do tempo
(HUGHES-HALLETT, 2011, p. 27, adaptado).

Solucao:

Seja y o nivel da agua em metros e seja t o tempo medido em horas a partir da
meia noite (0 hora). Como a amplitude A, de funcdes periddicas (quando existem), é a
metade da distancia dos valores de maximo e minimo, temos que,
3.1-0,3

282

2

A =

= o 3

4

Y

ou seja, a amplitude dessas oscilagdes € de 1,4 metro. J4 o periodo das oscilagdes
€ 12,4, pois 0 tempo que a maré alta leva para ocorrer novamente, depois de 0 h e
56 min, é de 12 horas e 24 minutos, que por sua vez é igual 12,4 horas. Logo, pela
Propriedade (3.5.1), temos que

2T
=5

2

12,4 = =
12,4B = 272r7r
b= 12,4
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om
31

Observe que as oscilagdes sao representadas melhor por uma fungao cosseno,
pois, se a maré alta fosse exatamente a meia noite, teriamos para t = 0, o nivel
mais alto da agua. Como a agua esta em seu nivel mais alto a 0 h e 56 min, ou seja,
Zg = 1;1 = 0,93 horas depois da meia noite, basta substituir ¢ por (t — ﬁ) . Dessa
forma, de (3.40), ja temos ;.cos <271T (t — ﬁ)) porém ainda falta uma observagéao

B =

para concluséao.

3,14+0,3 3,4 17 .

=" =__isto é,1,7
5 5 0 sto é, 1,

metros. Assim, deve-se deslocar a fungdo cosseno para cima, somando 10" Portanto,

a funcéo que descreve (aproximadamente) a maré no Porto de Santana no Amapa em

3 de dezembro de 2014 é

17 7 5T 14

Observe que o nivel médio de altura da agua é

Veja um esbogo do grafico da fungéo (3.46) na Figura 73.

Figura 73 — Grafico da fungc&o que aproxima a maré no Porto de Santana no dia 3 de
dezembro de 2014

3,1m

1,7m

Fonte: Autor

3.7 CIENCIAS MEDICAS

A trigonometria é largamente utilizada na modelagem de problemas relacio-
nados as Ciéncias Médicas. Nesta secdo, sera apresentado o uso da trigonometria
nas mais diversas subareas dessas ciéncias. Primeiramente serd visto que o nivel
de noradrenalina na urina de pessoas normais pode ser modelada por uma funcéo
trigonométrica. Posteriormente apresentaremos a aplicagdo da trigonometria no estudo
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do ritmo oscilatério dos bragos de um corredor e ademais, no balango pélvico do andar
feminino. Por fim, sera feito uma breve abordagem do uso da trigonometria no calculo
do aumento angular do olho humano proporcionado por uma lente de aumento.

3.7.1 Excrecao de noradrenalina na urina de pessoas normais

Descovitch et al. (1974), citado por AGUIAR, XAVIER e RODRIGUES (1988),
estudaram o ritmo circanual da excre¢ao de noradrenalina encontrada na urina de
pessoas normais.

A noradrenalina € encontrada, principalmente, ao nivel das sinapses dos nervos
do sistema simpatico, atuando como neurotransmissor (AGUIAR; XAVIER; RODRI-
GUES, 1988). Os niveis y de noradrenalina observados na urina de pessoas normais
podem representar-se , aproximadamente, pela equagao

y = f(t) = 16,3 + 4, Lcos(360t — 153,5), (3.47)

onde y € dado por uma unidade adequada , t € o tempo transcorrido em anos e as
medidas angulares a = 360t — 153, 5 supdem-se ser expressas em graus circulares.

Figura 74 — Grafico da funcdo que descreve o nivel de noradrenalina na urina de
pessoas normais

Y A
90, 4 fmmnmnnns regmmmnennnas poemmmmeenss regmmmneemnna
16,3 fr=-7F====- N A e N :
L e R L po-sonmnsos :
0 0,01 0,02 0,025 0,03 ¢

Fonte: Autor

. 1 -
Determinemos o periodo T e a frequéncia f = T da funcéo (3.47). De fato,
como queremos calcular o periodo T, pela definicao (2.3.4), devemos obter o menor
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numero real positivo, tal que f(t) = f(t + 7', para todo ¢ real. Dessa forma, temos:
16,3 + 4, 1cos(360t — 153,5) = 16,3 + 4, 1cos(360(t + T) — 153, 5)

cos(360t — 153,5) = cos(360(t + T') — 153, 5)
(360t — 153,5) + 360k = 360(t + T') — 153, com k inteiro.

Sendo assim,
360t — 153, 5 + 360k = 360t + 3607 — 153

360k = 3607
T=k

Observe que, o menor valor positivo de T' corresponde, exatamente , a7 =1
ano, ja que k € inteiro. Esse resultado, por sua vez, d4 a frequéncia A = 1 ciclo/ano.

3.7.2 Ritmo oscilatério dos bracos

Em 1968, Kenneth Cooper publicou o livro "Aerobics", (langcado como "Capaci-
dade Aerdbica"no Brasil, em 1970). A obra introduziu um novo conceito na preparacao
fisica nos Estados Unidos e depois no mundo (MIRAS, 2010).

Segundo MIRAS (2010), durante 13 anos, além de trabalhar como cirurgido, o
doutor Cooper também dirigia 0 Aerospace Medical Laboratory, em San Antonio. E foi
la que desenvolveu um teste que utilizava corridas de 1,5 milha (2,4 quildmetros) a
serem cobertas em 12 minutos — havia um sistema de pontuacéo de acordo com as
distancias conseguidas. Estudou o impacto dos exercicios e também o quanto o corpo
de cada individuo precisa fazer para ter saude.

Figura 75 — Kenneth Cooper

Fonte: Expsychlab®

6 Disponivel em: http://expsychlab.com/2012/01/06/dr-kenneth-cooper-on-exercise-and-aging-3/.
Acesso em: 07/01/15.
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De acordo com AGUIAR, XAVIER e RODRIGUES (1988), um praticante do
método de corridas de Cooper balanga cada um dos bragos ritmicamente, enquanto
corre, seguindo a equacao:

f(t) = gsen (8; (t — 4>> , (3.48)

onde f(t) € o angulo compreendido entre a posi¢do do brago e o eixo vertical (Figura
76) e t € o tempo medido em segundos.

Figura 76 — Duas posi¢oes do brago de um corredor em seu movimento ciclico

\
Fonte: AGUIAR, XAVIER e RODRIGUES (1988).

O braco oscila para frente e para tras em torno do ponto O. Sua posicao é
estimada através do angulo f(t), compreendida entre o brago propriamente dito e o
eixo vertical. Vamos determinar o periodo, a frequéncia e a amplitude da oscilagéo e
esbogaremos o grafico da fungéo (3.48).

De fato, pela definicdo (2.3.4), deve-se obter 0 menor numero real positivo 7', tal
que f(t) = f(t+T), para todo t real. Dessa forma, temos que:

geen (5 (1=3) =5 (5 (0 -3)

-3k oo

@ T 8t 8wt &«

onL ST _ MOy onk
5 T3 T4 T3 gt
T
L:27rl<:
3
1T = 67k
=%

8
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T = -k
4

Como k£ = 1 é o menor inteiro positivo, segue que o periodo € dado por 7' = 1
segundos por ciclo, isto é, uma oscilagdo completa, onde o brago descreve o ciclo para

L ] 3 .
frente e para tras, € concluida em 1 de um segundo. Assim, 0 brago se move em uma
) 1 4 , , . .
frequéncia de 5 = 3 isto €, aproximadamente 1, 33 ciclos por segundo. Obviamente a
4

amplitude € A = g Um esbogo do grafico de y esta na Figura 77.

Figura 77 — Movimento oscilatorio de um brago de um corredor

T
I
I
I
1
I
|
I
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l—l‘l\)
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—————

©ol 3

Fonte: Autor

Exemplo 3.7.1. Determine o 4ngulo compreendido entre a posicdo do braco e o eixo
vertical de um corredor, praticante do Método de Cooper, apos 10 segundos de corrida.

Solucao:

Queremos saber o valor de f(t) da equagéao (3.48) quando ¢t = 10. De fato,
temos que

f(10) =

NN BNoR I N I N I Ne ) I

o

—_
oo
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Portanto, o &ngulo compreendido entre a posi¢do do brago e o eixo vertical em

V3T

t = 10 segundos € de BT

3.7.3 O balanco pélvico do andar feminino

Pélvis é a cavidade na parte inferior (ou posterior) do tronco onde se aloja o
reto e uma grande parte dos aparelhos urinario e genital; bacia. E bem conhecido o
balancgar ritmico da pélvis feminina, que difere bastante do andar "duro"masculino. Isto
acontece, basicamente porque ha certas diferencas anatémicas entre os dois sexos.

Observa-se, que a rotacao pélvica do andar feminino é exagerada quando
comparada ao marchar masculino, em passos de igual amplitude. Pode-se avaliar tal
movimento oscilatério supondo uma vara (na verdade uma linha imaginaria) passando
pelas duas cristas iliacas (bordo superior convexo do o0sso iliaco em forma de S),
perpendicular a uma outra linha, aqui representada pela coluna vertebral (AGUIAR;
XAVIER; RODRIGUES, 1988).

Quando a mulher se desloca no seu andar, a vara oscilara em torno de seu
centro para cima e para baixo, acompanhando o ritmo da pélvis (Figura 78).

Figura 78 — Ciclo oscilatério da pélvis feminina

Fonte: AGUIAR, XAVIER e RODRIGUES (1988)

Suponha que o0 movimento se complete ao final de 1,5 segundo, isto é, seu
periodo T é de 3 segundo por ciclo. Pela propriedade (3.5.1), temos que
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w| o] § S Y

; A 1, .
Também pode-se ver que a frequéncia f dada por f = T € aproximadamente

. . . . ™ .
0,67 ciclo por segundo. Suponha que a amplitude seja de 18°, ou seja, —, e considere
x(t), 0 angulo entre a vara que esta presa em seu centro e o eixo vertical. A partir do
exposto, temos que = poderia ser expresso por

x(t) = 110003 (4;515) (3.49)

Exemplo 3.7.2. Qual o menor instante, em que a vara (linha imaginaria) e a coluna
vertebral de uma mulher formam 15° , enquanto ela se desloca em seu andar, segundo
a equacéao (3.49)7?

Solucao:

Queremos saber o menor valor de ¢ na equagao (3.49), quando z(t) = 15° = 1%
Substituindo esse valor na equagéao dada, obtemos

T 47 T
—C0Ss (t> = —
10 3 12
47Tt B <10)
5 = arccos D
47
—t = 33,56
3 )
t = 0,14

Logo, o menor instante, em que a vara (linha imaginaria) e a coluna vertebral de
uma mulher formam 15° enquanto ela anda, é em aproximadamente 0,14 segundos.

3.7.4 O olho humano: aumento angular

O olho humano é opticamente equivalente a uma maquina fotografica comum,
sendo constituido basicamente de um sistema de lentes, um sistema de diafragma
variavel e uma retina que corresponde a um filme a cores (OKUNO; CALDAS; CHOW,
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1982). O olho tem caracteristicas especiais, muitas das quais inexistentes mesmo nas
cameras mais sofisticadas (Figura 79).

Figura 79 — llustragéo do olho humano

corpo ciliar

Esclerdtica N
“‘-_____,_’

Fonte: Hospital de olhos de Blumenau’

Nesta secao sera apresentada uma aplicagao da trigonometria no estudo do
aumento angular da visdo por meio do uso de lentes de aumento. Sera omitido algumas
informacgdes, tais como as caracteristicas citadas anteriormente, por ndo ser este, o
objetivo desse trabalho, porém sera dado énfase na aplicagao propriamente dita.

Considere um objeto de altura » a uma distancia o de uma lente. Sua imagem,
de altura 1/, forma-se a uma distancia i da lente. Pode-se ver em OKUNO, CALDAS e
CHOW (1982, p. 275), que as relagdes entre as distancias o e i, assim como entre as
alturas h e 1/ sdo dadas por
h 0 1 1 1
o e =4 3.50
noooi f o * i’ ( )
onde f é a distancia focal, ou seja, é a distancia do foco da visédo a lente.

De acordo com OKUNO, CALDAS e CHOW (1982), no caso da formacao de
uma imagem na retina, quanto mais préximo do olho estiver o objeto, maior sera a

e

imagem formada na retina e maior sera o angulo subtendido pelo objeto no olho. Porém,
existe um limite de maxima aproximacgao do objeto, a partir do qual o olho nao consegue
produzir uma imagem nitida na retina. O valor desse limite varia de pessoa para pessoa,
tendo sido fixado como padrao a distancia de 25 cm. Contudo, um objeto a distancias
menores que 25 cm ainda pode ser visto nitidamente com o uso de uma lente de
aumento.

No caso de um objeto a 25 cm do olho, visto sem o auxilio de uma lente, o
angulo subtendido pelo objeto no olho é « (Figura 80). Quando o objeto é visto por

7 Disponivel em: http://hob.med.br/como-funciona-o-olho-humano. Acesso em: 12/04/15.
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meio de uma lente de aumento, o angulo o’ subtendido pela imagem virtual que deve
esta pelo menos a 25 cm do olho, € maior que o angulo « (Figura 81).

Figura 80 — Objeto visto sem uma lente Figura 81 — Objeto visto com uma lente
de aumento de aumento

Fonte: OKUNO, CALDAS e CHOW Fonte: OKUNO, CALDAS e CHOW
(1982) (1982)

Definicao 3.7.1. Defini-se aumento angular 0 como sendo

0=

o
(07

(3.51)

A , h A .
No triangulo da Figura 80, temos que tg o = - e do tridngulo da Figura 81,

h
temos que tg o = = Logo, segue que

h
tga’ o
tg o N @
tga’ g
tg o Y
tga’ 25
tg o 7

Como os angulos « e o’ sdo pequenos eles podem ser substituidos pelas suas
tangentes, isto é, 0 aumento angular pode ser expresso por:

tgal 2
p 90 2 (3.52)

C tg o

A justificativa de poder substituir um angulo = muito pequeno pela sua tangente,
ou seja, por tg x, é devido ao fato de que quando x tende a zero, a sua tangente
também tende a esse mesmo valor. Em simbolos, tem-se que

lim tgi =1
z—0 g
O leitor pode ver a demonstragao desta afirmacao no Apéndice A, no qual é

usado noc¢des de calculo diferencial.
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Exemplo 3.7.3. Algumas pessoas usam oculos de grau e outras preferem usar lentes
de contato para enxergar objetos a certa distancia. Se um objeto € visto atraves de uma
lente com distancia focal de 26 cm e colocado a 20 cm dela:

a) calcule o aumento angular, quando a superficie de uma lente de contato for colocada
junto ao olho;

b) calcule o aumento angular, quando por meio do uso de oculos, uma lente for
colocada a 3 cm do olho;

Cc) compare 0s resultados obtidos em a) e b).
OKUNO, CALDAS e CHOW (1982, p. 279), adaptado.
Solucao:

a) Pelo enunciado, temos que o' = 20 cm (distancia do objeto a lente), logo, substituindo
na equacao (3.52), obtemos

25
=3
0 = 1,3°

Portanto, o aumento angular, quando o olho for colocado junto a superficie de
uma lente de contato é de aproximadamente 1, 3°.

b) Observando a ilustracdo do problema na Figura 82, e pela equacao (3.52), temos
que

Figura 82 — Esquema do exemplo 3.7.3

L
9 o tga || (3.53)
o tgo n '
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Como tem-se a distancia focal f = 26 cm e o’ = 20 cm, pela equacgéao (3.50)
podemos determinar ¢, isto é

R e == R =
)
S|~
-~

Pode-se ver em OKUNO, CALDAS e CHOW (1982), que o sinal (—) significa que
a imagem é virtual, ou seja, produzida pela lente. Logo, substituindo esse valor
em (3.53), temos que

B.(|i'] + 3)
n.|i|
li'| 4+ 3

I

)/
86|,Z%+3
86,7
89,7
86,7
0 = 1,03°

I

I

Portanto, o aumento angular, quando o olho for colocado a 3 cm da lente, por
meio do uso de 6culos é de aproximadamente 1, 03°.

¢) Comparando os resultados obtidos em a) e b), pode-se concluir que neste caso, a
lente de contato tem um melhor ganho de imagem, se comparado as lentes de
oculos.

3.8 CIENCIAS BIOLOGICAS

Nesta secdo, serd apresentado a aplicagdo da trigonometria no estudo do
voo dos gafanhotos. Nela, ndo descreveremos os passos da modelagem da situagao
problema, ou seja, serd mostrado apenas a fungao trigopnométrica que descreve o0 voo
dos gafanhotos. Isto porque para descrever os passos da modelagem, precisariamos
utilizar técnicas avancadas de célculo, o qual ndo é o objetivo de nosso trabalho.
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3.8.1 Voo dos gafanhotos

Desde os tempos antigos, 0 homem se preocupa com 0 voo dos passaros e
insetos. Seu objetivo era compreender porque estes animais eram capazes de voar e
ele ndo. No inicio, tentou imitar o voo dos passaros, construindo asas mecanicas e se
lancando do alto de penhascos, quase sempre com resultados desastrosos (atualmente
tais técnicas ja foram desenvolvidas e divulgada através das conhecidas asas deltas)
(AGUIAR; XAVIER; RODRIGUES, 1988).

Segundo AGUIAR, XAVIER e RODRIGUES (1988), o zoologista T. Weis-Fogh,
realizou uma experiéncia que permitiu descrever de forma precisa o voo de um gafa-
nhoto.

, . . - .., 60
O movimento completo é realizado em 60 milissegundos, isto é, 1000 segundos,

que como se sabe é o periodo T'. Isto significa que o gafanhoto realiza 1280 ~ 16,67
ciclos por segundo, ou seja, suas asas movimentam-se para baixo e para cima 16,67
vezes em um segundo, que de fato, é a frequéncia f = T Pode-se observar também,
que a amplitude da oscilacdo € maior nas asas traseiras (grandes). Pode-se ver em
AGUIAR, XAVIER e RODRIGUES (1988), que o angulo das asas y(t) pode ser expresso
pela fungao

1 1
y(t) =72 —49,5 sen (0307T(t -0, 027)) + 13,5 sen? <0307T(t -0, 027)> : (3.54)
Para obter o grafico da fungéo (3.54) descrito na Figura 83, usou-se o programa

matematico Geogebra, onde foi preciso aumentar a escala em grande proporc¢ao para
produzir o esbogo.

Figura 83 — Grafico da fungao (3.54)

y(t)4
135

88,59

36

0 0,01 0,04 0,07 0,1 0,13 0,16 t

Fonte: Autor
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3.8.2 Tensao superficial e atracao capilar

Em um liquido, as forcas atrativas entre suas moléculas sao suficientes para
manter o fluido em um estado condensado, exibindo uma superficie (DURAN, 2003).
Essas for¢cas entre moléculas do mesmo tipo e proximas entre si sdo denominadas
forcas coesivas, e elas sdo muito importantes nos fenbmenos que estdo associados
com a superficie de um liquido.

Segundo DURAN (2003), as particulas da superficie do liquido experimentam
uma forca resultante média dirigida para seu interior. Pode-se dizer que a origem dessa
forca € uma energia potencial da superficie, caracterizando uma membrana superficial
relativamente elastica. Por sua vez, essa energia potencial por unidade de area define
uma propriedade do interior do liquido, que é denominada tensao superficial . A
tensdo superficial também é uma medida do trabalho necessario por unidade de area
para aumentar a superficie do liquido, e sua unidade é J/m? ou N/m.

A tensdao superficial dos liquidos tem um papel importante no funcionamento
dos pulmdes e da traqueia dos insetos e permite explicar o movimento e a corrida de
seres vivos sobre a 4gua (DURAN, 2003). Ao pisar em um liquido, a pata de um inseto
cria uma depressio, cuja curva de nivel tem raio » e uma forga f, devido a tensdo que
age na circunferéncia (Figura 84).

Figura 84 — Depressao causada pela pata de um inseto em um liquido.

Fonte: DURAN (2003, p. 111)

Assim, a forga resultante ter4 uma magnitude ou tensdo superficial 7', e & dada
por:
T, = 2mrvy cos 0, (3.55)

onde # é o angulo de contato formado na deformacao da superficie.
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Pode-se ver em DURAN (2003), que outro efeito bastante conhecido na Biologia,
devido a tensao superficial de um liquido, é a capacidade que ele tem para subir ou
descer dentro de um tubo com didmetro muito pequeno, aparentemente violando a lei
da gravidade. Esse efeito é denominado atracao capilar ou capilaridade.

Quando ha capilaridade, o liquido dentro do capilar alcanca uma determinada
altura h e a superficie do liquido no interior do capilar apresenta uma curvatura que
define um angulo 6, ja denominado dngulo de contato (Figura 85).

Figura 85 — Atracao capilar quando o liquido é agua (esquerda) e mercurio (direita),
sendo 6 o angulo de contato.

Merctrio |

.~ Agua

Fonte: DURAN (2003, p. 111)

O angulo de contato ¢ e a altura i a que o liquido sobe ou desce dentro do
tubo dependerdo da intensidade de forgas coesivas do liquido e do material do tubo de
raio r. Em geral, neste estudo, tem-se que 6 < 90° e # > 90°. Pode-se ver em DURAN
(2003), que a expressao que descreve capilaridade e a tensao superficial de um liquido

€ dado por
_ 2ycos

p.g.r
onde p € a densidade do liquido (p = 10° kg/m?) e ¢ é a gravidade (g = 9,8 m/s?).

h (3.56)

No estudo da Biologia, a capilaridade é parcialmente responséavel pela elevagao
da seiva®, desde as raizes de uma planta ou arvore até sua folhagem.

Exemplo 3.8.1. Suponha que os capilares existentes na camada externa ativa de uma
arvore sejam cilindros uniformes e que a elevacdo da seiva deve-se exclusivamente
a capilaridade, com angulo de contato de 45° e tensao superficial de 0,05 N/m. Qual

8  Seiva: liquido que contém principios nutritivos e que circula no interior do vegetal, através de um
sistema vascular.
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é o raio dos capilares em uma drvore de 20 metros de altura? DURAN (2003, p. 112,
adaptado).

Solucao:
Da equacao (3.56) temos que, o raio dos capilares da arvore é dado por

_ 2ycost

3.57
p.g.h ( )

r

Logo, substituindo os dados da questdo na equagao (3.57), onde temos 0,05 N/m =
5.10~2 N/m, obtemos

2.5-1072 cos 45°
103-9,8 - 20

1072 . Q
2

19,6 - 103
= 3,6-107"m

Portanto, o raio dos capilares em uma arvore de 20 metros de altura é de aproximada-
mente 3,6.10~" m.

3.9 ELETROTECNICA

Assim como em diversos campos, a trigonometria também esta na base do
estudo tedrico da eletricidade. Em particular, na Eletrotécnica tem-se varios estudos
envolvendo o uso da trigonometria. Nesta secao, sera apresentado uma aplicacao
da trigopnometria no estudo do fator de poténcia. Antes, sera visto algumas definicdes
necessarias para um bom entendimento da aplicacéo.

3.9.1 Fator de poténcia

Na maioria dos casos de distribuicao de energia elétrica, a energia é fornecida
na forma de correntes e tensdes senoidais, sistema que é conhecido como corrente
alternada (CA) (HALLIDAY et al., 2012b). No sistema de corrente alternada no Brasil,
a tenséo e a corrente mudam de polaridade 120 vezes por segundo e, portanto, tem
uma frequéncia f de 60 Hz.

Em circuitos de corrente alternada puramente resistivos, ou seja, em que a
Unica dificuldade a ser vencida pela tenséo aplicada é a resisténcia efetiva, as ondas
de tenséo e de corrente elétrica estdo em fase, ou seja, a tenséo e a intensidade da
corrente atingem valores correspondentes ao mesmo tempo (Figura 86).
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Figura 86 — Se ¢ = 0, a corrente [ e a tensdo V estdo em fase.

VI

Fonte: Autor

Neste caso o angulo de fase ou defasagem ¢ € nulo. Assim, dize-se que carga
possui caracteristica resistiva.

Quando cargas reativas estao presentes, 0 armazenamento de energia nessas
cargas resulta em uma diferenca de fase entre as ondas de tensao e corrente, onde
pode-se ter ¢ > 0 ou ¢ < 0. Quando ¢ > 0, dize-se que a corrente esta atrasada em
relagdo a tensao (Figura 87).

Figura 87 — Se ¢ > 0, a corrente [ esta atrasada em relagéo a tenséo V.

VI
/ >0

0 S \A

Fonte: Autor

Quando ¢ < 0 dize-se que a corrente esta adiantada em relagédo a tenséo (Figura
88).

A energia aplicada por segundo a uma corrente alternada (poténcia do circuito) &
destinada a vencer as trés dificuldades normalmente presentes no mesmo, conhecidas
como: a resisténcia efetiva, a reaténcia indutiva e a reatancia capacitiva (CAVALCANTI,
1987, p. 100-102).

Segundo CAVALCANTI (1987, p. 102), a parte destinada a vencer a resistén-
cia efetiva do circuito € denominada poténcia real P ou poténcia ativa do circuito
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Figura 88 — Se ¢ < 0, a corrente [ esta adiantada em relag@o a tenséo V.

V. I
<0

Fonte: Autor

(expressa em Watts). Esta poténcia corresponde a energia elétrica que esta sendo trans-
formada em calor, em cada segundo, e costuma também ser chamada de poténcia
efetiva.

A energia gasta para vencer a reatancia do circuito € denominada poténcia
reativa (), no qual é expressa em volts-amperes reativos (VArs). Isto €, a poténcia
reativa é usada apenas para criar € manter os campos eletromagnéticos das cargas
indutivas.

Assim, enquanto a poténcia ativa é sempre consumida na execugéao de trabalho,
a poténcia reativa, além de n&o produzir trabalho, circula entre a carga e a fonte de
alimentacéao, ocupando um "espaco"no sistema elétrico que poderia ser utilizado para
fornecer mais energia ativa.

A soma vetorial das poténcias ativa e reativa € igual ao produto da tenséao
aplicada ao circuito pela intensidade da corrente do mesmo (CAVALCANTI, 1987).
Este produto é conhecido como poténcia aparente S do circuito, e corresponde a
energia aplicada por segundo para vencer a dificuldade total do circuito, onde é dada
em Volts-amperes.

No caso de formas de onda perfeitamente senoidais, P, () e S podem ser
representados por vetores que formam um tridngulo retangulo, também conhecido
como triangulo de poténcias (Figura 89).

Definicao 3.9.1 (Fator de Poténcia). O fator de poténcia FP de um circuito em
corrente alternada, é definido pela razdo da poténcia ativa P pela poténcia aparente
S, isto é, é o cosseno do dngulo de fase (ou defasagem) ¢ entre a tensdo aplicada ao
circuito e a corrente do circuito (Figura 89).

FP= JSD = cos ¢ (3.58)
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Figura 89 — Tridngulo das poténcias

P

Fonte: Autor

Como por definicdo a poténcia aparente S é dada por .S = I.V, no tridngulo das
poténcias também pode-se concluir que:

a) a poténcia ativa P € expressa por:

P =1.V.cos ¢ (3.59)

b) a poténcia reativa () é dada por:

Q =1.V.sen ¢ (3.60)

No estudo da eletricidade, o fator de poténcia pode ser visto como a eficiéncia
com pela qual a energia esta sendo utilizada. Isto €, o fator de poténcia indica qual
porcentagem da poténcia total fornecida (kVA) é efetivamente utilizada como poténcia
ativa (kW). Assim, o fator de poténcia mostra o grau de eficiéncia do uso dos sistemas
elétricos. Valores altos de fator de poténcia indicam uso eficiente da energia elétrica,
enquanto valores baixos evidenciam seu mau aproveitamento, além de representar
uma sobrecarga para todo o sistema elétrico.

Segundo CAVALCANTI (1987), o fator de poténcia de um circuito deve ser
mantido aproximadamente igual a 1, 0 que equivale a manter o angulo de fase ¢ o mais
préximo possivel de zero, pois se estiver muito baixo, implica no encarecimento da
instalacdo e em maiores perdas do cobre.

Portanto, o fator de poténcia cos ¢ € maximo quando é igual a 1, ou seja, quando
¢ = 0, 0 que significa que toda a energia aplicada ao circuito esta sendo gasta para
vencer sua resisténcia. Quando ha no circuito reatancia de qualquer espécie, o fator
de poténcia € um namero decimal (CAVALCANTI, 1987). Segundo HALLIDAY et al.
(2012b, p. 306), o valor do angulo de defasagem € maximo quando ¢ = 90°, onde se
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da quando o circuito € puramente indutivo € € minimo se ¢ = —90°, onde s6 acontece
quando o circuito & puramente capacitivo. Isto €, temos que —90° < ¢ < 90°.

De acordo com ANEEL (2010), o fator de poténcia de referéncia, indutivo ou
capacitivo, tem como limite minimo permitido, para as unidades consumidoras dos
grupos A (consumidores atendidos pela rede de alta tens&o, de 2,3 a 230 quilovolts
(kV)) e B (unidades consumidoras atendidas em tensao inferior a 2,3 kV), o valor de
0,92. Isto acontece quando tem-se um angulo de defasagem de aproximadamente 23°.

Aos montantes de energia elétrica e demanda de poténcia reativos que ex-
cederem o limite permitido, aplicam-se as cobrancas estabelecidas nas normas da
ANEEL.

Exemplo 3.9.1. Em uma fabrica, a conta de energia em certo més, veio no valor total de
R$155.000,00. Na conta, veio especificado o valor gasto referente a energia ativa, que
foi de R$150.000,00 e o valor de uma multa de R$5.000,00 referente a energia reativa
excedente. Supondo que a fabrica funcione durante 500 horas ao més; que o valor
da energia ativa é de R$0,50 por Kilowatt hora (KWh) e R$0,20 por Quilovolt-ampere
reativos (KVArs) excedente, determine o dngulo de defasagem entre a tenséo e a
corrente do sistema elétrico da fabrica.

Solucao:
Observe que neste problema, se quer determinar o angulo de fase ¢ entre a

tensdo e a corrente elétrica.

Como o valor cobrado pela energia reativa excedente foi de R$5.000,00 e é
= 25000 KVArh excedente por més.
000

cobrado R$0,20 por KVAr excedente, temos 500020

Y

Logo, como a fabrica funciona 500 horas por més, segue que 00 50 KVAr ¢é a
energia reativa excedente Q..

A : , 150000 .

Analogamente, temos que a poténcia ativa P € de 0.50.5000 — 600 KW (Qui-

lowatts). Pela equacgao (3.59), temos que P = I.V.cos ¢, onde segue que

600
1V = ——
cos ¢’

(3.61)

€ a poténcia aparente S. Como a defasagem maxima correspondente ao fator de
poténcia minimo admitido é de 23°, temos que a poténcia reativa maxima admitida @,,
é

@ = S.sen 23° =0,391.5.

Isto &, a poténcia reativa total é

Qe + Qm =50+ 0,391.5 = S.sen ¢,



Capitulo 3. APLICACOES DA TRIGONOMETRIA 116

onde segue que
S.(sen ¢ —0,391) = 50. (3.62)

Substituindo (3.61) em (3.62), temos que

600
coSs ¢

-(sen ¢ —0,391) = 50

sen ¢ — 0,391 = 0,083cos ¢
sen ¢ = 0,083cos ¢ + 0,391
sen? ¢ = 0,0069cos? ¢ + 0,0649cos ¢ + 0, 1529

Como cos? ¢ + sen? ¢ = 1, temos que

1—cos®¢ = 0,0069cos® ¢+ 0,0649cos ¢ + 0, 1529
1,0069c0s% ¢ + 0,0649cos ¢ — 0,8471 = 0

considerando = = cos ¢, e resolvendo a equacao 1,0069z2 + 0,0649x — 0,8471 = 0,
obtemos as raizes 0, 8856 e —0,5176. Assim, para esses valores temos arccos 0, 8856 =
27,7° e arccos (—0,5176) = 121, 2°, onde se descarta este ultimo valor, pois sabemos
que —90° < ¢ < 90°.

Portanto, ¢ = 27, 7° € 0 angulo de defasagem entre a tensao e a corrente elétrica.
Observe que com este valor, o fator de poténcia € cos 27,7°, 0 que corresponde aproxi-
madamente a 89, ou seja, abaixo do minimo permitido, que é de 0,92. Dessa forma,
com esses valores, a fdbrica podera fazer a correcao, e assim evitar um desperdicio e,
evidentemente uma multa.
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4 CONSIDERACOES FINAIS

Apresenta-se neste trabalho muitas aplicagdes da trigopnometria nas varias areas
do conhecimento. Com isso, viu-se a importancia de se ter um bom conhecimento
tedrico da trigonometria para o entendimento das aplicacdes. Dessa forma, ressalta-se
aqui, que apesar de atualmente ser cada vez mais exigido que sejam aplicadas as
teorias matematicas a vida prética , é de suma importancia que sempre se trabalhe os
conceitos matematicos adequados.

H& de se concordar, que na abordagem dos conteudos, as aplicagbes nao
devem ser deixadas somente para o final, mas devem ser o motivo e o contexto para
que os alunos aprendam a trigonometria, pois permitem que o0 ensino se estruture
através dos muitos exemplos dados.

Foram abordadas aplicactes que podem ser utilizadas em atividades envolvendo
interdisciplinariedade nas escolas. Também apresentou-se situagdes problemas bem
formuladas, que de certa forma, podem estimular a curiosidade dos alunos e os
motiva-los a resolver. Pode-se ver que as aplicagcdes apresentadas neste trabalho,
foram abordadas utilizando unicamente os recursos da trigonometria, que deve ser
ensinada aos alunos do Ensino Basico. Nesse sentido, todas as aplicacées podem ser
trabalhadas em sala de aula com os alunos.

Reforgamos mais uma vez, sobre a grande importancia nos dias atuais que
as fungdes trigonométricas possuem, pois tém grande aplicabilidade e podem ser
exploradas para a constru¢cdo do conhecimento. Muitas das aplicacées da trigono-
metria apresentadas neste trabalho, sdo devido a uma propriedade fundamental das
funcdes trigonométricas, ou seja, pelo fato delas serem periddicas. Por isso, foram
especialmente usadas para descrever os fendmenos de natureza periddica, oscilatéria
ou vibratdria, os quais existem no universo, como o movimento dos planetas em torno
do Sol, corrente elétrica alternada, nivel das marés, etc.

Algumas vezes foi preciso estender teorias importantes de outras areas. Porém,
ndo com o objetivo de se aprofundar, mas para um bom entendimento das aplicagées.
Foi apresentado no capitulo trés, um acervo de aplicacdes da trigopnometria. No entanto,
este trabalho pode ser ampliado com mais aplicagdes da trigpnometria em outras areas
da Ciéncia.

Destaca-se que as aplicagdes apresentadas, demonstram o quanto a trigonome-
tria € importante nas ciéncias. Assim, espera-se que este trabalho seja um apoio € um
referencial para os professores e alunos que desejarem explorar esse rico e préspero
campo da Matematica e suas aplicacoes.
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A DEMONSTRACAO DE PROPOSICAO

Neste apéndice, sera mostrado que o limite da fungéo f(z) = tgx quando x
tende a zero € igual a 1. Esta demonstracéao justifica o fato de poder gubstituir um
angulo x muito pequeno pela sua tangente, ou seja, por tg =, no qual é importante para
o desenvolvimento da aplicacado da trigopnometria que se encontra na subsecao (3.7.4).

A.1 DEMONSTRAGAO DO LIMITE DE FUNCAO

e . ~ t ‘.
Proposicao A.1.1. O limite da fungéo f(x) = % quando x tende a zero é igual a 1.
Isto é, .

lim HE_ 1
z—0 g

Demonstracdo. Note que ndo podemos aplicar a regra do limite do quociente ja que o
limite do denominador é 0. Assim, para demonstrar a proposi¢ao (A.1.1) sera feito uso
do limite trigonométrico fundamental,

lim 2T g, (A1)

z—0 €T

cuja demonstracao encontra-se em LEITHOLD (1994, p. 116-118). Dessa forma, temos
que

. tgx .
lim — = Ilim
z—0 g z—0 €T

z—=0 x coS T
. osenzx . 1
= lim - lim .
z—0 z—0 cos

Vamos calcular agora, o valor de lim

=0 coS
i 1 ) 1
lim = lim
z—0 cos x z—0 cos (
_ 1 (A.3)
1
= 1

Portanto, substituindo (A.1) e (A.3) em (A.2), segue que
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. tgx . osenzx . 1
lim =— = Ilim - lim
z—0 g x—0 €T z—0 cos &
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A TEOREMA AUXILIAR

Neste anexo, serd apresentado um importante teorema da Geometria Plana,
conhecido como Teorema de Pitdgoras, ao qual foi utilizado neste trabalho. Para
demonstrarmos este teorema usaremos semelhanga de triangulos.

Teorema A.0.1 (Teorema de Pitagoras). Em qualquer tridngulo retdngulo, o quadrado
da medida da hipotenusa ¢é igual a soma dos quadrados das medidas dos catetos. Isto
€, dado um tridngulo ABC, retangulo em A e lados AB = ¢, AC = b e BC = a, temos
que

> = b+ (A1)

Figura 90 — Teorema de Pitagoras

A

Fonte: Autor

Demonstragdo. Considere no triangulo retangulo ABC', o segmento AH = h perpendi-
cular ao lado BC' e as medidas BH = n e HC = m (Figura 90). Como os tridangulos
ABC, HBA e HAC possuem todos os angulos congruentes, segue pelo critério AA
(teorema 1.4.2) que eles sdao semelhantes.

Da semelhanca dos triangulos ABC e HAC, temos a relagao

b
%:a:wmzﬁ (A.2)

e da semelhanca dos tridngulos ABC e HBA, temos a relagao

—=—-=an=c
c a
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Somando (A.2) e (A.3), obtemos

am+an = b*+c?
a.(m+n) = b+
aa = b*+c?

@2 = P4



	Folha de rosto
	Dedicatória
	Epígrafe
	Resumo
	Abstract
	Lista de ilustrações
	Lista de tabelas
	Sumário
	 INTRODUÇÃO
	PRELIMINARES
	ABORDAGEM HISTÓRICA DA TRIGONOMETRIA
	TRIÂNGULO
	CONGRUÊNCIA DE TRIÂNGULOS
	Casos de congruência de triângulos

	SEMELHANÇA DE TRIÂNGULOS
	Critérios de semelhança de triângulos


	TRIGONOMETRIA
	TRIGONOMETRIA NO TRIÂNGULO RETÂNGULO
	Definição de seno, cosseno e tangente de um ângulo agudo
	Relação Fundamental
	Valores para alguns ângulos

	CÍRCULO TRIGONOMÉTRICO
	FUNÇÕES TRIGONOMÉTRICAS
	A função de Euler
	Estudo da função seno
	Estudo da função cosseno
	Estudo da função tangente
	Funções trigonométricas inversas
	Função arco seno
	Função arco cosseno
	Função arco tangente



	APLICAÇÕES DA TRIGONOMETRIA
	MATEMÁTICA
	Coordenadas polares
	Relações entre coordenadas polares e coordenadas cartesianas

	A forma trigonométrica dos números complexos
	Cônicas em coordenadas polares
	Cálculo de áreas triangulares
	Declividade de uma reta

	CIÊNCIAS ECONÔMICAS
	Curvas de demanda linear
	Curvas de oferta linear

	ENGENHARIA CIVIL
	Calculando a altura de uma torre em Roraima

	ASTRONOMIA
	Medida do raio da Terra
	Distância da Terra à Lua e da Terra ao Sol
	Relações entre as distâncias da Terra ao Sol e da Terra à Lua
	Relações com os raios da Lua e do Sol 
	Relações com o raio da Terra

	A órbita dos planetas em torno do Sol

	FÍSICA
	Movimento balístico
	Trabalho realizado por uma força constante
	Campo magnético
	Equação de onda harmônica simples

	GEOCIÊNCIAS
	Nível das marés

	CIÊNCIAS MÉDICAS
	Excreção de noradrenalina na urina de pessoas normais
	Rítmo oscilatório dos braços
	O balanço pélvico do andar feminino 
	O olho humano: aumento angular

	CIÊNCIAS BIOLÓGICAS
	Voo dos gafanhotos
	Tensão superficial e atração capilar

	ELETROTÉCNICA
	Fator de potência


	Considerações Finais
	REFERÊNCIAS
	Apêndices
	DEMONSTRAÇÃO DE PROPOSIÇÃO
	DEMONSTRAÇÃO DO LIMITE DE FUNÇÃO


	Anexos
	TEOREMA AUXILIAR


