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Resumo

A teoria dos nés surgiu com os estudos de Gauss sobre classificacdo de curvas planas com
numero finito de autointersec¢oes. Posteriormente, foi associada a teoria atomica de Kel-
vin que considerava os elementos quimicos da matéria como nés. Um né é definido como
uma curva fechada, sem autointerseccoes, no espaco tridimensional. O principal problema
da teoria é o de classificar os nés perante o conceito de isotopia ambiente, e sua conse-
quente listagem em uma tabela. Nesta perspectiva, foram desenvolvidos invariantes como
tricolorabilidade, nimero de cruzamentos, nimero de desatamento, determinante, polino-
mio de Alexander, que serdao tratados aqui neste trabalho. Também listaremos atividades

associadas a teoria dos noés, com aplicabilidade ao Ensino Fundamental e Médio.

Palavras-chave: nos, isotopia, invariantes






Abstract

The knot theory came up with the studies of Gauss on classification of plane curves with
finite number of self intersections. Later, was associated with the atomic theory of Kelvin
who considered the chemical elements of matter as knots. A knot is defined as a closed
curve without self intersections in three-dimensional space. The main problem of the
theory is to classify knots on the concept of ambient isotopy, and its subsequent listing on
a table. In this perspective, were developed invariants as tricolourability, crossing number,
unknotting number, determinant, Alexander polynomial, which will be treated here in this
work. Also we list activities associated with the theory of knots with applicability to the

Elementary and Secondary Education.

Key-words: knots, isotopy, invariants
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Introducao

Habitualmente, quando ouvimos falar de um né, imaginamos de imediato varios
exemplos, como os feitos em cadarcos de sapatos, gravatas, em cordas associadas ao tra-
balho no campo, até mesmo em esportes radicais como o alpinismo. Matematicamente,
quando falamos de um ndé, ndo nos referimos exatamente a estes citados, pois eles pos-
suem, em geral, extremidades soltas. Um n6é matemético nao possui pontas soltas. Do

ponto de vista matematico, podemos afirmar que o n6 é uma curva poligonal simples e

fechada em R3.

A principio, muitos pesquisadores imaginavam que a teoria dos nés era um estudo
sem aplicacao pratica, mas o avango das pesquisas cientificas mostrou que os nés de fato
pertencem as ciéncias aplicadas. Em 1973, o matematico inglés John Conway, propos
um experimento imaginario no qual realizava a alteracao dos cruzamentos de um né
cortando e colando os fios que o compoem. O fato é que esses movimentos sao idénticos
aos que acontecem na fita do DNA (estimulados por enzimas) na hora da troca de material
genético, ou seja a teoria de nods € identificada na genética. Outra aplicacao fascinante da
teoria dos nos é na fisica quantica. Os cientistas C.P.N. Yang e R.J. Baxter , um estudando
grupos quanticos, outro procurando entender o comportamento dos gases, descobriram
independentemente uma mesma equacao: a equacao de Yang-Baxter, que ajuda a explicar
movimentos quanticos, [3]. Ambos concluiram que esses movimentos sao idénticos aos

movimentos de deformacao de um né em outro.

Em geral, estudar os nds nao ¢ tarefa facil pois suas propriedades mateméaticas
ainda nao foram completamente definidas, como as dos niimeros. Nao se sabe, por exem-
plo se existe uma forma de colocar nés em ordem crescente ou decrescente, ou se existe
um modelo matematico capaz de diferenciar, em todos os casos, um noé de outro. O mate-
matico alemao Kurt Reidemeister contribuiu decisivamente para o avango do estudo dos
nos com sua ideia de projetar a estrutura tridimensional dos nés no plano, formando os
diagramas. Reidemeister também desenvolveu movimentos, conhecidos como movimentos
de Reidemeister, capazes de realizar deformagoes nos noés, na busca de diagramas equiva-
lentes. Alids, o grande objeto de estudo da teoria dos nds é a equivaléncia entre os nos e

sua respectiva listagem em tabela.

No capitulo 1 deste trabalho, tratamos brevemente sobre o desenvolvimento his-
torico da teoria dos nos, ressaltando as contribuicoes dadas por diversos matematicos.
No segundo capitulo sao inseridos os conceitos fundamentais, a saber, definicao de né,
isotopia ambiente, movimentos de Reidemeister, primalidade, operacoes de soma conexa,

inversao, chiralidade entre outras. No terceiro capitulo, tratamos dos invariantes que sao



28 Introducao

recursos matematicos capazes de distinguir os noés entre si. No quarto e iltimo capitulo,
este trabalho assume um carater mais didatico, voltado ao Ensino Fundamental e Mé-
dio. Nele apresentamos algumas sugestoes de aulas sobre teoria dos nés no ensino béasico,

ressaltando sua importancia e aplicabilidade.



Parte |

Um breve Historico da Teoria de Nos






31

1 Os primeiros estudos

E de conhecimento geral que a matemaética da antiguidade se desenvolveu muito
gracas as necessidades praticas e cotidianas do homem. Em rela¢ao aos nés podemos lem-
brar que varios povos antigos os utilizavam em cordas, com objetivo de contabilizar a
passagem do tempo, medir comprimentos e mesmo usa-los para amarrar objetos. No en-
tanto, o estudo topoldgico dos nés ¢é datado, segundo registros historicos, a partir do século
XIX e suas descobertas mais importantes datam do século XX. Neste capitulo, falaremos
brevemente sobre as contribui¢oes dadas por alguns matemaéaticos para o desenvolvimento

da teoria dos nos, nao necessariamente em ordem cronolégica.

1.1 Carl Friedrich Gauss

A origem da teoria matematica de nds pode ser associada ao matematico alemao
Carl Friedrich Gauss, que tentou classificar curvas planas fechadas com um ntimero finito
de auto-intersecoes que ele chamava de “Tractfiguren”, [4]. Os registros histéricos relatam
que Gauss trabalhou em 1825 e 1844, mas somente depois de sua morte os resultados foram
publicados. O seu aluno Johann Benedikt Listing, em 1847, tratou sobre a discussao de
noés matematicos e sua classificacdo. Benedikt estava interessado no desenvolvimento do
calculo algébrico de diagramas de nd, especificamente na determinacao de quando dois

diagramas representavam o mesmo n6 mas nao obteve progressos em teoria dos noés.

1.2 Thomsom e a teoria atomica

O primeiro trabalho sobre a teoria de nés fora da Alemanha data do final da
década de 1860 com o fisico William Thomson, sobre a teoria atomica. Na época existiam
duas correntes cientificas que tentavam desenvolver um modelo atomico e descrever a
matéria. Uma delas afirmava que a matéria era formada por pequenos corpos rigidos,
enquanto a outra sustentava a hipdétese de que a matéria era constituida por ondas.
Thomson conhecido a época como Lorde Kelvin, titulo de nobreza que recebera em 1866,
da rainha Vitéria da Inglaterra, resolveu unificar as idéias numa s6 e afirmou, a partir
desse raciocinio, que a matéria nao era formada nem de corptsculos sélidos e nem de
ondas, mas era feita de nds. De acordo com a teoria de Thomson, o Universo era formado
por um imenso oceano de um fluido invisivel chamado “éter”. Os atomos seriam vortices
nesse fluido e cada vortice um né. Os elementos quimicos seriam, entdo, os diferentes tipos
de nés. O dtomo de carbono um né trevo, o oxigénio um né oito, e assim por diante,[3].

Kelvin também afirmava que o éter se comportava como um solido elastico através da
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propagacao da luz sobre ele. Na época parecia uma teoria convincente e os cientistas
acreditavam entao, que a compreensao da estrutura dos elementos quimicos residia no

estudo de néds.

A teoria de Thomsom foi interessante, e resistiu por algumas décadas, até que
Niels Bohr sugeriu que a Teoria atomica nao possuia relacao com a teoria dos vortices.
Naturalmente, a teoria de Thomsom declinou, embora seus estudos em Termodinamica
e leis de conservagao de energia o tenham promovido a posicao de grande cientista da
histéria da humanidade. Dentre suas contribuigoes, vale salientar a escala absoluta de

temperatura que leva seu nome até hoje (Kelvin).

1.3 James Clerk Maxwell

As idéias de Thomsom sobre atomos como fios nodosos de éter interessaram a
James Clerk Maxwell. Na época, Maxwell estudava eletromagnetismo e vislumbrou uma
possivel conexao entre seus estudos e a teoria de nés. Escreveu, entao, para Thomsom e
para Peter Guthrie Tait apresentando algumas de suas idéias. Os dois mostraram-se inte-
ressados, em particular, na possibilidade de representar nés como curvas tridimensionais,
através de equacoes. Maxwell afirmava em sua carta que o né trevo era o mais simples,

atado em uma tnica linha e forneceu equagoes para a curva.

Em 1868, Maxwell passou a estudar mais profundamente a topologia dos nds. Seu
objetivo era descobrir quando duas projecoes representavam um mesmo né ou enlace no
espaco tridimensional. A fim de responder tal pergunta, ele desenvolveu um sistema de
rotulagem para os pontos de cruzamento e arcos, onde um arco era definido como a linha
da projecao entre dois cruzamentos. Com isso, Maxwell trabalhou na determinagao das

possibilidades para regioes delimitadas por arcos. Vejamos os casos abaixo.

1. para regioes delimitadas por um tnico arco, este era simplesmente uma torgao ime-

diata, podendo ser facilmente desfeita sem alterar a ligagao (figura 1).

2. para as regioes delimitadas por dois arcos, Maxwell encontrou duas possibilidades
(figura 2);

e uma regiao criada como uma linha passando sobre uma outra em dois pontos
consecutivos. Dessa maneira a linha superior pode ser movida de modo que

nao atravessa o cordao inferior, isto é, nao altera o tipo de ligacao.

e uma regiao criada como uma linha passando por cima e, em seguida, por baixo,
de uma outra. Nesta situacao ja nao é possivel mover uma das linhas sem alterar

o tipo de ligagao.
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3. para as regioes delimitadas por trés arcos, também existem duas possibilidades
(figura 3).

e uma curva pode ser movida depois do cruzamento das outras duas sem altera-
las.

e 0 movimento anterior ndo pode ser feito pois a intersecdo das duas primeiras

curvas impede o movimento da terceira nessa direcao.

O AKX

Figura 1 — Regiao delimi- Figura 2 — Regiao delimi- Figura 3 — Regidao delimi-
tada por um tada por dois tada por trés
arco. arcos. arcos.

Maxwell também trabalhou com regioes delimitadas por quatro ou mais arcos,
mas nao obteve sucesso. Seu trabalho inspirou, quase 60 anos mais tarde, o matemético
alemao Kurt Reidemeister em sua pesquisa sobre diagramas de noés. Reidemeister enfa-
tizou movimentos semelhantes aqueles descobertos por Maxwell, conhecidos hoje como

movimentos de Reidemeister.

1.4 Peter Guthrie Tait

Retomando as idéias de Thomsom, sabe-se que Peter Guthrie Tait, inicialmente,
nao ficou convencido com a teoria dos atomos como vértices. Mesmo assim, em 1876,
ele propos uma tabela completa de noés, até um determinado nimero de cruzamentos.
Esperava, com isso, associar a uma tabela de elementos quimicos compativel com a teoria
atomica de Thomson. Assim como Maxwell e Gauss, Tait trabalhou no desenvolvimento
de um modo para codificar os cruzamentos das projecoes de nos. Apesar das trocas de
informagoes com Maxwell, a codificacao desenvolvida por Tait se aproximou mais com a

de Gauss do que com a de Maxwell.

Ao mesmo tempo em que desenvolvia sua tabela de nés, Tait interessou-se por
invariantes, que sao propriedades capazes de verificar a equivaléncia ou nao entre dois
nos através de seus diagramas. Como exemplo, podemos citar o nimero minimo de cru-
zamentos de um nd, que ¢ o menor nimero de cruzamentos que qualquer diagrama de

um determinado né pode conter. Um grande resultado das pesquisas de Tait, sobre a



34 Capitulo 1. Os primeiros estudos

enumeracao dos nés, foi a constatacao da existéncia de nés que poderiam ser deformados
de destros para canhotos, sem alteracoes em sua estrutura. Ele designou esse tipo de nés

como amphichiral (ou achiral). Tait também verificou que o né oito é amphichiral.

Em 1877, apos ler alguns dos trabalhos de Listing, Tait trabalhou numa enumera-
¢ao de noés que acreditava ser suficiente para suprir as necessidades dos quimicos e fisicos.
Produzindo uma tabela de ndés com sete cruzamentos Tait percebia que a complexidade
dos nos impediria a estabilidade dos atomos como vértices, logo uma tabela de nés com
nimero maior de cruzamentos seria necessaria. Para isso, seriam necessarios métodos mais
eficientes de determinar se dois diagramas representavam o mesmo né. Essa idéia levaria
mais de 100 anos para ser realizada. Como o trabalho de Tait possuia uma vinculacao
vital com a teoria atomica de Thomsom, a sua aposentadoria da tarefa de enumerar nos

praticamente finalizou a referida teoria atomica.

1.5 Thomas Penyngton Kirkman

Tait acreditava que o problema da enumeracao dos nés era uma questao de mao-de-
obra qualificada. Gragas a essa busca de mao-de-obra, Tait recebeu a ajuda de Thomas
Penyngton Kirkman, um pesquisador de problemas combinatorios envolvendo grafos e
hipergrafos. Kirkman viu a enumeracao de nés como um problema de enumerar grafos
planares, e percebeu que torcer movimentos nao era viavel e que as equivaléncias através

de tais operagoes nao deviam ser consideradas.

Kirkman enviou seu primeiro trabalho para Tait em maio de 1884, no qual ele
tinha enumerado projecoes de todos os nés até 10 cruzamentos. O trabalho dos dois foi
combinado e apresentado na Royal Society of Edinburgh, muito pouco tempo depois.
Enquanto Tait nao estava completamente satisfeito com as tabelas em que ele ndo tinha
provas da nao-equivaléncia de cada um dos nos, estava convencido de que havia agora nés
conhecidos em quantidade suficiente para montar uma “tabela periédica” para a teoria

atomica dos vértices.

1.6 Charles N. Little

Como Tait estava preparado para publicar as tabelas elaboradas através de seu
trabalho com Kirkman sobre as proje¢oes de nos, ele recebeu uma enumeracao de nés
até 10 cruzamentos de Charles N. Little, um Ph.D. em matematica, estudante de H.
A. Newton da Universidade Yale. A tabela de nés serviu como sua tese de doutorado,
intitulada “Sobre Nés, com um censo para Ordem 107, [4], onde ele obteve seu doutorado
em 1885.

Ao fazer uma comparacao entre as listas, Tait encontrou uma duplicagdo em sua



1.7. Dowker, Thistlethwaite, Hoste e Weeks 35

lista e uma duplicacao e omissao na lista de Little. Apds a devida correcao de seus erros, ele
enviou o documento para a imprensa. Antes de publicar a tabela até 10 cruzamentos, Tait
havia recebido uma lista de 1.581 projecoes de nés de 11 cruzamentos de Kirkman, mas
ele decidiu que o trabalho envolvido na determinacao das equivaléncias desses diagramas
era muito grande e se aposentou oficialmente da tabulacao de nés em 1885. No entanto,
ele sugeriu que Little fizesse uma investigacao sobre os nés de 11 cruzamentos, sem saber,
eventualmente, que assumiria um problema muito mais dificil: a enumeracdo de nds nao
alternados, que s6 existem para o numero de cruzamentos superior a sete. O problema é
tao dificil que Tait inicialmente nao acreditava que tais nés existissem, e levou até 1930

para provar rigorosamente que um noé nao alternado existe.

Hoje se sabe que existem muito mais nés nao alternados do que alternados. Apesar
de nao ter utilizado invariantes tteis para distinguir nés nao alternados, Little enviou uma
tabela para Tait em 1899, em que afirmava conter uma tabela completa de 43 nds nao
alternados, distintos, com 10 cruzamentos. As tabelas de nés alternados feitas por Tait e
Little tem resistido por todo esse tempo e até agora sao conhecidas por serem completas
e sem nenhuma duplicagdo. Também é bastante surpreendente que a lista de nds nao

alternados de Little continha uma tnica duplicagao, que s6 foi identificada em 1974.

1.7 Dowker, Thistlethwaite, Hoste e Weeks

Clifford Hugh Dowker e Morwen Thistlethwaite foram os primeiros a informatizar
a enumerac¢ao dos nés. Com um trabalho do inicio de 1980, conseguiram elaborar uma
tabela de nds de até 13 cruzamentos. Apos um periodo de pausa, em 1990 o trabalho foi
retomado com a ajuda de J. Hoste para enumerar todos nés alternados de 14 cruzamentos.
Com técnicas distintas J. Hoste, M. Thistlethwaite e J. Weeks encontraram 1.701.936 nds

primos distintos.

A informatizagdo do problema, tornou a enumeracao de nods consideravelmente
mais facil, mas o crescimento rapido do ntimero de nés é surpreendente. Por exemplo,
os relatorios de Hoste em julho de 2003 destacam a tabulacao de todos os nds primos e
nos alternados de 22 cruzamentos realizados por S. Rankin, J. Schermann, e O. Smith
encontrando 6.217.553.258 nés. Isso é mais de seis mil vezes a quantidade de nés alternados

com entre 17 e 22 cruzamentos, inclusive, [4].

1.8 Wilhelm Wirtinger, Max Dehn e o grupo fundamental

O grupo fundamental do complemento de um né, ou o que sobra do espaco apés a
exclusao do né, foi estudado pela primeira vez 1905, pelo matematico austriaco Wilhelm

Wirtinger, cujo trabalho mostrou rigorosamente que o né trevo era muito bem definido.
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Wirtinger percebeu que seu método poderia ser facilmente generalizado para construir o

grupo fundamental.

Por outro lado, o matematico alemao Max Dehn, interessou-se pela teoria dos
nos trabalhando para provar a conjectura de Poincaré. Dehn nao provou a conjectura de
Poincare, mas desenvolveu um algoritmo, distinto do de Wirtinger, para a construcao do
grupo fundamental do complemento de um enlace. Com isso, mostrou que o no trevo é
topologicamente diferente de sua imagem no espelho. Apés isso a pesquisa de Dehn foi

interrompida pela Primeira Guerra Mundial.

1.9 James W. Alexander e Kurt Reidemeister

Os trabalhos de Alexander e Reidemeister, tiveram importancia fundamental no
desenvolvimento da teoria dos nés. Alexander desenvolveu sua pesquisa através de grupos
de homologia enquanto Reidemeister estudou através de grupos fundamentais. Tempos
depois Alexander passou a desenvolver um polinémio invariante de nés, o polinémio de
Alexander, e Reidemeister mostrou que todas as proje¢oes de um enlace eram relaciona-
das por uma sequéncia de trés movimentos: os movimentos de Reidemeister. Os estudos

dos dois sao citados com destaque neste trabalho, posteriormente. Abaixo os tipos de
movimentos de Reidemeister.

USKIB DO D O

Figura 4 — Tipo L. Figura 5 — Tipo II Figura 6 — Tipo III

Assim como ocorreu com Wirtinger e Dehn, a guerra interrompeu os estudos de

Alexander e Reidemeister.

1.10 Ralph H. Fox

O homem que liderou o estudo da teoria dos nds nos Estados Unidos apds a
guerra, foi Ralph H. Fox, em Princeton. Fox propds a substituicdo de conceitos classicos
que dissociavam a teoria dos nés do resto da topologia, e conseguiu uma reformulacao dos
fundamentos da teoria, permitindo maior acesso as ferramentas de topologia para aqueles

que estudam nds. O seu trabalho gerou novos invariantes geométricos de nés. [4]
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1.11  John H. Conway

Na década de 1960, John H. Conway desenvolveu ainda uma outra notagao para
codificacao de nés e enlaces. Este esquema permitiu-lhe enumerar todos os enlaces de
até 10 cruzamentos, sem detectar a duplicacao da lista de Little de nos alternados de 10
cruzamentos. Ele também tentou uma tabela de nés primos até 11 cruzamentos. Conway
detectou 11 omissoes e uma duplicacao na lista de Little de nés alternados com 11 cru-
zamentos, mas a sua propria lista de nés nao alternados tinha quatro omissdes que nao
foram detectadas até o final de 1970. A sua enumerac¢ao chegou ao fim na época, apds o
trabalho complementar de Bonahon e Siebenmann e o trabalho independente de Kenneth

Perko, que concluiu a enumeracgao de nés de 11 cruzamentos.

Além disso, Conway aprimorou uma nova forma de calcular o polindomio de Ale-

xander, usando um algoritmo em diagramas de nd, criando assim o polinomio de Conway.

1.12  Vaughan Jones

Em 1984, Vaughan Jones desenvolveu um novo polindmio invariante de nds, o
polinomio de Jones. Em relagao a outros invariantes polinomiais, o polindmio de Jones
apresenta a capacidade de distinguir muitos nés de suas imagens de espelho. Em 1990,
o trabalho de Jones ganhou uma medalha Fields, sem duvida o mais prestigiado prémio

para a pesquisa matematica.

Os avancgos em teoria dos nds nao pararam por ai. Hoje em dia, por exemplo, é
possivel conhecer mais sobre teoria de nés através de recursos computacionais, softwares
como o Knotplot, utilizado na construcao das figuras deste trabalho. Mas o problema
de saber se dois nos sao equivalentes ainda nao foi completamente solucionado, pois nao
existe até hoje um invariante conhecido, suficientemente poderoso, para fazer a verificagao

de todos os nés tabelados.
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2 Definicao e Propriedades dos nos

Neste capitulo, serdo apresentados os fundamentos da teoria de nés. Trata-se de
uma teoria matematica cujas aplicagoes sao diversas, desde a teoria quéntica, teoria fisica
das supercordas até o estudo de cadeias de DNA. Neste trabalho introdutério, para que
o leitor possa compreender o texto de forma mais natural possivel, utilizaremos recursos
visuais através de ilustragoes dos nos. Tais imagens foram produzidas através do knotplot,
um software especializado em teoria dos nés, capaz de construir e manipular noés e enlaces,

além de tratar de propriedades topoldgicas e exportar imagens e diagramas.

2.1 A definicio de um né

Nao é uma tarefa facil explicitar uma definicdo para um né sem viajar nas pro-
fundezas da topologia. Por exemplo, encontramos em [5] a seguinte defini¢do: “ Um né é
um mergulho K : St — M3, onde M3 é uma variedade fechada, compacta e sem bordo, e
orientdvel de dimensao 3. Em [6] encontramos uma definigdo mais simples: Seja f uma
aplicagdo continua e injetiva da circunferéncia usual S' em R3. A imagem K = f(S!)

diz-se um né.

A definigdo de né que apresentaremos neste trabalho depende de algumas consi-
deracoes. Primeiramente, devemos compreender a nocao de curva poligonal fechada em
R3. Considere dois pontos p e ¢ em R3. Denotaremos por [p,q] o segmento de reta que
une p e ¢. Suponhamos agora uma lista ordenada de pontos distintos (py, pa, ..., pn) de R3.
A unido de todos os segmentos [p1, p2|, [P2, Psls- - - [Pn—1,Pnl, [Pn, 1], é denominada curva
poligonal fechada. Porém, um tnico conjunto de pontos pode definir mais de uma curva

poligonal, inclusive com cruzamentos “indesejados” para a definicdo que queremos.

a b a b

Figura 7 Figura 8

Se cada segmento de reta, intersecta exatamente outros dois por seus pontos extre-

mos, entdo denomina-se curva simples. A figura (7) ilustra uma curva poligonal fechada,
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enquanto a figura (8) ilustra uma curva poligonal fechada e simples. Fundamentalmente,

um né é tratado como uma curva fechada e simples, obtida da unido de pontos em R3.

Feitas as devidas consideragoes, finalmente poderemos apresentar a

Definigao 2.1.1 Um né é uma curva poligonal simples e fechada em R3, [1].

ﬂ

Figura 9 — N6 trivial Figura 10 — N6 trevo.

Observe que dois ou mais conjuntos ordenados de pontos podem determinar um
mesmo né poligonal. Por exemplo, considerando trés pontos consecutivos colineares, num
conjunto de pontos que determina um no, eliminando-se o ponto localizado entre os outros
dois, ainda teremos o mesmo no poligonal, porém determinado por um conjunto de pontos

distinto do original. Vejamos a ilustracao na figura (11).

Figura 11 — N6 poligonal determinado por conjuntos distintos de pontos

Defini¢ao 2.1.2 Se o conjunto ordenado (p1,pz,...,pn) define um né poligonal, e ne-
nhum subconjunto nao proprio ordenado define o mesmo no poligonal, entao cada um dos

elementos deste conjunto sdo os vértices do noé poligonal.

Uma consequéncia imediata da definicdo acima é que o né trivial é um poligonal

definido por trés pontos nao colineares.
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A partir daqui trataremos os nés como curvas “suaves”, simples e fechadas. Note

que isto nao viola nossa definicao ja que a suavizagdao da curva pode ser obtida pela uniao

de segmentos de reta suficientemente pequenos.

Figura 12 — N6 trivial. Figura 13 — N6 trevo. Figura 14 — N6 oito

2.2 Equivaléncia

E fato que os nés podem ser apresentados em R? de formas muito distintas e alguns
podem ser deformados continuamente para gerar outros. Esse conceito de deformacgao
continua e sem auto-intersec¢bes de uma curva no espaco recebe o nome de isotopia.
No entanto, ao falarmos dos nés, o conceito basico de isotopia nao é suficiente. De fato,
considerando dois nés K; e K,, e uma isotopia H : S! x [0,1] — M?3 tal que H(z,0) =
Ki(z) e H(z,1) = Ky(z), Vo € S!, entdo K; e K, sdo isotdpicos ao nd trivial, [5].

Figura 15 Figura 16 Figura 17

‘A

N

Figura 18 Figura 19

As figuras (15), (16), (17), (18) e (19) ilustram a agdo de uma isotopia comum

aplicada sobre o né trevo. Em outras palavras, utilizando a isotopia comum todo noé
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seria transformado em no trivial, pois todos os cruzamentos poderiam ser reduzidos a
pontos e “diluidos”. E por este fato que usamos como relacdo de equivaléncia de nds
a isotopia ambiente ao invés da isotopia comum. Na isotopia ambiente, (que engloba a
isotopia comum) o espago inteiro é deformado na mudanga de posigao da curva evitando
anomalias que possam prejudicar a estrutura topolégica do né. Facamos a devida defini¢ao

de nés ambientes isotopicos:

Definicao 2.2.1 Dois nés K e K' dizem-se ambientes isotdpicos se existir uma aplicagdo
continua H : R3 x [0,1] — R? tal que h; : R — R3 € definida por:

hy = H(—,t) é um homeomorfismo Vt € [0,1], com hg = Idgs € hi(K) = K.

[6]

As figuras (20), (21) e (22) mostram a deformacao de um né em né trevo de forma

continua em R?. E um exemplo de isotopia ambiente.

Figura 20 Figura 21 Figura 22

Por outro lado nao é possivel, por exemplo, deformar continuamente (por isotopia
ambiente) um né trevo até obter um né trivial. A tnica forma de fazer isso seria através
do rompimento do nd, desenlagamento e uniao das pontas soltas apds o processo. Vejamos
as figuras (23), (24) e (25).

Figura 23 Figura 24 Figura 25

De uma forma geral, ao pensarmos nos modelos fisicos dos nés, observamos que

as curvas estao “presas” nas cordas do nos e isso garante que toda isotopia sobre o né é
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ambiente. Na verdade, dizemos com isso que a isotopia ambiente permite desfazer cru-
zamentos, mas nao permite inverter a posi¢ao das cordas num cruzamento, ou seja, nao
transporta a linha de cima para baixo e vice versa. Do contrario todo no seria trivial como
ja foi dito. A partir deste ponto, por simplificagdo de notacao, trataremos os nés ambiente

isotopicos através do termo “equivalentes”.

Um dos principais problemas em aberto na teoria é saber se dois nés sao ou nao
equivalentes. Posteriormente, veremos que a equivaléncia entre dois nés é obtida, quando

possivel, através de movimentos denominados movimentos de Reidemeister.

2.3 Projecoes no plano: diagramas de nds

Neste momento, ja sabemos que os noés sao curvas no espago. No entanto, boa
parte do estudo de nos é feito no plano, através dos diagramas de nés. Estes sdo projecoes
planas do nos tridimensionais, cuja finalidade é uma melhor visualizacao e manipulacao.
Com efeito, podemos tomar um né K e um plano II de R? e determinar uma projecao
ortogonal de K sobre II. A imagem de K por essa projecao ortogonal é a sua representacao

plana, seu diagrama.

Definicao 2.3.1 Dada uma projecio ¢ : R® — II, II um plano de projecdo, um ponto
A € ¢(R3?) C 1T diz-se um ponto miiltiplo se a pré imagem ¢~1(A) contém mais do que

um ponto.
Além disso,

Definicao 2.3.2 A projecao de um no K ¢é regular se

e Contém apenas um numero finito de pontos multiplos.

e todos os pontos miltiplos sao duplos e pontos de cruzamento, [5].

Um diagrama regular de um né deve, portanto, possuir um niimero finito de pontos

de cruzamento.

Defini¢ao 2.3.3 O nimero de cruzamentos ¢(K) de um né K é o menor nimero de
cruzamentos de qualquer diagrama desse no. Um diagrama minimo de K € o que possui
c(K) cruzamentos, [7].

Um diagrama de n6é que ndo possui cruzamentos representa o né trivial. Nao
existem nés com um ou dois cruzamentos e os Uinicos que possuem trés cruzamentos sao

os dois nés trevos. Alguns nos sao tratados por nomes como o nd trevo ou né oito, por
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exemplo, mas a maioria deles recebe uma classificagdo numérica tabelada. Vejamos na

figura (26) uma pequena tabela de nés.

Figura 26 — Tabela de nos

O primeiro niimero na representacao de cada né indica a quantidade de cruzamen-
tos, enquanto o segundo niimero indica a posicao do né na tabela. Por exemplo, o n6 6.3
é o terceiro na classificagao dos nds de seis cruzamentos. Alguns autores rotulam os nos

pondo o segundo niimero subscrito ao primeiro (por exemplo 63).

D () &

Figura 27 — 3, Figura 28 — 4, Figura 29 — 63

Num diagrama de nd, em cada cruzamento, uma das linhas é continua, represen-
tando o arco que passa por cima, enquanto a outra nao é continua representando o arco
que passa por baixo. Além disso, por questoes de notacao e simplificacdo, representamos
os diagramas através de curvas planas suaves e nao por segmentos de reta, que tornariam

a tarefa mais complexa. Podemos afirmar, sem perda de generalidade, que um diagrama
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de no6 consiste em uma colecdo de curvas continuas, cujos arcos se encontram nos cru-
zamentos. Normalmente, em cada um desses cruzamentos, encontram-se trés arcos. Um

diagrama de né pode ser alternado ou nao alternado conforme o arranjo dos cruzamentos.

Definicao 2.3.4 Um diagrama de no é alternado, quando, ao logo da corda, aparecem

alternadamente cruzamentos por cima e cruzamentos por baixo.

Figura 30 — Alternado Figura 31 — Nao alternado

2.4 Os Movimentos de Reidemeister

J4 sabemos que os nés podem ser deformados em R? e transformados em equi-
valentes. A equivaléncia acontece através de movimentos especificos aplicados sobre os

diagramas. Tais movimentos recebem o nome de movimentos de Reidemeister.

Definigao 2.4.1 Os movimentos de Reidemeister sao movimentos capazes de alterar di-
agramas de nos, deformando continuamente seus arcos ou alterando a relagdo entre os

cruzamentos.
[Ro] Movimento simples de deformagio dos arcos sem alteragio de cruzamentos.

[R1] Movimento que introduz ou remove uma tor¢io no diagrama.

Vil \»
/

Figura 32 — Movimento R;: tor¢ao no diagrama

[Rs] Movimento que introduz ou remove dois cruzamentos que cruzam ambos por

ctma ou ambos por baizo.
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1)

Figura 33 — Movimento Ry: introdugao/remocao de cruzamentos

[Rs3] Movimento que faz passar um dos arcos do diagrama por cima ou por baizo

KK

Figura 34 — Movimento Rj3: passagem do arco por cima ou por baixo do cruzamento

de um cruzamento.

Abaixo uma transformacao através de movimentos de Reidemeister.

9.0.0.
®). &

Figura 35 — Transformacao de um né por movimentos de Reidemeister

O exemplo acima é apenas um pequeno resultado do teorema que segue.
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Teorema 2.4.2 Dois diagramas D(K;) e D(Ksy) representam nds equivalentes se, € so-
mente se, existe uma sequéncia de movimentos de Reidemeister que transforma K, em

K.

A nocao intuitiva desse teorema é tomada por idéias razoavelmente simples. No
entanto, a prova desse teorema nao é simples e trata de topologia combinatoéria, logo, de
acordo com a natureza deste trabalho, optamos por nao apresenta-la aqui. O leitor podera

conferir a prova do referido teorema em [8], no apéndice A, pagina 223.

Embora sejam um recurso poderoso, os movimentos de Reidemeister nem sem-
pre mostram de forma facil se dois nés sao equivalentes. Vale salientar ainda que sao

independentes, isto ¢, um deles nao pode ser obtido através dos outros.

2.5 Nobs Orientados e Invertiveis

Nesta se¢ao trataremos da orientacao de diagramas de noés e dos critérios que

definem se um nd é invertivel ou nao.

2.5.1 A orientacao de um né

Definicao 2.5.1 Um noé orientado é um no com uma dire¢io escolhida de circula¢ao ao

longo da corda, [7].

Figura 36 — N6 oito orientado obtido com knotplot

Além disso, para cada cruzamento num diagrama, atribui-se um sinal, conforme a

convenciona a figura (37).
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AKX

Figura 37 — Sinais usuais para cruzamentos

Note o né oito na figura (38) evidenciando os sinais de seus cruzamentos, conforme

a convenc¢ao usual supracitada.

Figura 38 — N6 figura oito com sinais nos cruzamentos

Definicao 2.5.2 A contor¢cio W (D) de um diagrama orientado D é a soma de sinais de

todos 0s cruzamentos.

2.5.2 O inverso de um nd

J& sabemos que um né é determinado a custa de um conjunto de pontos (p1, pa, ..., Pn)-
Se esse conjunto de pontos caracteriza um sentido direcional ao no, entdo o conjunto

(Pns Pn—1, ---P2, P1), determina um sentido contrario ao primeiro. Dessa maneira,

Definigao 2.5.3 O inverso de um no poligonal K definido por um conjunto ordenado de

pontos (p1, pay ..., Pn) € 0 N6 —K definido por (pp, ..., p2,P1)-
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Em outras palavras, o inverso de um n6 é apenas o mesmo nd com orientagao
inversa. Observe ainda que, dado um conjunto de pontos (p1,pa, ..., p,) existem vérios
rearranjos que permitem descrever o mesmo né. Por exemplo, (ps, py, ..., Pn, P1, p2) define
0 mesmo nd com a mesma orientagdo em relagdo a (py, p2, ..., pn). A figura (39) permite

ver isso com facilidade.

Figura 39 — Representacao poligonal do né trevo orientado

As figuras (40) e (41) ilustram nés inversos entre si.

Figura 40 - N6 K. Figura 41 - N6 — K.

Proposigao 2.5.4 Considere os nos K e —K e seus respectivos diagramas Dy e D_k.
Entao W(Dg) = W(D_k).

Prova:

Dado um n6 K os cruzamentos possiveis de seu diagrama Dy sdo aqueles repre-
sentados na figura (37). Se invertemos a orientagdo de Dy obtemos D_g, de modo que
os seus cruzamentos serao conforme a figura (42). Observe que a altera¢do na orientagao

do diagrama nao modifica os sinais dos cruzamentos, portanto, W(Dg) = W (D_k).m
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XX

Figura 42 — Cruzamentos do n6 —K

Por exemplo, para um trevo de trés cruzamentos temos que W(Dg) = 3 =
W(D_k).

Figura 43 — Sinais no né trevo

Definicao 2.5.5 Um no K é invertivel se K e —K sdo equivalentes.

- Eh- B
(%)) &r

Qp. Q. &

Figura 44 — Sequéncia de movimentos de Reidemeister na inversao do trevo orientado
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Como exemplo de né invertivel podemos citar o trevo. Com efeito, tomando um
no trevo de orientacao determinada, podemos aplicar uma sequéncia de movimentos de

Reidemeister até transforma-lo num trevo com orientacao inversa. Veja a figura (44).

Abaixo segue exemplo de né nao invertivel.

Figura 45 — N6 nao invertivel: 8,7

2.6 Reflexao de um né e quiralidade

Definicao 2.6.1 Dado um né K, a sua imagem refletida no espelho é o né K, onde
a reflexdo é feita através de um plano em R3, isto €, pela transformacdo de um ponto

(x,y,2) em (x,y,—%).

A orientacdo de K ¢ a mesma de K. O efeito imediato da reflexdo de um né é a

alteracao de todos os seus cruzamentos.

Figura 46 — N6 oito Figura 47 — e sua imagem

Definicao 2.6.2 Um no é denominado chiral se nao € equivalente a sua imagem refletida

no espelho. Do contrario ele é amphichiral (ou reflexivo).
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Figura 48 — O no trevo Figura 49 — é chiral

Figura 50 — Exemplo: n6 Figura 51 — amphichiral

2.7 Soma conexa de nds

Nesta secao trataremos da aritmética associada aos nés. Ao tomarmos dois nés
quaisquer, podemos rompé-los em pontos determinados e unir as pontas soltas de um
com o outro sem introduzir um novo cruzamento. Esse procedimento denomina-se soma
conexa. Para facilitar a compreensao deste procedimento, consideremos os diagramas po-
ligonais dos nés K; e K, definidos respectivamente pelos conjuntos de pontos (pi, ..., pn)

e (q1,---,q), n, r inteiros positivos.

Definicao 2.7.1 A soma conezxa entre os nos Ky e Ky € 0 no K1fiKs obtido através dos

sequintes procedimentos.

e Primeiramente posicionemos os diagramas de modo que as suas orientacoes sejam
concordantes, isto €, que permitam a unido conexa preservando as orientagoes ori-

ginasis.

e Tomemos os segmentos [a,b] C [p;, piv1] C Ki elc,d] C g5, qj+1] C Ka, de forma que
por eles nao passe nenhum cruzamento e que estejam localizados mais ao exterior

do diagrama para facilitar o procedimento.

e Retiremos os segmentos [a,b] de Ky e [c,d] de Ky e efetuemos a conexdo [a,d] e

[c, b] sem acréscimo de cruzamentos.
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P P

Figura 52 — Soma conexa entre dois nés poligonais

Sem perda de generalidade, o diagrama da soma conexa K§K, fica definido pelo
conjunto de pontos (pi, ..., Pi, @, d, @it1, ooy Gry Qas -5 @5 € b, Pit1, ...pn). A depender da es-
colha dos pontos de conexao da soma este pode nao ser o menor conjunto de pontos que
determina K 4K,.

Figura 53 — K, Figura 54 — K, Figura 55 — K 1K,

Caso os diagramas de ndés nao estejam com orientacoes adequadas para a soma
conexa, podemos movimentar um deles rotacionando, ou inverté-lo, caso seja invertivel,
de modo a estabelecer uma posicao favoravel a conexao. Dito isto, notamos que a soma
conexa ou composi¢ao de nés é uma operacao bem definida. De fato, dados K; e K5 a
soma conexa K;#K, independe da escolha de pontos para sua composicao. Em outras

palavras K 4K, é unicamente determinada por K; e Kj.

A proposicao abaixo descreve as propriedades da soma conexa de nos.

Proposicao 2.7.2 Considere os nios Kg, Ky, Ky e K3 todos orientados, onde Ko € 0 no

trivial. Entado,
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2. KitKs = Kot K,
3. Kljj(szjK3) =~ (KlﬁKg)Jng

4. Se Ky € nao trivial, K11Ks é ndo trivial.

A afirmagao (1) é evidente pois o né trivial é absorvido na soma conexa (veja
na figura (56)). As afirmacoes (2) e (3) também sao verificadas. Com efeito, a soma
conexa de nos é comutativa. Tomando os diagramas de K; e K5 uma composicao KK,
¢ unicamente determinada conforme citado acima. Podemos supor que K K5 foi obtido
através de dois arcos escolhidos de K; e K. Os mesmos arcos podem ser escolhidos
para KofK;. Argumento idéntico é proposto para a terceira afirmacao. Para a quarta
afirmagao podemos pensar da seguinte forma: se Ky é trivial nada a provar, de acordo
com a afirmacgao (1). Se K3 é ndo trivial podemos supor por absurdo que K;#K5 é trivial
e fazemos sequéncias de composicoes infinitas num compacto donde concluimos que K é
trivial e ndo trivial. E importante observar que uma consequéncia imediata da afirmacao
(4) é que se K 4K, é trivial, entao K e Ky sao equivalentes ao né trivial. A prova completa

desta proposicao pode ser vista em [9], na pagina 28 do capitulo 2.

0o

Figura 56 — Soma conexa entre né oito e no trivial

2.8 Nbs primos e compostos

Conhecida a definicao e as propriedades da soma conexa, podemos definir o con-

ceito de primalidade e composicao de um no.
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Definicao 2.8.1 Um no K que é soma conexa de dois nos ndao triviais ¢ chamado com-

posto. Um no nao trivial que nao é composto é dito um no primo.

Em outras palavras, um né composto pode ser fatorado em primos, sem que haja
nenhum trivial na fatoragao. Se um né primo é fatorado como soma conexa de dois nos
um deles é o préprio e o outro é trivial. Em geral, nao é facil verificar se um né é primo
ou composto. A figura (56) ilustra o né oito, que é primo. Na figura (55) temos um né

composto por dois trevos.

2.9 Enlaces

Definicao 2.9.1 Um enlace é a unido finita de nés disjuntos. Em particular, um no é

um enlace de uma componente. Um enlace trivial é a uniao disjunta de nos triviais no
plano, [1].

Figura 57 — Enlace trivial com 3 componentes

Abaixo, mais exemplos de enlaces.

Figura 58 — Enlace 8.3.6 Figura 59 — Enlace 9.2.9 Figura 60 — Enlace 9.3.20

Assim como no estudo dos nds também é possivel projetar enlaces sobre um plano

para obter diagramas.
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Figura 61 — Enlace 8.3.6 Figura 62 — Enlace 9.2.9 Figura 63 — Enlace 9.3.20

A numeracao dos enlaces destaca a quantidade de cruzamentos, a quantidade de
componentes e a posi¢ao na tabela, respectivamente. Nas figuras (61), (62) e (63) temos
os enlaces 8.3.6 (8 cruzamentos, 3 componentes e tipo 6), 9.2.9 (9 cruzamentos, 2 compo-
nentes e tipo 9) e 9.3.20 (9 cruzamentos, 3 componentes e tipo 20 entre os enlaces de 9

cruzamentos e 3 componentes), respectivamente.

Note que toda a definicdo de equivaléncia aplicada anteriormente sobre os nos
se verificam para os enlaces, isto é, podemos projetar diagramas e sobre eles aplicar
movimentos de Reidemeister para obter diagramas equivalentes de enlaces equivalentes.

Dessa forma, dois enlaces sdo equivalentes se seus diagramas sao equivalentes.

Um enlace também pode ser orientado desde que cada um de seus componentes

possua um sentido definido para a orientacao.

Figura 64 — Enlace orientado de 3 componentes

Também se aplicam aos enlaces as mesmas regras para os sinais de cruzamentos e
a contor¢ao. Vejamos agora como se define o nimero de ligacao de dois componentes de

um enlace.

Definigao 2.9.2 Considere um enlace orientado com n componentes. O nimero de li-

gagdo lk(K;, K;) de cada par distinto de componentes (K;, K;) € a metade da soma dos
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sinais de seus cruzamentos. O numero de ligacao do enlace E é a soma dos nimeros

ligacao de todos os pares distintos de componentes.

(E)= Y KK, K;)

1<i<j<n

0

QL

Figura 65 — Enlace trivial de duas componentes e enlaces de dois componentes com sinais.

Na figura (65) temos um enlace trivial Ly de duas componentes e dois enlaces
nao triviais Ly e Lo de duas componentes. Os enlaces L e Lo sao chamados de anéis de
Hopf. Neste exemplo temos os seguintes ntimeros de ligagao: lk(Lg) = 0, lk(L;) = 1 e
lk(Ly) = —1. O nimero de ligagdo pode nos fornecer informagoes acerca da equivaléncia
de enlaces. Por exemplo, podemos concluir que os aneis de Hopf nao podem ser separados
pois o numero de ligacao deles ¢ diferente do nimero de ligagao do enlace trivial de
dois componentes. Caso tais niimeros fossem iguais nao poderiamos concluir nada a esse

respeito. O teorema abaixo associa a equivaléncia de enlaces com os nimeros de ligagao.
Teorema 2.9.3 Se dois enlaces Ly e Ly sao equivalentes, entao lk(Ly) = lk(Ls)

Prova: Para esta prova observe que os movimentos de Reidemeister cabiveis a dois com-
ponentes de um enlace sao Ry e R3. O movimento Ry pode introduzir ou remover cruza-
mentos ambos por cima ou ambos por baixo, isto é, acrescenta ao enlace dois cruzamentos
de sinais contrarios, o que nao altera o nimero de ligacao. J& o movimento R3 faz passar
um dos arcos do diagrama por cima ou por baixo, e no caso do enlace nao altera nenhum

cruzamento, logo nao altera o niimero de ligacao. m

Por esse teorema podemos concluir que os diagramas na figura (65) nao sao equi-

valentes entre si pois todos os niimeros de ligagao sao distintos.

Proposigao 2.9.4 Considere um enlace L, sua imagem reflexiva L e seu inverso —L.

Entdo lk(L) = —lk(L) e lk(—L) = lk(L).
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Prova: Tomando inicialmente o enlace L, podemos obter L alterando todos os cruza-
mentos e, consequentemente, todos os sinais dos cruzamentos, logo o niumero de ligacao
k(L) € simétrico em relagio a lk(L). Agora, tomando o enlace —L, inverso de L sabemos
que sua orientacao € inversa em comparacao com L, mas isso nao altera os sinais dos

cruzamentos, logo nao altera o numero de ligagdo.m

Lo

O

-L L
+ -

+ -

Figura 66 — Enlaces L, —L e L

Note que k(L) =1 =1k(—L) e k(L) =1 = —Ilk(L).

Considerando que um né é um enlace de uma componente apenas, a equivaléncia
aplicada aos enlaces se aplica, consequentemente, aos nds. Dessa forma, quando nos referir-
mos a enlaces estaremos tratando de nés, por generalizagao. No proximo capitulo veremos
alguns invariantes, que sdo recursos matematicos utilizados para verificar a equivaléncia

de enlaces ou nos.
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3 Invariantes Numéricos e Polinomiais

Um invariante ¢ um recurso matematico que serve para distinguir se dois nos ou
enlaces sdo ou nao equivalentes. Existem varios tipos de invariantes, alguns numéricos,
outros sao polinémios, etc. De uma forma geral, podemos pensar num invariante como um
objeto matematico associado a um né (ou enlace). Se tomarmos um né K; equivalente a
K, entao K7 e K, sao associados a um mesmo objeto matematico o. Esse objeto ¢ é um
invariante da classe de isotopia de K e Ks. Se ¢ é invariante de um né K e 0(K;) # o(K>)
significa que K; e K5 nao sao equivalentes. De outro modo, podemos pensar que que se
K, e K, sao equivalentes, seus diagramas sao alterados por movimentos de Reidemeister
e 0 nao pode ser alterado por tais movimentos. E importante salientar que nao se conhece
até hoje um invariante suficientemente poderoso a ponto de verificar a equivaléncia ou
nao de todos os nés que se conhece. Cada invariante possui uma aplicagdo mais ou menos

eficiente para uma certa classe de equivaléncia de nés ou enlaces.

3.1 Invariantes Classicos

Nesta secao trataremos de alguns invariantes considerados cléssicos, como a tri-
colorabilidade, o niimero de enlagamento e o nimero de desatamento. Tais invariantes

recebem essa denominacao porque foram os primeiros utilizados na teoria de nos.

3.1.1 Tricolorabilidade

Definig¢ao 3.1.1 Um diagrama de nd (enlace) é tricolorizdvel se:

1. cada arco possua uma cor;
2. wutiliza no minimo duas e no mdximo trés cores;

3. para cada cruzamento, ou todos 0s arcos tem a mesma cor ou num cruzamento os

arcos possuem trés cores.
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G

Figura 67 — N6 trevo tricolorizado

Definicao 3.1.2 Um enlace ¢é tricolor se seus diagramas sdao tricolores.

7

Figura 68 — Enlace 6.2.1 tricolor

QY

Figura 69 — Enlace 5.2.1 nao tricolor

Note que o diagrama da figura (69) possui um cruzamento onde os arcos tem duas

cores, isto é, ndo atende a regra III na definicao da tricolorabilidade. Logo nao é tricolor.
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A tricolorabilidade é um invariante da classe de isotopia de um né ou enlace. Com
efeito, se um diagrama ¢é tricolorizavel e outro diagrama nao é, significa que nao sao
equivalentes. Por exemplo, o né trivial nao é tricolor, pois possui um unico arco e nao
atende & quantidade minima de cores (duas) na definigdo da tricolorabilidade. Por outro
lado o né trevo é tricolor (ver figura (67)), isto é, o trevo e o trivial possuem classes de

isotopia distintas ou, em outras palavras, nao sao equivalentes.

A idéia de tricolorabilidade também se estende a n-colorabilidade, mas nao trata-

remos aqui deste invariante.

3.1.2 Numero de Cruzamentos

Considere o conjunto D; de todos os diagramas de um enlace E. O diagrama D,,
desse conjunto que possuir o menor numero de cruzamentos possiveis ¢ dito diagrama
minimal de E. Além disso, esse nimero minimo de cruzamentos de D,, é o niumero C(F)
de cruzamentos do enlace E (C(E) = C(D,,)). Dessa maneira C'(E) é considerando um

invariante de classe de isotopia do enlace.

Essa defini¢ao minimal de niimero de cruzamentos ¢é necessaria, pois, dado que um
diagrama nao ¢ minimal, existem cruzamentos que desaparecerao através de movimentos

de Reidemeister até que se obtenha o minimal. Veja a figura (70) abaixo.

W)

Figura 70 — Diagrama qualquer e minimo do né trevo, respectivamente

Observe que os nimeros de cruzamento dos trevos na figura (70) sdo respectiva-
mente 4 e 3. Logo o diagrama minimal do né trevo (3;) é o do lado direito, e o nimero

de cruzamentos do né trevo é C(K) = 3.

De uma forma geral nao é facil determinar o niimero de cruzamentos de alguns
diagramas de nés ou enlaces, pois nao existe nenhum mecanismo suficientemente capaz

de distinguir se um diagrama é minimo ou nao.
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3.1.3 Numero de Desatamento

Considere o diagrama de um enlace. Alterando a ordem de um dos cruzamentos

desse diagrama é possivel gerar o diagrama de um novo enlace. Vejamos a figura abaixo.

Figura 71 — Desatamento do diagrama do né oito.

Para que o nimero de desatamento seja invariante de classe da isotopia de um

enlace, é necessario que seja minimo dentre todos os diagramas possiveis.

Definicao 3.1.3 Considere o conjunto D; de todos os diagramas de um enlace E. O

numero de desatamento u(E) é tal que:

n(E) = min p(D;)

k3

Determinar o niimero de desatamento nao é uma tarefa facil. Nem sempre o dia-

grama minimo de um enlace ou no, é o que possui menor numero de desatamento. Observe

S
Jp

Figura 72 — Diagrama minimal do n6 10.8

a figura.

Na figura (72) temos o diagrama minimo do né 10.8 que possui ntimero de de-
satamento u(K) = 3. Por outro lado existe uma diagrama desse mesmo né, com 14

cruzamentos e que desata apenas movendo dois cruzamentos.
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Figura 73 — Diagrama do né 10.8 com 14 cruzamentos e p(K) = 2

Concluimos para este exemplo que pu(K) = 2, pois é o menor nimero, embora

proveniente de um diagrama nao minimo.

Vejamos agora o comportamento do niimero de desatamento sobre nés compostos.

Proposicao 3.1.4 Considere os nos Ky e Ky e sua soma conera K$Ks. Entao,
PG EER) < p(Ky) + p(Ko).

Prova: Considere os diagramas D(K7), D(K3) e D(K14K5) de forma que possuam exa-
tamente o numero de desatamento de seus respectivos nos. Fazendo u(Ky) alteragoes de
cruzamentos em D(K;) e u(Ky) alteragoes de cruzamentos em D(K3) obtemos em ambos

o nd trivial donde D(K18K3) também serd trivial. Logo,

p(K13K) < p(Ky) + p(Ks) m
Conhecendo esse resultado podemos agora enunciar o seguinte teorema.
Teorema 3.1.5 Se um nd K € tal que n(K) =1, entao K é um nd primo.

A prova desse teorema pode ser vista em [10].

Como consequéncia imediata temos o

Corolario 3.1.6 Considere os nds K; e Ky. Se u(K7) = u(Ks) = 1, entao p(K18K,) =
2.

Prova: Pela proposi¢io (3.1.4) temos que u(K18Ks) < 2 = pu(Kq) + u(Ks). Analisemos
0s casos. Se p(K14K3y) = 0 entdo K1t Ky € trivial, donde decorre que Ky e Ky sao triviais.
Isto € impossivel pois o numero de desatamento de um né trivial é igual a 0 e p(Ky) =
w(Ks) = 1. Se u(K18Ky) = 1 entao, pelo teorema (5.1.5), K14K5 € primo, logo K1 ou Ko

¢ trivial. Em qualquer situacao, um deles terd niumero de desatamento nulo, contrariando
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a condigao inicial p(K,) = u(Ky) = 1. Portanto resta apenas concluir que pu(K18K,) = 2.

Feita a devida apresentacao dos invariantes considerados classicos, trataremos

agora de mais alguns invariantes utilizados no estudo de teoria dos nés.

3.2 O determinante de um no

Considerando o diagrama de um né K com n arcos e cruzamentos, o determinante
de K é, na verdade, o determinante da matriz de coeficientes inteiros de um sistema linear
com n — 1 equagoes, da forma r + s — 2w = 0, associadas aos arcos e cruzamentos do

diagrama. A obtencao do determinante de um né segue as condicgoes estabelecidas abaixo:

e Primeiramente associe a cada arco uma variavel. Para cada cruzamento escreva
uma equagcao da forma r + s — 2w = 0, onde w representa o arco que passa sobre o
cruzamento e r e s os outros dois arcos. Teremos, assim, um sistema de n equagoes

e varidveis.

e Agora tome uma das variaveis e atribua-lhe o valor numérico 0. Em seguida des-
carte qualquer uma das equagoes, restando assim um sistema com n — 1 equagoes e

incégnitas.

e Por fim, escreva a matriz dos coeficientes do novo sistema e calcule o valor absoluto

do determinante dessa matriz. O resultado é o determinante do no.

Os exemplos abaixo ilustram, passo a passo, os procedimentos para o referido

calculo.

Figura 74 — Diagrama do né trevo com variaveis nos arcos.
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Primeiramente devemos associar os arcos a letras conforme a figura (74). Em
seguida montemos um sistema de equagoes com as incognitas associadas da forma abaixo.
a+b—2c=0
a+c—2b=0
b+c—2a=0

Fazendo ¢ = 0 temos:
a+b =0

a—2b =0
b—2a =0

Eliminando uma das equagoes, resta apenas um sistema de duas equagdes (neste
a+b =0
a—2b =0

Por fim, devemos calcular o determinante da matriz associada aos coeficientes do

1 1
det = -3.

O determinante do né é o médulo do determinante da matriz dos coeficientes, isto
é, D=|-3]=3.

caso).

sistema, isto é,

Mostramos com isso que o determinante do né trevo é igual a 3. Vejamos agora

como calcular o determinante do né oito.

Figura 75 — Diagrama do né oito com variaveis nos arcos.

Escrevamos o sistema de equagoes da forma

a+d—2b=0
b+c—2d=0
c+d—2a=0

a+b—2c=0
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Fazendo d = 0 temos:

a—2b =0
b+c =0
c—2a =0
a+b—2c =0

Eliminando a quarta equagao e rearranjando o sistema:

a — 2b =0
b + ¢ =0
—2a + ¢ =0

O determinante da matriz dos coeficientes é dado por:

1 -2 0
det| 0 1 1|=5
-2 0 1

Dessa forma o determinante do né oito é D = |5 = 5.

Nao é dificil perceber que, a medida que o né é mais complexo, o nimero de
arcos (varidveis) serd maior, logo o determinante serda mais dificil de ser calculado. O
determinante de um né é um invariante relativamente simples, obtido de um invariante

mais poderoso, denominado polindmio de Alexander.

3.3 Polinomio de Alexander

O polinémio de Alexander é um invariante capaz de ser associado a um no de forma
que, caso o né seja transformado em outro por equivaléncia, ambos possuam o mesmo
polinémio associado. No entanto, sua eficicia ndo é completa, isto é, podem existir dois
nos nao equivalentes associados a um mesmo polinémio. Outras limitacdes do polinémio
de Alexander sao associadas ao fato dele nao poder distinguir um né de sua imagem no
espelho, nem de seu inverso. Assim como o determinante de um né, o cdlculo do polinémio
de Alexander é efetuado através do determinante de uma matriz associada a um diagrama
de no, através dos cruzamentos e arcos do diagrama devidamente identificados. A figura

abaixo ilustra a identificacdo dos arcos de um diagrama e sua equagao associada.

Abaixo esta descrito um procedimento simples para o calculo do polinémio de

Alexander.

e Primeiramente devemos escolher um diagrama orientado do no e identificar os arcos

por letras mintdsculas.
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b/

(t-1)d-ta+b=0

Figura 76 — Cruzamento associado a uma equacao, com arcos identificados

e Em seguida devemos escrever uma equagao para cada cruzamento conforme o mo-
delo na figura (76). Note que as equagoes serao escritas conforme a linha que passa

por cima, a direita e a esquerda do cruzamento respectivamente.

e Apos a montagem do sistema de equagoes, fagamos uma das variaveis igual a zero

e, em seguida, descartemos uma das equacoes do sistema.
e Devemos calcular o determinante () desse novo sistema.

e Por fim, devemos multiplicar o determinante 6(¢) por £t™, de modo a obter A(t),
tal que A(t) = At™' e A(1) = 1.

Consideremos um diagrama do né trevo na figura (77) e facamos o cédlculo do

polinémio de Alexander associado.

Figura 77 — Diagrama do né trevo: Dp

Conforme as instrugoes, devemos escrever para cada cruzamento uma equagao, de

acordo com modelo dado na figura (76). Em seguida devemos escrever um sistema de
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equagoes. Para o diagrama (77) temos:

(t—1b—tc+a=0
(t—1)c—ta+b=0
(t—1a—th+c=0

Fazendo a = 0 e eliminando a terceira equacao temos o novo sistema:

(t—1)b — te =0
b + (t—1)c =0

(t—1) —t
1 (=1 |

(t—1) —t

1 (t—1)
Finalmente, devemos encontrar Ap,.(t) tal que Ap,.(t) = Ap,.(t7') e Ap, (1) = 1. Multi-
plicando 6(t) por ¢t~ obtemos:

A matriz associada é

Logo,
d(t) = det

]:ﬁ—t+1

Ap () =t16@t) =t P —t+1]=t—1+t"

Consideremos agora, um diagrama do no6 trevo com 4 cruzamentos, obviamente,
diferente do diagrama da figura (77). Vejamos o que ocorre com seu polinémio de Ale-

xander.

4

a

Figura 78 — Diagrama do né trevo com 4 cruzamentos.

As equagdes associadas sao:

(t—1)c—td+b=0
(t—1)b—tc+a=0
(t—1a—th+c=0
(t—1)a—ta+d=0
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Fazendo a = 0 e descartando a quarta equagao temos:

b + (t—=1)c — td =0
(t—1)0b — te =0
—tb  + c =0

A matriz associada é

Finalmente,

Si(t)=det | (t—1) —t 0 |= - +t=t[t*—t+1]=+t'[t*—t+1].
—t 1 0

Note que este resultado é multiplo daquele encontrado para o diagrama da figura (77).
Para encontrarmos o polindmio de Alexander A (t) tal que Ay(t) = Aj(t71) e Ay(1) =1
basta multiplicar o d; () por t2:

A(t)=t25t) =t [ -+t =t -1+t =Ap.(b).

Mesmo sem utilizar diagramas distintos, o resultado de d;(¢) depende da escolha da va-
riavel para igualar a 0 e da equacao descartada. Os exemplos supracitados dos diagramas

(77) e (78) do no trevo sao casos particulares do

Teorema 3.3.1 Se o polinomio de Alexander de um no é computado utilizando dois
conjuntos distintos de diagramas, os dois polinomios diferenciam-se através de miltiplos

de £t*, para algum inteiro k, [1].

Este teorema caracteriza uma fraqueza do polindémio de Alexander como invariante:
ele nao distingue um né de sua imagem no espelho ou de seu inverso. De fato, seja D o
diagrama de um n6 (ou enlace) orientado. Entdo, a imagem refletida K e o inverso —K
possuem o mesmo polindomio de Alexander de K a menos de um fator multiplicativo. Essa

afirmacao nao ¢é dificil de ser verificada para nés mais simples como o trevo e o no oito.

Calculemos agora o polindmio de Alexander do né figura 8. Considere a figura
(79).

Conforme as instrucgoes, devemos escrever para cada cruzamento uma equacao, de

acordo com modelo dado na figura (76). Em seguida devemos escrever um sistema de

equacoes.
(t—1a—tc+b=0
(t—1)c—ta+d=0
(t—1d—ta+b=0
(t—1b—tc+d=0
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Figura 79 — Diagrama do né oito: Dg

Fazendo a = 0 e eliminando a quarta equacao temos o novo sistema:

(t—1ec + d 0
b + (t—1)d =0
A matriz associada é
1 —t 0
0 (t—1) 1
1 0 (t—1)
Logo,
1 —t 0
o(t)=det| 0 (t—1) 1 =" —3t+1

1 0 (t—1)
Finalmente, devemos encontrar Ap, (t) tal que Ap,(t) = Ap,(t7!) e Ap, (1) = 1. Mul-
tiplicando §(t) por t~! obtemos:

Ap,(t)=t16@t)=t'? =3t +1] =t -3+t .

Para o caso em que o no6 é trivial convenciona-se que o polinémio de Alexander é

igual a 1.

O teorema abaixo explicita as propriedades do polinémio de Alexander.

Teorema 3.3.2 Seja K um né orientado e Ak (t) o seu polindmio de Alexander associ-
ado. Entdo, Ax(t) = Ag(t™) e Ag(1) = £1.

Este teorema ja foi utilizado anteriormente sob forma de exemplos no calculo do polinémio
de Alexander. Ele estabelece a condigao final para que o polindémio A (t) seja o polindémio

de Alexander do n6é dado. Como consequéncia deste teorema temos o
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Figura 80 — Diagrama do né trivial: Aqyipia(t) = 1.

Corolario 3.3.3 Para qualquer no K
Ag(t) =ag+a(t™ ' +1t) Fay(t > +17) + ...

onde a; sao inteiros e ag € impar.

As respectivas provas deste teorema e corolario podem ser encontradas no capitulo
6, pagina 58 de [2]. No anexo (1) apresentamos uma tabela de valores para os coeficientes

a;, quando o polinémio de Alexander é escrito no formato citado no corolario (3.3.3).

De uma forma geral, o polindomio de Alexander, assim como outros invariantes
conhecidos, nao é completo. Ja sabemos que, para todo né trivial, o polindémio de Ale-
xander associado é Ar.iiq(t) = 1. No entanto, existe pelo menos um né com polindémio

de Alexander Ap, (t) = 1, que nao é equivalente ao né trivial. Veja a figura abaixo.

Q’\)
Figura 81 — Diagrama do né K com 11 cruzamentos ¢ Ap, (t) =1, [1].

Neste caso, o polinémio de Alexander falha na determinacao da equivaléncia dos
nds, pois afirma que o n6 da figura (81) e o né trivial sdo equivalentes quando nao sao. No
anexo (2) apresentamos uma tabela de polindmios de Alexander (ndo apenas coeficientes

como na tabela (1)) para diversos nés. Uma tabela mais completa é apresentada em [1].
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Nao podemos deixar de citar aqui que existem invariantes mais eficientes e com-
plexos que o polinémio de Alexander, a saber, o polinomio de Conway, o polinémio de
Jones, polindomio de Homfly, polinomio de Kauffman e o grupo fundamental. No entanto,
a sua eficacia é cobrada na complexidade de sua implementagao, logo, dado o carater in-
trodutoério deste trabalho, optamos por nao apresenta-los aqui. O leitor podera encontrar

maiores informagoes sobre esses invariantes em [6], [2], [1] e [8].
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4 Teoria dos nds e o Ensino Fundamental e
Médio

Por que estudar teoria dos nés no ensino basico? Essa talvez seja a questao mais
pertinente no desenvolvimento deste trabalho. Analisando o curriculo da matematica das
escolas basicas no Brasil, percebemos que se concentra em aritmética, dlgebra, e geometria.
Em particular, no curriculo de geometria, notamos que o tratamento dado ao manuseio
das formas geométricas é bastante limitado, e as aulas concentradas em demonstragoes
e exercicios de calculo. Parte disso se justifica na correria dos programas do préprio
curriculo escolar, que nao reservam tempo para uma aprendizagem mais livre e autonoma.
Sobre a pergunta inicial, podemos afirmar que a teoria dos nds carrega consigo uma
enorme capacidade de tratar formas geométricas no campo pratico do estudo, pois a
compreensao da teoria depende também da construgdo de modelos fisicos. Dessa forma,
os ndés matematicos possuem o poder para otimizar a ligacao entre teoria e pratica nas

aulas, fato suficiente para justificar o estudo.

Ao ter contato com a teoria dos nds percebe-se de imediato que nao se trata de um
tema trivial. Essa sensacao comeca desde o momento em que definimos um né e aumenta
na medida em que o texto se desenvolve na direcao da topologia algébrica e combinatoria.
Porém, também percebemos neste estudo, a presenca fundamental de alguns conceitos
como a algebra linear das matrizes e as manipulagoes geométricas, que podem ser associdas
a Geometria Euclidiana. Compreendendo cada nivel de conhecimento matematico como
um degrau para o conhecimento num nivel superior, acreditamos, com este trabalho,
ser possivel aproximar o ambiente universitdrio do ambiente da escola bésica. Em [11],
encontramos uma pesquisa realizada em escolas bésicas sobre o ensino da teoria dos nos,

cujos resultados sao promissores.

4.1 A manipulacdo dos nds

Uma das grandes vantagens de estudar os nés reside no fato de que podemos cons-
truir modelos fisicos. Obviamente, essa tarefa vai se tornando muito dificil a medida que o
noé possui um nimero maior de cruzamentos, mas essa preocupacao pode ser contornada,
uma vez que construir todos os nds conhecidos nao é o objetivo principal do estudo a
nivel de ensino médio. Alids, esse é um dos grandes problemas em aberto na teoria dos
nés: a enumeracao e classificacio. E suficiente construir alguns nés com uma quantidade
pequena de cruzamentos para uma manipulagao leve e acessivel ao estudante do ensino

basico. Poderiamos comecar desenhando os diagramas abaixo.
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P
oD

Figura 82 — N6 Figura 83 — N6 Figura 84 — N6
0.1. 3.1. 4.1.
Figura 85 — N6 Figura 86 — N6 Figura 87 — N6
5.1 5.2 6.1

E extremamente importante desenvolver uma planilha de acompanhamento, onde
devem ser anotadas as informagoes sobre o desenvolvimento de cada aluno em relacao
as tarefas apresentadas. Se o professor achar conveniente pode estabelecer divisdes em
grupos de no maximo trés componentes para facilitar a interacdo. Abaixo mais algumas

sugestoes de atividades aplicadas ao ensino bésico.

Para o Ensino Fundamental de 6° ao 9° ano:

e 1?* aula: Podemos comecar desenhando o né trivial e alguns noés de trés cruzamentos,
podendo ser, por exemplo, o trevo e sua imagem espelhada e o proprio trivial com

dois ou trés cruzamentos. O objetivo é observar a diferenca entre eles e a equivaléncia

& &

e 2% aula: apos identificar os nés nao equivalentes ao trivial, pensar em possiveis formas

com o trivial.

de torna-lo trivial alterando cruzamentos. A idéia dessa tarefa é inserir o conceito
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&b 00

de numero de desatamento.

e 3% aula: tratar dos nos e suas imagens de espelho. Podemos comecar com o movi-
mento de Reidemeister Ry, n6 trevo, nd oito e os nds de cinco cruzamentos e suas
respectivas imagens. O objetivo dessa aula é realizar movimentos e deformagoes para

verificar se um noé é equivalente a sua imagem de espelho.

e 4* aula: a tarefa é construir modelos fisicos dos diagramas através de barbantes. O

objetivo dessa tarefa é a manipulacao dos nés em trés dimensoes.

e 5% aula: utilizar os modelos construidos para aplicar movimentos e deformacoes e

construir nés equivalentes. Diagramar os resultados.

e (* aula: expandir o conceito de n6 para enlace.

Ao final dessas atividades, os alunos deverao ser capazes de compreender um noé
trivial como um né que pode ser desatado e um né nao-trivial como um né que nao pode
ser desatado. Devemos observar também se sao capazes de concluir que um né nao-trivial

nao pode possuir 1 ou 2 cruzamentos apenas.

Para o Ensino Médio:

e 1* aula: desenhar os diagramas dos nés trivial (0.1), trevo (3.1), né oito (4.1), né
(5.1), n6 (5.2) e (6.1). De acordo com o desempenho da turma, a atividade poderd

ser estendida com mais alguns diagramas.

e 2% aula: a tarefa pode ser voltada para a construgao de modelos fisicos dos diagramas
através de barbantes ou arames dobraveis. O objetivo dessa tarefa é a manipulagao

dos nds em trés dimensoes.

e 3% aula: nesta aula devemos associar as manipulacoes fisicas dos modelos e os dia-
gramas, isto €, aplicar uma certa deformacao e desenhar o diagrama do né obtido.
O objetivo dessa tarefa permitir ao aluno uma melhor visualizacao da conexao entre

o modelo fisico e o diagrama, principalmente na relacao entre os cruzamentos.
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e 4* aula: apresentar os movimentos de Reidemeister e aplicd-los sobre os diagra-
mas construidos na aula anterior. Utilizar esses movimentos para realizar algumas

equivaléncias entre nés. Tentar construir a imagem de espelho de um no.

e 5% aula: Realizar apresentacoes com auxilio do Knotplot. Apresentar equivaléncias

e imagens de espelho. Apresentar o conceito de quiralidade.

e (6% aula: expandir o conceito de né para enlace.

Como dito acima, estas s@o apenas algumas sugestoes para aulas de teoria dos nés.
O objetivo inicial é a apresentacao do tema e o tratamento das informagoes de forma mais
natural possivel. Esse objetivo pode ser alcancado, pois o tema permite um bom ntmero
de possibilidades para elaboragao de aulas. Além disso, uma das vantagens de estudar
a teoria dos nds no Ensino Fundamental e Médio é a manipulagao fisica dos objetos
matematicos que, sem duvida, é uma boa oportunidade de conectar teoria e pratica na

matematica basica.

4.2 Os invariantes

Dando continuidade a nossa tarefa de apresentar tépicos de teoria dos nds no
ensino basico, trataremos agora de alguns invariantes possiveis de estudar nesta etapa de
ensino. Um invariante pode ser pensado como uma propriedade que é comum a alguns nos
e a outros nao, de forma que, se dois nés sao equivalentes possuem um mesmo invariante.
Note que a reciproca nao ¢ verdadeira, isto ¢, a igualdade dos invariantes de dois nos,
nem sempre garante que eles sejam equivalentes. Por outro lado se dois nés possuem

invariantes (do mesmo tipo) distintos, entdo nio sdo equivalentes.

4.2.1 Topicos de Tricolorabilidade

A tricolorabilidade é um invariante que pode ser apresentado ao ensino fundamen-
tal e médio, ja que nao apresenta pré-requisitos complexos. Recordemos aqui o conceito

de tricolorabilidade.

Definicao 4.2.1 Um diagrama de né é tricolorizdvel se:

1. cada arco possua uma cor;
2. utiliza no minimo duas e no mdximo trés cores;

3. para cada cruzamento, ou todos 0s arcos tem a mesma cor ou num cruzamento os

arcos possuem trés cores.
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Figura 88 Figura 89 Figura 90

A figura (88) é tricolor, enquanto as figuras (89) e (90) nao sao tricolores.

Sugestao de atividades:

e 1% aula: apresentar algumas figuras pintadas e verificar se sao tricolores. O objetivo
dessa aula é fazer o aluno compreender que a tricolorabilidade nao é simplesmente
pintar a um diagrama com trés cores. E necessario compreender também as relagoes

entre cruzamentos.

e 2% aula: apresentar alguns diagramas e solicitar que os alunos efetuem a tricoloragao,

separando os diagramas onde é possivel e impossivel fazé-la.

e 3% aula: verificar, realizando algumas deformacoes, que os diagramas tricolores nao

sao equivalentes ao n6 trivial.

Essas atividades podem ser aplicadas ao ensino Fundamental e Médio. Caso o
professor queira, pode estender ao Ensino Médio, a tricolorabilidade para alguns enlaces
simples. A idéia geral aqui apresentada, é permitir que o aluno compreenda o significado
matematico de um invariante e enxergue a tricolorabilidade dentro deste conceito ao

concluir que noés tricolores nao podem ser triviais.

4.2.2 Namero de Cruzamentos

O numero de cruzamentos também é um invariante que pode ser tratado no ensino
fundamental. Sabemos que nem sempre é tarefa facil determinar o diagrama minimo de um
noé. Sabemos também, da defini¢cao, que o nimero de cruzamentos deve ser minimo para
ser invariante. Dessa forma, as tarefas associadas ao nimero de cruzamentos podem ser
focadas na apresentacao de diagramas simples, minimos e nao minimos. Os alunos devem
idenfica-los e diferencia-los, para otimizar a contagem dos cruzamentos. Observemos os

diagramas abaixo e facamos a contagem do ntimero de cruzamentos.
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O diagrama (93) é o minimal referente ao né 10.117 e possui 10 cruzamentos.
Note que nao é uma tarefa simples verificar se este ¢ o menor niimero de cruzamentos,
portanto devemos evitar este tipo de exemplo para nao comprometer a aprendizagem.
Por outro lado, as figuras (91) e (92) sao diagramas distintos do trevo que apresentam
respectivamente, 3 e 5 cruzamentos. Logo, o niimero de cruzamentos do trevo é igual a
3, pois refere-se a seu diagrama minimal. Estes sao exemplos acessiveis para tratamento
em sala. Uma sugestao de atividade é a comparacao de diversos diagramas com o no
trivial. A tarefa deve permitir que os alunos compreendam o ntimero de cruzamentos

como invariante.

4.2.3 Nuamero de Desatamento

Conforme definido no capitulo 3, o niimero de desatamento de um né K é a menor
quantidade possivel de alteracdes na ordem dos cruzamentos que possam transformar
esse n6 K no né trivial. E importante salientar que o nimero de desatamento de um
no, nao é necessariamente, o nimero de desatamento de seu diagrama minimal. Também
nao é facil determinar esse nuimero, logo, qualquer atividade deve ser conduzida com
cautela. Novamente, recomenda-se utilizar exemplos de nds mais simples para que os

alunos consigam manipular com naturalidade.

& & &

Figura 94 Figura 95 Figura 96 — pu =7

O 16 da figura (95) é o desatado do né da figura (94). E importante, neste caso
utilizar modelos fisicos além dos diagramas. Dessa forma a turma podera compreender
melhor a limitacao dos nés nao equivalentes ao né trivial. Além disso, fica claro ao mani-

pular um modelo fisico nao trivial, que o né precisa ser rompido para alterar a ordem de
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um dado cruzamento e que apods esse procedimento, obtém-se um outro né. Compreender
este invariante significa dizer que, se dois nés sao equivalentes, possuem o mesmo nimero
de desatamento. E necessério comentar que a eficicia da maioria dos invariantes é incom-
pleta, sendo que alguns sdo mais poderosos que outros. Além disso, assim como outros
invariantes numéricos, a igualdade do ntimero de desatamento nao garante que dois nés
sejam equivalentes. O n6 oito, por exemplo, possui nimero de desatamento p(4.1) = 1
assim como o né trevo 1(3.1) = 1, e nao sao equivalentes. Porém se dois diagramas, apre-
sentam numeros de desatamento distintos, entdao estes ndés nao sao equivalentes. Como
exemplo, o nod trivial tem nimero de desatamento p(0.1) = 0, logo podemos garantir,
por distincao, que o no6 trevo e o nd oito nao sao equivalentes ao no trivial. Uma suges-
tao de tarefa: montar diagramas ou modelos fisicos e organizar um jogo de desatamento.

Escolhe-se diagramas de nés e ganha o aluno que os desatar primeiro.

4.2.4 O determinante de um né

Como ja sabemos, o determinante de um né é um invariante calculado através
do determinante de uma matriz, devidamente construida a partir de equagoes dos arcos
e cruzamentos do né. Este tipo de invariante s6 pode ser estudado no Ensino Médio,
apés a devida apresentacao dos conteidos matrizes, determinantes, e sistemas lineares e,
obviamente, aparece como um estudo aplicado desses contetdos. Vejamos um exemplo de

como calcular o determinante de um no.

Figura 97 — N6 com 4 cruzamentos.

Tomando a figura acima podemos escrever o seguinte sistema de equagoes associ-

adas aos arcos e cruzamentos:

b + ¢ — 2a = 0
a + b — 2¢ =0
c + d — 2a = 0
a + d — 2¢c = 0
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Fazendo a = 0 e eliminando a quarta equagao, temos:

b + ¢ =0
b — 2c =0
c + d =0
O determinante da matriz dos coeficientes é, entao:
1 1 0
det| 1 =2 0 | = -3,
0 1 1
e o determinante do no6 é det(K) = | — 3| = 3.

As tarefas relacionadas ao determinante de um né sdo, essencialmente, a cons-
trucdo de sistemas lineares e matrizes e o cdlculo do determinante de uma matriz. E
recomendavel escolher nés com quantidade pequena de cruzamentos, para nao tornar a
tarefa demasiadamente intrincada. Para mais detalhes sobre os procedimentos do calculo

do determinante de um né, recomendamos a leitura da secdo (3.2) do capitulo 3.

425 O polinbmio de Alexander

Assim como o determinante do né, o polinémio de Alexander é um invariante para
o Ensino Médio. E necessario que o aluno detenha os conceitos de matrizes, determinantes,
sistemas lineares e polinémios, antes de calcular o polindomio de Alexander de um né. Por
ser um invariante mais poderoso que o determinante do no, o seu calculo é mais sutil, de
modo que devemos considerar um diagrama orientado e associar arcos e cruzamentos a

equagoes da forma (t — 1)d — ta + b = 0 conforme a figura (98) abaixo.

7~

(t-1)d-ta+b=0

Figura 98 — Equacao Figura 99 — Diagrama de
dos arcos e orientado de 4
cruzamentos. cruzamentos.

Calculemos o polinémio de Alexander do né da figura (99). Primeiramente escre-
vamos um sistema de equagoes da forma:
(t—1)a — tec
(t—1)a — td
(t—1)c — tb
(t—1)c — ta

+ 4+ + +

QU L2 o o
|

o O o O
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Fazendo a = 0 e eliminando a quarta equagao do sistema:

b - te =0
c —td = 0
—tb + (t—1)c =0

O determinante da matriz dos coeficientes é:

1 —t 0
det | 0 1 —t | =t —t=—t' (-t +1).
—t (t—1) 0

O resultado acima é o polindmio de Alexander do né em questdo. Note ainda que este
determinante é multiplo do polinémio de Alexander do né trevo, pois, na verdade, o

diagrama (99) é equivalente ao né trevo.

A finalidade de apresentar este invariante é, além de distinguir os nés, exemplifi-
car aplicagoes do estudo de polindmios, haja vista que é um contetido tratado de maneira
bastante tedrica no Ensino Médio, e que sempre gera discussoes acerca de sua aplicabi-
lidade. Os trabalhos em sala de aula, sobre polindmio de Alexander, podem devem ser
conduzidos através de comparagdes com o né trivial e nds simples como trevo e oito. As-
sim como o determinante, o calculo deste invariante pode se tornar imenso, se utilizarmos
nos com muitos arcos e cruzamentos, logo recomenda-se cautela na escolha dos nés para

exemplificagao. Para maiores informacoes o leitor pode ler a se¢ao (3.3) do capitulo 3.

Evidentemente, existem outros invariantes muito mais poderosos que o polinémio
de Alexander, dos quais podemos citar o polinémio de Conway, o polinémio de Jones,
polinomio de Homfly, polindmio de Kauffman e o grupo fundamental. No entanto, por
conta de sua maior eficacia, seu grau de complexidade supera e muito as fronteiras do
Ensino Médio, de forma que optamos por nao apresenta-los neste trabalho, dado o seu

carater intodutorio e aplicado ao ensino basico.

4.3 O software Knotplot

O knotplot é um excelente software de teoria dos nés com dezenas de funcionali-
dades, capaz de visualizar e interagir com nés em 3 e 4 dimensoes. Comegou como um
projeto de curso ha varios anos, sob a orientacao de Kellogg Booth e Dale Rolfsen e desde
entao, o programa recebeu muitos recursos dos quais destacamos:

e Animacoes;

e Apresentacao de tabelas com nés e enlaces;

e Manipulacao e edi¢ao de noés e enlaces, com deformacoes, rotagoes, etc;
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e Exportacao de figuras de nos e geracao de diagramas;

e Muitissimas animacoes, com 3 e 4 dimensoes.

Trata-se, em resumo, de uma das ferramentas computacionais mais poderosas,
em teoria dos nés, da atualidade. Seu potencial cientifico e educacional é enorme e,
certamente, diferencial para este trabalho. O Knotplot pode ser obtido no endereco

www.knotplot.com e sua licenca custa poucas dezenas de ddlares.
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Conclusao

Em virtude de tudo que foi aqui mencionado, compreendemos a importancia da
teoria dos nés como primordial na topologia contempornea. E fato que nio trata-se de
um tema trivial, e que ainda existem muitas questoes em aberto neste estudo, como por
exemplo, a eficacia dos invariantes e a propria enumeracao dos nés e enlaces. No entanto,
é inegavel, que a teoria possui um enorme potencial cientifico e educacional, e acreditamos
ser possivel acessa-la desde o Ensino Fundamental até o Ensino Superior. Esta acao de
trazer para o ensino basico, conteudos de competéncia universitaria, neste caso da Topo-
logia, visa provocar a discussao acerca do curriculo de matemética nas escolas primarias.
Indubitavelmente, um curriculo adequado desde o ensino basico, fara diferenca no grau de
qualificagao dos futuros alunos universitarios, pois impacta diretamente na aprendizagem.
Contudo, é necessario debater sobre este curriculo, na expectativa de adequé-lo aos novos
desafios dos tempos atuais, de propor novos caminhos que permitam a aproximacao en-
tre universidade e ensino béasico. Nesta perspectiva acreditamos que este modesto estudo
obteve seu éxito e acrescenta sua contribuicao, no momento em que propoe atividades

compativeis com o nivel fundamental e médio.
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Tabela 1
N6 Qo a; Qo ag
31 -1 1
4, 3 -1
o1 1 -1 1
S92 -3 2
61 5 -2
6, -3 3 -1
63 5 -3 1
7 -1 1 -1 1
Ty =D 3
73 3 -3 2
Ty -7 4
75 5 4 2
76 -7 5 -1
77 9 -5 1
81 7T -3
82 3 -3 3 -1
83 9 A4
84 -9 5 -2
85 5 4 3 -1
8 -7 6 -2
8 -3 5 -3 1
88 9 -6 2
39 7 -5 3 -1
810 -7 6 -3 1
8 -9 7 -2
812 13 -7 1
83 11 -7 2
814 -11 8 -2
8 11 -8 3
816 -9 8§ -4 1
87 11 -8 4 -1
8s 13 -10 5 -1
819 1 0 -1 1
820 3 -2 1
821 -D 4 -1

Tabela 1 — Tabela de coeficientes para o polinémio de Alexander [2].



Tabela 2

N6 Polindémio de Alexander

3, tP—t—1

4 2 -3t+1

5, =B 4+t2—t+1

5y 242 —3t+2

6, 2t>2—5t+2

6, tP—3t343t2 -3t +1

65 t*—3t3 4512 -3t+1

T -4+t —t+1

Ty  3t2 —5t+3

Ty 2% — 33 + 312 — 3t + 2

Ty A2 —Tt+4

Ts 2% — 43 + 512 — 4t + 2

Te tH—53 4+ 72 —5t+1

T ' =53 4+912 -5t +1

8 3t2—-Tt+3

8 t9—3+3t—3t3+32-3t+1
8 At2—9t+4

84 2t — 5134+ 5t2 —5t+2

8 19 —3 4t — 53+ 42 -3t +1
8  2t1 —6t3 + 712 — 6t + 2

8 0 -3t 45t =53 +5t2 -3t +1
8s 2t — 613+ 9t — 6t +2

8 0 =3P +5tr -T2 +512 -3t +1
810 =3P +6t1 —T3+612—-3t+1
S 2P =T34 92— Tt +2

8o th—TH 4132 -7t +1

813 2t — T3 41142 — Tt + 2

S8ia 2t — 83+ 1182 — 8t + 2

815 3t —8t3+ 112 -8t +3

816 10 —4t> +8t* —9t3 + 812 — 4t + 1
817 10 —4 + 8t — 113 + 812 — 4t + 1
815 10 —5t°+10t* — 1363+ 102 — 5t + 1
S8ig t9—tP4+t3—t+1

8 tr—2034+3t2 —2t+1

S8o1 tr—A4t3 4512 — 4t +1

Tabela 2 — Tabela de polindmios de Alexander
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Figura 100 — Tabela de nés obtida com Knotplot
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Figura 104
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